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第1章 序論

第1章 序論

社 会生活 を営む上 でわれわれ は 自 ら意 思決定 を行 わ なけれ ばな らない状況 に

往 々 に して遭遇 す る。 この状況 の多 くは数理 的手法 を直接適用 で きるほ ど単純

ではな くか な り複雑 であ る。 しか しその状況 を数理 的理論 が適用 で きる程度 に

まで適切 に簡略化 したモデル を作 り、そのモデル に数 理的手法 を適用 し、その

社会状況 が望 む解 を求 める こ とは、モデル化 の もととな った複雑 な状況 に有効

に対処す るための基本的 な指針 を提供す る。 この よ うに、 さま ざまな社会状況

のモデル に適切 な数 理的理論 を適用 し分析す るこ とは社会 生活 を円滑 に営む上

での貴重 な行動指針 を与 える ことにな る。

さて、本研 究が分析 す る主 な社会 状況 を

有 限な資源 を、(A)あ る期 間内に効率的 に配分 しなけれ ばな らない、(B)複 数

の参加者 の間で公 平 に配 分 しなけれ ばな らない、 とい う状況 に限定す る。

実 際の多 くの社 会状況 は(A)と(B)の 両方 の要 素 を含 んで い るが、両方 を同

時 に分析す るのは現時 点におい て困難 であ るので、別 々 に考察 を行 う。

(A)に お いて は期 間の最初 の方 に多 くの資源 を使 い過 ぎたた めに、期 間の最

後 の方 の有 利 な チ ャ ンス を有 効 に利 用 で きな い こ と等 を避 け る必 要 が あ り、

(B)に おいて は参加 者 が どれ く らい全体 に寄与 したか を考慮 し、 さらに どの

よ うな意味で の公 平性 を追求す るか を明確 にす る必要 があ る。(A)の よ うな意

思決 定過程 は動的計画 法で、(B)は ゲー ム理論 の分野 でこれ まで研究が行われ

てい る。 この両分野 はオペ レー シ ョンズ ・リサー チ(OR)な る学問領域 に含ま

れ てい る最適化手法 と してだ けではな く、時 々刻 々変動す る事象 を追 うもの と

しての 自然 科学、社会 科学、経 済学な どにも影 響 を与 えてい る。

動 的計画 法はBellman[1]に よって導入 され、時間的 な多段 階決 定過 程 を扱 う

ための数 学的理論 であ る。 動的計画法 の適用範 囲は広 く、例 えば、最短経路問

題 、最適停止 、逐次資源配 分、在庫管理 、取替 え問題 、ス ケジュー リング、等

[2][8]が扱 われ てい る。ゲーム理論 はvonNeuma㎜ とMorgensternに よって研 究

が始 め られ 、多人数 の意思決 定 を扱 い、拘束力 のあ る取 り決 めが不可能な非協

力 ゲー ム理 論 、拘 束力 の あ る取 り決 めが可能 な協カ ゲー ム に分類 され てい る

[10][11]。非協力 ゲーム理論 では 自分だ けが行動 を変 えて も得 にはな らない とい

う意味で安定 なナ ッシ ュ均衡 、その精緻化 である部分 ゲーム完全ナ ッシュ均衡 、

不完備 情報 ゲー ムにお けるベイ ジア ン均衡等 の解概念 を用 い、 さま ざまなゲー

ムおけ る行 為者 の合理 的 な行動 を説 明 してい る。 また、協カ ゲー ム理論 では譲

渡 可能 効用が存在す る場合、公 平性 の種 々の表現で あ る多数 の解概念 が提唱 さ

れ 、公理 的特徴付 けや 一貫性 とい う概 念 を利 用 して 、それ らの解 の関係 が議論

され てい る。
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第1章 序論

本研 究の前半では動的計画法 を利用 して時 間的 に多段 階の資源 配分 に関す る

数理的研究 を、後半部分 ではゲー ム理論 を利用 して複数 プ レイヤー の問での資

源 配分に関す る数理 的研究 を行 ってい る。本研 究の前 半で扱 う逐次資源配分 は

最適停 止(「停止 」と呼ばれ る行為 を有限期間内 に1回 だけ行 うこ とがで き ると

き、いつ行 うべきか?)→ 逐次割 当て(n人 の人 を次hに 現れ るn個 の仕事 に

逐 次割 当て るとき、いか に割 当て るべ きか?)→ 逐次資源配分(期 待報酬 を最

大 にす るには、有 限の手持 ち資源 を逐次到来す る資源利 用機会 にいか に配分す

れ ば よいか?)と い う系譜で考察 されて きた。 従来扱 われ てい る逐次資源 配分

においては、資源 が連続 量で あ り、利 用機 会が離散時点 に発 生 し、報酬が利用

機会 のタイ プに依存 しない場合[3]、 また は、資源 が離散 量で あ り、利 用機 会 の

発生が ボア ソン過程 の場 合[9]が 既 に扱 われてい るが、資源 が離散 量で あ り、離

散時点 に発生 し、報酬 が利 用機 会 のタイプに依存す る次 の よ うな例 の場 合 は研

究 され てい ない。例 えば、10日 後 に海外旅行 に出発 す るために手持 ちの資金50

万 円を円か ら外貨 に換 えたい とす る。 明 日以 降に両替 をす るが、今 日の為 替 レ

ー トよ り有利 でな けれ ばその 日に は外貨 に換 えない とす る。 毎 日の為替 レー ト

を参考 に してな るべ く多 くの外貨 に換 え るには、為替 レー トに応 じてい く らず

つ両替す べ きであ ろ うか?こ の状況 において、資源 は離散 量で あ り、報酬 は利

用機会(そ の 日の為替 レー ト)に 依存す る。また、利用機 会 は離散 的な時点(毎

日)に 発 生す る。 この例 には従 来のモデルの結果 を適用 できない。 また、 この

例 の よ うな離散 時点 に利 用機会 が発生 し、報酬が利 用機会 に依 存す る離散資源

の逐次資源配分 は現 実に もよ く発 生 し、 このモデル を数理 的に解析 す る必要が

あ る。 そ こで、本研 究で は、資源 が離散量で あ り、報酬 が利用機 会の タイ プに

依存す る、離散 時間の逐次資源配 分 を扱い、そのい くつ かのモデル におい て最

適 な決定過程 の定性 的な性質 に関 して数 理的な考察 を行 う。

本研究で次 に扱 う複数 プ レイ ヤー問での資源 配分の例 は次 の よ うで ある:

A,B,Cの3人 が(全 体提 携 を形成 し)共 同で ある事業 を行 いその利 益 を配分 し

よ うとしている。 この事 業 を(部 分的な提携 を形成 し)別 々に行 った場合 に得

られ る利益(提 携値)を 基準 に して、3人 の全体提 携 に よる利益 を公 平 に配分

す る とすれ ば、いかにす べ きであ ろ うか?

この よ うな利益配分 は譲 渡可能効 用ゲーム と して考察 され 、従来 、 さま ざまな

解(仁 、z一値 、 コア 、シ ャー プ レイ値)が 提 唱 されて きたが、 これ らの解 はそ

れぞれ 固有 の公平性 に関す る考察 に よ り定義 されてお り、解 の違 いが明瞭 に理

解で きる ようには、必ず しも定義 されていない。例 えば、仁 は最 大不満 の最小

化 を 目指 した解 であ る。 一方、z値 は、まず 、各 プ レイ ヤーに全体提携 への寄

与分 を配分 し、それ に よる不足分 を各 プ レイヤーに譲 歩 させ るこ とに よって調

整す る。 コアは各提携 内の メンバ ーにおけ る配 分の合計がそ の提携値 を下回 ら
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第1章 序論

ない よ うな配分 の集合 で ある。 シャー プ レイ値 は、提携 を形成す るた めにプ レ

イヤー が無 作為 に順列 を作 り、各プ レイ ヤーが既 存の提携 に新 たに加 わ るこ と

による利益 の増分 を得 る と した場合 の期待値 であ る。 この よ うに、それ ぞれの

解 はそれ に特 有の公平性 の考 えに よ り定義 され てい る。 また、破 産 問題や他 の

若干 の特別 なゲーム にお いて仁 が一対 交渉一:貫性 とい う性 質 を満たす ことは知

られていた が[4][5]、この結果が どれ く らい広いゲー ムのク ラスで成 立す るかは

不明で あった。 さらに、 層直が一 対交渉 一貫性 とい う性質 を持っ ことは知 られ

ていなかった。 ここであ る解が一対交渉一 貫性 を満たす とは、任意 の一対 のプ

レイ ヤー 間におい て、彼 らのその解 に よる配分額 を彼 らの中で再配分 す る動機

を持つ か ど うかチ ェ ック した とき、再配分す る動 機が ない こ とをい う。 そ こで

本研究では 、空 でない コアが1人 とn-1人 提携 に よって決定 され るゲーム のあ

る部分集 合 にお ける、仁 とz値 の関係 を考察す る。

従来、 「全体 の利益 を各 プ レイ ヤー に配分す るた めに、まず 、各 プ レイヤー が 自

分の寄与分 を受 け取 り、次 に、残 りを各プ レイヤー に等分す る」 とい う均等配

分値 の例 としてCIS一値 とENSC一 値 が考察 され ていた[6]。この最 初 に受 け取 る自

分 の寄与分 が1人 か らなる提携値 で与 え られ る場合 がCIS一値 であ り、n-1人 か

らな る提携値 か ら計算 され る場合がENSC一 値 であ る。そ こで本研 究では この寄

与分 がk人 か らなる提携値 か ら計算 され る、k人 平均寄与の残余均等 配分値 と

い う新 しい解 を提 出 し、k人 平均 寄与の残 余均等配分値 とシャープ レイ値 の縮

小ゲーム に よる一貫性 を考察す る。

本研 究で最後 に扱 う複数 プ レイ ヤー間 にお ける動 的意思決 定に関 して は、ま

ず、繰 返 し囚人 の ジ レンマ ゲー ムを題材 に協調行動 の説 明を行 う。従来 、 トリ

ガー戦 略、 しっぺ返 し戦略 は この繰返 しゲー ムにお いてナ ッシ ュ均衡 を構成す

るこ とが知 られ ていた[7]。 トリガー戦 略は さらに部分 ゲー ム完 全ナ ッシュ均衡

を構成す るが、相手 の失敗 を1回 しか許 さないので厳 しす ぎる、また、 しっぺ

返 し戦略 は厳 しくないが部分ゲー ム完全 ナ ッシュ均衡で はない、 とい う欠点が

あった。 そ こで本研 究で両者 の欠 点 を補 う新 たな戦略K一有界Getting-evenを 導

入す る。 また、従来 、1回 限 りの 囚人 のジ レンマゲー ムで は協調行動 を正 当化

す る ことがで きなかった。 これは、プ レイ ヤーが過度 に他 のプ レイヤー と分離

してい る と想 定 され ていたためで ある。 そ こで本研 究では、 このプ レイヤーに

想定 されて いた従 来 の合理 性を明示的 に修正す ることによ り、1回 限 りのゲー

ム において も協調行 動 の説 明を試 み る。

以下で、本 論文 の構成 を述べ る。

まず 、第2章 で本研 究 に関連す る動 的計画法お よびゲー ム理 論 の基礎概念 を

紹介す る。

第3章 では前述 の例 の よ うなモデル を扱 う:
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第1章 序論

10日 後 に海 外旅 行 に出発 す るた めに手持 ちの資金50万 円を円か ら外貨 に換 え

たい とす る。 明 日以降 に両替 をす るが、今 日の為替 レー トよ り有利 で なけれ ば

その 日には外 貨に換 えない とす る。 毎 日の為替 レー トを参考 に して なるべ く多

くの外 貨 に換 え るには、為 替 レー トに応 じてい く らず つ 両替 す べ きで あ ろ う

か?

今 日の為替 レー トよ りも有利 で ない 日には配分(両 替)し ない ので あるか ら配

分機会 の生起 は不確 実で ある。期待報酬(両 替 で きる外貨 の額 の期待値)を 最

大 にす るには どの よ うに手持 ち資源 を配分 してい くべ きで あろ うか?

最適 な資源 の利用量 に関 して以下 の よ うな単調性 が成 立す る と期待 で きる。

しか し、これ らの性質 は本 当に成立す るのであろ うか?

生起が不確 実 であるか ら残 り期 聞が少 ない場合 には出会 った機 会 に手持 ち資

源 をなるべ く多 く利用すべ きであ る。 しか しなが ら、残 り期 間が長 い場合 は、

今後 もっ と有利 な機会 が訪れ るこ とも期待 して手持 ち資源 を残 してお くべ きで

ある と思 われ る。す なわち、最適 な資源 の利用量 は残 り期 間の長 さの非増加 関

数 にな るのではない だろ うか(A:期 間に関す る単調性)?

また、手持 ち資源 が多 い時 と少 ない時 を比較す る と、手持 ち資源 が多 い時 の

方 が 出会 ってい る機 会 に よ り多 くの資源 を利用すべ きではないか?す なわち、

最適 な資源 の利用 量は手持 ち資源 の量の非減少 関数 で はないで あろ うか(B:

資源 に関す る単調性)?

さらに、大 きな報 酬 を生む機会 に出会 ってい る場合 とそ うで はない場合 とを

比較す ると前者 の場 合 によ り多 くの資源 を利用 すべ きでは ないか?す なわ ち、

最適 な資源 の利用 量は 出会 っている機 会の価値 の増加 関数で はないであ ろ うか

(C:価 値 に関す る単調性)?

本論文 では必要 に応 じて配分機会 を 目標 物(ま たは客、 な ど)と 呼ぶ こ とに

して いる。

幾つか のモデル に対 して この よ うな問に答 え よ うとす るのが(最 適 な資源 の

利用量 の定性的 な性質 、構 造 を調べ る ことが)本 研 究の前半(逐 次 資源 配分)

の 目的で ある。す なわち、モデル のパ ラメー タ(報 酬 関数等)の 構造 に適切 な

仮定 を し、そ の もとで最適 政策(最 適 な資源 の利用 量)の 定性的性質 を解析 的

に導 出す るこ とが 目的で ある。そ うす る ことに よ りモデル化の元 の状況 に有効

に対処す るた めの基本 的な行 動指針 を得 るこ とができ る。

まず、第3-2節 で本研 究の基本 となるモデル を設 定す る。 有限計画期 間 を通

じて各期毎 に■高 々1個 ず つ 目標 物が 出現す る。 目標物 は複 数 タイプ か らな り・

確 率7,で タイプZの 目標物 が現れ 、確率roで 何 も現れ ない。 この状況 を数理的

に解析 して得 られ る主 な結果 は次の通 りである:

報 酬 関数 の形 に よっては前述の最適 政策 の性質"A:期 間に関す る単調性"、
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"B
:資 源 に関す る単調性"は 成 り立 たないが、報酬 関数が あ る一般 的な条件

を満 たす 時 、"A:期 間 に関す る単調 性"、"B:資 源 に 関す る単調性"、"C:価

値 に関す る単調性"が 成立す る。

第3-3節 は第3-2節 の基本 モデル において手持 ち資源 を利 用せず に次 の期 に

持 ち越す と、あ る確 率(劣 化率)で 利 用不可能 にな るモデル を考察 してい る。

このモデル は資源 が生鮮 食料 品や最新 式の電子装置 の よ うな劣 化す る製 品 をそ

・の客 に販 売す る場合 に適用 で きる。得 られ る主な結果 は次 の とお りで ある:

報酬 関数 が第3-2節 と同様 な条件 を満 たす時、"B:資 源 に関す る単調性"が

成 立す る。劣化 率 が増加すれ ば製 品の最適販 売量が増加 す るのでは ないか?と

推測 され るが、 これ が必ず しも真で はない数値例 を示す。一方 、報 酬関数 と劣

化率 があ る妥当 な条件 を満 たせ ば、製 品の最適販 売量の劣化率 に関す る単調性

が成 立す るこ とを証 明す る。 さ らに、製 品の最適販 売量が残 り期 間の長 さの単

調 関数 ではない数値例 を与 え る。 一方で 、報酬 関数 が販 売個CSCの線形 関数 の場

合 には最適政策 を陽 に求 め る事 がで き、妥 当な仮定 の も とで製 品の最適販 売量

の残 り期 間の長 さに関す る単調性 が成 り立つ事 を示す。

第3-4節 では第3-2節 のモデル の拡 張 として各期 の始 めにそ の期 を犠牲 に し

て最大 レベル まで資源 の補給 が可能 な場合 を考察す る。得 られ る主 な結果 は:

手持 ち資源 の個数 があ る臨界値以 下で あれ ば資源 を補給す るのが最適で あ る。

この臨界値 は残 り期 間が長 くな るにっれ て0に 近づ く、 とい う事で ある。

第4章 では未 知パ ラメー タを含 む逐次 資源配 分を扱 う。第4-2節 では第3-2

節 のモデル の拡 張 と して 目標 物 の 出現確 率(る,_,η)が 既知 で は な く未知 で あ

るモデル を扱 ってい る。意 思決定者 は 目標 物の 出現確 率 の値 を正確 には知 らず 、

その値 が事 前分布(主 観確 率)に よって決定 され る と思 ってい る。 得 られ る主

な結果 は:

報酬 関数 が第3-2節 と同様 な条件 を満 たす時、"B:資 源 に関す る単調性"が

成 立す る。"A:期 間数 に関す る単調性"は 部分的にのみ成立す る、 とい う事 で

あ る。

第4-3節 では第3-2節 のモデル の拡 張 と して計画期 間 の長 さが未 知で あるモ

デル を扱 う。 ある妥 当な仮 定 の もとで"A:期 間数 に関す る単調性"と"B:資

源 に関す る単調性"が 成 り立つ、 とい う結果 が得 られ る。

第5章 では前2章 とは異 な った タイ プの逐 次資源配 分 を扱 う。 取替 え用 に有

限個 の手持 ちユ ニ ッ トがあ る並列冗長 システムにお ける逐次部 品取替 えを利用

して、連続す る2つ の決定 時点間の経過 時間の分布 が直前 の決 定に依 存す る連

続時 間逐次 資源 配分 を扱 う。特 に、2一ユ ニ ッ トシステ ムの場 合 の最適政 策の性

質 を調べ る。 さ らに、ユニ ッ トの寿命 分布 が指数分布 に従 う時、手持 ちユニ ッ

トが2個 の場合 と無限個 の場合 の最適 政策 を求め る。
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第6章 では前述 の例 の よ うな複 数プ レイヤー 問で の公 平な資源配 分 を扱 う譲

渡可能効用ゲーム を考察す る。 この章の 目的は、均等解 を よ り一般 的な枠組み

か ら眺め統一的に扱 うこ と、種 々の解 を共通 の土俵 で比較可能 とな るよ うに再

解釈 す ることであ る。 こ うす るこ とに よ り、現 実場 面 にお いて、た くさん ある

解 か らどの解 を採用す るのが適切 であ るかを決 定す る際の助 け となる。

複数 プ レイヤー 間での資源 配分 にお け る公平性 の表 現 として さま ざまな解(仁 、

z値 、シャー プ レイ値 、等)が 提 唱 され てい る。 第2章 で述べ るよ うに、 これ

らの解 はそれぞれ 固有 の公 平性に関す る考察 に よ り定義 されてお り、解 の違 い

が明瞭 に理解 で きるよ うには、必ず しも定義 され ていない。 しか し、第6-2'節

で証明 され るよ うに、 あるゲームの クラスにおいて は、一対 交渉一貫性 とい う

性 質 を用いれ ば、仁 と図直の違い はあ る行列 ゲー ムか ら計算 され る基 準点 の違

いであ ることが分 か る。 こ こであ る解 が一対交渉一貫性 を満 たす とは、任意 の

一対 のプ レイ ヤー 間におい て
、彼 らのその解 に よる配分額 を彼 らの中でそ の基

準 点を もとに再配分す る動機 を持つ か ど うかチ ェ ック した とき、再配分 す る動

機 がない ことをい う。

第6-3節 におい てはCIS一 値、ENSC一 値 として知 られ てい る均等解 の一般化 を

行 う。CIS一値 とENSC一 値 は次 のよ うに定義 され てい る:

全体の利 益 を各プ レイ ヤー に配分す るた めに、まず 、各プ レ・イヤーが 自分 の寄

与分 を受 け取 り、次 に、残 りを各 プ レイヤー に等分す る、 とい うもので あ る。

この 自分 の寄与分が1人 か らなる提携値 の場合 がCIS一値 で 、n-1人 か らな る提

携値 か ら計算 され る場合がENSC一 値 であ る。 この第6-3節 で、われわれ は この

寄与分 がk人(1≦k<_n-1)か らなる提携値 か ら計算 され る、新 しいk人 平均寄与

の残余均等配分値 と呼 ばれ る解 を導入 し、この値 の性質 を考察す る。もちろん、

h1の ときはCIS一値 と一致 し、hn-1の ときはENSC一 値 と一致す る。

第6-4節 では前節 で新 しく導入 されたk人 平均寄与 の残余均等 配分値 を縮小

ゲー ムに よる一貫性 で特徴付 け る。第6-2節 で扱 った一対交渉 一貫性 によ り、

異 なる解 を比較す る事 がで きる よ うに、 この節 の一貫性 も縮小 ゲームの違いで

解 の違い を表現す る。得 られ る主要 な結果 は:

k人 平均寄与 の残余 均等配分値 が縮 小 ゲー ムに よる一貫性 を満 たす 一意の値

となるよ うな縮 小 ゲー ム を導 出で きるこ と、 また副産物 と して 、シャー プ レイ

値 に対 して、従来知 られ てい る縮小 ゲー ム とは異 な る縮 小 ゲー ムを導 出でき る

こ とで ある。

第7章 は、非 協カ ゲー ムの範 疇で あ り、複 数 プ レイヤー間 にお ける動 的意思

決定 を扱 う。この章 の 目的 は協調行 動の新た な説 明方 法 を探 究す るこ とであ る。

協調行動 を説 明で きる方法 が多 くあるこ とは、複雑 な現実社 会 におい て、協調

を誘発 させ るために 自分 の行動 を工夫す る際の助 けにな る。
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第7-2節 では、繰返 し囚人 のジ レンマゲー ムにお いて、K有 界Getting-evenと

い う新 しい戦略 を導入 し、それ が協調行 動を実現す る部分 ゲー ム完全 ナ ッシュ

均衡 を構成す るこ とを示す。 さ らに、 プ レイヤーに想 定 され る合理性 を修 正す

るこ とによ り、1回 限 りのゲー ムで も協調行動 を説 明で きる新 たな安 定性 を考

察す る。 第7-3節 で は、前節 の安定性 を一般化 した、2人 有 限戦 略形 ゲー ムの

純粋戦 略 にお けるナ ッシュ均衡 よ り緩い安定性 を提案 す る。

最 後の章では結論 として、本研 究の成果 、意義 、今 後の課題 と発展性 につい

て述べ る。
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第2章 資源配分の基礎

この章では本研究 で扱 う資源 配分の基礎 として、動的計画法 お よびゲー ム理論

について簡単 に説 明す る。

2-1動 的 計 画 法

動 的計 画 法 は最 適 化 問 題 を再 帰 関係 式 を利 用 して解 く数 学 的 方 法 で あ り、 時

間 的 な多 段 決 定過 程 を解 析 す る場 合 に適 して い る。 第1章 の序 論 の10日 間で

50万 円 を な るべ く多 くの 外 貨 に 両替 す る例 を用 い て説 明 す る。外 貨 を米 ドル と

し、今 日の為 替 レー トは1ド ルー105円 と仮 定す る。従 って 、為 替 レー トが1ド

ル=105円 以 上 な らば 両替 しな い。 また 、残 りがt日(t=1,_,10)の 時 の為 替 レ

ー トは独 立 な確 率 変T
tで 与 え られ る と し、 さ らに簡 単 の た め、為 替 レー トの

変 動 幅 は100円 以 上 で1円 刻 み で あ る仮 定 す る。 ま た 、為 替 レー トが105円 以

上 の場 合 はTt105で あ る とみ なす。確 率 変 数71,...,Tiaが 独 立 で あ るの で 、残 り

がt日 の 時 に 、 両 替 す る額 κ,は、 そ の 日の 為 替 レー トTtに 依 存 して 、 そ の 日に

両 替 可能 な額50,000一(xl.1+…+xia)以 下 の 非 負 の値 と して 決 定 され る。 従 っ て 、

この意 思決 定者 が 直 面 す る問題 は

xnax[慧h(T一 講500000r磐'.●+判

・.t.o≦xt(z,a)≦a,x,(105,・)一 〇(z=100,…,104,t=1,…,10)

となる。 この問題 を次 のよ うに一般化す る

烈 象か(τ 一輪(T,X一 幅+…+xN))
xi(0,の=0

こ こで 、Xは 初 期 に利 用 可 能 な資源 の総 量 、Nは 有 限 な 計 画 期 間 の長 さで あ

り、Tt(t=1,...,バ リ は有 限個 の 整 数 値(0,1,...の を取 り 目標 物 の タイ プ を表 す確

率 変 数 で あ る。 タ イ プ0は 目標 物 が 現 れ な か っ た こ とを 意 味 す る。x,(z,a)

(t=1,_,N)は そ の 期 の 目標 物 の タイ プZtに 依 存 して 配 分 す る資 源 の 量(0以 上

a以 下)を 表 す 。g、(zρ κ、)は 目標 物 の タ イ プz,と 資源 の使 用 量xlの 関数 で 、残

りが'期 間 の時 の利 得 を表 し、&(z,,0)=oと す る。

この 最 大化 問題 は次 の よ うな意 味 を持 って い る。 今 、X個 の 資 源 を所 持 して

お り、今 後 のN期 間 を通 じて 目標 物 が1個 ず っ 到 着 す る。到 着 す る 目標 物 に は
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有 限個のタイプがあ り、配分 され た資源 の量 とその タイプ に応 じて利得 を生む。

この とき、初期 の保 有資源Xを いか に配分すれ ば最 大の期待利得 を得 るこ とが

で きるか?

この問題 を動的計画法で解 くために次 の よ うに関数 を定義す る:

撫)一轟 儒 昨 ∫蜘(写 ・一幅+…+剃

Xt(0,の=O

す なわち、Vn(u)を 「残 りがn期 間でそ の時 の手持 ち資源 がuで ある時 の最 大期

待利得」 とす る。

この関数 を利用すれ ば、次の よ うな再帰 関係 式が成 立す る:

甑 騰[か(Tl-i)&鳳 ・明 一撫(1)&(i・・)

卿)一 轟 廊 酬&(写 ・脇鯛+隔@一 脇(州

　

一 Σ ・,(n)
。綴 雛{&(i・ アi(n))+Vn-1(u一 アi(1・))}+r・(n)v・ 一1(の

i=1

(n-2,…,N)

こ こ で 、Pr{T.=i}=41(n)(片0,… ノ)と お き 、g,(・,u)はuの 単 調 非 減 少 関 数 で あ

ると仮 定す る。

上記 の再 帰関係 式 において、関数vnは 一意 に存在 し、最大値 を与 え る アf(n)

の値 が残 りが η期間 の時 にタイプ'の 目標物 に利用すべ き最 適 な資源 の量であ

る[1][2][4][5][6]。

本研究 にお けるわれわれ の主 な 目的は上記の再帰 関係式 を利 用 して最適政策

{アゴ(n)}の定性 的性 質 を導 出す るこ とであ る。

2-2ゲ ー ム 理 論

2-2・・1協 力 ゲ ー ム

第1章 の序論 で述べ たA,B,Cの3人 の利益 配分 間題 の例 を用 いて譲渡 可能効

用 を持つ提携形 ゲー ム を説 明す る。 この3人 が ある事業 を行 うこ とを計画 して

い る。 も し仮 にこの事業 を別 々 に行 った場合 の利益 は表2-1の よ うに与 え られ

てい る。全体提携 に よる利 益400万 円いかに配分すべ きであ ろ うか?譲 渡 可能
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表2-1.各 提 携Sに 対 す る提 携 値v(S)

S

v(,S')

A

0

B

0

C

roo

AS

100

AC

200

BC

300 鋼

効 用 を持 っ 提 携 形 ゲ ー ム で は全 体 提 携 に よ る利 益v(ABC)一400を それ 以 外 の提

携 値v(の(s⊂{A,B,C})を 考 慮 してA,B,Cの3人 に配 分 しよ うとす る。

一 般 的 に
、 譲 渡 可 能 効 用 を 持 っ 提 携 形 ゲ ー ム(transferableutilitygame,

TU-game)は プ レイ ヤ ー の 集 合L>:={1,2,_,n}とv(○)=0を 満 た す 特 性 関 数

v:2N→ 聡 の順 序 対(N,v)で 与 え られ る[3][7]。Nの 部 分 集 合iSは 提 携 と呼 ばれ 、

そ の提 携 値v⑤ はsの メ ン バ ー が 協 力 して得 られ る利 益 を表 して い る。 ゲ ー ム

(N,v)の 解 は 全 体 提 携Nの 提 携 値v(劫 を各 プ レイ ヤ ー にい か に分 け るか とい う問

題 に 関係 して い る。この 節 で は本 研 究 で 扱 う解概 念(コ ア 、準 カー ネ ル 、準仁 、

交 渉 集 合 、 カ ー ネ ル 、 仁 、 シ ャー プ レイ 値 、z一値 、 均 等 配 分 値)を 概 観 す る。

これ らは以 下 に 述 べ る よ うに そ れ ぞ れ 固 有 の公 平性 の 考 察 に よ り定義 され て い

る[7]。

虻 の 要 素 を 利得 ベ ク トル と呼 ぶ 。 全 体提 携 ノ〉の提 携 値v(劫 を分 け るの で 、

利 得 ベ ク トル の集 合A#(N,v)・ 一{x∈R刊 Σ 酬 κ庁v(N)}が 解 の候 補 とな る。 利 得

ベ ク トルx∈A`(N ,v)を 配 分 と呼 ぶ 。 さて 、配 分xが 与 え られ た 時 、v(S)が 提S

の メンバー によって得 られ る利 得 であ るので、も し、Σ
拶 ろ ≧v(S)が 成立すれ

ば、提携sは この利得ベ ク トル に反対す る根拠 を持 たない。 この不等式 がすべ

ての提Sに 対 して成 り立っ配分 の集合 をコァ と呼ぶ。 すなわ ち、

一)十 喋 叫 碁州 ∀S⊂N)}

で あ る。 上 記 の 表2-1の コ ア は{(xA,xB,κc)lxA+xB+xC=400,(1≦ ℃A≦100,0愈B≦200,

100血c≦300}で あ る(命 題6-1を 参 照)。 この 例 の コア は空 集 合 で は な か っ た が 、

コア の 定義 に よ り全 体 提 携 で な い あ る提Sの 提 携 値v(S)が 大 き く な り過 ぎ る

とコア は 空集 合 とな る。

さて 、 コア は空 集 合 で あ る可能 性 が あ る ので 、 どの ゲ ー ム に お い て も空集 合
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第2章 資源配分の基礎

では ない解 が必 要で あ る。利得 ベ ク トルx∈ ガ(N,v)に 対す る提携Sの 不満 を

e"(S,x)・=・(s)一 Σ
、。xsノで 定 義 す る.こ の 値 が 大 き い ほ ど提 携8は 禾1」得 ベ ク トル

xに 不満 を持つ。 どの提携3に 対 して も不満 が0以 下であ るものが コアに属す

る利得ベ ク トル で ある。不満 が大 きい提携 はその利得ベ ク トル の成立 を望 まな

い。利得ベ ク トルx∈A'(N,v)に お けるプ レイヤーブに対す るプ レイヤーZの 最大

不 満 はvS(x)・ 一max[eｰ(S,x)s⊂N,i・s,ゾ ¢3]で 定 義 され る・ ど の2人 の プ レイ

ヤ ー な を と っ て も こ の 最 大 不 満 卓 κ)とvSj1(x)が 等 し い 利 得 ベ ク トル

x∈A'(N,v)の 集 合 を準 カ ー ネ ル と呼 ぶ 。 す な わ ち、

だ(N,・)・ 一{・ ∈ 姻 ・)vSri(・)v一'ski(・)(∀i,ノ ・N,i≠ ノ)}

vS
ly(x)>311(x)で あれ ばプ レイ ヤ"1は プ レイ ヤ ー:ノに 対 して よ り多 くの不 満 を

も って い るた め に 、利 得 ベ ク トルx∈A*(1>,v)は 安 定 で は な い とい うの が準 カ ー

ネ ル の 考 えで あ る。 準 カ ー ネ ル は 空集 合 で は な い が 、複 数 個 の 点 を含 む 可 能 性

が あ る。そ こで 、さ らに 条 件 を きっ く して解 とな るべ き要 素 を少 な く して い く。

Zn個 の 不 満eｰ(S,x)(S∈2N)を 非 増 加 の 順 に 並 べ た 、不 満 ベ ク トル θ(x)∈ 一Znを 定

義 す る。 θ(x)と θ(y)の 辞 書 的 順 序 くLを 、 θ(x)と θ(ア)を左 の 要 素 か ら順 に比 較

して い っ て最 初 に異 な る要 素 の 大 小 で 定 義 す る。 す な わ ち 、

e;(x)=8;(ア)(1≦Z<k),8k(x)<Bk(ア)を 満 たす 整 数 た(1≦k≦2り が 存 在 す るな らば

θ(x)<Lθ( .v);

θ(x)=θ( .v)ま た は θ(x)<Le(y)な ら ば 、

θ(x)〈Le(ア)で あ る。

そ して 、 準 仁1>*(N,v)を こ の 辞 書 的 順 序 ≦Lに お け る 最 小 値 を 与 え る 利 得 ベ ク

トルx∈A*(N,v)と 定 義 す る 。 す な わ ち 、

砲 ・)・一{・∈砲 ・)e(・)≦・θ(ア)(dy・ 姻 ・))}

準仁 は必ず 存在 しそれ は1点 か らな るこ とが知 られ てい る。 この1点 を改め

て準仁 と呼び ガσ〉,v)で表す。また、この準仁 η*(N,V)は 準カーネル の要素 であ

る。 準仁 は最 大不満 の最 小化 を 目指 して得 られ た解 であ る。
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準カーネル と準仁 を紹介 したが、 これ らは コア とは異 な り個人合理性 を満足

す る とは限 らない。 こ こで利得 ベ ク トルx∈A*(1>,v)が 個人 合理 的 で ある とは

x、≧v({Z})(∀iEN)で あ る こ とをい う。個 人 合 理 的 で な けれ ば 、各 プ レイ ヤ ー は

単独 で行動す る方が全 体提携 に参加 す る よ り利 得 が大きいので、全体提携 は形

成 され ない こ とが予想 され る。個 人合理的 な配分 の集合 をA(N,v)で 表 し、そ の

要 素を分配 と呼ぶ。す なわ ち、

A(N,v)・'i`∈RNlΣ
陀Nx;一 ・(N),x,≧ ・({Z})(∀'・N)}・

まず 、個人合理性 を満 たす コア以外 の解 として交渉集合 を紹介す る。利得 ベ

ク トルx∈A(N,v)に 関す るプ レイ ヤ"Zの プ レイ ヤ・・1に 対す る異 議 はσ;めで

表 さ れ る.こ こ で 、i∈s⊂ 凡 辞 ε ・Y・=(.yk/k
eSは Σ 、。Syk-v'(s),ア 、>xk(k∈S)を

満 たす 。 このα;5りへ の逆 異 議 は次 の よ うな(z;T)で あ る:

雄7⊂N,j∈Tか つ ・・=(Zk)k
。Tは Σ 、.ZTk=V(T),z、 ≧xk,(k∈T),z、 ≧.yk(kETr・S)

を満たす。交渉集 合M(v)は 次の よ うに定義 され る:

「利得ベ ク トルx∈A(N ,v)は 、xに 関す る どのプ レイヤー の他 のプ レイ ヤー に

対す る どの異議 に対 して も、逆異議 が存在す るな らば 、交渉集 合M(v)に 属す

る。」

上記の表2-1の ゲー ムの交渉集 合 はコア と一致す る(命 題6-2を 参照)。

次に、準カーネル と準仁 に個人合 理性 の条件 を付 け加 えて次の よ うにカー ネ

ルK(N,v)と 仁N(N,v)を 定義す る。

K(N,v)十 一 聯 諏 瓢 一 ノ)}

N(N,v)・ 一{・d(凡 ・)1θ(・)≦、θ(ア)(∀ア・姻 ・))}

準仁 と同 様 に 仁 も1点 か らな る集 合 で あ り、そ の 点 を η(N,v)で 表 し、これ も仁

と呼 ぶ。 上 記 の 表2-1の ゲ ー ム の仁 は(50,125,225)で あ る。

さて 、 以 上 の 解(コ ア 、交 渉 集 合 、 準 カ ー ネ ル 、 カー ネ ル 、 準仁 、 仁)は す べ

て 不 満ve(S,x)・=V(s)一 Σ 、
。xsノに 関 係 して い る.

1点 解 で あ る シ ャ ー プ レ イ 値Sh(N,v)=(Sh;(N,v))reNは 次 の よ うに 定 義 され る 。

12



第2章 資源配分の基礎

Sh;(!>,v)・ 一 Σ γ。(S)[・(Su{Z})一 ・(8)]

S⊂1ゾー{'}

1

n

こ こ で 、yn(S)、ISI'(n-13ト1)!(isiは 集 合sの 蘇 の騰)で あ り、2翻 の等
n!

号 の右側 にあ るシ グマ記号 の下のRはNのn!個 の順列 を動き、51は順列Rに お

いて1の 左側 にい るプ レイ ヤーの集 合 を表す。2番 目の定義式 に よ り、 シャー

プ レイ値 は次 の よ うな意味 を持っ。プ レイヤー が順列Rに 従 って順番 に ある場

所へ到着す る。プ レイ ヤ"1が 得 る利得 はそれまで に形成 され て いた提 携 に 自

分 が 新 た に加 わ る こ とに よ る増 分v(51∪{1})一v(s1)で あ る。n!個 の順 列 が 等確 率

に発 生す る と仮 定 す る 時 の 各 プ レイ ヤ ー の得 る期 待 利 得 が シ ャー プ レイ 値 で あ

る。 表2-1の ゲ ー ム の シ ャー プ レイ 値 は(66+2/3,116+2/3,216+2/3)で あ る。

次 に も う1つ の1点 解 で あ るzT直 を説 明 す る。全 体 提 携Nが 形 成 され るの で 、

そ れ へ の プ レ イ ヤ ー ∫ の 寄 与 分 はvb;:=v(N)一v(N一{i})と み な せ る 。 ベ ク トル

bｰ・一(vv,
%ENをupp・rベ ク トル と呼 び ・ ギ ャ ッ プ 関 数 をgv(s)・ 一Σ 圃 酵 一・(s)

=v-e(S ,x)と 定 義 す る 。 各 プ レ イ ヤ ー が こ の 寄 与 分 を 要 求 す る と し 、

Σ 可 〉・(N)と 仮 定す る.プ レイ ヤーの要求額 の総和 が分 けるべ き ・(劫を超 え
ノ∈N

て い るの で 、 不 足pvb(N)(>0)が 生 じる。 そ こで 、 各 プ レイ ヤ ー は譲 歩 を余 儀iな

く され るが 、 な る べ く譲 歩 した くない 。 プ レイ ヤ`一Zは 自分 の 最 小 譲 歩 額 を次

の よ うに見 積 も る。提Sを 形 成 す れ ばv(の を得 る、S内 の プ レイ ヤ ープに 対 し

て 房 を保 証 す る と、 自分 に は ・(S)一Σ
、。S一{,河だ け残 る。 この 値 を最 大 にす る提

sを 探 し、 次 の ろりだ け 譲 歩 す る。

ろv・一b;"一max・(S)一 Σ 鍔

ノES一{'}

=rrsin{gｰ(S)liEScN}

こ こ で 、 即 ≧o(∀1∈N)か つ Σ
矧 ぞ ≧vg(N)と 仮 定 し 、 λり・=(即,_,鰐)を 譲 歩

i iEScN
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ベク トル と呼ぶ。す なわ ち、 どのプ レイヤー も譲歩 し、すべ て のプ レイヤー に

よ る譲歩 の総和が不足額 を補 うと仮 定す る。 この状況 を図示 したのが図2-1で

あ る。点byと それか らλVだけ譲歩 した点 を結んだ線分上 にあ り、配分で ある点

がz値 πv)で あ る.す な わ ち 、 犀 ≧o('∈ め,Σ(ろ ∫一鰐)≦v(:1>)≦ Σ グ を満 たす

ノ∈Nノ ∈N

ゲー ム(N,v)を 準 平 衡 ゲ ー ム と呼 び 、 準 平 衡 ゲ ー ム のz値 を図2-1の よ うに 定義

す る。 式 で 書 け ば

榊 一 〔劉 畑)

で あ る。 表2-1の ゲ ー ム は 準 平 衡 ゲ ー ム で あ り、2一値 は(60,120,220)で あ る。

最 後 に均 等 配 分 値 と して 分 類 され る2つ の値 を紹 介 す る。各 プ レイ ヤ ーZは 、

ま ず 、z一 値 と 同 様 に 、 全 体 提 携 へ の 個 人 の 寄 与 分 と し て

SCI(N,v):=V(N)一v(N一{Z})を 要 求 す る。次 に 、残 りv(N)一 Σ8Cノ(N,v)を 各 プ レ

ノ∈N

イ ヤ ー に等 分 す る、す な わ ち、

by

頁v)

/●

　

A(N,v)

s

ゲ ーλv

図2-1.準 平 衡 ゲ ー ム の2一値
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㎜q(
n)一 黒3q(列(ガ ・N)

これ が 残 余 均 等 配 分 値(EgalitarianNon-SeparableContributionvalue;ENSC一

値)と 呼 ば れ る 値 で あ る 。 ま た 、 各 プ レイ ヤ ー が 最 初 に 要 求 す る 個 人 の 寄 与 分

がv({i})で あ る と き 、 配 分 集 合 の 重 心(CenteroflmputationSet;CIS一 値)

CIS,(姻{Z})+1
n卜(N)一jeN・({ノ})](Z　 )

が 得 ら れ る 。 表2-1の ゲ ー ム のCIS一 値 とENSC一 値 は 各 々(100,100,200)と

(33+1/3,133+1/3,233+1/3)で あ る 。

2-2-2非 協 力 ゲ ー ム

N:={1,2,...,n}を プ レイ ヤ ー の 集 合 、S;を プ レイ ヤ"Zの 戦 略 の 集 合 、h;:S→R

を プ レイ ヤ"1の 利 得 関 数 とす る と き 、 組(N,S,h)を ゲ ー ム の 戦 略 形 と 呼 ぶ[3]。

た だ し 、S:=SI× … ×Sn、h:=色,…,h.)で あ る 。2人 ゲ ー ム の 戦 略 形 ゲ ー ム は ・

行 を プ レイ ヤ ー1の 戦 略 、列 を プ レイ ヤ ー2の 戦 略 とす れ ば 、表2-2の よ うに行

表2-2.2人 ゲ ー ム の戦 略 形

プ レイ ヤ ー2

プ レイ ヤー1

● ・,

ノ
o.●

晒 ■ ● ・ ・ ● ● ・ ● o● ●

i ●o● hl(∫の,ha(z,1) oo曜

● ● ・ 「.● o● ・ 齢 ・ ●

一

列 の 形 式 で 表 す こ と が で き る ・戦 略 の 組s*:=(**s,,7。 ・,5η)は・次 の 条 件 を 満 た す 時 ・

ナ ッシュ均衡 と呼 ばれ る。

す べ て のiENに 対 して 頓 亀5二R)≧ 奴 ≠,,3二;)(∀t,∈S;)
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た だ し 、S:=(51,_,"sn)、S _;:=(Sip_,3,.P5,.P_,傷)、(t;,s.;〉:_(5P_,5,一P4,S;.1,…,ら)

で あ る。

戦 略 形 ゲー ムG:=(亙5助 が 与 え られ た とき 、Gを 繰 り返 して 行 うゲ ー ムGT(T

は繰 返 しの回 数)を 繰 返 しゲ ー ム と呼ぶ 。繰 返 しゲ ー ムGTに お け る各 プ レイ ヤ

ー の 戦 略 は
、 各 期 に お い て そ の期 ま で の履 歴 に依 存 して 自分 の取 る手 を指 定す

る こ とで あ る。繰 返 しゲ ー ム ぴ にお い て 、あ る 潮 ま で経 過 した 状 態 を考 え る

と、 そ の 期 以 降 も ま たGの 繰 返 しゲー ムGT-1(α1,_,α り(xaiはκ期 の 履歴)と 考 え

られ る。 これ を元 の繰 返 しゲ ー ムGTの 部 分 ゲ ー ム とい う。 さて 、元 の繰 返 しゲ

ー ムG1.の ナ ソ シ ュ 均 衡 で か っ
、 任 意 のtの 任 意 の 履 歴 に対 す る部 分 ゲ ー ム

G'一'(a',_,α')に お い て もナ ッ シ ュ均 衡 で あ る も の を 部 分 ゲ ー ム 完 全 ナ ッ シ ュ

均 衡 と呼 ぶ。

以 上 の 準備 の も と、 次 章 以 降 で動 的 及 び複 数 プ レイ ヤ ー 間 の資 源 配 分 を考 察

す る。
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第3章 離散時間逐次資源配分

3-1緒 言

この章で は次 の よ うな離散 時間逐次 資源配分 を扱 う。 捕鯨船 が鯨 を捕獲 す る

た めにある有 限期 間 を通 じ有 限個 の鈷 を持 って航行す る。鯨 は大 き さによ り複

数 の タイプ か らな る;大 きな タイ プ を捕 獲す るためには小 さな タイ プ を捕獲す

るよ りも多 くの鈷が命 中す る必 要が ある。鯨 は各期 に高 々1頭 ず っ しか 出現 しな

い。鯨 に遭遇 した時、捕鯨船 は手持 ちの鈷 の中か ら何本か を同時に利 用で きる。

この有 限期 間を通 じて初 期 に保有 していた鈷 を配分す るこ とに よって得 られ る

総期待報酬 を最 大 にす るにはいかに鈷 を利用すれ ば よいだ ろ うか?

この よ うな逐 次 資源 配 分 は多 くの人 に研 究 され て い る。 例 えば 、Dernnan,

Lieberman,andRoss[2]は 資源 が連続 量で あ り、得 られ る期待報酬 が使用 した資源

の量 に依存 す るが 目標物 には依存 しない場 合 を扱 って い る。 これ は 目標物 が1

種類 だけで あ り資源 を連続 量 とみ な した場 合 であ る。 彼 らは資源 の最適使用量:

が手元 にあ る資源 の量 の非減 少 関数 で あ り、残 り期間 の長 さの非増加 関数 であ

るこ とを示 した。MastranandThomas[3]は 目標物 の種類 が無限 の場合 を扱 ってい

る。 しか し彼 らは最適 政策 の構造 には言及 して いない。Sakaguchiis]はMastran

andThomasの モデル の連 続時 間版 を扱 って いる。す なわち、資源が離散量 であ

り、期待報酬 が使用 され た資源 の量 だ けで な く現れ てい る 目標 物 に も依存 し、

目標 物が ボア ソン過 程で 出現 す る と して 、彼 は使用す べ き資源 の量の単調性 を

示 した。彼 らのモデル は 目標 物 を捕獲す るた めに1個 の資源 が命 中す るだけで

よい場合 に帰着 され る。

この章で は、上述 の既存 のモデ ル とは異 な る新 しい タイプ の逐次資源 配分 を

考察す る。 第3-2節 では捕鯨船 が鈷 で鯨 を捕獲 す る場合 を扱 う。鯨 は2種 類 、タ

イプ1と タイ プ2か らな る;タ イ プ1を 捕獲す るためには 五本 の鈷 が命 中す る

必要があ り、一方 、 タイプ2は1本 だ けで よい。 ここで、Lは 正 の整数で ある。

また、 これ を さらに一般的 なモデル に拡張す る。第3-3節 で は劣化す る製 品を客

に販売す る逐次資源配 分 を扱 う。第3-4節 では各期 の始 めに資源 の補給が可能な

逐次資源配分 を扱 う。

この章 の基本 的 な解析 方法 は以 下 の如 くであ る。意 思決定 時点 が多期 間にわ

た る上述 の報酬 最大化 の よ うな意 思決 定過程 の分析 に動的計 画法 を適切 に用い

て、期待報 酬 の最大値 が満 たす べ き再 帰 関係 式 を求 め る。 この章 の 目的 は再起

関係式 を分析す るこ とによ り、最 適政策(最 適 な資源 の使用 量)の 性 質、例 え

ば、 よ り多 くの鈷 を持 っていれ ば よ り多 く利用せ よ、残 り期 間が短 ければ よ り
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多 くの鈷 を利 用せ よ、等 を解析 的 に導 出す るこ とであ る。 以後 の各節 において

は、まず 問題 を動的計画 法 を用 いて定式化 し、最適政策 の構造 を調べ 、数値 例

を考察す る。

3-2目 標 物が2種 類の 逐次資源配分

3-2一'!定 式 化

捕鯨船 が鯨 を捕 獲す るためにN期 間 を通 じM本 の鈷 を持 って航 行す る と仮定

す る。 ここで、MとNは 正の整数 であ る。鯨 は2種 類 、タイ プ1と タイプ2か

らな る;タ イプ1を 捕獲 す るためにはL本 の鈷が命 中す る必要 があ るが、 タイ

プ2は1本 で よい。Lは 正 の整数 で ある。 タイプ'(i=1,2)の 鯨 は各期 にY,

(0<7,<1)で 出 現 し、 κ,の 報 酬 を 生 み 、 確 率Yp(0≦Na,ra+r+rz=1)で 何 も 出 現 し

ない。鯨 に遭遇 した時、捕鯨 船 は手持 ちの鈷 の中か ら何本 か を同時 に利用 でき

る。各鈷 の命 中確 率は同一でp(0<p<1)で あ る。 目的 はN期 間 を通 じて与え ら

れ たM本 の鈷 を配分す る こ とに よって得 られ る総 期待報酬 を最大 にす る最適政

策 を見つ けるこ とで ある。

V,,伽の=残 りがn間 で、m本 の鈷が手元に あ り、捕鯨船 が タイプiの

鯨 に出会 って お り、最適政策 を利 用 して いる時の総 期待報酬

死伽)凄 残 りがn間 で、Jn本 の鈷が手元 にあ り、最適政策 を利 用 して

い る時の総期待報酬

と定義す る。

最適性の原理[1]よ り、次 の再帰 関係式 を得 る:

死伽;1)一 灘 痢(j,L)鍬 殊1(m一 ノ)} (3-1)

偽(m;2)ニmax{(1-qノ)・ ・+塚1(殉)} (3-2)

ち(rn)=暇)Vｻ_,(712)+弓 死,(〃～;1)+ろ ろ(ηz;2) (3-3)
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(η=1,_,ノ 〉,〃2=o,_,M)

Vo(・;・)=V(0;う=Vo(う=V(0)=0

一 一一 一押 御:1;一

式(3-1)は 次 の よ うに して 得 られ る:

残 りがn問 で 、手 元 にm本 の銘 が あ り、 タイ プ1の 鯨 に 出会 っ て お り、ノ本 の

鈷 を使 用 した 時 、 この 鯨 の 期 待 報 酬 はA(j,L)x1で あ り、 残 り期 間 はn-1と な り、

手 元 にmj本 の鈷 が 残 る。 この残 りがn-1期 間で 鈷 が手 元 にinj本 あ る時 の最

大期 待 報 酬 は 鶏.1(〃ト ノ)で あ るの で 式(3-1)が 得 られ る。式(3-2)も 同様 に得 られ る。

式(3-3)は 各 期 に タイ プZ(i=1,2)の 鯨 が確 率71で 現 れ 、確 率70で 何 も現 れ ない と

い う仮 定 に基 づ い て い る。

3-2-2最 適 政 策

再 帰 関係 式(3-1)、(3-2)、(3-3)を 解 け ば、 最 適 政 策 を求 め る こ とが で き る。 し

か し、 残 念 な こ とに これ らを陽 に解 くこ とが で き な い。 そ こで 、 最 適 政 策 の構

造 を調 べ る。

次 の補 踵3-1で 述 べ られ るV,,@;Z)(i=1,2)と π伽)の 性 質 は容 易 に証 明 で き る。

補 題3-1.

Vn(m;i)(1=1,2)と 死伽)はmとnの 非 減 少 関数 で あ る。

式(3-1)ま た は(3-2)の 右 辺 の 最 大 値 を与 え るノの値 は 各 々 、タイ プ1ま た は タイ

プ2の 鯨 に 出会 っ た 時 、使 用 す べ き最 適 な鈷 の本 数 で あ る。 最 適 政 策 を 明確 に

決 定 す るた め にk(T2,Yi2;Z)を右 辺 の最 大値 を与 え る ノの最 小 値 と定 義 す る。 す な わ

ち 、

願;1)一 曲{'1珊
,{A(j,L)荊+Vn-1(一 ノ)}一姻 荊+聴 イ)}

願2)一mi・{司 、郭(1-4')楓 伽 一ノ)}一(1-tq)ろ 卿 一の}

この表記 法 を利用すれ ば、残 りがn期 間で 、m本 の鈷 が手元 にあ り、捕鯨船 が

タイプzの 鯨 に出会 って い る時、k(n,m;i)本の鈷 をその鯨 に配分す るのは最適政策
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で あ る。

手元 に あ る鈷 の 本 数 に よ っ て次 の3っ(a)〃 〆ゐ、(b)〃7=五 、(c)m>L、 に場 合

を分 け最 適 政 策 の 構 造 を考 察 す る。 しか し、 そ の前 にYYI>0の 時 に成 立す る次 の

定理 を示 す 。

捕 鯨 船 が 手元 に ま だ 鈷 を持 って い る時 に、 どち らの タイ プ の鯨 に も1本 も鈷

を配 分 しな い の は 、 直 感 的 に 、 最 適 で は ない と思 わ れ る。 この 推 測 が 正 しい こ

とが次 の定 理 で 証 明 され る。

定 理3-1.

m>0な らば 、k(n,nz;1)とk(n,m;2)の うち少 な く とも一 方 は 正 で あ る。

証 明=m>0で あ るの で 、 次 の 関係 が 成 立 す る。

巧 伽;1)一m・x{塚1(吻 圃 ・卑 ・一max{A(j,L)・1+塚1伽 一ノ)}

耽 伽;2)一m・x{Vn-1(嚇1}・ 聾1一 鼎{(1-qJ)x・+殊1伽 一ノ)}

こ こ で 、Cn -1=max{α,卜1,◎,.、}と お く。 補 題3-1よ り πC)はnの 非 減 少 関 数 で あ る

の で 、{α。}と{∂ 。}も非 減 少 な 数 列 で あ り、従 っ て 、{Cn}も そ の よ うに な る 。 も し、

n≧0に 対 して 巧(m)<c.で あ る こ と を 証 明 す れ ば 、Vn712)<anま た はVn(m)<b,,と な

り 、k(n+1,112;1)とk(n+1,m;2)の 少 な く と も 一 方 は 正 と な る 。

証 明 は 残 り期 間 の 長 さnに 関 す る 帰 納 法 に よ る。炉0の 時 、明 らか にVo(nz)<C。 で

あ る。n=kの 時 、Vk(m)くcた と仮 定 す る と

Vk+1(1η)=アb残(m)+乃 残+1(m:;1)一1-1zVk+i(〃7;2)

一 磁(吻+弓m雛{Vk(m),小 ろmax{Vk(m),bk

<(Tｰ0+YI-1-YZ)Ck≦Ck+1

が成 り立 つ 。 これ はn=k+1の 時 、 主 張 が成 立 す る こ とを示 して い る。

(証 明 終 わ り)

(a)m<Lの 場合

ここでは 襯くLの 場合 、す なわ ち、捕鯨 船 がL本 よ り少 ない錆 を持 ってい る場

合 を考察す る。 タイプ1の 鯨 を捕獲す るた めにはL本 の鈷 が命 中す る必要 があ
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る の で、 捕 鯨 船 は タ イ プ2の 鯨 の み を捕 獲 しよ う と試 み る。 次 の 補題 は後 の定

理 の 証 明 で 利 用 され る。

補 題3-2.

m<Lの 時 、 巧,伽;2)はmの 凹 関数 で あ る。

この補 題 は 再 帰 関係 式(3-2)と(1-q')x2の ノに 関す る凹性 に注 意 す れ ば 、nに 関 す る

帰 納 法 で証 明す る こ とがで き る。

次 の定 理 は捕 鯨 船 がL本 未 満 の鈷 を持 って い る時 の最 適 政 策 の 構 造 を表 して

い る。

定 理3-2.

fn<Lの 時 、次 の事 が 成 立 す る。

(i)k(n,m;1)==0。

(ii)k(n,m;2)は η7の非 減 少 関数 で あ り、nの 非 増加 関数 で あ る。

(i)は明 らか で あ る。(ii)の証 明 は[2]の 定 理3(ii)と(iii)と 同様 に証 明 で き る。従 って 、

省 略す る。

定 理3-2は 次 の こ とを示 唆 して い る:

捕 鯨 船 が手 元 にL本 未 満 の鈷 を持 って い る と仮 定 す る。 そ の 時 、残 り期 間 が 短

くなれ ば な るほ ど多 くの 鈷 を使 用 す べ き で あ り、 よ り多 ぐの 鈷 を持 っ て い れ ば

い るほ ど よ り多 くの鈷 を使 用 す べ きで あ る。 この 結 果 は われ わ れ の 直感 と一 致

す る。

(b)〃Z=Lの 場 合

(a)項 の定 理3-2でm<Lの 時 の最 適 政 策 の構 造 を示 した 。こ こで はm=Lの 場 合 、

す な わ ち 、捕 鯨 船 が ち ょ う どL本 の 鈷 を持 っ て い る場 合 を考 察 す る。 こ の 時 は

タイ プ1の 鯨 を捕 獲 しよ う とす るの は合 理 的 か も しれ な い。

次 の 定 理 は捕 鯨 船 が タ イ プ2の 鯨 に 出会 っ て い る時 の最 適 政 策 の構 造 を述 べ

て い る。

定 理3-3.

も し、k(n,L;2)>0な らば 、k(n,L;2)≧k(n+1,L;2)カ ミ成 立す る。

証 明=ノo=k(n,L;2)>0と お く。 こ の時 、 π,¢;2)=(1-q'・)x2+Vn-1(L-j。)が 成 立す

る。 も し、ノo-Lな らば 、定 理 は 明 らか に成 立 す る。そ こで 、0<jo<Lと 仮 定 す る。

も し、0≦C≦LJoを 満 たす 任 意 の整 数oに 対 して次 の こ とを示 せ ば 定 理 は証 明 され
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た こ と に な る 。

(1-9/b+c)x、+死(L-j。 一 ・)≦(1-q.io)x、+巧(L一 ノ。)

次 の こ と に 注 意 す る 。

(1-q'ｰ)x,+π(L-j。)一(1-9あ ÷`)x,一it(L-j。 一 ・)

一(1-YZ)[{(1-qり ・、+殊1(ゐ 一ノ。)}一{(1-9ん κ)・、+卯1(ノ)一 ノ。一・)}](3-4)

+ろ[{(1-g,io)戚(五 一ゐ;2)}一{(1-9㌦+ち(ゐ 一ゐ 一・;2)}]

ま ず 、右 辺 の 最 初 の 大 括 弧 の 項 は ノoの 定 義 か ら非 負 で あ る 。 次 に 、2番 目の 大 括

弧 の 項 が 非 負 で あ る こ と を 証 明 す る 。ゾ1=ん(n,Ljo-c;2)と お く と 、

V,;,(L一ノo-c;2)=(1_R,Jt)x2+K,4(L一 ノo-C一 ノ1)

が 成 立 す る。 後 に 証 明 す る よ うに ノ1≦ノoが 成 立 す る の で 、

(1_R,lo+c)xZ+耽(L一 ノo-C;2)

=(1-q'・+c)x
,+(1-q")x、+巧.,(L-j。 一C-JI)

≦(1-qi,)x、+(1-qノ 董+c)x、+Vn -1(L-j。 一c-JI)

≦(1一(Jo)x2+ち(L-ja;2)

と な り、2番 目 の 大 括 弧 の 項 が 非 負 で あ る こ と が 示 され る の で 、(3-4)の 右 辺 は 非

負 で あ る 。

[ノ1≦Joの証 明 」=

砺{ゴo-cと お く と 、ノoとcの 定 義 よ り、0≦mi<Lで あ る 。 も し、ノ1=0ま た は1

な ら ば 、ノo>0で あ る か ら、ノ汐oが 成 立 す る。 従 っ て 、ノ1≧2と 仮 定 す る と 、0〈 内1

を満 た すdに 対 して 次 の 不 等 式 を 示 せ ば 十 分 で あ る 。

(1-q/1)x、+π 一1¢一ゾ、)〉(1-q'「d)x,+Vｻ_,(L-j,+d)

ま ず 、ノ1の 定 義 よ り

(1-Rノ ・)・、+Vn-1(nzl-Ji)〉(1一 〆「a)x,+Vn.1伽 「 ゐ+の
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で あ る。項 を並 べ 替 え て 、mljl+d<Lll+d<Lで あ る こ とお よび 耽.1⑦ がt<Lの 範

囲 でtの 凹 関数 で あ る こ とを用 い る と、

(1-qノ ・)x,一(1-9/r4)x、>Vn.i(・Zi一 〉〉+d)一Vn.1@、 話)

≧Vn .至(五 一Jl+d)一V,卜1(L一 涛)

となる。(証 明終 わ り)

この定理 に よ り、捕鯨 船が ち ょ うどL本 の鈷 を持 ち、タイプ2の 鯨 に会 って

い る時、残 り期 商が短 くなれ ばな るほ ど多 くの鈷 を使用すべ きであ る とい うこ

とが成 立す る期 間が あるこ とが分 か る。k(n,L;2)が 必 ず しもnの 非増加 関数 では

ない反例 は次の(c)項 で与 え られ る。

次に捕鯨船 が タイ プ1の 鯨 と出会 う場合 を考 える。m=Lの 時には再帰 関係式(3-1)

はVh(L;1)=max{〆 κp死 .1(L)}と な る。Vn(L)はnの 非 減 少 関 数 でVa(L)=0で あ る

の で 、次 の2つ の 場 合 が 可 能 で あ る:

(i)す べ て のn≧1に 対 して 、ん@,L;1)=Lで あ る。

(ii)あ る… 一 存在して・k(n
k(n:llll綴;で ある・

定理3-4は この よ うなnaが 存在 す る条件 に関係 してい る。そ の前 にm<_Lの 場合の

死伽)の 漸 近 的性 質 を述 べ る次 のい くつ か の補 題 が必要 で あ り、 これ らは定理

3-4の 証 明で利用 され る。

補題3-3.

m<Lの 時 、π 伽)→ 耀ρκ2(n→ 。。)で あ る 。ま た 、n≧1、0<nz<Lの 時 ・Vn.1(m)<耽 伽)

で あ る。

証 明:m<Lの 時 、捕 鯨 船 は タイ プ2の 鯨 だ け捕 獲 しよ うとす る。 捕 鯨 船 は 、

タイ プ2の 鯨 に 出会 っ た 時 に鈷 を1本 ず つ使 用 す る とい う政 策 を使 う とす る。

この政 策 に よ る総 期 待 報 酬 はE[{mini(X,m)}px2]で あ る。 こ こで 、Xは 出 会 う鯨 の

総 数 で あ り、パ ラ メー タ が(n,Y2)の 二 項 分 布 に従 う確 率 変数 で あ る。この 政策 はn

期 間問題 の1ーつ の 政 策 で あ り、 ま た 、(1-q')xZは ノの 凹 関数 な の で 、

E[{min(X,m)}px,]≦Vh(m)≦mpx、
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が成 立す る。{min(X,nz)}pxa≦nzpx2で あ るの で 、大数 の 法則 とル ベ ー グ の 有 界 収 束

定 理 よ り、

厩E[{mi・ 伽)px2-E[1螂mi・(X,m)}px・]=nzpx・

と な る 。 従 っ て 、n→ 。○の 時 、K,伽)→mpx2と な る 。

次 に 、Vn-1(m)<死 伽)を 証 明 す る 。 ま ず 、 補 題3-1よ り ら一1伽)≦ π,(吻 で あ る こ

と に 注 意 す る 。あ るnに 対 してVn(m)=死.1(fn)と 仮 定 す る と 、π、(m;2)=耽.1伽)か

つk(n,n2;2)一 〇 と な り、 定 理3-1と3-2に 矛 盾 す る 。(証 明 終 わ り)

補 題3-4.

An -1=max{(1-q')x・+Vn-1(L-j)}と お く と ・n→ ・・の 晦 紹 一Lpx・ で あ り ・

n≧0の 時 浸。<Aで あ る。

証 明:上 記 の 補 題3-3よ りm<Lな らば 、n→ 。Dの 時 巧(吻 →nzpxzと な る の で 、

A=x・max{1+Lp

J=1,...,L一(q'+IP)}を 得 る ・

さ て 、 一1=一(gl+P)〉 一(qZ+2p)〉 … 〉一(q1+Lp)に 注 意 す る と 、ノ=1でmaxを と

り オ=乃ρκ2と な る 。

次 に 、 あ るnaで 、4,。=Aと な っ た と仮 定 す る。 補 題3-3を 利 用 して

i

(1-9ノ)x,+π.1(L-j)・(1-R'J)x,+死(L一 ノ)(1≦ ノ<L)

(1-q')x、+死 一1¢ 一ノ)一(1-q')x.,+死 ¢ 一ノ)(ノ ーL)

を 得 る。 従 っ て 、{ん,}がnの 非 減 少 数 列 で あ る こ と に 注 意 す る と 、n≧noの 時

j=Lの 時 にmaxで 、A,z=(1一 ♂)x2<LpxZと な り、An→4η → ・・)に 矛 盾 す る 。

(証 明 終 わ り)

補 題3-5.

Vn(L)→max{A,〆 ・1}一m・x{Lpx,・ 〆 ・1}(n→ ・・)で あ る・ ま た ・

n≧0の 時 、Vn(L)<max{4〆 κ1}が 成 立 す る 。

証明:再 帰 関係 式 よ り
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Vn(L)一 泌 .1(L)+rlmax{画,π.,(L)}+r2m・x{4.1'Vn-1(L)}(3-5)

を得 る。 また 、 定 理3-1と 補 題3-4か ら

Vn-1(L)≦m・x{4一 。〆 ・1}・max{A,Lpxl

で あ る。{Vn(L)}は 有 界 な 非 減 少 数 列 な の で 、極 限 値 が 鳳 存 在 す る。(3-5)でn→ 。・

とすれば、'

(弓・ろ)乙 一符m・x{p'x,,尾}+r2max{疏}

を得 る。 これ は 広=max{4〆 κ1}を意 味す る。(証 明 終 わ り)

さ て 、次 の 定 理 はnが あ る 整 数 以 上 の 時 にk(n,L;1)=oと な る必 要 か つ 十 分 条 件

を 与 え る。

定 理3-4.

次 の(i)、(ii)、(iii)が 成 立 す る。

(i)1フLxi>LpxZな ら ば 、n≧1の 時 ん(n,L;1)=Lで あ り、n≧noの 時k(n,L;2)=oと な る

よ うな 正 のnoが 存 在 す る。

(ii)〆 κ1<Lpx2な ら ば 、n≧η1の 時k(n,L;1)=oで あ り 、n≧n2の 時k(n,L;2)=1と な る

よ うな 正 のnzとn2が 存 在 す る。

(iii)hLxi=Lpx2な ら ば 、n≧1の 時k(n,L;1)ニLで あ る 。

証 明:(i)補 題3-4と3-5よ り、n≧1の 時 玩.1(L)<〆Xlで あ り十 分 大 き なnに 対 し

て 一1<Lpx2〈Vn-1(L)で あ る 。 従 っ て 、(i)が 証 明 され た 。

(ii)最 初 の 部 分 の 証 明 は(i)と 同 様 で あ る。 後 半 部 分 を 証 明 す る た め に 、 定 理3-1

よ り、十 分 大 き なnに 対 してk(n,L;2)>0で あ る こ と に 注 意 す る。無 限 個 のnの 値

に対 してk(n,L;2)ヲ1≧2で あ る と仮 定 す る 。そ の 時 、こ の 無 限 個 のnの 値 に 対 して

Vn(L)〒 癌 .1(L)+ろ π.1(L)+ろ[(1-9ハ)x、+玩.1(L-j,)]

が成 立す る。 この 事 は 、m<_Lの 時 π伽)→mpx、(n→ 。。)で あ る こ とに矛 盾 す る。
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そ れ ゆ え(ii)が証 明 され た。

(iii)は(i)と同様 に 証 明 で き る。 (証明終 わ り)

上記の定理 よ り、捕鯨船 が ち ょ うどL本 の鈷 を持 ってい る時、最適政策 は次

の よ うに表現 され る:

(i)Lpxl>Lpx2な らば、 タイプ1の 鯨 に出会 って いる時はL本 の鈷全部 を使用せ

よ。残 り期間が十分 に長 くタイプ2の 鯨 に出会 ってい る時 は錆 を使 用 して

はいけない。

(ii)ρ㌔<Lpx2な らば、残 り期 間が十分 に長 くタイプ1の 鯨 に出会 ってい る時は

鈷 を使用す るな。残 り期 間が十 分 に長 くタイプ2の 鯨 に出会 ってい る時は

ち ょ うど1本 の鈷 を使 用せ よ。

(iii)pLxt=Lpx2な らば、タイプ1の 鯨 に出会ってい る時 はL本 の鈷全部 を使 用せ

よ。

(c)m>Lの 場 合

定 理3-2と3-3の 証 明 はVn(・)の 凹 性 に 強 く依 存 して い る。 そ し て こ れ は(1-q')x2

の 凹性 に よ る。A(j,,L)κ1は最 も簡 単 なL-1の 時 を除 い てブの 凹 関数 で は な い の で 、

1">Lの 場 合 に はin<_Lと 同 じ方 法 で 議 論 を行 うこ とが で き な い。 す な わ ち、m>L

の 時 に は最 適 政 策 の簡 単 な構 造 は 期 待 で き ない 。

この第3-2節 の 結 果 はA(j,,L)xlと(1-gうx2を 各 々次 の よ うなR1σ)とRev)に 拡 張 し

て も成 立 す る。 た だ し、RIU)は0斗 くLの 時RIω=0を 満 た す ノの 非 減 少 関数 で あ

り、RZ(ノ)はRZ(0)=0を 満 た す ノ の単 調 増 加 狭 義 凹 関数 で あ る。 この場 合mpx2と

〆 κ玉は各hnzR2(1)とRI(L)に 置 き換 わ る。

次 の数 値 例 はk(n,L;2)が 必 ず しもnの 非 増 加 関数 で は な い こ と、ま た 、k(n,m;1)

表3-1.最 適 使 用 量k(n,m;1)

残 り期 間の長 さ

1 2 3 4 5 6

鈷
の

本
数

5 5 5 5 0 0 0

4 4 4 4 4 4 4

3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 0 0

1 0 0 0 0 0 0

表3-2。 最 適 使 用 量k(n,m;2)

残 り期 間の長 さ

1 2 3 4 5 6

鈷
の
本
数

5 5 1 1 1 1 1

4 4 1 0 0 0 0

3 3 0 0 0 0 0

2 2 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
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が必 ず し もmの 非 減 少 関数 で は な い こ とを示 して い る。L=2、M=5、1>』6、71=0。666、

Y2=O.333、 γ3=0.001、xl=3.125、x2-1、p=0.5と す る。 最 適 政 策 は表3-1と 表3-2の よ

うに な る。'例 え ば 、k(4,Tn;1)とk(2,m;2)はmの 非 減 少 関数 で は な い、k(n,2;2)はn

の非 増加 関数 で は な い。 この例 に よ り 双η,m;i)の単 調 性 はL≧2の 時 に は 必 ず しも

成 立 しない こ とが わ か る。 次 の(d)項 で 示 され る よ うに、L=1の 時 に は 単 調 性 が

成 立 す る。

(d)L=1の 場 合

こ こで は 最 も簡 単 なL=1の 場 合 を扱 い 、ki(n,m;i)の 構 造 を さ らに調 べ る。 これ

らの 結 果 は鯨 が 有 限種 類 か らな る場 合 に も拡 張 で き る こ とが 示 され る。 これ は

MastranandThomas[3]に よっ て議 論 され た モ デル と類 似 して い る。

次 の い くつ か の補 題 は 定理3-5の 証 明 で用 い られ る。 補 題3-6は 補 題3-2と 同 様

に得 られ る。

補 題3.6.

Vn(m;i)(i=1,2)と 死伽)はmの 凹 関数 で あ る。

補 題3-7.

n≧0、m≧0に 対 して 、 次 の不 等 式 が 成 立 す る:

Vn.1(m)一 耽(吻 ≦Vn.1(1η+1)一耽 伽+1)

証 明:再 帰 関 係 式 よ り

Vn+1(m)=アb耽(m)+乃 耽+1(m;1)+ろ 耽+夏(m;2)

耽+1(172+1)=アb耽(in+1)一+一r,Vn+1(m+1;1)+ろ 死+1(〃2+1;2)

で あ る 。 従 っ て 、

Vn.、伽)一 巧 伽)一 君[Vn.1伽;1)一 死(〃 の]+ろ[砿 。伽;2)Vn(m)]

Vn.1(nz+1)一 巧 伽+1)rl[V.1(m+1;1)一 π 伽+1)]+YZ[Vn+11m+1;2)一 巧 伽+1)]

が成 り立っ。すなわち、次の不等式が示 されれば補題は証明されたことになる

砿.1伽+1;i){(m+1)≧Vn+1(YYI;Z)一Vngym)(i-1,2)
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または、

V+1(1刀+1;り 男,+1(112;Z)≧K,伽+1)一Vn(m)(Z-1,2)

こ の 事 を 示 す た め にjo=k(n+1,m;i)と お く と、0≦la≦mか っ

Vn.1(YIZ;1)=(1-q/o)x;+Vn(m-j。)

で あ る 。 一 方 、 砿.1伽+1;り ≧(1一 〆 瓦+死 伽+1一 ノ。)で あ る 。 故 に 、 耽 ぐ)の 凹 性

を利 用 して 、

Vn.1(m+1;の 一Vn.1(Yi2;Z)≧ 配@+1-j。)一 死@ニ ノ。)≧π(η1+1)一 玩 伽)

を 得 る 。(証 明 終 わ り)

次 の 定 理3-5、3-6、3-7で 最 適 政 策 の 構 造 を 示 す 。 定 理3-5と3-6はk(n,rn;i)のn、

m、1に 関 す る 単 調 性 に 関 係 して い る 。 定 理3-7は 残 り期 間 が 十 分 に 長 い 時 の 最 適

政 策 を 述 べ て い る。

定 理3-5.

次 の(i)と(ii)が 成 立 す る。

(i)雇 η・卿)≦k(Y1,112+1;Z)≦k(n,〃2;d)+1(i=1,2)が 成 り立 っ 。

(ii)k(n,in;1)(i=1,2)はnの 非 増 加 関i数 で あ る。

証 明:(i)は[2]の 命 題2と 定 理3(ii)と 同 様 に 証 明 で き る 。

(ii)を 証 明 す る た め に 、jo=k(n,192;Z)と お く と

(1-n,Jo)x;+玩.1(nz-j。)≧(1-q')x;+互.1伽 一ノ)

が 成 立 す る。ノo斗≦mを 満 た す 整 数 ノに 対 して 、 補 題3-7よ り

Vn(m-jo)一Vn .1(m-ja)≧ π、(〃ト ノ)一V,卜i(m-j)

で あ る。(3-6)と(3-7)よ りノo夕≦mを 満 た す 整 数 ノに 対 して 、

(1-q/0)x;+Vn(m-J(。)≧(1-9ノ)xi+π,伽 一ノ)

(3-6)

(3-7)
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この 事 はk(n+1,〃 切 斗o=ん@,m;i)で あ る事 を意 味 して い る。(証 明 終 わ り)

この 定 理 は 、 よ り多 くの 鈷 が 手 元 に あれ ば よ り多 くの 錆 を使 用 せ よ 、残 り期

間 が少 な くなれ ば よ り多 くの 鈷 を使 用 せ よ、と主 張 して い る。これ らの 主 張 は 、

前 項(c)に 示 した よ うに 、L≧2の 場 合 に は必 ず しも真 で は な い。

よ り大 き な価 値 を生 む 鯨 に は よ り多 くの 鈷 を使 用 す べ き で あ る、 と直 感 的 に

推 測 で き る。 次 の 定 理 は この推 測 を証 明 して い る。

定理3-6.κ1>x2な らば 、k(η,1";1)≧h(n,刀7;2)であ る。

証 明=ノo=ん(n,rn;2)と お く。ノo=0な らば 、定 理 は 明 らか に 成 立 す る。ノo≧1と仮 定

す る。0<_j<joを 満 た す 整 数 ノに対 して 、

{(1-9ゐ)x,+Vn-1(nz-J。)}一{(1-9ノ)耐 π.1(m-j)}

一[{(1-Jo)x,+V
n-1(m-ja)}一{(1-q')x・+殊1(m-j)}](3-8)

+[{(1-9ノ ・)xl一(1-9ん)x,}一{(1-9')x,一(1-q')x:,}]

(3-8)の 右辺 の 最 初 の大 括 弧 は プoの 定 義 に よ り正 で あ り、2っ 目はxl>x2よ り正 で

あ る。 この 事 はk(n,m;1)〉_jo=k(n,m;2)を 意 味 して い る。(証 明 終 わ り)

次 の補題 は定 理3-7の 証 明 で 利 用 され 、補 題3-3と 同様 に証 明 され る。

補 題3-8.

xl>x2な ら ば 、Vngym .)→ 耀ρκ五(n→ ・。)で あ る 。

定 理3-7.

x1>x2な らば 、n≧noの 時k(n,m;1)一1でn≧ 刀1の 時k(n,m;2)=0で あ る よ うな正 の整 数

naとnlが 存 在 す る。

証 明:こ の よ うな η1が 存 在 しな い と仮 定 す る。k(n,m;2)が 取 り得 る値 は有 限

で あ る ので 無 限個 のnの 値 に 対 して ん@,m:;2)Joと な る ノo>0が 存 在 す る。 す な わ

ち、 この 無 限 個 のnの 値 に対 して

(1-q'ｰ)x,+π.1(m-1。)〉(01-q)x、+π.1伽)一 死.1@)

とな る。 この事 はn→ 。。の 時 に 巧(吻 →1塑 κ,とな る こ とに矛 盾 す る。noの 存 在 も
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同様 に証 明で きる。 (証明終わ り)

定理3-7は 、残 り期 間が十分 に長 い時 は最 も価値 のあ る鯨 に1本 ず つ鈷 を使用

せ よ、 とい う事 を意 味 して いる。

この(d)項 での結果 は、 目標物 が有 限種類か らな り、期待報酬 関数 が次 に述べ

るもっ と一般 的 な場 合 で も、成立す る。 そ の拡 張 され た問題 は次 の よ うに表現

され る:

目標物 は タイプ1、 タイプ2、 …、タイプ1の1個 の タイ プか らな る。タイプZ

の 目標 物 は 各 期 に確 率F,(0<Yt<1)で 現 れ 、確 率 妖 る≧0,佑+…+YI=1)で 何 も現

れ な い。意 思 決 定 者 が タイ プiの 目標 物 にノ本 の資 源 を使 用 す る と、Rrv)(R;(0)=0)

の期 待 報 酬 を得 る。 この 一 般 化 され た 設 定 の 下 で 同 じ表 記 法 を 用 い て 次 の よ う

な最 適 政 策 の構 造 を得 る:

(1)Rtv)(1≦a<_1)が ノの増 加 凹 関数 な らば 、k(n,m;り(1≦ 巡)はmの 非 減 少 関数

で あ り、nの 非 増加 関数 で あ る。

(2)R,(ノ)(1≦Z≦1)がR;(ノ)一R;.1(ノ)<R々+1)一R,.1(ノ+1)(1≦Z≦1-1,j≧0)を 満 た

す な ら 、k(n,m;i)はiの 非 増 加 関 数 で あ る 。

(3)仮 定(1)と(2)を 満 た し、Rv)が 厳 密 に 凹 関 数 な ら ば 、n≧ ηoの 時k(n,m;1)=1で

n≧η1の 時k(n,m;1)=o(2≦asl)で あ る よ う な 正 の 整 数 ηoと η1が 存 在 す る。
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3-3劣 化す る製 品の逐次 資源配 分

3-3-1定 式 化

意思決 定者 はN期 間 を通 じて現れ る客 にM個 の製 品を販売 す る。客 は1種 類

か らな る。客 は各期 の始 め に高 々1人 ずつ 現れ る。確 率r,(n)(i=1,...,1,n=1,...,N)

(nは 残 り期 間の長 さを表す)で タイプiの 客が現れ、ra(n)の確率 で誰 も現れな

い(70(n)+…+戻 η)=1)。意 思決定者 が ノ個 の製 品 をタイプZの 客に売 るとR∫@の

の利 得 を生む。RI(ηのはノの非減少凹 関数 でR;(n,0)=0と す る。各期 の終 わ りに売

れ残 った製 品 は次 の期 の始 めにお いて、 ある与 え られ た確 率 で劣化す る。 目的

は ノ〉期 間を通 じて現れ る客にM個 の製 品 を販売す るこ とに よって得 られ る総期

待報酬 を最 大 にす る最適 な逐次販売政策 を求 めることで ある。

例 えば、新鮮 野菜 、生魚 、等 の劣化す る製 品や最新 式 の電 子装置 を扱 ってい

る会社 にその劣化 す る製 品 を注文す る客 を考 えよ う。各期 に多 くても1つ の注

文 が来 るよ うに、単位期 間の長 さを適 当 に決 定す る。 各期 の終 わ りに売れ残 っ

た製 品は、それ が劣化す る とい う性質 に よ り、次 の期 の始 めに あ る割 合 で製 品

としての価値 がな くな る。 この割 合 を劣化 確率 とみなす。 しか し、前段落 で述

べたモデル は まだ この例 に適用 で きない。 なぜな ら、モデル にお けるR;(n,・)は

客の注文量 に依存 して いない か らで ある。 も し、客 の注文量 が有 限の場 合 に分

類 で きるな ら、報 酬 関数 と出現確 率 を適 切 に決定す ることに よって、ノ番 目の注

文 量 を持 つ ∫番 目の客 をσのタイ プの客 と解釈で きる。 この解釈 に よって前段落

のモデル が この例 に適用 で きるよ うにな る。 また、電子装 置 を扱 う会社 の場合

も、技術 の速 い進歩 に よ り売れ残 った製 品の ある割合 が無価 値 に なる とみなせ

ば、 このモデルが適用 で きる。

残 り期間 n+1 n n-1 2 1

劣化確率

＼J7＼_翔7

PηPη 一1

)

PI

図3-1.残 り期 間 と劣 化 確 率
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次のように記号を定義する

nP
=(P

.,ρ 。.1,_,Yll):劣 化 確 率 ベ ク トル(図3-1参 照)

耽@;ip一')=残 りがn期 間 で 、m個 の製 品 が 手 元 に あ り、 タイ プZの 客

が 現れ て お り、劣 化 確 率ベ ク トル がn一]P'で 、最 適 政 策 を利

用 して い る時 の 最 大 総 期 待 報 酬

Vn(m.,Pn)=m個 の製 品 が 手 元 に あ り、最 後 の期 か らさ か の ぼ っ て(n+1)

番 目の期 の 終 わ りにお い て 、劣 化 確 率 ベ ク トル がnPで 、最

適 政 策 を利 用 して い る時 の最 大 総 期 待 報 酬

これ らの 記 号 を利 用 して 、 最 適 性 の原 理 よ り、 次 の再 帰 関 係 式 が 得 られ る。

す な わ ち、残 りがn期 間 で 、m個 の製 品 が 手 元 に あ り、 タイ プ1の 客 が 現 れ てお

り、劣 化 確 率 ベ ク トル がp肩 で 、ノ個 の製 品 をそ の 客 に売 るな らば 、 そ の 期 の報

酬 はR;(η ので あ り、 そ の結 果 の 状 態 か ら得 られ る最 大 期 待 報 酬 は 巧.1伽 一ノ,pn-1)

で あ る。 ゆ えに 、 再 帰 関係 式(3-9)が 得 られ る。 最 後 の期 か らn番 目の 期 の始 め

に販 売 に利 用 可 能 な 商 品 の個 数 はパ ラメ ー タn2と1p,,を 持 つ 二 項 分 布 に従 うの

で 、再 帰 関係 式(3-10)が 得 られ る:

i=1,_ノ 、n=1,_,N、Tn=O,_,Mに 対 して 、

Vn(脚n-1)一
、max{畑)+Vn-1(m一 ゐゼ 」)}

(3-9)

聯)潔 〕ρ磐(1一鑑)kra(n)嶋(げ)+客 献(姻}(3-1・)

た だ し 、Va(∵)=V(0の=0と す る 。.

再 帰 関係 式(3-9)と(3-10)を 解 け ば、 最 適 政 策 を 求 め る こ とが で き る。

3-3-2最 適 政 策

再帰 関係 式(3-9)と(3-10)を 繰 返 し解 けば 、最適 政策 を見っ ける ことが で きる

が 、残念 な こ とに、一般 的には これ らを陽 に解 くことが できな い。 そ こで最適

政策 のい くつ かの性 質 を考察す る。

第3-2節 で示 した よ うに、再 帰関係 式(3-9)の 右 辺 の中括弧 の 中を最大 にす る ノ

の値 はタイ プZの 客 に販売すべ き最適 な製 品 の個数 であ る。最適政策 を明確 に決
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定 す るた めにk(n,Y12;Z,,n-1P)を(3-9)の 右 辺 の 中括 弧 の 中 を最 大 に す る ノの最 小 値 と

定義 す る。 す な わ ち、

k(n,m;n-IZ,)一mi・['噺 瓦(n,j)+馬@一 副 一鯛+馬(Pn-1172-t,)]

とす る と、残 りがn期 聞 で 、m個 の製 品 が 手 元 に あ り、タイ プzの 客 が 現 れ てお

り、劣 化 確 率 ベ ク トル がp瞬 の 時 、k(n,m;i,,p〃一1)個の 製 品 を販 売 す る のが 最 適 で

あ る。

Pn=(0,_,0)な らば 、この モ デ ル は第3-2節 で 考 察 され た も の とま っ た く同様 で

あ る。 まず 、 π(・,pりと κ1(・;Zpn-1)の凹性 を示 す 次 の補 題 を示 す 。

補 題3-9.

Vn112,pnlと 死(m;i,nP-1)はmの 凹 関数 で あ る。

証 明:簡 単 な計 算 に よ り次 式 を得 る

(Vn(帆pり 一Vn伽,P〃))一(死 伽+2,pり 一玩(雁1,P〃))

・叫 一識 輪

R;(n,・)は 非 減 少 凹 関 数 で あ る の で 、 も し、Vn -1(・,pりが 凹 関 数 な らば 、

耽 伽;ら ザ1)一maxl =O,...,m{R;(n,j)+塚 ・(・ト ゐ ザ1)}

はfnの 凹関数 とな るこ とに注意 す る。 これ らの事柄 とV(m;i)=R,(1,m)の 凹性 に

注意すれ ば、帰 納 法 によ り、補題 が成 立す る。(証 明終 わ り)

次 の定理は客 に販 売すべ き最適 な製 品 の個数 が手持 ちの製 品 の個数 の非減少

関数 で あるこ とを示 している 。 この結果 は多 くの製 品が手 元 にあれ ば よ り多 く

売 るべ きである、 とい うわれわれ の直感 と一 致 してい る。
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定 理3-8.

n=1,...,N、=o,...,M、Z=1,...,1と 任 意 の1T-1Pに 対 し て

k(n,YYI;i,p-1)≦k(n,〃a+1;ip'一1)≦ ん(n,〃z;4Pη一1)+1

で あ る 。

RZ(n,・)と 多㌃1(・,nP)の 凹 性 よ り 、こ の 定 理 は[2]の 補 題2と 定 理3と 同 様 に 証 明 さ れ

る。

販売すべき最適な製品の個数は劣化確率が増加すれば減少 しない、すなわち、

P胴=(P.,一1,…,P,)≧n一]9=(9。.1,…,91)な ら ばk(n,m;Z,nP-1)≧k(n,駕;Z,qn-i)

と推測す るか も しれ ない。 しか しこの推 測 は以 下の(b)項 の数値例 で示 され るよ

うに必ず しも真 ではない。 われ われ は この推 測が成 り立つ ための1つ の十分条

件 を提 出す る。そ のため にはまず 、次の補題 が必要で ある。

補 題3-10.

i=1,_ノ とある 為≧0に 対 して 、

恥 べ)一 鴨(〃t-1,9'一1)豊 鞠1p一')カ リ

R;(h,T?Z)一R;(n,m-1)≧1弘4R,(n,1)な ら ば 、
一q

r:

巧@,q")一 ろ(m-1,n)≧ オ。巧(lp)で あ る 。

た だ し 、n_( .ρ。,…,.ρ1),n_(qn,_,qi),pn-7=(ρ 耐,_,p1),It一 一1(g。.p_,g1)で あ る 。

証 明:こ の 補 題 の 仮 定 と 巧.1(・,qn-1)の 凹 性 よ り 、k=o,_卿 一1に 対 し て 、

臨(k+1,q'・1)Vn一,(k,q・ 一・)≧1-p・4巧 一1(1,P・一11
-q

n)で あ る こ と に 注 意 す る ・ ま た ・

.70=k(n,m-1;Z,q11-1)と お け ば 、 ←0,_,m-1に 対 し て 、
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Vn(k+1;ち 〔ゴ ー1)一Vn(k;i,q"一1)≧9,(m;i,qn『1)一V
n(m-1;i,qn一:1)

一 一{R編+1)一R編)
・fin.1(・ 〃一董m一ノo,q)一π.1(m-1一 ノ。,q""1)}

≧i三農4一{願 殊1(1,p"一')}

とな る。 た だ し、 等 号 は 定 理3-8に よ る。 ゆ え に、

tin(M,q")一 巧(m-1・qn)一(1-9 n)讐 〔∵ 〕9鮮(1-9・)k・

r。(n)(死 .1(k+1,q""1)一 巧 一,(k,q'1-1))

　
+Σri(n)(Vn(k+1;i,q"'1)一V

n(k;i,q""1))

'=1

≧一 陽線 購司
≧∠4η琢(1,pn)

が 成 り立 っ 。(証 明 終 わ り)

補 題3一一10を 用 い る と 、 次 の 定 理 が 証 明 され る。

定 理3.9.

i-1・…・・と ・一1・・・… 一1に 対 して ・ 畑 講 耐)ヰ 号 な らば ・ノー1・…em

とi=1,_,1に 対 し て 、k(n,ノ ゴ,p""1)≧k(n,ノ:i,qn"1)で あ る 。 た だ し 、

P""1=(PlPI),q""1…(9191)で あ る 。

証 明:次 の 不 等 式(3-11)を 示 せ ば 、

k(n,ノ:ちP"『1)≧k(n,プ ゴ,qn一 置)

を 証 明 し た こ .と に な る 。k・=O,_疵1に 対 し て 、

π_1(k+1,qn-1)一 巧_1(k,qn-1)≧ 巧_1(k+1,pn-1)一 巧_1(k,p"一1)(3-11)
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が 成 立 す る。何 故 な ら ば 、(3-11)に よ り、ゾ。=k(n,ノ;ni,q一 り と お く と、k=0,_,ノ 。一1

に 対 して 、

(R編)+Vn.1(ノ づ 。,P副))一(R,(廊)+巧.1(ノ ー ん・p"}1))

・(R;(n,ja)+罵 .1(ノ ー ノ。,n-1))一(R;(n,k)+Vn-1(ノ ー ん・q〃一1))・ ・

と な る か ら で あ る 。 さ て 、Vn.1(・,n-1P)と 死 一1(qn-1)の 凹 性 に よ り

Vn -1(ノ,q'a-1)一 巧_1(ノ ー1,qη 一1)≧Vn_1(1,n-1P) (3-12)

は(3-11)を 意 味 す る。 従 っ て 、j=mに 対 す る 不 等 式(3-12)を 証 明 す れ ば よ い 。 しか

し、 こ の 不 等 式 は 定 理 の 仮 定 、i=1,_,1とs=1,_,n-1に 対 して 、

R;(s,1))≧ 鱈 に注意すれ ば 補馴 ・よ り得 られ る・

(証 明 終 わ り)

R;(n,は 醐 数 で あ る の で 、R'(n・ 吟R'(n,nz-1)は1以 下 で あ り 澗 の 非 増 加

R;(n,1)

関 数 で あ る 。

定 理3-9の 仮 定 が 満 た さ れ る 場 合 と し て は 、i=1,_,1、s=1,_,nに 対 し て 、R;(s,・)

が 線 形 で 、p耐 ≧ α'卜1が 考 え ら れ る 。

系

n=1,...,N.、nz=0,_,M.、i=1,_ノ に 対 し て 、R;(n,rn)=R;(nz)〆(n)と な る よ う な 、R∫ 伽)と

fin)〉 ・ が 存 在 し 、R;(吻 一R・(m-1)≧1一 鑑 一・で あ る な ら ば 、プー1,… 批1-1,_,1にR

;(1)1-9。 一1

対 し て 、k(n,j:i,Pn-1)≧k(n,j:ノ,q〃 『1)と な る 。

た だ し 、p,一i(pn .1,_Pi),q'1一L(qn-1,_,91),p〃 一1≧ α〃4で あ る 。

上 の 系 にお い てR,(m)一R,(〃 卜1)は 限 界 報 酬 、1pn-1は 劣化 しな い割 合 とみ なせ

る の で 、 限 界 報 酬 の 減 少 率 が 劣 化 しな い 割 合 の減 少 率 以 上 な らば販 売 す べ き 最

適 な製 品 の個数 の劣 化 率 に 関す る単 調 性 が成 り立っ こ とが 分 か る。

第3-3-1項 で 述 べ た 例 に お い て 、 炉1,_,N:一1、nz=0,_,M、Z=1,_ノ に対 して 、

R;(n,功=aMR,(n+1,m)(0<砺 ≦1)で あれ ば 、 この 系 の最 初 の 仮 定 は満 た され る。

以 下 で は3つ の簡 単 な例 を あ げ る。 最 初 の例 はR;(n.,・)が 線 形 の場 合 で 、他 は
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数 値 例 で あ る。

(a)Ri(n,・)が 線 形 の 場 合

i=1,_,劫=1,_,ノ 〉に 対 して 、R,(n,ノ)=a(i,n)ノ,0<α(1,n)≦ … ≦α(1,n)と 仮 定 す

る 。 こ の 場 合 に は 最 適 政 策 が 陽 に 導 出 さ れ 、 しか も 、 簡 単 な 形 と な る 事 を 以 下

に 示 す 。

　

n-1,…,N-1に 対 し て 、9(n)(z)=r。(n)・+Σ ・、(n)m・x{z,a(i,n)}、9・ 一〇、

同

&(pn)=(1-p,,)g(n)(g。 一1(p"'1))、i'(n,p"'1)=min{ila(i,n)>g。.1(p""1)}と 定 義 す る 。

た だ し、pn=(Pn,_,pl)で あ る。 この 時 、総 期 待 報 酬 と最 適 政 策 は 次 の よ うに な

る:

v.(m,P")=9n(P")m

k(・・m;i・pn-i)一{llil:::1:1:1:1

次 に 、最 適 政 策 の い くつ か の性 質 を調 べ て み る。定 理3-9か らp""1≧qn-1な らば、

k(n,m:i,p""1)≧k(n,m:i,q"一1)で あ る 。 た だ し 、p""1・ ・(p。 .1,_,Pl),q""1=(g。.1,_,g1)

であ る。

さ らに ・a(i・・)・・(i)f(n)(・ ・f(1)≦ … ≦燗 ・ 協 ≦器 ≦… ≦!7(/i31iLNN)1.か

　 ノ 　

つ 、lk・・1,_,1に 対 して 、 Σ ・,(1)≦Σi(2)≦ … ≦Σ ・,(N-1)な ら1ま 、次 の 段 落 で 示 す

ぞニた ノ　な ト な

よ うにi*(1)≦i'(2,Pり≦… ≦i*(N,pN'1)で あ る。製 品の価値 は時間 の経過 と共 に変

化す る。 値(1一ρ。一1)/f(n)は次 の期 の始 めにお ける、個数 で はな く価値 で測 った利

用可能 な製 品 の割 合 とみ なす ことが でき る。 それ ゆ え上記 の仮 定 は次 の ことを

意味す る:

残 り期間 の長 さが短 くな るにつれ て 、次の期 の始 めにお け る個 数 では な く価値

で測 った利用 可能 な製 品の割合 が小 さくな り、意思決 定者 が よ り望 ま しい客 に

会 うことが確 率的 に困難 にな る。この仮 定の も とで、残 り期 間 の長 さに関す る、

客への最 適販 売個数 の単調性 が成 り立っ。 しか し、 この単調性 は以 下の(c)項 の
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数 値 例 で 示 され る よ うに い っ も成 り立 つ わ け で は な い 。.

さ て 、 前 段 落 で 利 用 し た 次 の 事 を 証 明 す る:

a(i,n)一。(i)1/(。)(。〈Lf(1)≦,,・9K?V))、1-P,≦1-P・ ≦… ≦i-PN一 ・、 か つ 、k・1,...,、 に対

f(N)!(3)f(2)

ノ 　 ノ

し て 、Σ ・,(1)≦ Σri(2)≦ … ≦ Σ ・,(2>一1)な ら ば 、i*(1)≦i*(2,P')≦ … ≦i*(N,pN'1)で あ る.

'=た ノ冨た'=ん

証 明:次 の 不 等 式 を 示 せ ば よ い 。

・一9・ ≦91(P')≦...≦9N-1(P""')(3-13)

f(N)プ(1)f(2)

(3-13)を 示 す た め に 次 の 補 題 が 必 要 で あ る 。

孝甫題3-11.

0<α(1)≦ … ≦a(恥 、O〈/(1)≦ …9Lf(」〉)、 か つ 、kF=1,_,1に 対 し て 、

　 　 ノ

Σ4・(1)≦ Σ ・,(2)≦… ≦ΣK・(N-1)な ら ば 、 任 意 の ・ に 対 し て 、9(1)(・)≦9(2)(・)≦…
'=々'=た'=た

≦9(N-1)(z)で あ る 。

補 題3-11の 証 明:ろ(1,n)=max{0,α(1)Kn)一z}≧0、.ノ ー2,_,1に 対 し て 、

bQ',n)=max{0,aO')Kn)一z}一max{0,aOL1)Kn)一z}≧0と お く 。 従 っ て 、

ノ
9(")(・)一r。(n)・+2)ii(n)max{z,a(i)f(n)}

'=】

ノ

ー ・+Σ ・,(n)m・x{O ,a(i)f(n)一 ・}

i=1

　

≧ ・+Σ4・(n)m・x{0,a①f(n-1)一 ・}

i=1

ノ ノ

=・z+Σ ・,(n)Σb(ノ
,n-1)

i=1ノ 累1

ノ ヱ

ーz+Σb(ノ ,n-1)]Z4・(n)

ノ=1f=ノ

ノ 　

≧z+Σb(ノ,n-1)Σ4・(n-1)

ノ=1'講 ノ

ノ

=z+Σ4一(n-1)m・x{o,a(i)f(n-1)一z}一9(n一 】)(・)

i=1
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で あ る 。(補 題3-11の 証 明 終 わ り)

(3.13)を 帰 納 法 で 証 明 す る 。 。So≦91(P1)は 明 ら か に 成 立 す る.f(1)
.f(2)

㌫1(A,:a)≦&(ガ)(3 -14)

f(n)f(n+1)

と仮 定 す る 。 こ の 時 、

9囲)(gn(P"))9。+1(pn+1)
_(1-p

n+1プ(n+2)f(
n+2)

≧(pn)g(n+1)(gn(Pn

f(n+1)))1pn+1f(n+2)≧ 毒 肇1)〕

9(n+1)(gn-1(P詞))
〉_(1-Pn)

f(n+1)

≧(1-pn)9ω(gn一](pn-1))一gn(nP)

f(n+1)f(n+1)

と な る 。 こ こ で 、2番 目の 不 等 式 は 帰 納 法 の 仮 定(3-14)よ り

gn-1(P"一')≦f(n)gn(P")≦gn(pn)と9圃(・)の 単 縦 か ら得 られ 、3翻 の 不 等f(
n+1)

式 は 補 題3-11に よ り得 られ る 。(証 明 終 わ り)

(b)数 値 例1

1」3、(70,71,72,73)=(0.01,0.49,0.3,0.2)と 仮 定 す る。 ま た 、R;(ηの を(nに は 依 存 し な

い)表3-3の よ うに 定 義 す る 。 こ の 時 、k(2,4:2,(0.2))=2>k(2,4;2,(0。35))=1で あ り、

k(2,4;3,(0.2))=2>双2,4;3,(0.35))=1と な る こ とが 示 され る 。 こ れ は 最 適 販 売 個 数 が

表3-3.期 待 報 酬 関R,(n,ノ)

0 1 2 3 4

1 0 100 100.4 100.7 100.9

2 0 120 128 128.4 128.6

3 0 150 160 165 165.3
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必 ず し も 劣 化 率 の 単 調 関 数 で は な い こ と を 示 し て い る 。

(C)数:値 例II

I=3、(ra,r玉,Y2,73)=(0.2,0.3,0.3,0.2)、RI(n,ノ)J、R2(n,j)一2j、R3(n,ノ)=4ノ と 仮 定 す る 。

こ の 時 、i*(1)=1、Z*(2,(0.2))=2、i*(3,(0.2,0.2))=2、Z*(4,(0.99,0.2,0.2))=1、

Z*(5,(0.2,0.99,0.2,0.2))=2、 す な わ ち 、

k(S,m;1,(0.2,0.99,0.2,0.2))=0<lz(4,m;1,(0.99,0.2,0.2))=m>k(3,m;1,(0.2,0.2))=0

=k(2
,m;1,(0.2))くk(1,m;1)=〃2と な る 。 こ れ は 最 適 販 売 個 数 が 必 ず し も 残 り 期 間 の 長

さ の 単 調 関 数 で は な い こ と を 示 し て い る 。

40



第3章 離散時間逐次資源配分

3-4資 源の補給が可能な逐次資源配分

3-4-1定 式 化

意思決定者 は最大 でM個 の資源 を持 ち運ぶ こ とができ る とす る。各期 の始 め

に彼 はまず 資源 を補給 す るか否 か を決定 しな けれ ばな らない。 も し、補給す る

な らば、次の期 の始 めにM個(最 大 レベル)の 資源 を保持す るこ とにな る。 も

し、補 給 しないな らば、そ の期 の 中頃に 目標物 の 出現 を待 ち、 出現 した場合 は

手持 ちの資源 の 中か ら何個 かを利 用す る(図3-2参 照)。目標 物 は1種 類 か らなる。

各期 の中頃 に、確 率ri(>0)(ノ1,...,1)で タイプiの 目標物 が現れ 、確 率roで どの

目標物 も現れ ない(ro+…+η=D。 タイプiの 目標物 にノ個 の資源 を配分す る と、

そ の期 にRiの の報 酬 を得 る。 ここで、.R∫Q')はノの非減少 凹関数 でmaxRi(1)>0か
ト コツの　っ　

つRi(0)ニ0と 仮 定す る。 目的は、意思決定者 が計画期 間 を通 じて高々3回 だ け最

大 レベルMま で資源 を供給 でき る時、ノ〉期間 を通 じて出現す る 目標物 に手持ち

資源 を配分す るこ とに よって得 られ る総期待報 酬 を最 大 にす る最適 政策 を求め'

るこ とであ る。

例 えば、第3-2節 の よ うに捕鯨 船 が何本 かの鈷 を持 って鯨 を捕獲す るた めに航

海す ると仮定す る。鯨 は毎 日高 々1頭 ずつ ある確率 で現れ 、そ の大 きさ等 によっ

て有 限個 の タイ プ に分類 され る。捕 鯨船 はその 日に捕 鯨 で きない とい うコス ト

を払 って母 船か ら鈷 を最大 レベル まで補給 で きる。 前段落 で述べ たモデル は こ

各期1

期の始
この1期 間を犠牲に して次の期の始めに最大 レベル

まで資源を補給するか否かの決定

期の中

」

目標 物が 出現 したか否か →・補 給 しない
▼

補給

、7

目標物が出現 した場合は手持 ち資源の中か ら何個の

資源 を使用す るかの決定

次 の期

図3-2.各 期 にお け る意 思決 定の方法
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の状況 に適用 でき る。

われ われ のモデル を解析 す るた めに、次 のよ うな記号 を導入す る

Vas)(m;i)=残 りがn間 で 、 この 期 の 中頃 にm個 の 資源 が 手 元 に あ り、 タイ

プ'の 目標 物 が 現 れ て お り、意 思決 定者 が 高 々S回 資 源 を補 給 す る

こ と が で き 、 最 適 政 策 を 利 用 して い る 時 の 最 大 総 期 待 報 酬

(n=1,_,N、=o,_,M、'=1,_,1、s=0,_,s.)

7j7S)(m)=残 りがn間 で
、 この期 の初 め にm個 の資 源 が 手 元 に あ り、 意 思

決 定者 が 高hs回 資源 を補 給 す る こ とが で き、最 適 政 策 を利 用 して

い る時 の最 大 総 期 待 報 酬(nｰ=1,.。.,N、m=0,_,.M、5=0,_,S)

最 適 性 の 原 理 よ り次 の 再 帰 関 係 式 を 得 る:

n=1,_,ノ 〉、=o.,_,M、Z=1,_ノ 、Sニ0,_,Sに 対 して 、

1=O,...,rn{Rl(ノ)+囎(殉)}
(3-15)

　

応の伽)一 る囎 伽)+Σ 弓巧o)(m;i)
i=1

卵 伽)一一{鯉 臨 囎 伽)+翻(m;i)}(S>・)

(3-16)

(3-17)

た だ し、 脅 う(・)=0で あ る 。

残 りがn間 で、その期 の中頃 にnz個 の資源 が手元 にあ り、タイ プZの 目標

物 に出会 ってお り、意思決 定者 は高hs回 資源 を補 給す るこ とが でき、ノ個 の資

源 を利用す る と、 この期 の期待報酬 はRtv)で 、結果 として起 こる状態 か らの最

大期待報酬 が π曾(m-j)と なる。 ゆ えに、再帰 関係 式(3-15)が 得 られ る。再 帰関

係 式(3-17)は 次 の よ うに して得 られ る:

意思決定者 がそ の期 を犠 牲 に して最 大 レベル まで資源 を補給 すれ ば、以 降の最

大総期待報 酬 は 準f豆)(M)と な り、一方、資源 を補給 しなけれ ば、 タイプZの 目

標物 が確 率7,(i=1,_,1)で 現れ、確 率Ypで 何 も現れ ない。従 って 、再帰 関係式

(3-17)が得 られ る。s=0の 時 は資源 を供給す ることができないの で、再帰 関係式

(3-16)の よ うに なる。
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3-4-2最 適 政 策

再帰 関係式(3-15)、(3-16)、(3-17)を 繰返 し解 けば最適政策 を得 るこ とがで きる

が 、残念 な こ とに これ らを陽 に解 くこ とは 困難 で ある。 そ こで最 適政策 のい く

っかの性 質 を考 察す る。

再 帰関係 式(3-15)と(3-17)の 右 辺 の最 大値 を与 える項 に対応 す る決 定 は(複 数

個 あれ ばその どれ もが)期 待報酬 を最大 にす る最適 な決定 で あ る。 最適政策 を

一意 に決 めるために
、 〃禦 とんω(n,tn;i)を次 のよ うに定義す る:

礁 一{配1-q… ・剛(M)〉 る囎 伽)+翻(m;i)}
(3-18)

(n-2,_,N,s-1,…,S)

k(S)(脚)一min{'IR、(t)+齋)(m-t)一VASn)(m;i)}

(3-19)

(n=1,…,N,m=0,…,M,i=1,…,1,S=O,…,S)

ま ず 、 意 思 決 定 者 が何 時 資 源 を補 給 す べ きか を考 察 す る。 そ の た め に 次 の補

題 が 必 要 で あ る。

補 題3-12.

巧∫)(m;i)と 可∫)(m)は 、各n、S、iに 対 して 非 負 なmの 非減 少 凹 関数 で あ り、各n、

m、Zに 対 してSの 非 減 少 関数 で あ り、各m、s、iに 対 してnの 有 界 な非 減 少 関

数 で あ る。

R;(・)を非 負 な 非 減 少 凹 関数 と仮 定 して い るの で 、 この補 題 はnに 関す る帰 納

法 で簡 単 に証 明 され る。 この 補 題 を利 痢 して 次 の 〃21∫)の性 質 が得 られ る。

性 質3-1.

次 の(i)、(ii)、(iii)が成 立す る:

①聯悩 鎧 禰1諜::;
(n-2,…,N,hz=0,…,M,s-1,…,s)

(ii)0≦mssn)<M(n=2,_,亙,S-1,…,S)
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(ii三)n71s)→0(n→ ・。)(s=1,…,S)

証 明:(i)再 帰 関 係 式(3-17)、 補 題3-12、 〃215)の定 義 よ り明 らか で あ る。

(ii)次 の 不 等 式(3-20)と(3-21)を 証 明 す れ ば 十 分 で あ る:

ゆ ・)+客 ろ確 ・(・;i)一〕囎(・)・ 卿 ・(M)(・ 一1・… ・S,n==2,・..・N)(3-2・)

　
砧囎(M)+Σ 顧5)(M;i)≧ 摩 ざ1)(M)(s-1,…,S,n-2,・t4,N)(3-21)

'鍔1

最 初 に(3-21)を 示 す 。 再 帰 関係 式(3-15)に よ り 巧∫)(M;1)≧17.ts?(M)で あ り、 補 題

3-12に よ り 礫?(M)≧ 酌 碧(M)で あ る の で 、(3-21)が 成 立 す る 。す な わ ち 、M£s)〈M

を証 明 した。

次 に(3-20)をnに 関す る帰 納 法 で 示 す 前 に 、まず 、n・1,_。1>、s=0,_,Sに 対 して

囎(M)<可 ∫)(M)で あ る こ とを示 す 。 補 題3-12よ り酢)(M)のnに 関 す る非 減 少

性 は 明 らか で あ る が 、厳 密 な増 加 性 はそ れ ほ ど 自明 で は ない 。まず 、s>0な ら(前

段 落 で証 明 した よ うに)魔 ∫)〈Mよ り、s=0な ら定 義 よ り

軸 一卿)+客 咽 酌1(J =1,...,M)+囎(㈲}]

が成 り立っ。従 って、次の関係 が成 り立つ=

聯W)一 囎(M)一 専 弓m・x[・・、聖鷹{瓦(ノ)+囎(M一 ノ)}一囎(M)]

この 関係 に注 意 す る と、 次 の 不 等 式 を証 明す れ ば 十分 で あ る:

n=1,_,1>、5=0,_,Sに 対 して

蝋 、鄭R(ノ)+囎(M-」)}}〉 囎(M)(3-22)

(3・・22)をnに 関す る帰 糸内法 で 証 明す る・n-1の 時(3-22)は 仮 牢 聡R(1)>0よ り成

立 す る。n=kの 時(3-22)が 成 立 す る と仮 定 す る。 そ の時 、
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耽・(M)一卿)千 喜咽 囎(M)・ノ導螂(ノ)+伽 一ノ)}}

・珊{騰{R,(ノ)+囎(M一 ノ)}}

≦珊{黙{瓦(ノ)+貯 ・(均)}}

で あ る。 こ こ で 、最 後 か ら2つ 目の 不 等 式 は帰 納 法 の仮 定 よ り成 立 す る。 最 後

の不 等 式 は π(s)(M一 ノ)の 非 減 少 性 よ り成 り立 つ 。 これ は(3-22)がn=k+1の 時 に成

立 す る こ とを示 して い る。

さ て 、(3-20)をnに 関 す る 帰 納 法 で 示 す 。n=2の 時 は 、 左 辺=Pt1(s)(0)

=max{碍3)(0),tio(s-1)(M)}=0、 右 辺=π(s-1)(M)〉 苑(s"1)(M)=・Oよ り 、(3-20)は 成 立 す

る。

n==kの 時 に(3-20)が 成 立 す る と仮 定 す る。

㍗)(・)一 一 搾1(・ 職 一D(M
.)}一礁 矧W)・ 礎 一')(M)で あ る 事 よ り(3-20)は

n=k+1の 時 も 成 立 す る 。

(iii)補 題3-12に よ り 、n→ 。○の 時 、s・=1,_,sに 対 し て 、 可 ∫)(m),囎 伽;i),謬 ∫4)(M)

は あ る 有 限 な 値 に 収 束 す る 。 従 っ て 、m=1,....,M、s=1,。..,Sに 対 し て 、

厩[〔轡 ・伽)+婁 弓囎(m;i))一 酬(M)]

≧厩[〔7bπ～ご1-1)(M)+客ろ(R,(m)+卿 ・(M)))一卵 ・(M)]

一厨 客 弓綱+酬 ・(M)一酬 ・(M)]

ノ

≧ Σ ・,R,(1)>o

i=1

と な る 。 こ れ は 魔5)→0(n→ 。。)(s・1,…,S)を 意 味 し て い る ・(証 明 終 わ り)

性 質3-1は 次 の こ と を言 っ てい る:
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残 りがn期 間 で 、そ の期 の 初 め に意 思 決 定者 が 高hs回 補 給 で き る時 、手 持 ち資

源 の個 数 が 臨 界 値 〃釈 以 下 で あ る か否 か に よ っ て補 給 す る か しな い か を決 め る

の が 最 適 で あ る。 さ らに 手 持 ち資 源 が残 っ て い ない 場 合 は 補 給 す べ き で あ り、

最 大 レベ ル ま で 持 っ て い る場 合 は補 給 す べ き で は な い。 残 り期 間 が 十 分 あ り、

手持 ち 資源 が少 な く とも1個 あれ ば補 給 す べ き で は ない 。 これ らの こ とは わ れ

われ の 直感 と一 致 す る。

次 に 掩1)のnに 関す る性 質 を さ らに 考 察 す る。

性 質3-2.

あ る 〃7*とkに 対 して 、(1)mk-1≧〃♂〉〃111)ならば 、h=k,_,Nに 対 して 〃潔 く〆 で あ る。

証 明:π(o)(う と[4]のV(う が 一 致 す るの で 、[4]の補題7よ り、ノ=0,_,Mに 対 して 、

可2(M-j)一 塀2(M-」)≧ 謬聖(M)一 可2(M)

が 成 立 す る。ゾo=磨o)(h-1,M;i)と お く と 、 不 等 式(3-23)よ り

(囎(M)一 囎(M:i))一(囎(M)一 囎(M:i))

≧(辺!93(.M一ノo)一囎(M一 ノ。))一(囎(M)一 囎(M))≧0

で あ る。 従 っ て 、

〔融 ㎡)+翻 ・(m";i)〕一囎(M)

　

≧㌔囎(M)+Σ4(R,(m')+囎(M))一 囎(M)
'=1

一囎(M)+客 顧)一 〔禮(M)+》 囎(珂;i)〕

ノ
ーΣ ・

,(R,(m')+囎(M)一 囎(M;i))

ヲ
≧Σ 弓(R、(m*)+囎(M)一 囎(M;i))

'=1

(3-23)

一〔る囎 ④+勲 ・(祠 一囎(M)・ ・
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が成 り立 つ。 こ こで 、最 後 の不 等 式 はm>〃2Pで あ る事 よ り成 り立 ち 、最 後 の等

式 はm≦ 〃禦,と た1)(k.,m*の=m*(性 質3-3を 参 照)と

ノ

囎(M)一 る囎(M)+Σ 弓囎(M;')
ご二1

咬 正)伽*;り=R,(m*)+琢 ヨ(M)

履三1(〃z*)=畷2(M)

に よ り成 立 す る。 これ は 〃211)<mを 意 味 して い る。 (証明終 わ り)

魔1)

s

② ④

●

● ● ●

図3-3.〃211)の グ ラ フ の 概 略

m=珊ll)+1と お く こ と に よ り、性 質3-2は 次 の こ とを示 して い る:

nの 関数 と して 、 鷹11)が真 に減 少 す れ ば 、 そ れ 以 後 も減 少 す る。 〃2!1)のグ ラ フの

概 略 を 図3-3に 例 示 す る。

今 か ら(3-19)で 定 義 され た 摩5)(n,m;りの い くっ か の性 質 にっ い て 手 短 に述 べ る。

こ の記 号 を使 え ば 、残 りがn問 で 、そ の期 の 中頃 に タイ プZの 目標 物 が現 れ て

い て 、m個 の 資源 が 手 元 に あ り、意 思 決 定者 が ま だS回 資 源 の 補 給 が可 能 な 時 、

磨の(n.,m;i)個の 資源 を利 用 す るの は最 適 で あ る。s=σ の場 合 は 、第3-2節 で 述 べ た よ

うに 、磨o)(n,m;i)≦磨o)(η,〃7+1;1)≦磨o)(n,規の+1、k{o)(n,駕 の≧磨o)(n+1,722;Z)が成 立 す る。

s>0の 場 合 に は これ らの 関係 は必 ず しも成 立 しな い(次 項 の 数 値 例 を参 照)。 し

か しな が ら次 の性 質 は成 り立 つ 。

47



第3章 離散時間逐次資源配分

性 質3-3.

次 の(i)、(ii)、(iii)が 成 立 す る:

(i)n=1,_,N.、m=0._,M-1、i=1,_ノ 、s=1,_,Sに 対 し て

摩∫)(n,m+1;り ≦ だ5)(n,m;Z)+1で あ る 。

(ii)n=1,2、mニ0,_,M1、Z=1,_,1、s=1,_,sに 対 し て

磨3)(n,m;d)〈k(s)(n,m+1;i)で あ る 。

(iii)n=3,_,1>、 駕=o,_,M-1、Z=1,_,1、s=1,_,Sに 対 し て

一)厭 翻 である・

こ こで 、 〃2鮮σ)は 〃2禽以 上 の あ る整 数 で あ る。

証 明:(i)と(ii)はR;(・)とV(S)(・)が 凹 関 数 なの で 、[2]の 命 題2、 定 理3(ii)と 同様

に 証 明 で き る。(111)を証 明 す る。 〃応 〃鵜 の時 、 囎 伽)=犀 写1)(M)で あ るの で 、

巧の(m;i)一 、碧黙{R'(ノ)+囎(nz-j)}

R;(m)+薦1)(M)@≦ 礁)

=叫蝋 ∴
㈲}}圃

ゆ えに 、 η望鮮(り(≧ 襯偶)を 適切 に定 め る と、摩∫)(彫2;りは 与 え られ た形 に な る。

(証明終 わ り)

この性 質 を言葉 で表現すれ ば、(i)は手 元に よ り多 くの資源 が あれ ば よ り多 く

の資源 を手元 に残せ 、 を意 味す る。 さらに、(ii)によって、残 りが1期 間または

2期 間の場合 は手元 に よ り多 くの資源 が あれ ばよ り多 くの資:源を利 用せ よ、とな

る。
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数値例

こ の 項 で は わ れ わ れ の モ デ ル を 例 証 す る た め に 簡 単 な 数 値 例 を 提 示 す る 。

N=M=9,5=2,1=3,R;(j)=1-q;'(q1=0.6,q2=0.4,q3=0.1),ro=0.2,r1=0.5,Y2=0.2,

Y3=0.1と 仮 定 す る 。 最 適 政 策(一 部)は 表3-4、3-5、3-6に 与 え ら れ て い る 。 表3-4

か ら 〃Z71)は 性 質3-1と3-2で 論 じ た 性 質 を 持6て い る 。 表3-5と3-6か らin3')*(1)=6、

脚II)*(2)=5、 畷1)*(3)=4、 〃2!1)*(1)=8、7np4)*(2)ニ7、Yi241)*(3)=5で あ る 。 さ ら に 、

以 下 の こ と に 注 意 す る=

k(1)(4,m;2)はm≧ 〃211)*(2)=7の 時mの 非 減 少 関 数 で は な い 。

磨1)(3,7;2)=2<磨1)(4,7;2)=3で あ る か ら 、 溶1)(n,7;2)はnの 非 増 加 関 数 で は な い 。

表3-4.臨 界 値 〃2!の

n 2 3 4 5 6 7 8 9

・・11) 1 2 2 1 0 0 0 0

Y/Zn2) 1 2 2 1 1 1 1 1

表3-5。 資 源 の 最 適 使 用 量 磨1)(3,m;i)

m

a

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 5 3 3 3 4

2 1 2 3 4 2 2 2 3 3

3 1 2 3 1 1 1 2 2 2

表3-6.資 源 の 最 適 使 用 量 磨1)(4,n2;i)

sn

T

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 5 6 7 3 3

2 1 2 3 4 5 6 3 2 2

3 1 2 3 4 1 2 1 1 2
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3-5結 言

この章で は、離 散資源 を持っ離 散時 間有 限計画期 間逐次資源配 分 の考察 を行

った。第3-2節 では捕鯨船 が2種 類 の鯨 を捕獲す る問題 を扱い(タ イ プ1を 捕 獲

す るため には 五本 の鈷 が命 中す る必 要が あ り、一方 、タイプ2は1本 だけで よ

い)、 捕鯨船が手元 にL本 以下の鈷 を持 ってい る時の最適 政策 の構 造 を調 べた。

得 られた主な結果は:

●L本 未満 の鈷 を持 ってい る時、タイプ2の 鯨 に使用す べ き最適 な鈷 の本数

は残 り期 間の長 さの非増加 関数 であ り、手元 にあ る鈷 の本数 の非減少 関数

であ る。

● ち ょ うどL本 の鈷 を持 ってい る時、タイプ1の 鯨 に使用すべ き最適 な本数

が0に な る必要 かつ十分条件 を求 めた。

● また 、手元 に鈷が あるに もかかわ らず 、タイプ1の 鯨 に もタイ プ2の 鯨 に

も鈷 を利用 しないの は最適で はない ことを示 した。

● 最 も簡単 なL-1の 場合 には、タイ プZ('=1,2)の 鯨 に使用すべ き最適 な鈷

の本数 は残 り期 間の長 さの非増加 関数 であ り、手元 にある鈷 の本数 の非減

少関数で ある こと、さらに価値 がある鯨 には よ り多 くの鈷 を使用す べ きで

あるこ と、 を証 明 した。

第3-3節 で は劣化す る製 品 の離散時 間有 限計 画期間逐次資源配分 を考察 した。

得 られた主 な結果 は:報 酬 関数が非減少凹 関数 であ る とい う仮 定の も とで、

● 最適 製品販 売個数 が手元に ある製 品 の個数 の非減少 関数 であ る。

● 劣化確 率が増加 した時 に最適販 売個数 が減少 しないた めの十分 条件 も導

出 した。

● さらに、線形 の報酬 関数 の場合 の最適政策 を陽に求 め、最適販売 個数 が必

ず しも残 り期 間 の長 さや劣化 確率 の単調 関数 で はない こ とを示す 数値 例

を与 えた。

第3-4節 では意思決定者 が資源 を補給 でき る場合の離散 時間有 限期 間逐次 資源

配分 を考察 し、次 の よ うな最適 政策のい くっか の性質 を導 出 した:

● 手持 ち資源 の個 数 が ある臨界値以 下で あれ ば資源 を補 給す るのが最適 で

あ る。

● この臨界値 は、残 り期 間の長 さの関数で あるが、残 り期間が長 くな るにつ

れ て0に 近づい てい く。

● さ らに、高 々1回 だ け資源 を補給 でき る場合 は、臨界値 は厳密 に減少すれ

ばその時以降それ は減少す る。

以上、第3-2、3-3、3-4節 で扱 った3つ のモデル において最適 政策の構造 お よ

び性質 を解析 的 に導 出 した。報酬 が利用 した手持 ち資源 の量の非減少 凹 関数 で
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あ ることが、(1)最 適 な資源 の利用 量が手持 ち資源非減少 関CSCであ るこ と、及

び(2)残 り期 間の長 さの非増加 関数 で ある こ と、 と密接 な 関係 が ある ことが

第3-2節 の基本 モデル にお いて分 かった。第3-3節 の資源 が劣化 す るモデル におい

て、限界報酬 の減 少率 と劣化 しない割合 の減少率 の大小 が資源 の最適 な利 用量

が劣化率 の単調 関数 であ ることに関係 す る事 が分 かった。
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第4章 未知パラメータを含む離散時間逐次資源配分

4-1緒 言

前章では次 のよ うな離散 時間逐次資源配 分 を考察 した:

意思決定者 は計画期 間 を通 じて 出現 す る 目標 物 に 自分 の手持 ち資源 を配分 す る。

目標 物は各期 の始 めにあ る確 率で高 々1個 ずっ現れ る。意 思決 定者 は出現 した 目

標 物 と利用 した彼 の手持 ち資源 の個 数 に依 存 した報 酬 を得 る。 総期待報 酬 を最

大にす るには彼 の手持 ち資源 をいか に配分 すれば よい だろ うか?

そ こで は 目標物 の出現確 率及 び計画期 問の長 さは既知 なパ ラメー タであ った。

本 章で はこれ らのパ ラメー タが未知 な場合 の離散時 間逐 次資源配 分 を考 察す る。

第4-2節 で出現確 率 が未知 な場 合、第4-3節 で計画期間 の長 さが ランダム な場合 を

扱 う。

意 思決定者 が出現確率 を正確 に知 ってお り、かっ 、計 画期間 の長 さが固定 さ

れ てい る場合 には、第3-2節 の他多 くの研 究 、例 えば、Derman,LiebermanandRoss

[5](彼 らは資源 を連続量 とみ な してい る)、DonisandPollock[8]、Mastranand

Thomas[9]、Sakaguchi[12](DonisandPollockとSakaguchiは 連続 時間版 を扱 っ

ている)が あ る。

Albright[1]は 意 思決 定者 が報酬 情報 を正確 には知 らない場合 の最適 停止 を考

察 してい る。Albrightに 従 って、第4-2節 では、,意 思決定者 は 出現確率 の値 を知

らないが、彼 はそ の値 は事 前分布 か ら乱 数 を発 生 させ るこ とに よって決定 され

るこ とを知 ってい る、 と仮定す る。 この事前分布 はいわ ゆる主観 確率 であ る。

DeGroot[3(第5節 と6節)]とNachman[10]は 計画期 間が ラ ンダムな時の最適

停止 を考察 してい る。Derman,LiebermanandRoss[6]は 計画期 問の長 さが固定 さ

れ ている更新決 定過 程 を論 じてお り、DermanandSmith[7】 はそれ を計 画期 間が

ランダムな場合 に拡張 してい る。 第4-3節 では条件付 き確 率g。一Pr{計画期 間の長

さ≧n+11計画期 間の長 さ≧n}がnの 非増加 関数 であ る とい う仮定 の もとで、計画期

間がランダムな場合 に も、第3-2節 と同様 な最適政策 の構造 が成 立す ることが示

され る。 この仮 定は次 の場合 に満 た され る:

(i)あ るLに 対 して 、ql=…=qL=1、QL.i=qL.2=…=oで あ る 第3-2節 で 考 察 さ れ た

有 限 計 画 期 間 の 場 合

(ii)あ るLに 対 して 、9i=…=qL=a、QL+夏=qL+2=…=oで あ る割 引 率 α(o<α<1)

を 考 慮 し た 有 限 計 画 期 間 の 場 合

(iii)91=Q2=…=aで あ る割 引 率 α(o<α<1)を 考 慮 し た 無 限 計 画 期 間 の 場 合
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この よ うに第4-3節 で提 出 してい るモデル は実際 問題 に よく見 うけ られ る。例

えば、第3-2節 の よ うに鯨 を捕 獲す るために何本 か の鈷 を持 って捕鯨船 が航 海す

ると仮定す る。鯨 は毎 日高 々1頭 ず っ ある確 率で現れ 、大き さ等 によって有 限個

のタイプ に分類 され る。 錆発射 台の故障 の よ うな出来事 は捕鯨 船 にその任務 の

遂行 を強制 的 に止 め させ る。 さらに、経過 期間が長 くなれ ば なるほ どこの強制

的な停止 の可能性 は高 くな る と仮 定す る。 この時 、上述 のモデル は この例 に適

用で きる。

この章 において も前 章 と同様 に動 的計画法 を適 切 に用 いて 定式化 し、得 られ

た再起 関係 式(関 数方 程式)を 分析す るこ とに よ り、最 適政策 の性質 を解析 的

に導 出す る ことが 目的で あ る。 以後 の各節 において 、まず われ われ の問題 を動

的計画法 を利用 して定式化 し、最適政策 の構造 を考察 し、,数値例 を紹介 す る。

4-2出 現確率が未知な逐次資源配分

4-2-1定 式 化

意 思決 定 者 がM個 の資 源 を出 現 す る 目標 物 に配 分 しよ う とす る。 目標 物 は1

種 類(1>_1)か らな る。目標 物 は各 期 の始 め に 高 々1個 ず つ 現 れ る;確 率 γ痘=1,...,1)

で タイ プZの 目標 物 が 現 れ 、確 率raで 何 も現 れ ない(Yp+…+r-一1)。 意 思 決 定 者

は 出現 確 率(70,_,η)の 真 の値 を知 らな い が 、 これ らの値 は あ る主 観 確 率 分 布 か

目標物が出現 したか否か

(ro,...,η)の(事 前)分 布

ベ イ ズ則 に よ り

の事後分布 を計算

(アo,_,YI)

目標物に出会っている場合は総期待報

酬を最大にするように意思決定

図4-1.意 思 決 定 の流 れ
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ら乱数 を発 生 させ る こ とに よって決 定 され るこ とを知 ってい る。彼 が タイ フOZ

の 目標物 に彼 の手持 ち資源 の 中か らノ個 を利用す るとR;(ノ)の期待報酬 を得 る。た

だ し、R,iのはR;(0)=0か つ ノの増加 関数で ある。意思決定 の流れ は次の通 りで あ

る:

未知確率(70,...,η)の 分布(事 前分布)と 目標 物が 出現 したか否 かの情報 を利 用

してベイズ則 に よ り(πo,..りη)の 事後分布 を計算 す る。 目標物 が現れ てい る時は

総 期待報酬 を最大 にす るよ うな決 定 を行 う。 このよ うに計算 された事後分布 は

次の期 の事 前分布 とみ な され る。 以上 の過程 が計画期 間が終 わ るま で繰 り返 さ

れ る。(図4-1参 照。)

目的はN期 間 を通 じて出現す る 目標 物 にM個 の資源 を配分す るこ とに よって

得 られ る総期待 報酬 を最 大にす る最適 な逐次配分政策 を求 めるこ とであ る。

この問題 を解 析す るために次の記 号 を定義す る:

砿(]%2,Z.,β)=残 りがn問 で 、m個 の 資源 が 手 元 に あ り、 タ イ プiの 目標 物 が現

れ て い て 、 結 果 と して の(70,...,rl)の 事 後 分 布 がβで 、 最 適 政 策 を利

用 して い る時 の総 期 待 報 酬

死伽,β)=残 りがn問 で 、配 個 の資 源 が 手 元 に あ り、(γo,_,r∂ の事 前 分布 がβ

で 、最 適 政 策 を利 用 して い る時 の 総 期 待 報 酬

これ らの記号 を利 用 して 、最適性 の原理 よ り次の再帰関係式 を得 る。

耽(11Z;Z,)一max{R.'(ノ)+Vn一](〃 ト ゐ β)} (4-1)

　

7・ 似 β)=α 。巧 .、(m,βo)+Σ ・・iV,,伽;ち β')

'=1

(4-2)

こ こで 、Va(・;・,・)=V(0;・,う=Vo(・,・)=VI(0,・)=0であ り、a;(d-0,_,∫)は 事 前 分 布 が β

の時 の タイ プiの 目標 物 の 出現 確 率 で あ り(αoは どの タイ プ の 目標 物 も出 現 しな

い確 率 で あ る)、 β'(i=0,...,1)は 事 前 分 布 がQで タイ プ1の 目標 物 が現 れ た 時 の

(70,..っη)の 事 後 分 布 で あ る(βoは どの 目標 物 も 出現 しな か っ た 時 の事 後 分 布 で

あ る)。

再 帰 関係 式(4-1)は 次 の よ うに して得 られ る:

残 りがn期 間 で 、m個 の資 源 が手 元 に あ り、 タイ プzの 目標 物 が現 れ て お り、結

果 と して の(70,_,η)の 事 後 分布 がβで 、ノ個 の資 源 を利 用 す るな らば、 この期 の

期 待 報 酬 がRw)で 、残 りがn-1期 間 に な り、手 元 にmj個 の資 源 が残 り、βが次

の期 の事 前 分布 とな る。この 状 態 の最 大 期 待 報 酬 は π.重伽 づ,β)で あ る ので 再 帰

関係 式(4-1)が 得 られ る。 再 帰 関係 式(4-2)は(アo,。.。,r1)の 事 前 分布 がβの 時 、 タイ
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プ1の 目標 物が確 率a;で 現れ 、確率 偽 で何 も現れない とい う仮 定 によ り得 られ る。

4-2-2最 適 政 策

最適政策 は再帰 関係 式(4-1)と(4-2)を 解 けば求 め るこ とがで き るが、残念 なこ

とにこの再帰 関係 式 を陽 に解 くことがで きない。

第3-2節 で示 した よ うに、(4-1)の 右辺 の 中括弧 の中を最 大にす る ノの値 はタイ

プZの 目標物 に利用 すべ き最適 な資源 の個数 であ る。最適政策 を明確 に決 定す る

た めにk(n,m;i,のを この よ うなノの最小値 と定義す る。す なわち

k(n,m;i,/j)=mi・[t㌧max{R;
=0,..,m(ノ)+Vn-1(一 ゐ β)}一R;(の+馬(m一 ちβ)]

とす る。残 りがn問 で、m個 の 資 源 が 手 元 に あ り、タイ プiの 目標 物 が 現 れ て

い て 、 結 果 と して の(Yp,..っ η)の 事 後 分 布 がβの 時 、k(n,m;i,の 個 の資 源 を この タ

イ プZの 目標 物 に配 分 す るの は 最 適 政 策 で あ る。

も し、(ア●0,.。・,ア'/)の分 布 βが1点 に確 率1で 縮 退 して い れ ば 、 この 節 の モ デ ル は 第

3-2節 と同一 に な る。

以 下 の性 質4-1はk(n,顔,!ヵ の 手 持 ち資 源 の 個数 に 関 す る単 調 性 に 、ま た性 質4-2

は残 り期 間 の長 さ に 関す る 単調 性 に 関係 して い る。

性 質4-1.

RIU)が ノの 凹 関 数 な らば 、n:≧1、〃凶 、 任 意 のβに対 して

k(n,m;ちβ)≦k(n,nz+1;d,β)≦k(n,m;i,の+1

が 成 立 す る。

証 明:Rtの がノの 単 調 増 加 な 凹 関 数 な の で 、 π⑫,β)はtoの 凹 関数 で あ る事 を

nに 関 す る帰 納 法 で容 易 に 示 す 事 が で き る。 今 、ノo=k(n,Y/2;1,のとお く と次 の不 等

式 が 成 立 す る。

R1(ノ 。)+玩 .1伽 一 ノ。,β)>R;(ノ)+Vn.1伽 一 ゾ,Q)(0≦ ノ く ノ。) (4-3)

R;(ノ 。)+Vn _1192-Ja,β)≧R1(ノ)+Vn-1(〃Z-J:,β)(∫ 。≦ ノ<m) (4-4)

最 初 に 、ki(η卿+1;1,の ≦k(n,碑,の+1を 証 明 す る。(4-4)を 変 形 してR;(・)の 凹 性 を 利 用

す る と
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㌃1伽 一ノo,β)一 ㌃1伽 一ノ,β)≧R;(.1)一,R;(ノo)≧R;(ノ+1)一 一R;(ノo+1)

JoJo+1、 」≡升1と お く と 、 上 の 不 等 式 は

R;(J。)+砿 .1(〃2+1-J。,β)≧R;(J)+㌃1(m+1-J,β)(Jo≦J〈m+1)

と な る 。 こ れ はk(n,m+1;Z,の ≦ん=k(n,m;ち β)+1を 意 味 す る 。

次 に 、k(n,卿,の ≦k(η,〃2+1;i,の を 証 明 す る 。 ノo=0で あ れ ば こ れ は 成 立 す る 。 ノo>0と

仮 定 す る 。(4-3)とV(・,β)の 凹 性 よ り 、

R;(ノ0)一R;(ノ)〉 ち .1伽 一 ゐ β)一V,卜1(to-jo,β)

≧Vn -1/m+1一 ノ,β)一Vn.1(m+1一 ノo,β)

す な わ ち 、

R,(Jr。)+Vn .1(〃2+ト ノ。,β)>R;(ノ)+巧 一1伽+レ ノ,β)(0≦ ノ ≦ ノ。)

これ はk(n,m+1;ち!塘o=ん(n,rn,;ち 角 を意 味 して い る。(証 明 終 わ り)

性 質4-1は 、 よ り多 くの資 源 を手 元 に 持 って い る な らば 、 よ り多 くの 資源 を利

用せ よ、 とい っ て い る。 これ は い か な る分 布 βに対 して も成 立 す る。

次の性質4-2はk(n,m;ち のが残 り期 間の長 さに関 して非増加 であるための十分条

件 を示 し て い る 。

性 質4-2.F

Rjの(Z-1,_,1)が ノの 凹 関 数 で あ る と仮 定 す る。 そ の 時 、 次 の(i)、(11)、(iii)が 成

立 す る:

(i)死(m+1,β)一 π 伽,β)≧Vn.1伽+1,β)一V,一1伽,、 β)(m≧o)な ら ば 、

k(n,卿,の ≧k(n+1,〃i;∫,の で あ る 。

(ii)配@+1,/Jl)略 似 β')≧ 巧.1(研1,β)一 π 一1幅 β')(1?'d≧0,0≦d≦1)か つ

k(n,m:;1,β 〉ニk(n+1,m;d,β)(1≦1≦1)な ら ば 、

k(n+1,m;i,/.3)≧k(n+2,m;i,/j)で あ る 。

(111)fn≧1、1≦a<_1、 任 意 の βに 対 し て 、m=k(1,Y11;∫,β)≧k(2,η7;1,功 ≧k(3,瞬,角 で あ る 。
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証 明:(i)jo=k(n,m;Z,の と お く と 、

R;(ノ0)+死 一1伽 一∫0,β)≧R;(ノ)+Vn.1(〃 ト ノ,β)(ノ0≦ ノ<n2)

が成 り立 つ 。 この と き仮 定 よ り、

玩伽 一ゐ,β)一 琢1伽 一ノ0,、β)≧ 死 伽 一ノ,β)一π.1(〃ト ノ0,Q)(ノ0≦ ノ≦ηの

従 っ て 、

R,(ノ0)+π(〃 卜 ∫0,β)≧R,(ノ)+tl,(M一 ブ,β)(ゐ ≦ ノ<m)

とな る。 こ れ はk(n+1,m;i,β)≦10-k(n,m;i,の で あ る こ と を 意 味 す る 。

(ii)(i)よ り次 の 不 等 式 を 示 せ ば 十 分 で あ る:

死.,(m+1,β)一tin。1(m,ノB)≧ π 伽+1,β)一 巧@,β)(m≧0)

次の関係 に注意す る と;

　
巧.i(m+1,6)一 α。π 伽+1,βo)+Σ α、死,+1(M+1;i,/7i)

i=1

ノ

彦.、(M,6)一 α。巧 伽,β0)+IE)αiV..1(・ ・;i,,B')
i=1

ヱ

舜 伽+1,β)一 α。巧.1伽+1,βo)+Σ α、V.(m+1;i,,6i)
'=1

　

巧 伽,β)一 α。玩.1(M,60)+Σ α、Vn(m;i,β')
i=l

m≧0、1≦is[の 時 、 次 の(4-5)と(4-6)を 証 明 す れ ば 十 分 で あ る:

ti.(m+!,β0)一 死 伽 ・βo)≧ 配.1伽+1・ βo)一t。一i(〃2・βo)

Vn.1(m+1;i,,6i)一Vn.1(177;i,6i)≧Vn(m+1;i,,Bi)一V。(M;i,β')
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(4-5)は 仮 定 よ り 成 立 す る 。 性 質4-1よ り 、 ノ1=ん@+1,m;i,、 β')、 ノ2=k(n,脚,β ～)と

お く と

Vn.1(nc+1;i,(3`)一 死,+1(〃7;',β')

一m・x{玩 伽+1一 ノ。β')一V
n(〃・一ノ。β'),R;(ノ1+1)一R;(ゐ)}

Vn(m+1;ち β')一 耽@;∫,β')

一 咽 巧 .1@+1-j、,β')一 巧.1(m-j、,β'),R,(ノ 、+1)一R,(Jz)}

が 成 り立 っ 。 仮 定 よ りJ1=ゾ2か つ

Vn(m+1一 ノPβ')一 π 伽 一鶉,β')≧ 罵.、@+1一 ノ,,βり一配./(〃・一ノ、,/)1)

で あ る の で 、(4-6)が 成 り立 っ 。

(iii)Rt(・)は 増 加 関 数 な の で 、明 ら か にk(1,Yi2;Z,,角=〃7は 成 立 す る 。そ の 他 の こ と

を 示 す た め に は 、(i)か ら 、 次 の 不 等 式 を 証 明 す れ ば 十 分 で あ る:
.

V(m+1,β)一 π畝 β)≧Vo(in+1,β){伽 β)@≧0)(4-7)

Vz(172+1,β)一 月@,β)≧V(m+1,β)一 π 似 β)@≧0)(4-8)

Vo(m+1,β)一Vo(712)一 〇,V(m+1,β)一V(m,/3)=ΣL1α,(R;(m+1)一R;(吻)≧0よ り ・

(4-7)は 成 立 す る。(ii)と 同 様 に(4-8)は 、m≧0の 時 、 次 の 不 等 式 が 成 り立 て ば 成 立

す る:

V(m+1,βo)一V(m,βo)≧Vo(m+1,βo)一Va(〃a,βo)ニ ・0(4-9)

VZ(ni+1;i,β)一VZ(IYI;1,β)≧V,(η 望+1;Z,β')一 死 伽;ち β')(1≦Z≦1)(4-10)

V(t,βo)のtに つ い て の 単 調 性 よ り(4-9)は 成 立 す る 。 ノ。=k(2,192;1,β')≦ ゐ=

k(1,m;1,β')=1η と お け ば 、R;(・)の 凹 性 よ り
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VZ(〃a+1;ノ,β')一 レ～(〃;i,!ヲ')

一max{V,(副 一ゐ
,β')一V,(in-Ja,Q'あR、(jo+1)一R;(ゐ)}

≧max{0,R;(ノ 董+1)一R;(ノ1)}(R;(・)の 凹 性)

一m・x{V
o(副 一涛,β')一Vo(i(涛+1)一R、(ノ1)}

=V,(m+1;Z
,rt)一V,(m;i,β')

が成 立 す る の で 、(4-10)は 成 り立 っ 。 (証明終 わ り)

性 質4-2(i)はk(n.,脚,β')が 残 り期 間 の 長 さ の非 増 加 関 数 で あ る た め の 十 分 条

件 を与 え て い る。 こ の 十 分条 件 は 限 界 期 待 報 酬 が 残 り期 間 の長 さの 非 減 少 関数

で あ る こ と を表 して い る。性 質4-2(ii)は(i)よ りも強 い 十 分 条 件 で あ る。性 質4-2(iii)

はk(n,m;i,β りのnに 関す る単調 性 はn=1,2,3で は成 り立 つ こ と を示 して い る。n≧4

の場 合 に成 立 す るか ど うか は 不 明 で あ る。

こ こ か ら、1』1、 す な わ ち 、 目標 物 が1種 類 だ け か らな る特別 な場 合 を 扱 う。 次

の(a)項 で はR,(ノ)=1-q'(0<9<1)の 場 合 を 、(b)項 で はβがべ 一 タ分 布 で あ る場 合

を考察す る。

(a)1～1(炉1一 ～(0<4<1)の 場 合

この項 で扱 うモデル は次の よ うに解釈 され る:

目標 物 に資源 が命 中す る確 率がp←1-q)で 、利用 した資源 の うち少 な くとも1

個 が命 中すれ ば、 目標 物 を獲 得で き、獲得 した 目標物 の個数が報酬 であ る。

明 らか に、残 りが1期 間で、 目標物 に出会 ってい る時 には、手持 ちの資源す

べて を利 用すべ きであ る。次 の性 質4-3は 残 りが2期 間の時の最適政策 について

述べ てい る。alは(Yp,Yj)の 事前分布 がβの時の 則 票物 が現れ る確 率 を、[x]はxの

整数 部分 を表す。 この とき、次の こ とが成立す る:

性 質4-3.

次 の(i)、(ii)、(iii)が 成 り立 つ 。

(i)

(ii)

(i三i)

0≦ α1<4な ら ば 、k(2,m;1,β)≧[伽+1)/2]で あ る 。

R≦al<1な ら ば 、k(2,m;1,β 》=[⑫+1)/21で あ る 。

ai=1な ら ば 、k(2,m;1,の=[謝2]で あ る 。

証 明:再 帰 関係 式(4-1)と(4-2)よ り
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VZ伽;Lβ 憎 鷹{1-qノ+α1(1-9〃 トノ)}

で あ り

1-qノ+α1(1-R'nt-j/≧1-qノ+】+α1(+ｻ一J1-q-1)

は 整 理 す る とm-1a,q≧g2ノ と な る 。 そ れ ゆ え 、k(2,m;1,β はg2ノ ーz>a,q卜1≧g2ノ 翻 黄

た す 整 数 で あ る 。 す な わ ち(i)が 成 り 立 つ 。(ii)と(iii)も 同 様 に 示 す 事 が で き る 。

(証 明 終 わ り)

(b)べ 一 タ分 布 の 場 合

各 期 にお い て確 率 γ1で 目標 物 が 現 れ 、確raで 目標 物 が現 れ な い(ro+71=1)。

この項 で は(アo,ア1)の分 布 を、 ベ ル ヌ イ 分布 の共 役 族 で あ るべ 一 タ 分 布 と仮 定 す る

[4]。 ベ ー タ分 布 は そ の パ ラ メー タ に よっ て一 意 に決 定 され るの で 、Qを 働,漏)と

書 く。再 帰 関係 式(4-1)と(4-2)は 次 の よ うに な る。m=1,_,。M、n=1,...,N、,Qo>0、 乃>0

の 時 、

Vn(m;1,(ノ3a,ノ3,))一
、聡{R1(ノ)+殊1@一 ゐ(鳥 ・μ))}

Vn(m,(/"i。,β1))二諄 爵 鴎 紘 β))+論 耽(m;1,(翻+1))

確 率 変 数(ro/1)(Yp+rt=1)は パ ラ メー タ(Qo,β1)を 持 っ べ 一 タ分 布 に従 っ て い るの

で 、比E(ro)/E(ア1)は 、β。/μ で あ る。意 思 決 定者 が 目標 物 に 出会 う可 能 性 は 、βo/μ

が増 加 す れ ば 、減 る で あ ろ う。従 って 、k(n,m;1,(βo,,の)は角 の非 減 少 関数 で あ り、

β1の 非 増 加 関数 で あ る と予 想 され る。次 の性 質4-4と4-5は この 性 質 に 関係 して い

る。

性 質4-4.

次 の(i)と(ii)が 成 立 す る:

巧.1@÷1,(ri。,β1))一 声㌃1(m,(β 。,β【))

(i)
≧ 鷲 .(arc+1,(罵,μ))一 π.1(rte・(腐 ・β1))(m≧o)

な ら ば 、 奴 η,〃2;1,(β 。,β1))≦ 底 仏 〃2;1,(罵,μ))で あ る 。

(ii)o<角 ≦ 腐 な ら ば 、k(2,〃7;1,(角,Nl))≦ 双2,〃 ～;1,(罵,NI))で あ る 。
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証 明:(i)Jo-k(n,m;1,(/jo,/一'1))と お く。ノo=oな らば 、(i)は 明 ら か に 成 立 す る 。ノo>o

と仮 定 す る と、

R,( .1。)+Vn-1(〃 卜 ∫。,Cβ。,の)>R,(ノ)+ぢ.玉(in一 ノ,(Qo,μ))(0≦ ノ く ノ。)

が 成 立 す る。 一 方 、mja<712Jで あ る の で 、

Vn _1(m-Ja,(罵,β 、))峨.1(・ ト ゐ,(!ろ,βD)

≧巧一1@づ,(NO,Nl))一 鳳(m-j,(β1,μ))

す なわ ち、

R,(Jo)+Vn -1¥m一.IO,(罵,β))>R,(ノ)+死.、@一 ゐ(罵,μ))(o≦ ノ<Jo)

が 成 り立 ち 、 これ はk(n,m;1,(罵,μ))≧ ノ。=k(n,m;1,(鳥,β))で あ る こ と を 意 味 し

てい る。

(ii)(i)より次 の不等式 を示せ ば十分 で ある。

[V(m+1,(β も,β1))一V(m,(角,β1))]

一[房@÷1 ,(β1,β1))一V(YJ2,(!%,β の]≧0(m≧0)

この左辺 は次 の式 の左辺 と等 しく

[(β1(β 。一β。)β。+μ)(β。+β1)][梱 即)]≧ ・

が成 り立 つ ので 、(ii)が成 り立 っ 。(証 明 終 わ り)

性 質4-4(i)はk(n,m;1,(角,,の)が,Qaの 非減 少 関数 で あ る た め の 十 分 条 件 を与 え て

い る。 この 単 調 性 は 、(ii)よ り、n=2の 時 に は成 立 して い る。

性 質4-5.

次 の(i)と(ii)が 成 立 す る:

巧.1@+1,(β 。,β1))一巧.1(m,(!㌔,β の

(i)
≧Vn -1(nZ+1,(/一'f。,β))一 巧.1(m,(β 。,の)@≧0)
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な ら ば 、k(n,n2;1,(島,μ))≧k(穐 η7;1,(角,/"1))で あ る 。

(11)o<μ ≦Aな ら ば 、Iz(2,192;1,(鳥,β))≧k(2,nt;;1,(β 。,β))で あ る 。

証 明:性 質4-4と 同様 に 示 す 事 が で き る。(証 明終 わ り)

性 質4-5はk(n.,〃7;1,(防,β互))が邊 の非 増 加 関 数 で あ る た め の 十 分 条 件 を与 え て い

る。 こ の単 調 性 は 、(ii)よ り、n=2の 時 に は成 立 して い る。

(c)数 値 例

N-3、M』3、1-1、Rv)=1-0.ダ とす る。 意 思 決 定 者 は 目標 物 に つ い て 事 前 に何

の知 識 も な く、 それ ゆ え、(γ0!亘)の分布 はパ ラ メー タ(1,1)の べ 一 タ 分布(す なわ

ち、 一 様 分布)と 仮 定 す る。 この 時 、 最 適 政 策 は 次 の 通 りで あ る:

目標 物 が 最初 の期 に現 れ た な らば 、2個 の 資源 を利 用せ よ。残 りの1個 の 資 源 は

目標 物 が残 りの 期 に現 れ た ら利 用 せ よ。

目標 物 が最 初 の 期(炉3)に 現 れ ず 次 の期(n=2)に 現 れ た な らば、2個 の資 源

を利 用せ よ。 残 りの1個 の資 源 は 目標 物 が 残 りの期 に現 れ た ら利 用 せ よ。 目標

物 が 最初 の期 と次 の 期 に現 れ ず 最 後 の期(n=1)に 現 れ た な らば、3個 の 資 源 全

部 を利 用 せ よ。(図4-1を 参 照 。)
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図4-1.最 適政策

括弧 の中の数値 はそ の期 のベ ー タ分布 のパ ラメー タであ る。
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4-3計 画期間がランダムな逐次資源配分

4-3一'1定 式 化

意 思 決 定 者 は長 さが確 率 変 数 刀 で 与 え られ る計 画 期 間 を通 じて 現 れ る 目標 物

にM個 の 手 持 ち資 源 を配 分 す る。 目標 物 は1個 の タイ プ か らな る。 目標 物 は各

期 の始 め に高 々1個 ず つ 現 れ る;確N;(Z=1,_,1)で タイ プiの 目標 物 が 現 れ 、

確 率J"0(=1マ(71+… 一1-YI))で目標 物 は現 れ ない 。 タイ プZの 目標 物 に 手持 ち資源 の

中 か ら .1個 を利 用 す る とR;(j)の 期 待 報 酬 を 得 る。Rrv)は ノ の非 減 少 凹 関数 で 、

R;(0)=oと す る 。 計 画 期 間 の 長 さNの 確 率 分 布 はP・{N=n}pn,Σ 菜,.Nn一 で 与 え

られ る。Qri=Pr{N>_n+叩 》≧n}(n=1,2,_)はnに 関 して 非 増加 と仮 定す る。 この仮

定 は[6]に あ る計 画 期 間 の分 布 がIFR(lncreasingfailureRate)で あ る とい う仮 定

に対 応 す る。 ま た 、便 宜 的 にPr{N≧n}=0な らば 、g,,=(1と して お く。 長 さが1>の

計 画期 間 を通 じて 現 れ る 目標 物 に 対 してM個 の 資源 を配 分 す る こ とに よ っ て得

られ る総 期待 報 酬 を最 大 にす る最 適 政 策 の構 造 を考 察 す る。

この 問題 を動 的 計 画 法 で 定 式 化 す る た め に 次 の よ うにSとCを 定 義 す る[2]:

S』{(n,m;1);n=1,2,...,nz==0,_.,M,Z=0,...,1}∪{δ}

C={0,_,鵜

ここで、(n,鵬りはN≧nと い う条件 のも とで 、第n番 目の期 に、意 思決定者が手元

にm個 の資源 を持 ってお り、 タイプZの 目標 物が現れ てい る状態 を表す(タ イ

プ0の 出現 は 目標物 が現れて いないこ とを意 味す る〉。記 号δは計画期間が終了

した ことを表す。1∈Cは ノ個 の資源 の利用 を意 味す る。報酬 関CSCg(状 態がuで

ゾ個 の資源 を利 用 した時 の報酬 がg(u,ノ;・)であ り、 この節 において報酬 は第3変

数、 ノイズ に依存 しない)と 推移確率Pは 次 の よ うにな る(Puv(ノ)は 状態uで ノ

個 の資源 を利 用 した時状 態vへ 推移す る確率 であ る):

一=俣(
min(ノ,J22))　=:1:;::象灘 の
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1(u=・ 一 δ)

1一(1n(u≠ δ,v=δ)

Pw(ノ)=弓9,,(u=(n,Y12;0),v=(n+1,112;の)

弓9n(u=(n,m;i)(i≠0),v=(n+1,(m-j)+;り)

o(そ の 他)

ただし・αジー儲llで ある・

ま た 、V(s)(S∈S)を 総 期 待 報 酬 の 上 限 と 定 義 す る 。g(・,∵)≧0で あ る の で[2]

の 結 果 よ りVが 次 の 最 適 方 程 式 を満 足 す る:

n=1,2,_、m=0,_,M、i=1,_,1に 対 して 、

V(Yl,YYI;1)=maxR;

1=Q...,M(mi・(ゐ 溺))+(1一%)V(δ 略7(n+1,(m一 が;1)}

(4-11)

ノ
7(n,m;0)一(1-9n)V(δ)+9。 Σ 弓7(n+1,m;i)

'=O

V(Ol=0で あ る の で 最 適 方 程 式(4-ll)と(4-12)は 次 の よ うに 書 き 直 さ れ る

n=1,2,_、m=O,_,M、i=1,_,1に 対 して 、

v(n・m;i)一
、野 率(ノ)+略 弓7(n+1・m一 ・';i)}

ノ
7(n,m;o)==gnΣriV(n+1,m;i)

i=o

(4-12)

(4-13)

われ われの割 引の ない報酬 問題 には最適政策 が存在 しない か も しれ ない。

し、{Qn}が非増加数 列で ある とい う仮 定の も とで は割 引のあ る報酬 問題 へ変換 で

きる。

{qM}が 非増加 数列 なので、n≧naな らばg。≦αく1と な るnaと α(0<α<1)が 存在

す る 。 そ こ で 、S'={(n,,m;Z)1η=η 。,n。+1,_,刀1=0,_,M,'=0,...,1}∪{δ}、

c=C,g'=gさ ら に 、 垢=隻 ≦1と お い て 、'

a

(4-14)

し か
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1(u=v=δ)

1-gA(u≠ δ,v・=δ)

君ん(ノ)=rigA(u=(n,m;0),v=(n+1,m;i))

屈(u=(n,m;i)(i≠O),v=(n+1,伽 一ノ)+;i))

o(そ の 他)

を 持 つ 関 連 問 題 を 考 え よ う。V'(s)(s∈S')を こ の 関 連 問 題 の 総 期 待 報 酬 の 上 限 と

定 義 す る 。 そ の 時 、7'は 次 の 最 適 方 程 式 を満 足 し、v(s)=7'(s)(s∈s')で あ る:

n・=no,no+1,_、m・O,_,M、i=1,_ノ に 対 し て 、

v,(n_m:a,..,)一騨(ノ)+αgl濤 ゲ(n+1・m一 ノ;i)}(4-15)

ノ
7'(n,m;o)=α9二 Σ ゲ(n+1,m;i)(4-16)

'=0

割 引 率 αq;,の 存 在 に よ り、上 記 の 最 適 方 程 式 を 解 くた め に 、任 意 の 有 界 な 初 期 報

酬 か ら始 め る逐 次 近 似 法 が 適 用 で き る。

L=1,2,_、n==no,no+1,_、m・ ・O,_,M、 ∫=1,_,1に 対 して 、ga(n,m;i)を 次 の よ うに

定 義 す る:

vl(n,m:i)一 任 意 の 有 界 関 数(4-17)

prL+1(n,m;i)一 鼎{R(」)+癖 〆@+1・m-f;i)}(4-18)

ヱ
1・'L+'(n,m;0)==q。 Σr,VL(n+i,m;i)'(4-19)

i=O

ノ ノ

便 宜 上 、 戸(n,m)=Σ ・,V(n,17・;i)、戸ゐ(n,m)=Σ ・,vL(n,m;i)と お く と・ 髄 方 程

'=0匪=0

式(4-13)と(4一 一14)は 次 の よ う に 書 き か え られ る:

n・1,2,_、m・=O,_,M、i=1,_ノ に 対 して 、

V(n,m;z)一
、郭R'(ノ)+%戸(・+1・ 殉)}(4-13')
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戸(η,吻 一 る9"戸(n+1,m)+Σ ・,v(n,m;i)(4-14')

i=1

ま た 、 再 帰 関係 式(4-17)、(4-18)、(4-19)は 次 の よ うに 書 き か え られ る:

L=1,2,_、n=no,no+1,_、m・ ・O,_,M、i=1,_,1に 対 して 、

71(n,m)一 任 意 の 有 界 関 数(4-17')

砂1(卿;り 一
、max{R.'(ノ)+♂(凪 殉)}

(4-18')

　
7ゐ+'(n,m)・rog。V-L(n+1,m)+Σ 弓〆+1(n,m;i)(4-19')

i=1

補 題4-1.

n=no,no+1,_、m=O,_,M、i=1,_ノ に 対 し て 、7(n,m;り=夏im7ゐ(n,nl;i)、

L→co

7(n,m)=1im戸(n,m)で あ る 。 さ ら に 、V、 戸 はn=1,2,_、m=0,_,M、i=1,_l
L→oo

に 対 して 各 々 最 適 方 程 式(4-13')と(4-14')の 一 意 の 有 界 な 解 で あ る 。

証 明=n=no,no+1,...、m=O,...,M、i=1,...,1に 対 し て 、V、7は 各 々 最 適 方 程 式

(4-13')と(4-14')の 一 意 の 有 界 な 解 で あ る(例 え ば 、[2]の 第5.1節 の 命 題2を 参 照)。

n==1,2,_,no-1、m=O,...,M、i=1,...ノ に 対 す るK戸 は7@。,う を 利 用 して 、 各 々 最

適 方 程 式(4-13')と(4-14')か ら 一 意 に 計 算 され る 。(証 明 終 わ り)

V、Vは 各 々 最 適 方 程 式(4-13')と(4-14')の 一 意 の 有 界 な 解 で あ る の で 、[2]の 第

5.4節 の 命kRllに よ り、(4-13')の 右 辺 の 中 括 弧 の 中 の 最 大 値 を 与 え る ノ を選 ぶ の

は 最 適 で あ る。

4-3-2最 適 政 策

こ の節 で は 最 適 政 策 の 構 造 を 調 べ る。(4-13')の 右 辺 の 中括 弧 の 中 の 最 大 値 を 与

え る ノの 値 は タ イ プ'の 目標 物 に利 用 す べ き 最 適 な 個 数 で あ る 。 最 適 政 策 を 明 確

に 決 定 す る た め に 、k(n,m;i)を(4-13')の 右 辺 の 中 括 弧 の 中 の 最 大 値 を 与 え る ノの 値

の 最 小 値 と定 義 す る 。 す な わ ち 、n==1,2,_、m==O,_,M、i=1,_ノ に 対 して 、
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願)一mi・{t(maxJ =O,...,m{R;(ノ)+%ア(凪 一 ノ)}一R,(の+%グ(・+圃}

とす る。 こ の とき 、N>_nと い う条 件 の も とで 、第n期 目に タ イ プdの 目標 物 が現

れ て い て 、m個 の 資 源 が手 元 に あ 喬時 、k(n,192;Z)個の 資源 を利 用 す るの は 最 適 で

あ る 。

最 初 に 紋η,m;i)のmに 関 す る 単 調 性 を 示 す 。 次 の 補 題 が 必 要 で あ る。

補 題4-2.

n=1,2,。..、d=1,...,1に 対 して 、V(n,η 功 とV(n,in)はmの 非 減 少 凹 関 数 で あ る。

証 明:(4-17')、(4-18')、(4-19')に お い.てV'(n,m)=0と 設 定 す る 。 帰 納 法 よ り、

L=1,2,...、n=〃o,no+1,...、1=1,...,1に 対 し てVj'(n.nxt,,)と 戸(n,殉 は192の 非 減 少 凹 関

数 で あ る 。 従 っ て 、補 題44に よ り、n=1,2,_に 対 して 、V(n,m:i)とV(n,切 はtoの

非 減 少 凹 関 数 で あ る。(証 明 終 わ り)

次 の 定 理 はk(n,卿)のmに 関 す る 単 調 性 を 示 す(証 明 は[5]の 命 題2と 定 理3(ii)

を 参 照)。

定 理4-1.

n=1,2,_,m=0,_,M-1、i=1,_,1に 対 して 、k(n,nz;Z)≦k(n,m+1;Z)≦k(n,m;i)+1で あ る 。

次 にk(η,η切 のnに 関 す る 単 調 性 を 示 す 。 こ の た め に{ql,}を 変 数 と見 な せ ば 便

利 で あ る。Qn一(g。,qn+1,...)と お け ば 、最 適 方 程 式(4-Z3')と(4-14')は 次 の よ うに 書 き

直 さ れ る:

V(n,m;1,'in)一max{R;(ノ)鳩 戸伽 切 弘 ㌦1)}(4-13")

ノ

戸@,刑,q。)一 陥9。 グ(n+1,m,q。+1)+2]riv(n,m;i,qii)(4・ 一14")

ital

定 理4-2.

n=1,2,_、m=O,_,M、i=1,_,1に 対 し て 、lc(n,m;i,qn)≧k(n,m;i,qA)で あ る 。 た だ

し 、qnニ(9n,g。+p_)、ql,=(g。+△ 。,g。+1+△,,+1)_)、Ay≧o(ノr7,n+1,_)で あ る 。

定 理4-2を 証 明 す る た め に は 次 の2つ の 補 題 が 必 要 で あ る 。

補 題4.3.

n=1,2,_、m・o,_,M-1に 対 し て 、v(n+1,n7+1,q,,+1)一v(n+1,m,q。+1)は9iの(i≧n+1)

非 減 少 関 数 で あ る 。
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証 明:

V(n+1,〃2+1,qn+1)一7(n+1,m,q.+1)

一r。9
n+1{7(n+2,m+1,q。+、)一7(n+2,m,q.+,)}

　
+]£ri{V(n+1,m+1;i,q

,i+1)一V(n+1,m;i,q,,+1)}

i=1

/o=k(n+1,m;i,qn+1)と お く と 、定 理4-1よ り 、k(n+1,m+1;i,q,,+1)=ノoま た は ノo+1で あ る 。

従 っ て 、

V(n+1,m+1;i,q僻1)一V(n+1,m;',qη+1)

一一{盤齢
__一_)}}

補 題4-2よ り 戸(・,m,・)はmの 非 減 少 関 数 で あ る こ と に 注 意 す る と 、 帰 納 法 を 使 っ

て 、V(n+1,m+1,qn+1)一V(n+1,m,q.+1)が 免(ノ≧n+1)の 非 減 少 関 数 で あ る こ と が 証

明 で き る 。(証 明 終 わ り)

q瓢 一qn+1一(9n+。9。.、,・9・)・ 噸緯1一(qn+1+へ+1,qn+、,…)・ … ・,

q無=(qn+1+△ 。+P9。+2+An+2,_,9n+s+△n+s,9。+s+1)_)と お く 。

補 題4-4.

n・1,2,_、m=O,_,Mに 対 し て 、1im7@+1,刑,q!21)ニ7(n+1,m,ql.1)で あ る 。
∫→co

証 明:ま ず 、n≧no-1の 時(noは 第4-3-1項 で 、n≧noな ら ば9n≦ αく1と な る α(0<α<1)

が 存 在 す る よ う な 整i数 、と 定 義 して い る)を 考 察 す る 。再 帰 関係 式(4-17')、(4-18')、

(4-19')に お い て 、

戸1(n+・+1・m)一 ア(・+・+1・m,q.+s+i)(≦ 棚R'(1))と お け ば ・

戸@+1,m,ql?1)=v-s+1(n+1,〃 ちql?1)=ア ∫+i(n+1,鵬q篇)と な る 。 ゆ え に 、 補 題4-1よ

り、

1im戸(n+1,m,q鮎)=lim戸5+1(n+1,m,qL+玉)コ 戸(n+1,m,q;+董)
s→ ◎05→oo

次 に 、1≦n≦no-1の 時 を 考 察 す る 。
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ノ
戸(n+1,m,q;,十,)一r。(9n+1+△n+1)ア(n+2,砿q留))+]E]・,V(n+1,n・;i,q!?1)

'=1

7(n+1,m;ちq賦11)一 珊
11{R'(ノ)+(qn+1+△n+1)7(n+2・ 殉 ・q留))}

で あ り、 ま た

ノ

戸(n。 一1,m,q留 一"・+2))一1b(q。
,一1+△ 。。.1)戸@。,m,q:,+J''"o+'))+Σtl(n。 一1,m;i,ql:望 一〃o+2))

'騨l

V(n・ 一1・m;i・ql" 一'r-ne+2')一 珊
。{R々)+(9no-1+△n。 一1)7(n・ ・殉 ・q塞　 {'+1))}

と1聖 戸(n・ ・m・q!l""一no+i))一 戸(n・ ・m・q1,
。)か ら ・ 撫 戸(n+1・m・ql"?,)一 戸(n+1・m・ql・1)と

な る 。(証 明 終 わ り)

定 理4-2の 証 明:ノo=ん(n,m;i,qn)と お く と 、 ノo専 ≦mに 対 し て 、

R,(ノo)+9.V(n÷1,m一 ノ「o,q.+1)≧R,(ノ)+9.V(n+1,m一 ノ,q.+1)

塗 る・ こ の 不 等 式 と ・ 戸(n+1…q・+1)の 輸 性 と補 題4-3よ り・

R、(ノ)一R,(ノ。)≦9n(戸(・+1,殉 。,qn+,)一 ア(n+1,m一 ノ,q。+、))

≦(qn+△,,)(戸(叶1,殉 。,q。+1)一ア(・+1,殉,q。+1))

≦(qn+△ 。)(戸(帆 殉 。,q緯1)一 戸@+1,殉,qsel))

≦(9n+△ 。)(7(凪 殉 。,q卿1)一7(・+1,殉 ・ql畠))

s→ ∞ とす れ ば 、補 題4-4よ り、ノo夕≦mの 時

R,(ノ)一R,(ノ 。)≦(qn+△ 。)(戸(n+1,殉 。,ql,+1)一7(n+1,m-」,qL.1))

こ れ は ノ。=k(n,ln;i,q。)≧k(n,m;i,ql)を 意 味 して い る 。(証 明 終 わ り)
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系

g1≧g2≧ … な ら ば 、n=1,2,_、m=0,_,M、i=1,_,1に 対 し てlc(n,m;i)≦ 辰n+1,m;i)で あ

る 。

証 明:qn+1=(9n+1,9n+2,...)、qn==(9n,g。.1,_)と お け ば 、

k(n+1,m;i)=k(n+1,m;i,q,7+1)=k(n,m;i,qn+1)、k(n,m;i)=k(n,m;i,qn)で あ り 、91≧g2≧ … に 注

意 す れ ば 、 こ の 系 は 定 理4-2か ら 得 ら れ る 。(証 明 終 わ り)

数 値 例

以 下 で は2つ の 簡 単 な 数 値 例 を 紹 介 す る 。1つ 目 はg1=g2=…=α(0<α<1)の 場

合 で 、2っ 目 はPr{NSni}一1と な る よ う なnlが 存 在 す る 場 合 で あ る 。

(a)ql・=q2=…=α(0<α<1)の 場 合

91=q2=…=・a=O.8、1』2、M・=5、(ro,rl,r2)=(0.4,05,0.1)と し 、Ri(ノ)を 表4-1の よ う に

定 義 す る 。gnがnに 依 存 し な い の で 、 経 過 期 間 数 を 記 憶 す る 必 要 が な い 。 従 っ

て 、 最 適 方 程 式 は 次 の よ う に な る:

v(m;i)一 羅{R'(ノ)+α ア伽 一ノ)}

　
戸伽)一 ㌔α戸@)+Σ ・、V(m;i)

'=1

簡単 な計算 によ り表4-2の よ うな最適政策が得 られ る。例 えば、手元 に4個 の資

表4-1.期 待 報 酬 関Rt(ノ)

ノ 0 1 2 3 4 5

Rive 0 1 1.8 2.4 2.8 3.0

R2U) 0 2 3.5 4.9 5.2 5.4

表4-2.資 源 の 最 適 使 用 量 ん伽;1)と 奴〃2;2)

to 1 2 3 4 5

k(m;1) 1 1 2 2 2

k(nz;2) 1 2 3 3 3
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源 が あ り、 タイ プ2の 目標 物 が現 れ て い る 時 に は3個 の 資 源 を利 用 す るの が最

適 で あ る。 定 理4-1の 主 張 に 一 致 して 、k(m;り(∫1,2)はmに 関 して 非減 少 で あ

る こ と に注 意 す る。

(b)Pr{7YSta1}=1と な る よ うな 〃1が 存 在 す る場 合

ql=・qz=…=α の 代 わ りにq1=0。9、Q2=0.8、q3=0.5、Crq=O.2、g5=0.1、q6=0と して 、

例(a)を 考 え る。 簡 単 な 計 算 に よ り最 適 政 策 が 表4-3と4-4の よ う に 求 め られ る。定

理4-1と 系 で 証 明 され た よ う にk(n.,卿)(∫1,2)はrnとnに 関 して 非 減 少 で あ る。

表4-3.資 源 の 最 適 使 用 量k(n,m.;1)

n

1 2 3 4 5

1 1 1 2 2 3

2 1 2 2 3 3

3 1 2 3 4 4

4 1 2 3 4 5

5 1 2 3 4 5

6 1 2 3 4 5

表4-4.資 源 の最 適 使 用 量k(n,m;2)

n

1 2 3 4 5

1 1 1 3 3 3

2 1 2 3 3 3

3 1 2 3 3 4

4 1 2 3 4 5

5 1 2 3 4 5

6 1 2 3 4 5
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4-4結 言

この章 では意思決 定者 が 目標物 の出現確 率 を正確 には知 らない場 合(第4-2節)

と計画期 間の長 さが未 知な場合(第4-3節)の 離散時 問逐次 資源 配分 を考察 した。

得 られた主 な結果 は次 の とお りで ある:

● 第4-2節 で は出現確 率 の分布 が何 で あれ 、利 用 すべ き最 適な資源 の個数 は

手持 ち資源 の個数 の非減少 関数 で ある。

● また、利用す べ き最適 な資源 の個数が残 り期 間の長 さの非増加 関数 で ある

ための十分条件 も導 出 した。

● 第4-3節 では 目標物 に利 用す べ き最適 な資源 の利用個 数 は手持 ち資源 の個

数の非減少 関数 で経過 期間 の長 さの非減少 関数 であ るこ とを示 した。

これ らの結果 は、 目標 物 の出現確 率 が既 知 で計画期 間が 固定 され てい る、前

章 で扱 われ てい るモデ ル に関す る ものの一般化 で あ る。 特 に、経過期 間が長 く

なれ ばなるほ どそ の期 で計画期 間終 了す る可能性 が増加 す る ことが 、利 用すべ

き最適 な資源 の個数 が期 間 の経過 と共 に増加 す るこ とと関係 があ るこ とが分か

った。
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第5章 連続時間逐次資源配分

5-1緒 言

第3章 と第4章 で は離散 時 間逐次資源配分 を考察 した。 この章 では次 の よ う

な取替 え問題 におい て連続 時間逐次資源配分 を考察す る:

並列冗長 システムの保 全 ・取替 え問題 にお いては、手持 ちユニ ッ トが無 限にある

と仮定 し、 システ ム故 障に際 してユ ニ ッ ト全部 を取替 え るモデル が従 来考察 さ

れ てきた。 手持 ちユ ニ ッ トが有 限 な らば、 システ ム故障 に際 して、取替 えユ ニ

ッ トがないた めに、 そのま ま放置 しておか なけれ ばな らない場合 が生 じる。 そ

こで この章で は、 システム故 障に際 して、計画期 間 と残 り手持 ちユ ニ ッ ト数 に

依存 した政 策 を考 察す る。 計画期 問 中の総期 待費用 を最 小 にす るためには、遊

休 損失費用 を覚悟 の上 でシステ ム を放置すべ きか、 また は故 障ユニ ッ トの うち

何個取替 えるのが最 適か につ いて論 じる。

[3,5,6]では、連続 す る2つ の決 定時点問の経過時間 の分布 が直前の決定に依存

しない 、連続 時間逐 次資源 配 分が考察 され てい る。[4]で は、そ の分布 が直前 の

決定に依存す るが無 限個のユ ニ ッ トが利 用可能で ある場合 が考察 され てい る。

この章では2つ の決定時点 問の経過 時間の分布 が直前 の決定 に依存す る次の

よ うな連続 時間逐次 資源配 分 を考 察す る。

取替 え用 に有 限個 のユ ニ ッ トが利用 可能で ある とい う条件 の も とで、n2一ユニ

ッ ト並列 システ ム を与 え られた計 画期 間の間運転 しなけれ ばな らない。手 元 に

ある取替 え用ユ ニ ッ トが有限 であ るのでシステ ムが故 障状態 で放置 され る可能

性 が あ るこ とに注 意す る。 従 って、遊休期 間が生 じ機会 損失 費用 が この遊休 期

間の聞 にか か る。Crookes[1]は 、(1一ユ ニ ッ ト)シ ステ ム故障 時に取替 えが なさ

れ るか否 かが 、そ の故 障時点 か ら測 ってあ らか じめ計 画 され てい る次 の取替 え

まで の残 り時 間が、与 え られ た値 よ りも大 きいか小 さい かに よって決 ま るよ う

な、取替 え政策 を考察 してい る。 これ をわれ われ のm一 ユ ニ ッ ト並列 システ ム用

に修 正 し、考察す る政策 を次 の よ うな政策 に限定す る:

システ ムが故障 した 時に、故 障 したユ ニ ッ トのすべ てか またはい くつ か を新 し

い もの と取替 え るか 、また は、壊 れ たシステ ムを計画期 間が終了す るまでそ の

まま放置す る。 システ ムが故 障 した直後 にだ け意思決 定 が可能で あ ることに注

意す る。従って 、 も し、 「放 置す る」 とい う決 定が な され た場合 は計画期 間が終

了す るまで システ ムは休 んで い る。取替 え用 に有 限個 のユ ニ ッ トが利 用可能 で

ある時 に、与 え られ た計 画期 間 中にかか る総期待費用 を最小 にす るには どのよ

うな逐次ユ ニ ッ ト配分政策 に従 えばよいだ ろ うか?
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この章において も前 の2章 と同様 に動的計画法 を適切 に用い て定式化 し、得

られた再起 関係 式(関 数方程式)を 分析 す るこ とに よ り、最 適政 策 の性質 を解

析的に導出す るこ とが 目的であ る。 第5-2節 でこの問題 を動 的計画法 を利用 して

定式化 す る。第5-3節 でm-2の 時の最適 政策のい くつかの性 質 を導 出 し、簡 単な

例を紹 介す る。

5-2定 式 化

各ユ ニ ッ トが年令 とともに確率的 に劣化す るm一 ユニ ッ ト並列 システ ム を考 え

る。 システムが故障す るのはm個 のユニ ッ トすべてが故障す る時 であ るこ とに

注意ず る。 システムが故障 した時、故 障 したd個(1≦1≦ 〃2)の ユ ニ ッ トを新 しい

もの と取替 えるか、 また は、故障 した システム をそのまま計画期 間終 了まで放

置す るか、 の決 定が可能 で ある と仮 定す る。 システ ムが故障 した直後 にのみ意

思決 定がな され るこ とに注意す る。結果 と して、 「放置す る」決定 がな され る と、

計画期 間が終 了す るまで システ ムは休 み 、機 会損失費用 が この遊 休期 間にかか

る。 目的は、計画期 間がXで 、計画期 間の最初にN個 の取替 え用ユ ニ ッ トが利

用 可能 であ る時 に、総期待 費用 を最小 にす る逐 次ユニ ッ ト配 分政策 を見つ け る

ことである。

このモデル を解析 す るた めに、次の記号 を定義す る:

fit)=各 ユニ ッ トの寿命Tの 確率密度 関数(p.4の 、

.F(り=有 限 な平 均 を持 つ 寿 命Tの 分 布 関数(c.の り、

c =単 位 時 間あた りの遊休損 失費用((>0) 、

L =取 替 え 時 の 固定 費 用(L≧0) 、

=ユ ニ ソ ト当 た りの取 替 え費 用(h>0) 、

死,(x)=取 替 え用 のユ ニ ッ トが ま だ 手 元 にn個 残 って お り、シ ス テ ムが

故 障 した直 後 の計 画 期 間 終 了 ま で の残 り時 間 がxで 、最 適 政 策

を利 用 して い る時 の総 期 待 費 用。

最 適性 の原 理 よ り、0≦κ盛 、n=1,...,Nの 時 、 次 の再 帰 関係 式 を得 る:

聴)一 ㎡n{Cx,minj =1,...min{nr,n}{耶+∫ ㌃ 、(x一のゾ(F(の ゾ ∫(磁}}(5-1)
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Vo(x)=Cx (5-2)

再 帰 関係 式(5-1)は 次 の よ うに して 得 られ る:

も し、 シ ス テ ム が 放 置 され る と、 われ わ れ の モ デ ル で は 計 画 期 間 の終 了 時 点 ま

で 意 思 決 定 をす る機 会 が な い の で 、 機 会 損 失 費 用Cxが か か る 。 も し、ノ 個

(ノ=1,_,min{m,n})の ユ ニ ッ トを取 替 え る な ら、 まず 、取 替 え費 用 と してL+jK

の費 用 が か か り、以 後 の最 小 費 用 と して は ひ ユ ニ ッ トの並 列 シ ス テ ム の 寿 命 の

p.df.は ノ⑳ 舳 であ るので)儀1(x-t)姻 ゲ プ('脚 ・かか る。従 って、再

帰 関係式(5-1)が 得 られ る。 取替 え用 のユ ニ ソ トが手元 にない場合 はシステムを

放置 してお く以外 に方法 がないので再帰 関係式(5-2)が 得 られ る。

残念 な ことに この再帰 関係式 を陽に解 くことは困難 であ る。 しか し、m=2(2一

ユ ニ ッ トシステ ム)の 場 合 は以 下の節 で示す よ うに、最適 政策 のい くつ かの性

質 が導 出 され る

5-3最 適 政 策

再帰 関係 式(5-1)と(5-2)か ら最適 政策 が得 られ るが、 この関係 式 を陽 に解 くこ

とは 困難 で ある。 そ こで、 この節 では最適政策 のい くっ かの性 質 を考察す る。

最初 に、 システ ム を放置 してお くのが最適 である領域 を決定す る。

定 理5-1.

CEの>L+K、CE(max{T1,T2})>L+2K、 か っ 、

L+K-CE(T)+CT,;(ギ)=oとL+2K-CE(max{T,,TZ})+CT,; Z(x;)=0を 満 た すx,

とx;が 存 在 す る な ら ば 、

Cx

V(x)_
L+K+∬_∴

聴)仁Cx(x
Cx(x:min{xlmin{xi:鶏・一凋

で あ る・ こ こ で ・E(T)一tdF(t)・ 聴)一(t-x)dF(t)・ ろ ω 一(F(t))2で あ り・

71とTZは 独 立で 、同 じ分布 関数Fに 従 っている確 率変数で ある。
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証 明:再 帰 関 係 式(5-1)でm=2、n=1と お い て 、

V,(x)一mi・{Cx,L+K+f伽)f(の 読}

=Cx+min{0
,L+K-CE(T)+CT,;(x)}

DeGroot[2]が 示 した よ うに 、変 換TI〈x)は 非 負 で 、xの 凸狭 義 単調 減 少 関数 で あ る。

ゆ え に71(x)の 形 は 定 理 に示 した よ うに な る。

次 に 、x≦min{xl,x;}、hn-1,nの 時 、Vk((x)=(nJxと 仮 定 す る 。

Vn+1(・)一mi・{Cx,L+K+∬ 聴 一')!(のdt,L+2K+∫ ㌃1(x-t)2F(つ ∫(のdt}

x≦min{κ1,x;}の 時 、中 括 弧 の 第2項 と第3項 は 、各 々 、次 の よ うに 計 算 され る:

L+K+琳(x-t)f(t)dt=L+K+('X
N//L.7(x-t)f(t)dt

=Cx+L+K-CE(T)+CTS(x)

〉_Cx

ここ で等 号 はx=xlの 時 の み成 立 す る。

L+2K+縣 .1(x-t)2F(t)f(t)dt=L+2K+∬C(x-t)21%(t)f(t)dt

-Cx+L+2K-CE(m・x{T, ,Tz})+CT,;Z(x)

〉_Cx

こ こ で 等 号 はx=x;の 時 の み 成 立 す る 。 こ れ ら よ りx≦min{x,,x;}の 時 、

Vn一+1(x)=Cxで あ る こ と が 示 され た 。 明 らか に 、x≦xlの 時 、lp(x)=巧(x)=Cxで あ る

の で 、帰 納 法 よ り・x≦min{κ1,κ 募 か つn=2,…,1>の 時 ・ 珂・ω=(Y.xで あ る こ と が 証

明 され た。

次 にx>min{x;,xZ}か つn=2,_,Nの 時 に 、 臨(x)<Cxで あ る こ と を 示 す 。 上 述 の 結

果 よ り次 が成、立す る:
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α一1襟 ∵濫
)プ磁1=;;

n=2,_,Nの 時 に次 の不等式 を示せ ば証 明は終わ る。

d

dx(L+κ ÷ 恥1(x-t)f①dt)・(≦)c(x一(〉)xl)

d

dx(L+2K+(!YVn_:・(x-t)2F(t)f(t)dt)・(≦)C(x一(〉)x;)

これ は 、 死,.1(0)=Vn-2(0)=0で あ るの で 、 次 の こ とに注 意 す れ ば 、 帰 納 法 に よ り、

容 易 に証 明 で き る。

d

dx(L+K+∫ 殊1(x-t)f(t)dt)一 暖 殊1(x-t)f(t)dt

d

dx(L+2K+∬ ㌃ ・(x-t)2F(t)f(t)dt)一 藤 ・(x-t)2F(t)f(t)dt

(証明終 わ り)

m>2の 時 も同様 の結果 を容 易 に示す事 ができ るが煩雑 なた め省 略す る。

この定理 よ り、手元 に1個 のユニ ッ トしか ない時 、残 り時間がx,よ り短 かいか

等 しければ、システ ムを放 置す るのが最適 であ り、残 り時間がxlよ り長 けれ ば、

1個 のユニ ッ トを取替 えるのが最適 で ある。手元 に2個 以上のユニ ッ トが ある時、

残 り時 間 がmin{x;,x;}よ り短 い か 等 しけれ ば 、シ ス テ ム を放 置 す るの が最 適 で あ

り、min{xl,x;}よ り長 けれ ば 、1個 か2個 のユ ニ ッ トを取 替 え る の が最 適 で あ る。

しば らくの 間 、L=0の 特 別 な 場 合 を考 察 す る。2個 の ユ ニ ッ トを取 替 え る こ と

が 不利 で あ る こ とは直 感 的 に 明 らか で あ る。 これ が次 の 定 理 で 示 され る。

定 理5-2.

CE(T)>K、 か つ 、K一(ryE(T)+CT,;(x1)=oを 満 た すxlが 存 在 す るな らば 、

州 憲_!σ)∴;ω 一=則
とな る。

証 明=定 理5-1よ り、xl<x;と
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陥 恥(x-t)f(t)dt<2K+∬ 巧.、(x-t)2F(t)!(t)瞭>xl)を 示 せ ば+分 で あ る・

筏 ω 一乃 ω+F(x)T,;(x)+T,'(t)!(t)趾E(m・x{T,,TZ})一Eの+T,:(t)f(t)dtよ

り、

2K-CE(m・x{T,,Tz})+C㌃(・1)

=K-CE(T)+CT,;(x,)+κ 一C∬ 乃(の!(t)dt+CF(xl)T,;(xl)+C卿(t)f(t)dt

-K(1-F(・1))+C〔Tr(・)F(xl)一bXT, ,.(つ!(t)dt/>・

とな る。 ゆえに、xl<x;で あ る。

x>xlの 時 に2個 のユ ニ ヅ トを取替 えるのが最適 でない ことを証 明す るた めに、

2個 のユニ ッ トを取替 えてその後最適政策 を利用す る時 にかかる期待 費用(Aと

お く)と2個 のユニ ッ トを1個 ずっ取替 えてそ の後最適政策 を利 用す る時にか

か る期待 費用(Bと お く)を 比較す る。す なわち、

A-2K+∬ ろ.、(x-t)2F(の!(t)dt

B一 κ+f(K・r㌃ ・(x-t-u)f(u)du)!(t)dt

D1={(t,u)io<t<x,0<u<x},D2={(',の10<t<x,0<u<x,0<t+u<x}と お く ・

(t,u)∈D2の と き 、max{t,u}≦t+uで あ り、Vn-2(・)は 非 減 少 で あ る の で 、

A-B-2K+∫ 塩
1巧一、(x-max{t,u})f(t)f(u)dtdu

一{K(1+F(x))+
JJDZV,_、(　 '一の!(t)f(u)dtdu}

≧K(1-F(x))+鵡
、(Vn一、(x-m・x圃 一耽.・(・+の)f(t).f(u)dtdu≧ ・

とな る。 、(証 明終わ り)

yn>2の 時 も同様 の結果 を容 易 に示す事 ができ るが煩雑iなので省 略す る。

定理5-2はL-0の 特別 な場合 の最適政策 の構造 を示 してい る。 同 じ証 明方法で
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L>0の 場 合 に1個 のユ ニ ッ トを取 替 え るの が最 適 で あ るた め の十 分 条 件 が得 ら

れ る。

定理5-3.

x>κ1か つK/(L+1()?FI(x)な らば 、残 り時 間 がxで2個 以 上 の 取 替 え用 ユ ニ ッ トが

手 元 に あ る 時 、1個 のユ ニ ッ トを取 替 え る のが 最 適 で あ る。

Tn.>2の 時 は 、 次 の こ とが示 され る:

x>・ 沸
五ξκ ≧(F(x)+…+F傾 剛(x))な らば・残 り時 間がxで2個 以上の

取 替 え用 ユ ニ ッ トが 手元 に あ る時 、1個 のユ ニ ッ トを 取替 え る の が最 適 で あ る。

た だ し、t`'t)はFのi一 重 の 畳 込 み で あ る。

次 の 定 理5-4と5-5は 残 り時 間 が 少 し増 え て も 同 じ決 定 が 最 適 で あ るた め の 十

分 条 件 に 関 して い る。

定 理5-4.

n≧2に 対 して ・Vn( .v)一L+K+鉾1卵)〆(t)dtで あ り・

(■∵ ∴

xF(・げ ω 一fytf(t)dt-x((F(x)ア 《 呵)+レ2F(t)f(t)dt≦ 聖)な らば

Vn(x)一L+K+rx111/
AAA___Vn一](x-t).f(t)dtで あ る ・ た だ し ・

d(y)=(L+K+躰 卵) .f(t)dt)一(L+2K+縣(y-t)2F(t)f(t)dt)で あ る・

証 明:di(x)≦0を 示 せ ぱ十 分 で あ る。 次 の こ とが成 立 す る こ とに 注意 す る:

撫1(x一 の∫(磁 ≦Ay(V,ｻ_,(.v-t)+C(り))!(磁+rCJYC(・ 一の!(磁

が成 り立 ち
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L+2K+露 ・(x-t)2F(の!(t)dt+d(x)≦L+2K+焦 ・(y_t)2F(t)!(つ 姻 ア)

+
.6yC(x一.v)f(t)dt+JCCY(x-t)!(t)dt

が 示 され る・ 仮 定 よ り ∬ ㌃ ・(x-t)2F(t)f(t)dt-CI
YC(x-t)2F'(t).f(脚 り

Vn -2(ア ー り 」 死.2(x-t)≦0で あ る の で 、

d(x)<_d(y)

÷c{・F(・)一 アF(ア)Y-f
ytf(のdt-x((F(・)ア ー(F(ア)ア)+レ2F(つ!(')dt}

≦d(ア)一d(y)≦0

で あ る 。

定 理5-5.

(証明終 わ り)

n≧2に 対 し て ・vn( .v)=L+ZK+Vn-AY、(ア ーt)2F(t)!(t)dtで あ り ・

・・x-y≦xl

min{x;,x;}lllll.)・

x(F(x))Z-Y(F(Y))z-fyt2F(t)f(t)dt-x(F(x)一F( .v))+fytf(t)dtくd(y)Cな ら ば

Vn(x)=L+ZK+∫ ㌃ 、(x-t)2F(t)f(t)dtで あ る。

証 明:次 の 関係 式 を利 用 して定 理5-4と 同様 にd(x)>0を 示 す こ とが で き る。

X
Vn_Z(x-t)2F(t)f(t)dt

<
.by(Vn_Z(y-t)+C(x-y))2F(t)f(t)dt+fyC(x-t)2F(t)f(t)dt

(証 明 終 わ り)

定 理5-1や 定 理5-3、5-4、5-5で 残 り時 間 が短 い 時や 短 くない 時 の最 適 政 策 を論

じて きた。定 理5-6は 残 り時 間 が十 分 に長 い場 合 を扱 う。定 理5-6を 述 べ る前 に次

の補 助 定理 が 必 要 で あ る。
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補 助 定 理

Vo(x)=Cx

胸 一mi・{蝕 κ+£ 恥)畷

Vn(・)一曲{Cx,五 ・κ+f㌃1(一t)!脚+2K+μ ・(・イ)2F(り 姻

(n=2,3,…,N)

な ら ば 、lim
x一一)ao(Vn(x)一Cx)=vnは 存 在 し 、 次 の 関 係 を 満 た す 。

vo=0,

v,=min}O,L+K-CE(T)},

㌦ 一mi・{縣 一CE(T)+㌃1・ 五+2…(T)一cr乃(つ!(り 読+㌦ ・}

(n-2,3,…,N)

証 明:Vo(x)一Cx=(x-Cx=Dよ り 、Vo=0で あ る 。

角(x)一(一,_x=mm{0,L+K-CE(z)+CTF〈x)}で あ る の で 、v1=min{0,L+K-CE(D}と な る 。

k<_n(n:≧2)の 時 、liln(Vk(x)一(㌃)=vkが 存 在 す る と仮 定 す る 。
x→oo

耽.1(x)一Cx=min

-C∬mi・{x
,t}2F(t)f(t)dt

min{x,t}≦t・tf(t)dt=E(T)… よ りご

鵠

lim
x一>ao

あ る 。 ゆ え に 、
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Vn+1-mi・{似 五+K-CE(T)+㌦ ・五 ・2K-CE(T)一C唐(t)f(t)dt+viT -1}

とな る。(証 明 終 わ り)

定 理5-6.

CE(7)>L+Kと 仮 定す る。xが 十 分 大 き い 時 に珠 の(i)、(ii)が 成 立 す る:

(i)L・cf(1-F(t))2疎 ら1ず ・

胴=五+K+∫ 巧一1(x-t)!(t)唄 ・一2,3,… 岡 で あ る ・

(ii)L・C∬(1-F(t))2疎 ら1ま ・

Vn(x)=L+2κ 可 耽 .、(x-t)2F(t)f(t)dt(n=2,4,6,…)で あ る ・

証 明=Iim耽(x)は 存 在 し な い が 、 上 述 の 補 助 定 理 よ り、lim(Vn(x)一(.x)=v,,は
X→OQx→oo

存在 し、次の関係 を満 たす。

vo=0,

vl=min{0,L+ノ(一("E(T)},

vn-mi・{0,L+K-CE(T)+vｻ 一,・五+2K一 α(T)一C∬ コW(')帆 ・}

(n=2,3,…,N)

L+C偽(t)f(t)dt-CE(T)一L-C∬(1-F(t))zdt・ ・な ら ば ・

vl-v。<κ 一可 乃(t)!(t)dtで あ り・

L+K-CE(T)・ 馬一1<L+2K-CE(T)一C∬ 乃(t)f(t)dt+vn一 、(n=2・3・ … ・N)と な る

こ と が 帰 納 法 で 証 明 で き る ・ ま た ・L-C∬(1-F(t))Zdt>・ な ら ば ・

L+K-CEO(T)+Vn .1>L+2K-CE(T)一c偽(t)f(t)dt+vn一 、(n-2,4,…)で あ る こ

と が 帰 納 法 で 示 され る ・ 漉(L+K+∬ 咋1(x-t)!(t)dt-Cx)=L+K-CE(T)一1-Vn一]
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かっ

1聖(ゐ+2K+馬(x-t)2F(t)f(t)dt-Cx)一L+2K-CE(T)一C∬ 聯(つ 帆 、

に注意すれ ば、証明 は完 了す る。(証 明終わ り)

定理5-6に よれ ば・残 塒 問が+分 に長v・日寺L〈t(1-F(t))2疎 ら1ま個

のユニ ッ トを取翫 ることが髄 で あ り・L>cf(1-F(t)販 で偶数個 の取替 え

用ユニ ッ トが手元 にあ るな らば2個 のユ ニ ッ トを取替 えるこ とが最適 であ る。

この結果 は次 の等式 を参考にすれば直感 と一致す る:

nが 偶数 であ る とき、

{n(L+K)+c"一nE(T))}一nL2+nK+CCx-2E(一{糊 〕}

n
_2{L-C(2E(T)一E(m・x{T

,・TZ}))}

n
_2{ゐ 一Φ 一F(り)2dt}

で あ り、nが 奇数 であ る とき、

{n(L+K)+c(x-nE(T))}

一Cn-1
2+1〕L+nK+Cx-Cn-12〕E(一 剛 一E(T)〕}

一〃ぎ1{五 一C∬(1-F(t))2dt}

で あ る。

指 数 寿 命 の例

前 項 で 最適 政 策 の い くつ か の性 質 を議 論 した。 こ こで は!の=λ θ一λ'でn=2の

時 の 最適 政策 を求 め る。

CE(7)>L+K、CE(max{T1,T2})>L+2Kと 仮 定 す る。 定 理5-1よ り、
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VZ(x)_

Cx

min

ゐ+K+影(・ 一t)f(t)dt,

L+2K+∫%(・ 一t)2F(t)f(t)dt

Cx(x<_xl)

V(x)_
Cx+CT,;(x)+L+K-CE(T)(x>x;)

で あ る。h(x)を 次 の よ うに 定 義 す る:

(x≦mi・{x,,x;})

(x>m・ 略,x;})

h(x)一{L+K+CV,(x-t)f(t)漉}一{L+2K+CVo(x-t)2F(t)プ(の 小 ≧x)

簡単 な計算 に よ り次式 を得 る:

h(x)一C{(!C(1-F(の)F(t)dt一
.bC-X,(1-F(x-t))F(t)dt-C}

騨(x)=CF(x;)(1-F(xi))>q騨(x)一 十f(1-F(t)助}

システ ムを放置 してお くのが最適 で ある領域Do、1個 のユ ニ ッ トを取替 えるの

が最適 な領域D1、2個 のユ ニ ソ トを取替 えるのが最適 な領域DZは 次の ように表

され る:

xl>x;な ら ば ・ 瑞 一{・i・ ≦x;},D,_{・1姻 ≦ ・}Dz一{・1・;<・ 《 ・rh(x)>0}・

x1<x;な ら ば 、Do={κ1κ ≦xl},ρ 【={κ 砂(x)≦Oandx>xi},1:ろ={刈 乃(x)>0}。

.f(t)=λ θ一.trをh(x)に 代 入 し て 、

イー諌1一 λ(L+Kc)/}

姻 一十 ♂回)一1r劉

とな る。L+K(cia,、L+2K<3C/(2λ)と 仮 定 した こ とに注 意 す る。煩 雑iな計 算 で あ る

の で 詳 細 は省 略 す るが 、 次 の結 果 を得 る。
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(L+K)2<2CK(x1<x;)な らば …1の 騨)≦ ・で あ る.

(L+K)2>2CK(・1>x;)躯 〉翻 らば ・ 画 の 艮禰 〉・で あ る・

ま た ・(L+K)2>2CKか つL<糸 らば ・x1<x〈xlzの 日轍)〉 ・ でx>ゆ 日寺

h(x)<0で あ る。

一 州 停 孕 ハであり・

xlzはc(≒ 斗 五一峰 凶 一・を満たすものとする.

従 って、取替 え用 ユニ ッ トが手元 に2個 あ る時の最適 政策は次 の よ うにな る(図

5-1参 照):

領域1で は

x<_xl

の時
システ ムを放 置す る

のが最適 で ある。*

x>:梅 1個 のユ ニ ッ トを取替 え る

3C/(2λ)
.

図5-1.2一 ユ ニ ッ トシ ス テ ム の 最適 政 策

手 元 に2個 の ユ ニ ッ トが あ る場 合
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領域2で は

x<_xZ

の時

システ ムを放置す る

の ズ
*承

xZ<x<xiz 2個 のユ ニ ッ トを取替 え る

x≧xiz 1個 のユ ニ ッ トを取 替 え る

の が最適 で ある。

領域3で は

xsx2

.

の時
システ ムを放置す る

のが爺*
x>x2 1個 のユ ニ ッ トを取 替 え る

のが最適 であ る。

今 、導 出 したn-2の 時 の最適政策 の構造 か ら、n>2の 時 も、残 り時間が長 けれ

ば よ り少 ないユ ニ ッ トを取替 え るのが最適 と予測 され るが 、この推測 は必 ず し

も正 しくない事 が示 され る。

補題5-1.

非負 の列{Vn(x)}は 任 意のxに 対 してnの 非増加数列 であ る。

証 明 ・V,(x)一min{Cx,L+K・XVo(x-t)f(畔c・ 一Vo(x;+

V2(x)一minjCx,L+K+(!YV,(x-t)f(t)dt,L+2K+恥 ・一の2F(t)f(t)dt}

≦mi・{α 一 ∬%(x一 の!(t)姻(x)

Ian-1、nの 時 にVk.i(x)≧Vk(x)と 仮 定 す る と 、

Vn+](・)一mi・{Cx,L+K+∬ 耽(・イ)!(の 齢2κ+恥(一 つ2F(')姻

≦mi・{Cx,五+κ+躰 剛(t)dt,L・2K+∬ 死.,(x-t)2F(の!(t)dt}

=砿(x)

と な る。

補 題5-1よ り.、V(x)=limち(x)を 定 義 す る こ と が で き る。
nom

∫聴 イ)!(t)dt<_bXC(x-t)f(t)dt… か ら

(証明終わ り)
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1蠕 聴 一t)!伽 一∬1駆(x-t)f(t)dtで あ るので・ この 卿 ま次 の関数耀

式 を満 たす:

V(x)一min{侃 ‡申 ・一t)f(t)dt,L+ZK+lxV(x-t)2F(t)f(t)dt}

定理5-1と ギ とx;の 定 義 か ら

V(x)1斜淵 繍

とな る。f(t)=λ θ一λ'の場 合 に は 上 記 の 関 数 方 程 式 を解 くこ とが で き る。 以 前 と

同様 にL+K<C/λ 、L+2恐(3α(2λ)と 仮 定 す る。

駕 な らば 、

V(x)一傷
+K)←嘱1::納 卿+κ 畔)

KくLか つ(L+K)2<2㎝ λな らば、

Cx(x≦x,)

V(x)=λ(L+K)(x-x,)+(玩1(xl〈x≦..xtz)

2λ(L+2K)x/3+Cl2-3.ix1+a、(x>..x,2)

ここで、

蝪h{(L-K)(1銭5　 )/C)}2al=一(L-K9)e3.7.xii・

az=C1一 λ(

C'3)#kx,2一 号(L-K)で あr・

¢+幻 ・>2αむλな らば 、
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3C/(2λ)

図5-2.2一 ユ ニ ッ トシ ステ ム の最 適 政:策

手 元 に無 限 個 のユ ニ ッ トが あ る場 合

耐㍉_∴;
ここで、

州2-1+2C(L+2K)ア

1
a3=一

9〔㌶ 一(L+2K)唇 翻

妬一子 ⊂㌶ 一(L+2K)囲 釜 一(L+2K))÷ 一2.i.rZ

である。

ゆえに、手元 に無 限個 の取替 え用ユ ニ ッ トが ある場合 の最適 政策 は次 の よ う

にな る(図5-2参 照):
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領域Aで は

x_<xi
の時

システ ムを放置す る
のが最適 で ある。

x>xl 1個 のユニ ッ トを取替 える

領域Bで は

x≦ イ

の時

システム を放 置す る

のが最適 であ る。
***

x,<x<_xliz 1個 のユニ ッ トを取替 える
..

x>xlz 2個 のユニ ッ トを取替 える

領域Cで は

x<_x2

の時
システ ムを放置す る

のが最適 であ る。
x>x2 2個 のユニ ッ トを取替 える

V(x)=limら(x)で あ る ので 、残 り時 間 が長 けれ ば よ り少 な いユ ニ ッ トを取 替 え
n→ σD

るの が最 適 とい う推 測 は正 し くな い。

LとKの 様 々 な値 に対 してxl,x;,κ 益,..xizの値 が表5-1に 与 え られ て い る。た だ し、

λ=C=1と した 。

表5-1.'さ ま ざ ま なxl,x;,κ み 窮 の 値

K L 領域 x, xZ

*

xiz

..

xiz

0.01563 0.2344 2,C 0.2711 1,782

0.0625 0.1875 1,B 0.2877 0.4904

0.1875 0.0625 1,A 0.2877

0.0625 0.4375 2,C 0.6120 3,959

0.1875 0.3125 1,B 0.6931 1.0397

0.3750 0.1250 1,A 0.6931

o.12so 0.6250 3,C 1.0739

0.2656 0.4844 2,C 1.3511 5,597

0.3125 0.4375 1,B 1.3863 1.5890

0.5000 o.2soo 1,A 1.3863
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5-4結 言

この章 で は連続 時間逐次 資源配 分で あ る並列冗長 システム の逐次 部 品取替 え

問題 を考察 した。2一ユニ ッ ト系 の場 合 に総期待費用 を最小 にす る最適 な部 品配分

政策の次 の よ うな性質 を導 出 した:

● システ ムが故 障 した時 に放置 してお く方が有利 な領域 が生 じる。この領域

は残 り時 間があ る臨界値 よ りも小 さい所であ る。

● 次 に、残 り時間が少 し増 えて も同 じ決定 が有利 で あるた めの十分条件 が得

られた。

● また、残 り時問が十分長い 時に、何個取替 えるのが有利 かを与 える十分条

件 も導かれ た。

● 最後 に、寿命分布 が指 数分布 に従 う時、手持 ちユニ ッ トが2個 の場合 と無

限の場合 の最適政策 が陽 に求 め られ た。
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第6章 譲 渡 可能 効 用 ゲ ーム に お け る配 分 とその 一貫

性

6-1緒 言

複数 の参加者(プ レイ ヤー)が 全 員集 まって協力 し合い あ る利 益 を得 た 、こ

の参加者 た ちはその利 益 を彼 らの間で どの よ うに配分 す るべ きで あ ろ うか?こ

の章 では譲 渡可能 効用 ゲーム を利 用 して 、 この よ うな複 数 プ レイヤ ー間 の資源

配分 を考察 す る。譲 渡可 能効用 ゲームで は全員 で協力 して得 た利 益 をいか に配

分す るか を考察す るニr.に、参加者 が仮想的 に部分的 に集 ま って協力 して得 られ

る利 益 を基準 にす る。 一般 的 に、譲渡 可能効用 ゲー ム(N,v)は プ レイヤー の集 合

N;:={1,...,n}と特性 関数v:2N→]E8(た だ し、v(⑦)=0)で 与 え られ る。1>の 部分

集合 であ る提Sの 提携値v⑤ は提sの メ ンバ ーが協力 して得 られ る利 益 を表

してい る。全体提携Nが 形 成 され その提携値v(恥 をn人 のプ レイヤー に配分 し

なけれ ばな らない。第2章 で紹介 した よ うに、この よ うな資源配分 には、従 来、

種 々の配分方法(解)が 提案 されて い る。 しか し、 これ らの配分方 法は それ 自

身 の公 平性 の考 えか ら定義 されてお り、それ らの違 い が明瞭 に分 か るよ うには

なっていない。 そ こで これ らの解 を比較 可能 にす るた めに共 通の枠組 み で再解

釈す る試 みが な され てい る。 一対交渉一 貫性 と縮小 ゲー ムに よる一 貫性 がその

共通 の枠組 み であ る。 あ る配分 方法 が一対 交渉一 貫性 を満 たす とは任意 の一対

のプ レイヤー が彼 らの問 で受 け取 った もの を再配 分す る動機 を持 たない ことを

言 う。 あ る配分方 法 が縮 小 ゲーム に よる一貫性 を持 っ とはプ レイ ヤーがそ の配

分方法 に よ り縮小 ゲー ム にお いて も元 のゲーム と同 じ値 を受 け取 る ことを言 う。

ここで縮小 ゲー ム とは元 のゲームか ら1人 のプ レイ ヤーがあ る利 得 を得 て退場

す る ことに よって形成 され るゲー ムで ある。この章 の 目的 は、まず 、仁 とz値 を

一対交渉一貫性 で比較 可能 な よ うに特徴 付 け、次 に新 しい解 で あるENkAC一 値(k

人平均寄与 の残余均 等配分値)を 導入 し、最後 にENkAC一 値 とシャー プ レイ値 を

縮小 ゲー ムによ る一 貫性 に よって特徴付 けるこ とであ る。

破 産 ゲー ム と呼 ばれ るゲー ムの仁 は あ る基 準点 に関 して一対 交渉一貫性 を満

たす一意 な配分 であ るこ とが知 られ てい る(例 えば、[1][6]参照)。 また 、経営者

を含む提携 に関 して擬 凹 なゲー ム と呼 ばれ る別 のゲー ムの仁 も同 じ基 準点 に関

して一対交渉一貫性 を満 たす一意 な配分 で あるこ とも知 られ てい る(例 えば、[7]

参照)。 す なわ ち、ある クラス のゲー ムにおいて、仁 は一対交渉一貫性 で特徴付

け られ る。 どの程度 広 い ク ラスの ゲー ム まで この こ とは成 立す るので あ ろ う
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か?第6-2節 で この問い に答 え る。 さ らに、準 平衡 ゲーム のz値 は上記 の仁 とは

異 なる基準 点 に関 して一対交 渉一貫性 を満 たす一意 の配分 であ るこ とも考 察 し、

仁 とz一値 の違い は基 準点の違 いで あるこ とを示す。

第6-3節 で は、配分集合 の重 心(CIS一 値)、 残余均等配分値(ENSC一 値)と して

従来知 られてい る、譲渡可能効用ゲー ムの解概念 を統一的 な方 法で扱 ってい る。

これ らの解 は、各 参加 者 がそれ ぞれ の解 で定 め られ てい る個 人寄与分 を受 け取

った 後で ま だ未 配 分 の利 益 を均 等 に分 け る、 とい うもの で あ る。 われ われ は

k(∈{1,_,n-1})人 提 携 に も とつ く2つ の個 人 寄 与(上 一、 下 一k人 平 均 寄 与)を 提

出 し、k人 平 均 寄 与 の残 余 均 等 配 分値(EN伝Cイ 直)と 呼 ば れ る新 しい解 概 念 を

導 入 し、 そ の 性 質 を考 察す る。CIS一 値 、ENSC一 値 は各 々ENIAC一 値 、EN'Z-IAC一 値

と一 致す る。

第6-4節 で は縮 小 ゲ ー ム に よ る一 貫 性 を利 用 してE:N甑C一 値 とシ ャー プ レイ 値

の公 理 的 特 徴 付 け を扱 う。 こ の縮 小 ゲー ム とい う概 念 は他 の 多 くの ゲ ー ム 論 的

解 の公 理化 に 利 用 され て い る・(Driessen[4]、Driessenetal.[9]、Hartetal.[11]、

Peleg[17][18]、Sobolev[25][26]を 参 照)。

6-2一 対交 渉一 貫性 に よる仁 とZ値 の関係

6-2-1一 対 交 渉 一 貫 性

次の よ うな状況 を考 え る

状 況1:

プ レイ ヤ"一Zと ノは総 量Xを 分 けな けれ ば な らない 。プ レイ ヤーZノ)は プ

レイ ヤ ーブ ⑦ に対 してrグCり(Yji(濁)を 要 求 す る こ とが で き る。 た だ し、

X・1[8,r{;,ノ}(X)・ 鵡(X),弓,(X))叩R→ 欺 ・IE8→謄 あ る・

この場 合 次 の よ うなル ー ル で分 割 す るの は きわ め て 自然 で あ る。

プ レイ ヤ ーiと ノ間 の基 準 点rに 関 す る総 量Xの 自然 な 分 割=

1.プ レイ ヤ`一Zと ノは各 々 まず 妖 濁 とY>t(x)を 受 け取 る。

2.次 に余 剰(ま た は 、 不 足)を 均 等 に分 け る。

す な わ ち・ 自然 な分 割 ガ ⑳ 一(i.11ND,r(X剛M(X))は プ レイ ヤ`Zと ゾ}こ

各 々N1)it1{'4}(X)とNL)∫{㍗X)を 分 割 す る 。 左 だ し 、

ガ(X)・ 一Y'(X)+靱(聖 一㌦(X)
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圃 切(X)・ 一㌦α)+x一 ㌦(翌 一㌦(X)

で あ る。

も し、 浬 γ{/,)}x,i+x!)=x{%,i)が 成 り立 て ぱ 、 プ レイ ヤ"dと ノの 問 で総 量x重+xlを

再配 分 す る動機 を持 た な い の で 、x翻:=(x;,xノ)∈ 酵 は基 準 点rに 関 して交 渉 一買

盤 を満 たす とい う。

次 に少 し異 な っ た 状 況 を考 え る:

状 況2:

プ レイ ヤ ー 痴)は 自分 が 得 られ る最 小 値 を .f⑦(.f(ノ))、最 大値 を △,(ムノ)と

見 積 も っ て い る 。 ま た 、 彼 ら にx;(ノ)が 提 示 さ れ て い る。 た だ し、

!の ≦x;≦ △ρ!(ノ)≦ κノ≦ムノとす る。彼 らは(㌔xノ)を 受 け入 れ るべ きで あ ろ

うか?ま た は 、 総 量X=x;+xrを 再 配 分 す る動 機 を持 つ だ ろ うか?・

状 況2を 状 況1へ 変 換 す るた め に関 連 す る双 行 列 を利 用 して い くつ か の 基 準 点

を提 案 す る。 も し、両 方 のプ レイ ヤ ー が 慎 重 に振 舞 え ば 、彼 らは最 小 の .f(・)を

要 求 す る。 も し、 彼 らが 大 胆 に 振 舞 え ば 、 最 大 の △.を 要 求 す る 。 しか し、

(!(r),f(ノ))と(へ,ム ノ)は パ レー ト最 適 で は な い 、 す な わ ち 、!の+!(ノ)<X、

△、+ムノ>Xで あ る。 結 果 をパ レー ト最 適 にす るた め に次 の よ うに想 定す る:

プ レイ ヤー'の 戦 略 は行 為 を 「慎 重(C)」 ま た は 「大 胆(B)」 の どち らか に 決 め

表6-1.双 行 列

プ レイ ヤー

プ レイ ヤ ーd

Y(ou) 1

c !の,X-f⑦ X一 .f(ノ),!(ノ)

B △ρx一 △, X一 ムノ・ム ノ

f⑦+プ(ノ)≦X=x;+xノ ≦ △,+ム ノ
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る。プ レイ ヤJの 戦 略 は プ レイ ヤー を 「あ なた(Y)」 また は 「私(1)」 に選 ぶ。

プ レイ ヤーJが 選 ん だ プ レイ ヤ ー は プ レイ ヤ ーiが 選 ん だ よ うに行 為 を行 い 、 プ

レイ ヤーブに選 ば れ な か っ た プ レイ ヤー は総 量Xか らの残 りを受 け取 る 、と仮 定

す る。 例 え ば 、 プ レイ ヤ"一Zが 「C」 を選 び 、 プ レイ ヤ ーブ が 「1」を選 ぶ と、 プ

レイ ヤ ープは 乃)を 得 、 プ レイ ヤ`一Zは 残 りκヲω を得 る。 従 っ て 、表6-1の 双行 列

で 与 え られ た 非 協 力 定 和 ゲー ム が得 られ る。

ゲー ム が 定 和 で あ るの で 、 どの ナ ッシ ュ均 衡 も各 プ レイ ヤ ー に一 意 の 期 待 利 得

を与 え る・ ま た 、 この 期 待 利 得(ゲ ー ム の値)は 次 の(e(x),eノ,(x))1で 与 え られ

る 。

x,+x、 一∫の イ(ノ))(△ 一.f(z))
eii(Jy): .f(i)+ ヘ

ー!(i)+△
j-f(ノ)

(x;+㌃ ∫(Z)_f(.1))(△j-f(ノ))
eノ,(x)ニf(ノ)+

ヘ ーf① ÷△j_f(J)

(次囎 において分母が・で枷 よ 藷 瞬 一い)は ・とみな70)

cグ(x)とd(x)を 上 記 の 双 行 列 の 純 粋 戦 略 にお け るプ レイ ヤ`一Zの マ ック ス ミニ

値 と ミニマ ッ クス値 とす る。 同様 に 、 プ レイ ヤ ーブに対 して も定 義 す る。 す なわ

ち 、

・ij(x)・=m・x[f(Z),x,+・ 、一 △、],d1J(x)・ 一mi・[△ 。・、+㌃ ∫(ノ)]

・!A(x)・=max[!ω,・ 、+・ 、一 △,],dpi(x)・ 一mi・[△ 、,・,+・ 、一 〆(d)]

こ の双 行 列 はx;や ηで は な く、X=x;+xJに 依 存 して い る の で 、C(x),d(x),e(x)も

同様 で あ る。 次 の補 題 に これ らの値 の有 用 な性 質 をま とめ る。

補 題6-1.

次 の関 係 が 成 り立 っ 。

εヴ(x)+eノ,(x)=x;+xノ (6-1)

1正 確 な 表 現 ε

ク((i,ノ}),Ctl(x{'」 り,df(x{切)の 代 わ り に 略 記 法eii(x)C(x),d(x)を 利

用 す る 。 た だ し 、 κM:=(x;,κ ∫)で あ る 。

96



第6章 譲渡可能効用ゲームにおける配分 とその一貫性

CFA(x)+dノ,(x)=x;+κ ノ,cノ,(x)+d(x)=xx+xノ(6-2)

C4J(x)≦ θび(x)≦d(x),c/1(x)≦ θノ,(x)≦dノ,(x)(6-3)

証 明=こ の 双 行 列 ゲ ー ム は 定 和 な の で(6-1)が 成 り立 っ 。(6-2)は 簡 単 な 計 算 よ

り得 られ る 。(6-3)は ゲ ー ム の 値 が マ ッ ク ス ミニ 値 と ミ ニ マ ッ ク ス 値 の 中 間 に あ

る と い う行 列 ゲ ー ム の 性 質 で あ る。(証 明 終 わ り)

基 準 点Yがc,d,eで あ る 場 合 の 自然 な 分 割 を 次 の 補 題 で 与 え る 。 た だ し 、

C{i'ノ}=(C夢,Cノ,),4㈲}=(dti,4ノ,),ε 鰯=(θ グ8ノ,)で あ る。

補 題6-2.

r=c,d,eの 時 の 自然 な 分 割 は 次 の よ うに 与 え られ る 。

砂 ㍗ 脚 、)一岬 切(xt十κノ)CIJ(x)1㈱

畔 の(x,+ろ)一1>=房{㍉ 「}(x;+xノ)一cノ'(x)24戸(x)

NDeir,il(xl+κ ノ)=e{ら ノ}(x{ちノ})

証 明:NL)c{i.J)の 定 義 とx、+ろ 一cノ,(x)=d(x)(補 題6-1)よ り

2

C(x)+d(x)

2

ま た 、x;+xノ ーdノ,(x)=o〃(x)よ り
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dt>>DND

;(x;+・ 、)=d..g(x)+荊 堵 一4誓 κ)一 ら(x)

cグ(x)+dii(κ)

2

最 後 に 、eii(x)+e/L(x)=x、+ろ(補 題6-1)よ り、配0ε冊(x'+xノ)=2t+,i)(x{i,j))と な る。

(証 明 終 わ り)

こ の 補 題 に よ り状 況2に お け る 基 準 点 がcで あ る 自然 な 分 割 は 基 準 点 がdで

あ る も の と一 致 し、A:=(C(x),d,,(x))、B:=@(x),gノ,(x))と お け ば 、 線 分ABの

中 点 で 与 え られ る(図6-1参 照)。 ま た 、 基 準 点 がeで あ る 自然 な 分 割 は 、

F:=( .fの,.f(ノ))、G:=(△1,へ)と お け ば、線 分ABと 線 分FGの 交 点Eで 与 え られ

る(図6-1参 照)。

x∈R〃 はf(i)≦x;≦ △'(i・N)を 満 た し・Y一 ω
,、、脚 妙 ・R諏 とす る・ た

だ し、Nは プ レイ ヤ ー の 集 合 で あ る。 も し、 任 意 の1,J∈ …N(1≠ ノ)に 対 して 、

x{i,j}=(κρκノ)が 基 準 点rに 関 して 交 渉 一 貫 性 を満 た す な ら ば 、 す な わ ち 、

Nが の(x、+κノ)=x{妨 な らば 、xは 基 準 点rに 関 して 一荻 渉 一貫 盤 を満 たす とい

う。補 題6-1の(6-3)よ り、c,d,eを 基 準 点 とす る一 対 交 渉 一 貫 性 を、各 々 、 一対 一

穏 婬 で貧 欲 、 中閉 一交 渉 一資 盤 と呼ぶ こ とにす る。
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A・_(・ij(嘱(x)),B・ 一@(x),ψ)),C・ 一(CiJ(x),・ 、、(x)),D・ 一(d(x),d、 、(x))

E・=NZ)8`切(・,+・ 、)=e(+=i)(x{r,j}),F・ 一(プ ⑦,!(ノ)),G・ 一(△ 。△、)

M・=NZ)c{'.;}(xl十xノ)一NI)♂`'㍗ ・,+・ 、)

P,Y・ 一( .f(i),X-f⑦),込1・ 一(π イ(ノ),!(ノ)),P。Y・=(へ,X一 △、)

PBI・一(X一 △、,△、)

』R

1・一(!(Z),△ 、),Pi、 ・=(X-f(ノ),X一 △、),Pzi・一(△,・!(ノ))

P22・=(X一 △、,X-f(の)

図6-1.A=PBI、B=PCIの 時 の プ レイ ヤ ー へ の 利 得
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6-2-2本 質 的 な 提 携 に 関 す る 擬 凹 ゲ ー ム

(N,v)を 譲 渡 可 能 効 用 を持 っ 提 携 形 ゲー ム とす る。 た だ し、Nは プ レイ ヤー の

集 合 、vはv(○)=0で あ る 俘 盤 鱗v:2N→ 盈で あ る。 この 項 で は コ アCo妖 亙v)

が1人 提 携 とn-1人 提 携 のみ か ら決 定 され る必 要 かっ 十 分条 件 を与 え、 次 に交

渉集 合M(v;)が コアCoNe(N,v)に 一 致 す る十 分 条 件 を提 出 す る。 そ の後 、破 産 問題

を例 と して 取 り扱 う。

命 題6-1.

!(i):=v({'})A:=v(N)一v(N一{1})(iEN)と す る。 こ の とき次 の(i)、(ii)、(iii)は 同

値 で あ る。

(i)v(S)≦ 一1碧!(岨 忍 へ](s⊂N,S≠ ・)(6-4)

!⑦ ≦△、(i∈N)Σ プの ≦・(N)≦ Σ △F(6-5)
reNieN

(ii)h(S)・ 一 Σ 、。、ムノ+Σ 、。N.sf(ノ)(S⊂N)と し ・

MC(v):={S⊂ 酬 乃(S)≦v(N)<h(Sv{Z})(∀IE!>一S)}2と す る 。

MC(V)≠ ○ で あ り、R∈MC(v)と 雄2>一Rに 対 して 次 の よ うな(RとZに 依

存 す る)x∈Core(N,v)が 存 在 す る:

　 {銭ノ)1∴ 一{i})㈹

(iii)コ アCore(N,v)は 非 空 で あ り次 の よ うに表 され る:

一 十 曝 一一)≦x;≦ へ(iEN)}

証 明:(1)
、:(i)⇒(iii)、(2):(iii)⇒(11)、(3):(ii)⇒(i)の 順 で 証 明 す る 。

(1):(i)二==〉(111):

2h(N)=
v(酌 な ら ば 、MC(v):={醗 と 定 義 す る 。
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Σ 、。議 一・(N),!(i)≦x;≦ △,(1∈1>)を 満 た すx∈ 虻 が Σ 、。xsノ≧V(S)(S⊂ 〈り を 満

足 す る こ と を示 せ ば よい 。S⊂N,s≠ ○ とす る。xが 満 た す 条 件 よ り、 一 方 で

Σ 、。譜 ≧Σ 、。SJ(ノ)で あ り・ 他 方 で Σ 、.譜F・(恥 一Σ 、。N-sxi≧ ・(N)一 Σ 、。N-Sムノ

で あ る。 従 っ て 、(6-4)よ り

濤剛jES!(ノ 購 剥 ≧⑱

と な る 。 コ ア の 非 空 性 は(6-5)に よ る 。

(2):(iii)⇒(ii):

H(・)・一{x∈ 虻1Σ 矧X、 一・(N)・∫⑦ ≦x;≦ △,(d∈N)}と お く・H(・)⊃c・ 縦 凡 ・)で

あ る の で 、 「Core(N,v)=、K(v)」 ⇔rH(u)⊂Core(N.,v)」 ⇔ 「、研v)の す べ て の 端 点 が

Core(N,v)の 要 素 で あ る 。」 が 成 り立 つ 。 コ ア の 非 空 性 に よ り(6-5)が 成 り立 ち 、h

は 次 の 性 質 を 持 っ:

h(S一{k,})__<h(S)_〈h(Sv{kZ})(k,ES,kZEN-S)(6-7)

h(の)≦v(1>)≦h(N)(6-8)

h(T)≦v(N)≦h(Tu{a}),T⊂ ノ〉一{Z}な ら ば 、 次 の よ うなH(v)の 端 点xが あ る:

△、(ノ ・T)

xノ:=・f(ノ)(プ ∈1>一T一{a})(6-9)

・(N)一j
eT△π Σ 、。N.τ.{t}(ノ)(ノ=り

さ て 、(iii)⇒(ii)を 証 明 す る 。(6-7)と(6-8)よ りMC(V)≠ ○ で あ る 。s∈MC(V)、

d∈1>一Sに 対 して 、(6-9)でT-S、Z=Zと お け ば 望 む コ ア の 要 素 が 得 られ る。

(3):(ii)⇒(i):

ま ず 、(ii)よ り コ ア は 非 空 で あ り(6-5)が 成 立 す る こ と に 注 意 す る 。(6-4)はS=1>の

時 ・ 明 ら か に 成 り立 っ ・Sはs⊂N,S≠ の・S≠Nで ・(N)一 Σ 、。N-S△、≧Σ 、。SJ(ノ)・

す な わ ち 、h(N-S)≦v(N)を 満 た す と仮 定 す る 。(6-7)と(6-8)よ りT⊃/>一Sと

T∈MC(v)を 満 た すTが 存 在 す る。 従 っ て 、(6-6)でR=T⊃1>一sと お い た コ ア の
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要xが 存在 し

・(N)一 Σ △、一・(N)一 Σ κ、一Σ κ、≧・(S)

ノ∈N-Sゾ ∈N-Sノ ∈S

と な る 。 こ れ よ り(6-4)が 成 立 す る 。 他 方 、Sはs⊂ ノ〉,S≠ の,8≠1>で

JES(ノ)>v(N)一 Σ 矧.Sム ノ、 す な わ ち 、h(N-s)〉 ・(N)を 満 た す と仮 定 す る.

(6-7)と(6-8)よ りT⊂1>一S,T≠1>一SとT∈MC(v)を 満 た すTが 存 在 す る。従 っ て 、

(6-6)でR=T⊂N-s(S⊂ ノ〉一R)か っZ∈N-S-Tと お い た コ ア の 要 素xが 存 在 し

Σ ∫(ブ)一 Σx、 ≧・(s)
JESノ ∈S

と な り、(6-4)が 成 立 す る。 (証明終 わ り)

提 携3がv(S)〉 Σ 、.VS({i})を 満 た す 時 、Sを 本 鮒 と呼 ぶ 。 条 件(6-4)と(6-5)を

満 たす 時 、(N,v)を 本 獅 夕な 鯵/ご 欝 乙 で翻 で あ る とい う。 も し、sが 本 質 的

で な けれ ば(6-4)は 自動 的 に成 り立 っ 。 も し、Sが 本 質 的 な ら(6-4)は

・(S)≦ ・⑳ 一 Σ(・(N)一v(N一{ノ}))

ノeN-S

とい う条件 にな る。 この条件 は鯉1盤 と呼ばれ る。従 って、 われ われ の定義 、

本質的 な提携 に関す る擬 凹性 、は本質 的な提携 に対 してのみ擬 凹性 を要 求す る。

この用語 を利用 して上記 の命題 を次 の よ うに系 と して述べ る。

系6-1.

ゲーム(N,v)が1人 提携 とn-1人 提携 のみ によって決定 され る非空 の コアを もつ

た めの必要十分条件 は(N,v)が 本質 的な提 携 に関 して擬 凹で あ るこ とで ある。

2番 目の条件(6-5)は 単に コアの非空性 を保証す るだ けなので 、最初 の条件(6-4)

の方 が重 要で あ る。 最初 の条件(6-4)は 、(N,v)が 次 に述べ る経営者 を含 む提携 に

関 して擬 凹 なゲー ムで あれ ば、満 た され る。経 営者 を含 む提携 に関す る擬 凹性

は[7】と[19]で 導入 され た。N=MuW,M∩ 研=の,研 ≠○ とす る。 ゲー ム(1V,v)が

次 の条件(6-10)と(6-11)(さ らに コアの非空性 のた めに(6-5))を 満 たす 時 、淫 営

孝 を含む麟 〆ご欝 しで灘7で ある とい う:

v(S)=o(!17¢S,S⊂N) (6-10)
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・(S)≧o,・(N)一 ・(S)≧ Σ(・(N)一 ・(ノ〉一{i}))(M⊂s⊂N)

ieN-S

(6-11)

この ゲ ー ム は次 の よ うに して 得 られ る:

プ レイ ヤ ー は窟 営孝 で あ るプ レイ ヤ ー の集 合Mと 労 勧 孝 の集 合Wか らな る。

経 営者 全員 の 一 致 した協 力 が な けれ ば利 益 は得 られ な い。 これ は(6-10)を 意 味す

る。 条件(6-11)は す べ て の経 営 者 を含 む 提 携Sに とっ て 、s以 外 の プ レイ ヤ ー は

醍 堺 寄 享v(一v(N一{i})を 得 る とい う理 解 の も とで 、Sに 留 ま る よ りも全 体提 携N

を形 成 した方 が 有利 で あ る こ とを 意 味 して い る。

さて 、 経 営 者 を 含 む 提 携 に 関す る擬 凹性 が本 質 的 な 提 携 に 関す る擬 凹 性 を意

味す る こ と を示 す 。(6-10)と(6-11)よ りv(・)≧0で あ る。従 っ て 、v(S)=oな らば(6-4)

が成 り立 っ 。V(S)>0な らば3⊃Mで あ り、(6-4)は(6-11)よ り得 られ る。

わ れ わ れ の条 件(6-4)と 経 営 者 を含 む 提 携 に 関 す る擬 凹性 の 条 件(6-10)と(6-11)

の 関 係 を も っ と詳 し く調 べ る た め に 、V(・)≧0でM:={渥 胡v(N一{i})=0}を 経 営

者 の 集 合 と仮 定 す る。さ ら に 、V({ノ})≦v(N一{i})(∀1∈M,b'j∈N一{Z})、 す な わ ち 、

プ レイ ヤ ーブ以 外 に経 営 者iが い れ ば1人 提 携 の提 携 値v({ノ})=oと 仮 定 す る。 こ

の と き、 わ れ われ の 条件(6-4)(と コ ア の 非 空性 の 条件(6-5))は

v(S)=o(Md,8⊂N)

似 醐 ≦一[計({
jeN-S(N)一v(N一{ノ}))](McS⊂ め

とな る。本 質的 な提携 は経営者 を含 む こ とに注意す る。 われ われ の条件(6-4)に

おいては、経 営者 を含む提携す べて が(6-1Dを 満 たす必要 はな く、本 質的な提携

のみが満 たせ ば よい。

後 で示す よ うに破 産 ゲー ムは必 ず しも経営者 を含 む提携 に 関 して擬 凹ではな

いが、本質的 な提携 に関 して は擬 凹であ る(補 題6-4参 照)。 従 ってわれわれの条

件(6-4)は(6-10)と(6-11)よ りも緩 いこ とが分か る。

本質的 な提携 に関 して擬 凹なゲー ムの交渉集合M(v)が コアCore(1V,v)と 一致す

るための十分 条件 を提 出す る。 まず、次 の補題 が必要 であ る。

補 題6-3.

ゲ ー ム(N,v)は(6-4)と(6-5)を?萄 た し、xEA(N,v)一Cope(N,v)と 仮 定 す る 。 も し、

㌦ 〉ムノ。で あ り次 の 条 件 を 満 た す ゐ 妬 ∈N,lo≠ ノ1が 存 在 す れ ば 、 κ¢M(v)で あ

る
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Σ κ、+㌦ ≧・(Su{J。})(∀S⊂N一{J。,J,})(6-12)
ノ∈S

証 明 ・EJ>o(ノ ∈!>一{ゐ 甥 Σ
、。N一{、。}｣i=xio-4ioと し ・.v;・=弟+ら(ノ ∈N一{/a})

と お く.ア 、〉 κ、(ノ ∈N一{ .1。})カaつ Σ ア、一 ・(N一{ノ 。})で あ る の で 、(y;N一{ノ 。})

ノ∈N一{Jo}

は プ レイ ヤ ーJoに 対 す るノo以 外 の プ レイ ヤ ー(特 にノρの異 議 で あ る。(y;ノ〉一{Jo})

に は逆 異 議 が な い こ とを示 す。 そ れ に は次 の こ とを示 せ ば よい:

Σ 乃+㌦>v(Su{ノ 。})(∀S⊂ ノ〉一{ノ。,J,})
ノ∈S

S≠ ○ で あ れ ば 、 こ の 不 等 式 は Σ
、.、ア、〉Σ 、。sxiと((i-12)に よ りす ぐ に 得 られ る。

S=○ で あ れ ば 、 こ の 不 等 式 は'x/
o,〉△Ji,≧!(ノo)=V({Jo})よ り得 ら れ る 。 ゆ え に

荘 《4(v)で あ る 。(証 明 終 わ り)

次 の 命 題 は既 知 で あ る が(例 え ば 、[3]の 第2章 の 例5.3)、 補 題6-3を 利 用 した

証 明 を 与 え る。

命 題6-2.

コ ア が 空 で な い3人 ゲ ー ム(N ,v)の 交 渉 集 合 は コ ア と一 致 す る。

証 明:コ ア が 空 で な い3人 ゲ ー ム(1V,v)は(6-4)と(6-5)を 亨商足 す る こ と に 注 意 す

る。Core(N,v)⊂M(v)で あ る の で 、M(v)⊂Cores(N,v)を 証 明 す れ ば よ い 。

xEA(N,v)一Core(N,v)と 仮 定 す る と 、{ノ。,J>>J}={1,2,3}脇 i>△to'.xノ、≦ムノ、と な っ

て い る 。 不 等 式(6-12)は κノ+教 ,=v(N)一 κノ、≧v(N)一 へ 、=v({ノ,Jo})よ り成 り立 っ ・

こ こ で 、 最 初 の 等 式 はxEAi(N,v)よ り、2番 目 の 等 式 は へ
,の 定 義 よ り・不 等 式 は

ノ1の 仮 定 よ り成 立 す る。 従 っ て 、 補 題6-3よ りM(v)⊂Core(N,v)と な る 。

(証 明 終 わ り)

次 の 命 題 で 本 質 的 な 提 携 に 関 して 擬 凹 な ゲ ー ム の 交 渉 集 合 が コ ア と一 致 す る

十 分 条 件 を 与 え る。

104



第6章 譲 渡可能効用ゲー ムにおけ る配分 とそ の一貫性

命 題6-3.

ゲ ー ム(N,v)が(6-4)と(6-5)を 満 た す と 仮 定 す る 。 ノ ≠ノ**で あ り

ムノー!(o*ノ)=min{A,一f(ノ)!ノ ∈ノ〉}・ ムノ ー!(ブ)=max{ム ノーf(ノ)け ∈N}で あ る と

す る。 こ の と き も し 、

・(N)≦ Σf(ノ)+ム ノ+△ 、・(6-13)
ホ れ

ノ∈κ一{ノ,ノ}

な ら ば 、M(v)==Core(N,v)と な る 。

証 明 二 命 題6-2の 証 明 と 同 様 に 十 分 条 件(6-12)を 証 明 す る。xeA(N,v)で あ る の

で 、 Σ 揮 κ、+Xj
。≧Σ 、。sf(ノ)+!(ゐ)で あ る こ と に 注 意 す る.従 っ て 、

Σ 、.、x、+㌦ ≧・(N)一 Σ 、。N.,∪ω △、(s⊂N一{ノ ・・プ1})を 示 せ ば よ い ・2つ の 場 合 を

区 別 す る 。

ケ ー ス1(x..〉 △..):
ノ ノ

ノ。:=f'、 ぬ をjo以 外 の任 意 の 要 素 とす る。 そ の 時 、

Σ ろ+㌦ ≧Σ!(ノ)+△ 、・
ノ∈ε ノ∈∫

であ る。他方 、

・(N)一 Σ △、一・(N)一 Σ(△ 、一f(ノ))一 Σf(ノ)
ぶ ね　

ノ∈N-s){ノ}ノ ∈N-su{ノ}ノ ∈ノ〉一s){ノ}

≦・(/>)一 ムノ+f(ブ)一 Σf(]')
が

ノ∈N-su{ノ}

≦!(ノ)+Σ!(ノ)+ム バ Σ!(ノ)

ノ∈N一{ノ,ノ}ノ ∈N-s){ノ}

一Σ グ(ノ)+△
、・

ノ∈s

とな る・た だ し、最 初 の不 等 式 は △、イ ω ≧O,IN-Su{ハ1≧1と ノの議 に よ り・

2番 目の不 等 式 は(6-13)よ り成 立 す る。 従 っ て(6-12)が 成 り立 っ 。
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ケ ー ス2(κ 淋 ≦ △<s:
ノ ノ

*.
Jl=J、 ノoは ㌦ 〉へ,を 満 た す 任 意 の 要 素 と す る 。S=N一{ノ 。,*.J}な ら ば 、

x..≦ △ ...よ り
ノ ノ

・(N)一 Σ △
、一 ・(N)一 △w#J

ノ∈N-Su{ノo)

≦v(N)一x...
ノ

ーΣ ろ馬
。

ノ∈S

とな り、(6-12)が 成 り立 つ 。

S≠N一{ノo,ノ**}な ら ば 、

・(N)一 Σ △
、一・(N)一 Σ(△ 、一!(ノ))一 Σf(ゾ)

ノ∈N-Su{ノo}ノ ∈N-Su{ノo}ノ ∈N-S){!o}

≦・(N)一 ムズ ム
、・+プ(ノ*)+!(ｫ.J)一 Σf(ノ)

ノ∈…N-Su{Ja}

≦Σ 〆(ノ)+!(Jo)

ノ∈S

≦Σ ・、+・。

ノ∈S

と な る 。 こ こ で 、 最 初 の 不 等 式 は#f∈N-Sv{Jo},IN-Su{ノ 。}1>1とJの 定 義 に

よ り、2番 目の不 等 式 は(6-13)よ り成 立す る。 従 って(6-12)が 成 り立 っ。

(証 明 終 わ り)

少 な く とも1人 の 経 営 者 が い る場 合 、 経 営 者 を含 む 提 携 に 関 して擬 凹 な ゲー

ム の交 渉 集 合 は コア と一 致 す る こ とが[19]で 証 明 され て い る。1-M≧1な らば 、経

営者 を含む提携 に関 して擬 凹なゲームは(6-13)を 満 たす ことを示 す。i捌>1な ら

ば 、!(ノ)=0(ノ ∈2>),△J=v(N)(ノ ∈M)で あ り、あ る経 営 者*.Jに 対 して △i=v(N)、
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あ る労働 者 ノに対 して ムノ≧・とな る・ ま た ・ 閾 一1な らば ・!ω 一・(ノ・W)で あ

り、経 営 者ラ**に対 して へ。=v(N)、 あ る 労働 者 ノに対 して ムノ≧0と な る。 従 っ

て 、IMI≧1な らば(6-13)が 成 立す る。 す な わ ち 、命 題6-3は[19]の 結 果 の 一 般 化 と

み なす こ とが で き る。

例=破 産 問 題

羅 購([1][16]を 参 照)は 順 序 対(E;の で定 義 され る。こ こで 、E∈Il8、a=(41,d2,

_,㊧ ∈R駅d;≧0σ 一1,...,n),0≦E≦ ΣLI朔 で あ る.資 産Eを 持 っ あ る 人 が 負 債

d>>d2,...燐 を残 して死 亡 した。 このn人 の 債 権者 は資 産Eを い か に配 分 す べ きで

あ ろ うか?

この破 産 問題 を ゲー ム と して捉 え るた め にNを 債 権 者 の集 合 と し、[16]で 導 入

され た 次 の 破 董 グ ー ム(N.,vE;d)を利 用 す る:

帰3)・ 一m・x[0,E-d(N-S)](ScN,S≠ ○)(6-14)

こ こ で ・d(S)・ 一Σ
、。sdi(S⊂N,S≠ ○)・d(○)・=oで あ る ・

次の補題 で述 べ る よ うに破産 ゲームは本質 的 な提携 に関 して擬 凹な ゲー ムで

あ る。

補題6-4.

(6-14)の破産 ゲーム は次 を満 たす。

VE;d({d})=mom[0,E-d(N)+d;]

(Z・N)
・。、d(N)一 ・。、d(N一{Z})一mi・[E,d,↑

一/・ 認誼∴_≦_。 誘一

3(6
-11)よ り ・ △、一一 ∫(ノ)一 ・(N)一v({ノ..})≧ Σ 、.w、 ≧ △、(ノ∈W)で あ る ・
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証 明:こ れ らの結 果 は既 に知 られ て い るが 、命 題6-1の(6-4)と(6-5)を 示 す こ と

に よ って(6-15)を 証 明す る。

(6-4)の 右 辺 の 第2項 はE一 Σ,。minN-S[E,d,]に 等 し く、E一 Σ,。N_Sd,以 上 で あ る.

従 っ て 、も し、vL、d(S)=E-d(N)+d(s)な ら ば 、(6-4)は 成 立 す る 。一 方 、VL、d(・)≧0

よ り(6-4)の 右 辺 は0以 上 で あ る。 従 っ て 、vr;d('S)=0の 場 合 も(6-4)は 成 立 す る。

0≦E,0≦d;,E-d(N)+d;≦E,E-d(N)+d,、 ≦d;で あ る の で 、(6-5)の 最 初 の 部 分

が 成 り立 っ 。

最 後 に(6-5)の2番 目 の 部 分 を 証 明 す る。 す な わ ち 、

Σm・x[0,E-d(N)+d;]≦E≦ Σmin[E,d;(6-16)
ieNieN

(最 初 の 不 等 式):

も し、最 初 の 和 に お い て 正 の 項 が 唯1っ 、 例 え ば 、E-d'(N)+dtな ら ば 、 こ の

項 はE以 下 で あ る。 一 方 、(6-16)の 最 初 の 和 に お い て 正 の 項 が 少 な く と も2つ あ

る 、 例 え ば 、(E-d(N)+d;)+(E-d(N)+dk)+… な らば 、 第2項 以 降 を 上 界Clkで

評 価 して 、

(E-d(N)+d;)+(E-d(N)+dk)+… ≦(E-d(N)+d;)+4κ+…

_E-d(N-S)SE

とな る。 た だ し、s={ノ ∈NEE-d(N)+dノ>0}で あ る。

(2番 目の 不 等 式):

あ るiに 対 してmin[E,d;=Eな らば 、(6-16)の2番 目の 不 等 式 は 明 らか に成 り

立 つ。E≧d;(∀Z∈1>)な らば 、E≦d(N)よ り(6-16)の2番 目の不 等 式 は成 り立 っ・

(証 明終 わ り)

(6-15)と は異 な る破 産 ゲ ー ム の コア の 次 の よ うな 表 現 が[6]で 与 え られ て い る:

伽 陶 十 ・喋 岬 ≦紳 ・N)}(6-17)

破 産ゲー ム にお いて、本 質的な提携 に関す る擬 凹性 と経 営者 を含 む提携 に関
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す る擬 凹 性 との 関係 を さ らに調 べ る。 破 産 ゲ ー ム(N,vE;のの 経 営 者 の集 合 は

M={陀2>回 ≧E}で 与 え られ る。ま た 、Mを 含 む 任 意 の提 携 が(6-11)、 す な わ ち 、

Σ 、。dN-Mノ≦E、 を満 た す 時 かつ そ の 時 の み 、(N,vE、∂は 経 営 者 を含 む 提 携 に 関 し

て擬 凹 な ゲ ー ム で あ った 。N={1,2,3},E=100,d=(100,90,80)と す る。この とき、

Ill」{1}、d2+d3>Eで あ る。す なわ ち、 この破 産 ゲ ー ム は経 営 者 を含 む提 携 に関

して擬 凹 な ゲー ム で は な い 。

本 質 的 な提 携 に 関 して擬 凹 な ゲ ー ム が さ らに凸 な らば 、破 産 ゲー ム と密 接 に

関連 して い る こ とを 示 す こ とに よっ て こ の項 を終 わ る。

命 題6-4.

.f(り:=v({i})A:=v(N)一v(N一{1})(ZE1>)と す る。ゲ ー ム(N,v)が(6-4)と(6-5)を 満 た

す と仮 定す る。も し、(N,v)が 凸 ゲー ム な らば 、(N,w)は 破 産 ゲ ー ム(N,vE;∂ で あ る。

た だ し ・w(s)v(S)一 Σ
、。,!(ノ)(s⊂N)・E・ 一・(N)一 Σ 、。N六 ノ)・

dノ:=△j-J(ノ)(ノ ∈ ノ〉)で あ る 。

証 明:S⊂N,S≠ の,Nに 対 し て 、s={;,,_,ノ ,r},N-S={.IS+1,_,み}と 表 現 す る 。

x∈1虻 を κズ=v({ノ'1}),κ ズ=v({孟,_璃})一v({涛,_,み1})(i=2,_,n)の よ う に 決 め

る 。(N,v)が 凸 で あ る の でx∈Core(1>,v)が 成 り立 っ([3]を 参 照)。 す な わ ち 、

!(JI)≦V({孟})≦ △li

f(ノ,)≦ ・({孟,…,ノt})一 ・({J,,…,孟.1})≦ △J.(i=2,…,n)

i=1,…,・ とお い て そ の 和 を 求 め る と ・(S)≧ Σ
、。、!(ノ)が 得 られ る.一 方 、d-S+1,…,n

と お い て そ の 和 を 求 め る とv(S)≧v(N)一 Σ
、.N-S△、を 得 る.こ れ ら と(6-4)よ り

綱 一一[濤 ∫(ノ),v(N)一
jeN-Sへ]
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と な る 。 従 っ て 、

wi(S):=v(S)一

DESプ(ノ)一 一[畑 一jeNプ(ノ)jeN-S(ヘ ー!(ノ))]

一maxO
,E-dj

jeN-S

と な る ・ た だ し・d
J≧o(ゾ ∈Aり ・o≦E≦djeNノ で あ る・ (証明終 わ り)

6-2-3仁:一 対 一 穏 健(貧 欲)一 交 渉 一 貫 性

以 後 、 一 対 交 渉 一 貫 性 を譲 渡 可 能 効 用 ゲー ム に適 用 す る。 この項 で はcま た

はdを 基 準 点 とす る一 対 交 渉 一 貫 性 を考 察 す る。 非 空 の コ ア が1人 提 携 とn-1

人 提 携 の み に よ って 決 定 され る ゲー ム にお い て 、!と △を適 切 に解 釈 す れ ば一 対

一穏 健(ま た は
、 食 欲)一 交 渉 一 貫 性 は仁 と密 接 な 関係 に な る。 前 項 と同様 に

.f(i):=v({i})、 へ:=v(N)一v(N一{の とお く。す な わ ち 、各 プ レイ ヤー は 自分 で獲

得 可 能 な利 得 の最 小 値 を1人 提 携 の値v({1})と 、最 大 値 を全 体 提 携 に対 す る限界

寄 与v(酌 一v(N一{i})と 見 積 も っ て い る。 従 っ て 、 ゲー ム(N,v)の 一 対 一穏 健(ま た

は 、食 欲)一 交 渉 一 貫 性 を満 たす 配 分 はv(恥 と、基 準 点c(ま た はd)を 通 じて

(!⑦),。N,(△ 、)i。Nに依 存 す る 。

本 質 的 な提携 に 関 して擬 凹 で あ る ゲー ム の仁 η(N,v)が 一 対 一穏 健(ま た は、食

欲)一 交 渉 一 貫 性 を満 たす 一 意 な配 分 で あ る こ と を示 す 前 に 、破 産 ゲー ム を 考

察 す る。 われ われ は 補 題6-4に よ り破 産 ゲー ム(/V,vE;∂は本 質 的 な提 携 に 関 して擬

凹 で あ る こ とをす で に示 して い る。

補 題6-5.

(N,vE;d)を(6-14)の 破 産 ゲ ー ム と し、

.f(i):=vE;d({i})、 へ:=vG;d(N)一v翼 σ〉一{i})('∈N)と お く。

(i)コ ア の要 素xと ちノ∈N,i≠ ノに対 して 、 次 が成 り立 つ:

vE:d
Cf({A,ノ})一m・x[0,xt+塗 φ]

聯1({'.ノ})=min[苓+嘱]
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(ii)一 対 一穏 健(ま た は 、貧 欲)一 交 渉 一 貫 性 を満 た す 配 分 の集 合 は コア とカ
ー ネ ル の共 通 部 分 に 一 致 し

、 た だ1つ の要 素 仁 η(亙VE;∂か らな る。

証 明=(i)を 証 明す れ ば 、 こ の節 で の 一 対 一穏 健 一交 渉 一 貫性 は[1]ま た は[3]の

CG一 一貫性 と一 致 し、 この節 で の 一 対 一食 欲 一交 渉 一 貫 性 は[6]の もの と一 致 し、

(ii)は既 知 とな る。 従 っ て 、(i)の み を証 明す る。

補 題6-4とc,dの 定 義 よ り

・押(x{'諺)一max[咽 砿E-4(N)叫 ・,+㌃mi・[刺]

=maY[m・x[O ,E-d(N)+d;,m継[x;+㌃ 耽+㌃ 弟]](6-18)

一m・x[O,E-d(N)+d;,x;+㌃E,・,堵 一朔]

贈(x{'」})一mi・[mi・[E,d;],糊 一max[O,E-d(N)+朔]]

一mi・[E,d;,x;+x、,・ 、堵 一E+d(N)一 切]

が成 り立 っ 。

(6-19)

x∈CONe!(N,VE;d)と(6-17)よ り0≦x;≦d;,x;+xノ ≦E,d;+4ノ ー:梅一κノ≦d(N)一Eで あ

る。 これ は(6-18)と(6-19)の(第1項)≧(第3項)、(第2項)≦(第4項)を 意

味 して い る 。(証 明 終 わ り)

.f(i)=v({i}),△ 、=v(N)一v(N一{Z})と し、P(v)を(N,v)の 一 対 一穏 健(ま た は 、 貧

欲)一 交 渉 一 貫 性 を満 た す 配 分 の 集 合 とす る。補 題6-5(ii)よ りP(Vg;d)=K(N,vE;d)∩

Core(N,VE;d)={η(N,vE;d)}と な る 。 最 後 に 、 本 質 的 な 提 携 に 関 し て 擬 凹 な ゲ ー ム に

関 す る 一 般 的 な 結 果 を 述 べ る 。

定 理6-1.

プ(1):=v({i})A:=v(N)一v+(1>一{∫})(i∈1>)と お く。ゲ ー ム(N,v)が(6-4)と(6-5)を 満 た

せ ば 、 一 対 一 穏 健(ま た は 、食 欲)一 交 渉 一 貫 性 は 仁 η(N,v)と 一 致 す る 一 意 の 配

分 を 決 定 す る 。

証 明:ゲ ー ム(N,v)は ゼ 々 一正 揚 必 され て い る 、す な わ ち 、V(紛)=0(Z∈.め と

仮 定 す る 。E:=v(N),d;:=△=vr(N)一v(N一{Z})(i∈ ノ〉)で 与 え ら れ る 破 産 ゲ ー ム
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(N,vE;∂ を 考 察 す る 。(N,v)が(6-4)と(6-5)を 満 た す と い う定 理 の 仮 定 よ り、 命 題6-1

(iii)がf(・)ニ0で 成 立 す る 。 これ と(6-17)よ りCore(N,v)=CoYe(N,vE;d)カa成 り立 っ 。

次 に 、P(v)=Pi(VE;d)を 示 す 。P(v)は 全 体 提 携 値v(初 に 依 存 し 、さ らに 、(.f(i))ieN一

(v({弓))reNと(△i),∈N=(v(N)一v(1>一{1}))1∈Nに

・1(x{r,j})・一m・x[!⑦,x;+㌃ △、]

を 通 して 依 存 す る。 同 様 にP(VE;d)はEと(d;),。Nに 、 補 題6-5(i)よ り

・ｰr_.dij(x{らノ})一max[・x;+㌃ 朔]

を 通 し て 依 存 す る 。(N,v)は ゼ ロ ー 正 規 化 さ れ て い る の で あ る か ら 、P(v)=P(VE;∂

と な る 。

Core(1>,W)=Core(N,u)≠ ○ と す る と 、[3]の 第2章 の 系6.8と 定 理7,8と 定 理

7.9よ ・り η(N,w),η(N,u)∈h((N,w)∩Cope(ノ 〉,w)=K(N,の ∩Core(N,u)と な る 。

ま た 、 補 題6-5(ii)よ りP(VE、d)=K(N,VE、 ♂)∩Core(N,,VT、d)={乳1(N,vT;4})、 η(N,v)∈

K(N,v)nCoNe(N,v)=K(1>,%4)∩Core(1>vc;d)={η(N,vG;d)}で あ り ・ η(1>・v)=

η(N,VL;a)と な る 。 一 方 、P(v)=P(VE;d)={η(N,vE;a)}よ り 、P(v):=.{η(N,v)}と な る 。

(N,v)が ゼ ロ ー 正 規 化 され て い な い な ら ば 、w(S)・=v(s)一 Σ 、。vs({ノ})(S⊂N)で

与 え られ る そ の ゼ ロ ー 正 規 化 ゲ ー ム(N,w)を 考 察 す る 。 ゲ ー ム(N,w)は(N,v)の 性 質

(6-4)と(6-5)を 受 け 継 ぐ の で 、P(W)={η(N,w)}と な る 。P(w)=P(v)一(v({d})),。Nと

η(N,w)=η(N,v)一(v({d}))IEIyに 注 意 す れ ば 、P(v)={η(N,v)}と な る 。

(証 明 終 わ り)

上 記 の 定 理 の 証 明 か ら、(N,v)が ゼ ロ ー 正 規 化 され た 本 質 的 な提 携 に 関 して 擬

凹 な ゲ ー ム で あ れ ば 、 コ ア 、P(v)、 仁 はE=v(N),dノ=へ(1∈/>)で 与 え られ る破

産 ゲ ー ム 似VEの の コ ア 、P(v)、 仁 と 一 致 す る。
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経営者 を含 む提 携 に関 して擬 凹 なゲームの一対 一穏健 一交渉 一貫性 に関す る

詳細 な議論 は[7]で 行 われ てい る。 また、Driessen[5]は 他 の基準点 に関す る一対

交渉 一貫性 を適 用 して双 方 向割 当て市場 ゲー ムを考察 して い る。 そ こでは任 意

の一対 のプ レイヤー に対 してでは な く、適切 に選 ばれ た一対 のプ レイ ヤーに対

して のみ 交渉一貫 性が適用 され てい る。 また、双 方 向割 当て市場 ゲー ムの コア

の構 造はわれ われ の もの と異 なってい る。

P(V)は 以 下の よ うに計算 で きる:

「x∈P(v)」⇔ 「κ,=鰐(x)+4」(x))/2(i ,j∈N,i≠ ノ)」であ るので、一対 一穏健(ま たは、

貧欲)一 交 渉一貫性 を満 たす 配分xは 次の方程式 の解 で ある:

mi・ 卜!の,△ 、司 一mi・[xノ ー!(ノ),△,一 ・,](ち ノ・N,i≠ ノ) (6-20)

x;=v(N)
ieN

この 方 程 式 を解 く と(例 え ば 、[3]の155ペ ー ジ参 照)、

曲[!⑦+ろ!σ 劉 ←(N)≦jeN(告+!(ノ))〕

κμ)=

一[ヘーμ 劉

(6-21)

(IEN)

(その他)

と な る・ た だ し ・ λ は Σ
,。Nx;(λ)一 ・(N)と な る よ うに 決 定 され る・

定 理6-1の 別 証 明:[3]の 第2章 の 定 理7.8と7.9を 参 照 す れ ば 、Core(N,v)≠ ○

で あ る な らば 、{η(N,v)}⊂Core(N,v)∩K(N,V)と な る。 ま た 、[3]の 第2章 の 定 理

6.7と ワ]を 参 照 す る と 、

C…(N,v)∩K(N,v)={x∈C・Jｰe(N,v)1・v(x)=δ 芸(x)(i,ノ ∈N,Z≠ ノ)}

が 成 り 立 っ 。準 だ し 、δll(x):=max[δ ∈R【x一 δ～+8e'∈Coyｰe(N,v)]で あ り 、e`∈RN

はd番 目の基本ベ ク トル であ る。(N,v)が本質 的な提携 に関 して擬 凹なゲー ムな ら

ば 、V(x)=min[x、_f(り,へ 一拘]と な り{η(N,v)}⊂P(V)と な る。 一 方 、 例 え ば 、
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[3]の 第6章 の 定 理3.2と[7]を 参 照 す る と、x∈P(v)が 満 た す 上記 の方 程 式(6-20)

と(6-21)は 一意 の解 を持 っ の で 、{η(N,v)}=P(V)が 成 立 す る。

次 の 例 は本 質 的 な提 携 に 関 して 擬 凹 で は な い ゲ ー ム にお い て は 、 一 対 一穏 健

(ま た は 、貧 欲)一 交 渉 一 貫 性 を満 た す 一 意 の 配 分 が 必 ず しも仁 とは な らない

こ とを示 して い る。 明 らか に 、3人 ゲ ー ム は(6-4)を 満 たす の で 、4人 ゲー ム の反

例 を あげ る。 次 の よ うな 割 当 でグ ー.!iを 考 察す る([5]、[20]を 参 照):

女性 の集 合 をF:={1,2}、 男 性 の集 合 をM:={3,4}と し、N:・=FuMと す る。 この

割 当て ゲ ー ム の 特性 関数vは 次 の よ うに 定 義 され る:

v(S):_

m躍[a13+・24,・14+α23](S=N)

m・x[ask,a;k]

max[解 司

ασ

0

ここでは、次の よ うな数値例 を扱 う

(S={i,j,k},ち ノ∈F,kf_M)

(S一{ち 調,1・F,ブ,k・M)

(s一{ち ノ},Z・F,ノ ・M)

(そ の 他)

[alaZ:島1]一隣]

v({1,4})>max[0,v(N)一(△ 、+△3)1で あ る の で 、 こ の 数 値 例 の ゲ ー ム は 本 質 的 な 提

携 に 関 して擬 凹 で は な い。 一 対 一穏 健(ま た は 、貧 欲)一 交 渉 一 貫 性 を満 足す

る一 意 の配 分 はv(N)〉(△1+△2+△,+△4)/2とPi(v)の 計 算 法 よ り、

7

x,(λ)一x、(λ)=m・x[6一 λ,3]

x、(λ)=x.、(λ)一m・x[4一 λ,21

κ1(λ)+xz(λ)+x3(況)+x4(λ)=12

で 与 え ら れ 、P(v)ニ{(κ1(2),x2(2),x3(2)rx4(2))}={(4,2,2,4)}と な る 。 一 方 、 仁 は こ れ と

異 な り η(N,v)=(4.5,1.5,15,4.5)と な る 。

6-2-4仁 とZ値 の 関 係

定理6-1は 本質的 な提携 に関 して擬i凹なゲー ムの一対 一穏健(ま たは、貧欲)一
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交渉一貫性 を満たす配分 の集合 は1点 か らなるこ とを述べ ていた。 次の補題 は
一対 一中間 一交渉一貫性 を満 たす配分 の集合 も1点 か らな ることを示 してい る

。

補題6-6.

.f(i)≦ へ(1∈ 鳩 Σ 副 ∫⑦ ≦X≦ulEIV△iと す る.こ の 時 、 Σ,。Nκ=Xを 満 た し 、

一 対 一 中間 一交渉一 貫性 を満 たす 一意 の配 分x∈1虻 が存在 し
、次 の よ うに与え

られ る:

x一 Σ ∫(ノ)

x;=!⑦+Σ(ノ ∈N
ムノー∫(ノ))(ヘ ィ(り)(L∈ め(6-22)

ノ∈N

証明:xを 基準点がeで ある一対交 渉一貫性 を満 たす配分 とす る。 その時、x

は補題6-2よ り次の方程式 を満 足す る:

(x;+κ ノーf(1)_f(ノ))(△,一 ∫(i))(ち ノ ・N
,i≠ ノ)xl=f(i)+

△,一!(Z)+ム ノ .f(ノ)

こ れ よ り 、

認 辛 傷(i,ノ・梱)

とな る。 従 って、以下 の条件 を満 たす あ る定数1(が 存在 す る:

xF-f(i)=K(△,イ ①)(Z・N)

∫に っ い て 和 を 求 め 、1
mar.xN、=Xを 利 用 す る と

X一 Σ ∫①

K='∈N

Σ(△i-f(Z))
ieN

と な る。 こ れ を(6-23)に 代 入 して(6-22)を 得 る 。

(6-23)

(証明終 わ り)
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ゲ ー ム(N,v)に お い て!と △を適 切 に 解 釈 す れ ば 、 一 対 一 中 間 一 交 渉 一 貫 性 はz

値 と密 接 に 関 係 して く る 。 ノ'⑦:_blv一 うり,△i:=b;(i∈N)と す る と き 、 ゲ ー ム(N,v)

の 準 平 衡 性 は .f(z)≦ へ(Z∈1>),Σ 、。NJ(.1)≦v(N)≦ Σ 、。N△、を≧意 味 す る.次 に 、

X=v(助 な ら ば 、(6-22)のxがz値 に 等 し く な る こ と を 示 す 。

!⑦=房 一ろv,△=b;ｰ,X=v(N)を(6-22)に 代 入 す る と

x一 Σ プ(ノ)

x;=f(i)+Σ(f≒

(ノ))(へ 「∫(1))
ノ∈N

=ゐ り一 λv+
i'"i

・(N)一 Σ(わ1一 考)

jeN

v(N)一

=わv+プ ∈N'Σ 衆1

/eN

Σ λ∫
ノ∈N

みジ

ろv

ろv

+雪 矩 一ψ)
ノ∈N

とな る。 従 っ て 、次 の 定 理 の証 明 を与 え た:

定 理6-2.

ゲ ー ム(N,v)に 対 して 、f(i):=△ だ ろソ,△、:=v(N)一v(N一{i})(ZE!>)と す る。(N,v)が

準 平 衡 ゲー ム な らば、 図直瓦v)は一 対 一 中 間 一交 渉 一 貫 性 を満 た す 一 意 の配 分 で

あ る。

プ レイ ヤ"dが 要 求 で き る最 小 値 と最 大 値 が 、各 々 △、一ろレとv(ハリーv(N一{i})で あ

るな らば 、それ が 一 対 一 中 間 一交 渉 一 貫 性 を満 た す とい う意 味 で 、図 直は 自然 な

配 分 で あ る。

われ われ は 定理6-1で 天'):=v({i})と お き 、 定 理6-2で!⑦;=醒 一うりとお い た。 本
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質 的 な提携 に 関 して擬 凹 な ゲー ム(N,v)が さ らに 半 凸 な らば 、bw一 ろ㌔v({d})で あ

るの で 、両 方 の定 理 が(!V,v)に 適 用 で き る。 こ こ で 、ゲ ー ム(N,v)が 半凸 で あ る と

は 、 次 の 関係 が成 り立 つ 事 をい う:

by≧ ・({i}),・(S)一 ΣbｰJ≦ ・({1})(i∈S⊂N)(6-24)

ノ∈S一{i}

従 っ て 、次 の 系 が 得 られ る。

系6-2.

f(Z):=V({i}),△,:=v(N)一v(N一{i})(Z∈N)と す る 。 ゲ ー ム(N,v)が(6-4)と(6-5)と

(6-24)を 満 たせ ば 、仁 は 一 対 一穏 健(ま た は 、 貧 欲)一 交 渉 一 貫 性 を満 たす 一 意

な配 分 と一 致 し、一 方 、z値 は一 対 一 中 間 一 交渉 一 貫性 を満 たす 一 意 な配 分 と一

致 す る。

系6-2は 本 質 的 な 提 携 に 関 して擬 凹 な 半 凸 ゲー ム にお い て は仁 とz値 が異 な る

基 準 点 に 関す る一 対 交 渉 一 貫 性 で特 徴 付 け られ る こ とを示 して い る。

次 の 補 題 で本 質 的 な 提 携 に 関 して擬 凹 な ゲ ー ム が 半 凸 で あ るた め の 必 要 かつ

十 分 条 件 を与 え る。条 件(6-25)は 他 の プ レイ ヤー が全 体 提 携Nに 関す る限 界 寄 与

を受 け取 る とい う理 解 の も とで 、全 体提 携Nを 形 成 す る よ りも 自分 ひ と りで い

る方 が 有利 で あ る こ とを示 して い る。

補 題6-7.

ゲー ム(N,v)が(6-4)と(6-5)を 満 たす と仮 定 す る。 この 時 、(N,v.)が 半 凸 で あ るた め

の必 要 か つ 十 分 条 件 は 次 式 で与 え られ る:

・(N)一 Σ △、≦・({d})(i∈1>)(6-25)

ゴ∈N一{ノ}

証 明:(6-25)か ら(6-24)を 導 く。

b;ｰ_△ 、ニv(N)一v(N一{Z})で あ る の で 、(6-24)の 最 初 の 条 件 は(6-5)か ら得 ら れ る。

IESよ り

Σ ・({ノ})≦ Σ △、+・({Z})一 Σv;+・({1})
ノ∈Sー ノ∈S一{1}ノ ∈S一{'}
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・(N)一 Σ △、一・(N)一 Σ △、+Σ △、

ノ∈N一 ∫ ノ∈N-1{A}ノ ∈S一{'}

≦・({Z})+Σ △、一 Σ 房+・({1})

ノ∈S一{'}ノ ∈S一{i)

とな り、(6-4)よ り(6-24)が 得 られ る。(証 明終 わ り)

経 営 者 を含 む提 携 に 関 して擬 凹 な ゲ ー ム にお いて 閾>1(経 営者 が1人 よ りも

多 い)な らば 、(6-25)が 成 立 す る。 何 故 な ら、ire>1よ りv({i})=o≦ △,(Z∈/>)、

△1=△2=v(N)(1,2∈Mと 仮 定 す る)で あ る の で 、(6-25)が 成 り立 つ。 従 っ て、2

人 以 上 の 経 営 者 が 存 在 す る経 営 者 を含 む 提 携 に 関 して擬i凹 な ゲ ー ム に お い ては

仁 とz値 が異 な る基 準 点 に 関す る一 対 交 渉 一 貫 性 で 再 解 釈 で き る。

6-2-5双 行 列 に 関 し て

6-2-1項 で 表6-1の 双 行 列 を利 用 して 基 準 点c,d,eを 説 明 した。他 の双 行 列 を利 用

して これ らの基 準 点 を説 明 す る こ と も可能 で あ る。 プ レイ ヤ ーZと .1の 役 割 を入

れ 替 えれ ば 、す な わ ち、表6-1の 双 行 列 を転 置 す れ ば、表6-2の 双 行 列 が 得 られ る。

一 方
、表6-3の 双 行 列 は異 な っ た特 徴 を持 って い る。この 双 行 列 は定 和 で は ない。

プ レイ ヤ"Z

表6-2.他 の 双 行 列

プ レイ ヤ ー:1'

C

Y(ou) プの,X-fの 0
7%

1 X-f(ノ),f(ノ) X一

B

X-O;

ノ,ム ノ

f①+f(ノ)≦X≦ △、+ムノ

表6-3.非 定 和 で あ る双 行 列

プ レイ ヤ ープ

プ レイ ヤ"Z

A r

(C,B) ∫(1)・ムノ X一 .f(ノ

(B,C) △,,.f(ノ) X-0 ノ,'

!⑦+!(ノ)≦X≦ △1+ム ノ
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この行列は次 のよ うに して得 られ る:

プ レイヤ`一Zは各 々のプ レイヤーがい かに行動すべ きか を選ぶ(両 方 のプ レイヤ

ーが同 じよ うに行動す るこ とは許 され て いない)
。 一方 、プ レイヤJは プ レイ

ヤーZの 提案 を 「受 け入れ る(A)」 か 「否 か(N)」 を選ぶ。 プ レイヤープの戦 略

が 「N」な らば、 プ レイ ヤー'が 選 んだ よ うに 自分 の相 手が行 動 し、 自分 はその

残 りを受 け取 る。例 えば、プ レイヤ`Zが(大 胆(B),慎 重(C))を 選び 、プ

レイヤープが 「N」を選べ ば、プ レイ ヤーZは ぎL勾 を受 け取 り、プ レイヤっ'は

矧 りを受 け取 る。 両方 のプ レイヤー の利得 の和が総量Xを 超 える可能性が ある

ので、 このゲー ムは基準 点 を得 るた めにのみ利 用 され る。

この よ うな双行 列 ゲー ムを作 るキー ポイン トは次の通 りで ある:

プ レイヤーZと ノに対 して各 々、4つ の利 得

!(i)≦ △;,X一 ムノ≦X-f(ノ)と!(ノ)≦ ムノ,X一 △1≦X-f(の

が ある。 これ らの利 得 を利用 して純粋 戦 略 にナ ッシ ュ均衡 を持 た ない双行列 を

作 りたい。双行列 のプ レイヤ`一Zの部分 が表6-4の よ うに与え られ てい る と仮 定す

表6-4.基 礎 とな る双 行 列

プ レイ ヤ ープ

プ レイ ヤ ー ～

戦略1 戦略2

戦略1 !(り,ら1 X-f(ノ),t12

戦略2 △,,ち1 X-d1,t22

∫(り+プ(ノ)≦X≦ △,+ム ノ

る。 この双 行 列 に は純 粋 戦 略 の ナ ッシ ュ均 衡 が存 在 しな い の で 、t12とt21は 乃 う

かX一一△1でな けれ ば な らな い。t12:fCi)、t21=X一 △7な らば 、ゲ ー ム は定 和 に な り、表

6-1を 得 る。t12=X一 △i、'21=.肋 な らば 、4点 は図6-1の 直 線AB上 に な く、 表6-3の

双 行 列 と な る。 表6-1、6-2、6-3で 与 え られ た 双 行 列 は人 為 的 で は あ る が 、 基 準

点 を決 定 す る 時 の プ レイ ヤ ー 間 の葛 藤 の 一 側 面 を表 して い る。

表6-1と6-2で 与 え られ た 双 行 列 ゲ ー ム をナ ソ シ ュ 交 渉 問 題 と して 捉 えて み る
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(例 えば、[13]の 第8章 を参照)。 変動脅 しナ ッシ ュ交渉解 は一対 一中問一交渉

一 貫性 を満 たす 配分 である
。 不一致点 がマ ックス ミニ値 または ミニマ ックス値

な らば、ナ ッシ ュ交渉解 は一対 一穏健(ま た は、食欲)一 交 渉一貫性 を満 たす

配分で あ る。ナ ッシュ交渉 問題 の場合で は、 ミニマ ックス値 が不一致 点 とな る

のは不 自然 で あ る。 とい うのは、不一致点 がナ ッシ ュ交渉解 よ りも両方 のプ レ

イヤー に とって よ り望 ま しい か らで ある。 しか し、一対 交渉一 貫性 とナ ッシ ュ

交渉 問題 との この対応 関係 は表6-3で 与 え られ た双行列 では成 立 しない。 なぜ な

ら、われ われはXの 合理的 な再配分 を探 してい るので あ り、双行列 で与 え られ

た問題 のナ ッシ ュ交渉解 を求 めてい るのではないか らで ある。
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6-3譲 渡可能効 用ゲーム にお けるk人 平均寄与 の残余 均等

配分値

6-3-1k人 平 均 寄 与 の残 余 均等 配 分 値(ENkAC一 値)

この項では協力 ゲー ムの特別 なタイプの1点 解 を統一的に扱い、予備 的な定

義 と ともに、譲 渡可能効用 ゲー ムの新 しい解 を定義す る。6-3-2項 では新 しい解

の性 質 を調べ る。6-3-3項 で は新 しい解 と準仁 の一致 を考察す る。

譲渡 可能効用 ゲーム は次 の よ うな順序対(N,v)で あ る。Nは プ レイヤー の有 限

集合 で、v:2N→ 飛は待 盤鱗 で あって 、Nの 部分集合(鷲 と呼ばれ る)す

べ てか らな る幕集 合2N上 で定義 され る。 ゲーム(N,v)で は各提s(s∈2Nま た

はS⊂N)にSの 鵜 値 と呼ばれ る実数 値v(5)が 関係付 け られ てい る。 これ は

Sの メンバー が協力 して得 られ る利益 を表 してい る。空集合 では何 の価値 も生ま

ない 、す なわ ち、v(○)=oで あ る。集合Sの 要素 の個数 をisi(あ いまいでな けれ

ばS)で 表す。 特に、n:=國 とし、ゲーム は少 な くとも3人 のプ レイヤー を含む

と仮 定す る(n≧3)。 すべ てのゲーム(N,v)の 集合 をGで 示 す。

ゲーム(N,v)の(1点 、多価)解 はゲー ムに参加 してい る各 プ レイヤー に全 体提

携 ノ〉の提携値v(酌 をいかに分 けるか とい う本質 的な問題 に関係 している。 一般

的 に、Gの 覆(1点 解)は 各 ゲー ム(N,v)に利 得ベ ク トル

Φ(N,v)=(Φ 、(N,v))
r。Nを 割 り 当 て る 関 数 Φ で あ る 。 利 得 ベ ク トル Φ(1V,v)は 、 効 率

解 …傑 Σ 副 Φ,(N,v)一 ・(N)翻 茜たす な らば 、配 分(all・ ・ati・n)と 呼 ばれ る.ゲ

一 ム(N
,v)に お け る プ レ イ ヤ`"Zの 値 Φゴ(N,v)は こ の ゲ ー ム に 参 加 す る こ と に よ る1

の 分 け 前 の 評 価 値 を 表 す 。

こ の よ うな 配 分 方 法 の 例 と し て 、 い わ ゆ るCIS一 値(CenterofImputationSet)、

ENPAC一 値(EgalitarianNon-Pairwise-AveragedContributionvalue)、ENSC一 値

(EgalitarianNon一 一SeparableContributionvalue)な どが あ る 。 こ れ ら は 次 の よ う に

定 義 され る:

Z∈!>に 対 して

c凋 嗣 綱+吉 卜(N)一
jeN・({ノ})]
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蹴 醗 蜘N,v)+1
n卜(N)一PACjjeN(州

ENSC;(N,v)=SC;(N,v)+1-v
n(N)一 黒39(N,v)

こ

n-1BEN 一{r}一v(N一{i,j}))v(N一 一{i,jn-2})1・

sc;(N,v):=v(N)一v(1>一{1})で あ る 。

ENSCイ 直は 水 資 源 の 多 目 的 利 用 プ ロ ジ ェ ク トの 分 野 で 広 く 論 じ られ て い る

(StraffinandHeaney[27]参 照)。ENPAC一 値 はDriessenandFunaki[8]で 考 察 され て

い る 。 こ れ らの 解 は 次 の よ うに 解 釈 で き る:

各 プ レイ ヤ ー は あ ら か じ め 決 あ られ た 画 ン(寄 与 、 す な わ ち 、v({i})、PAC;(N,v)、

SCj(N,v)、 を 得 た 後 、 残 り を 均 等 に 分 け る 。 同 様 に 任 意 のi整 数 ん∈{1,2,_,n-1}に

対 して 、 んス 平 均 寄 享 の残 絵 均 「籍 夏分 値(ENkAC一 値 、Egalitarian:lkon-k-Averaged

Contributionvalue)

ENkAC(N,v)一(ENkAC,(N,v))
ieNを 次 の よ うに 定 義 す る ・

iENに 対して

蹴(蝋 働+1-v
n(N)一 黒 イ(N,v)(6-26)

あるいは同じ事であるが

舳q齢 禦 焦r働 一姻 司(6-27)

と定義 す る。

定 義(昏27)よ り・ENkAC一 値 は(・1(N,v))
jeN体 に は 依 存 せ ず ・

差(ck(N,v)一 卵 ・))
、評 こ儲 す るので・ENkAC一値 を 意 に議 す るためには・

ck(N,v:)の 選 び 方 が 多 数 あ る 。ck(N,v;)の2つ の 特 別 な 選 び 方kC(N,v)と 一kC(N,v)が 興
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味深 い:

1

sErA(S)一(k-1)←(N)一vn-lz(s))1
(6-28)

繭 判rげ 黒[(v(N)一v(S))一(n-k-1)vk)](6-29)

こ こで、瑞:={s⊂NHIS=k,i∈s}は プ レイ ヤー1を 含 むk人 提 携 す べ て の集 合 で 、

片:={S⊂1>1同=尾 雄3}は プ レイ ヤ`一Zを 含 ま な いk人 提 携 す べ て の集 合 で あ る。
k

Ci(N,v)を プ レイ ヤー ∫の7董 ノC平均 寄4、 蔦々 (N,v)を プ レイ ヤ"1の 士読 ノU殉

寄与 と呼 ぶ 。
k

C1(N,v)とkC4(N,v)の1つ の解 釈 は 以 下 の 通 りで あ る:

k人 提 携 とそ の提 携 値 が プ レイ ヤ ー の 寄 与 を決 定 す る時 に重 要 な役 割 を果 たす

と仮 定 しよ う。 プ レイ ヤ`一Zの 個 人 寄 与 は次 の よ うに評 価 され る:

S∈r'kと す る(図6-2の 左 側 を参 照)。 全 利 益v(初 はv⑤ とv(恥 一v(S')の2つ に分

け られ る。v(の は 提携sの メ ンバ ー に利 用 可能 な総 量 で あ る。 プ レイ ヤ'一1はd

以外 のSの メ ンバ ー とN-Sの メ ンバ ー を 区別 しない 。 そ こでSの1以 外 の 各 メ

ンバ ー はv(N)一v
n-k(S)を 得 る と仮 定 され る・ この値 は ・・㈹ 一・⑤ カWsの プ レイ

ヤー に利 用 可 能 な総 量 な の で 、N-Sの 各 プ レイ ヤ ー が得 る平 均 量 とみ な され る。

T:総 量A:平 均 量

図6-2.k人 提 携8と プ レイ ヤ ーZ
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従 っ て 、。⑤ の 中の プ レイ ヤ ¶ 。残 る音B分 は 。(S)一(k-1)1〔・⑳ 一・(S))と 鵜 さ
n-k

れ る。rkの す べ て の提 携 につ い て 平 均 を求 め る とkCA(N,v)を 得 る。

他 方 、s∈ 珠 とす る(図6-2の 右 側 を参 照)。 全 体 提 携 値v(バ リはv(の とv(IV)一v(S)

の2つ に分 け られ る。v(N)一v(のは提 携 ハLSの メ ンバ ー に利 用 可能 な総 量 で あ る。

上 記 と同 じ論 法 で 、1以 外 のN-Sの 各 メ ンバ ー はv(S)を 得 る と仮 定 され る。 こ
k

の値 は 、v⑤ がS内 の プ レイ ヤ ー に利 用 可 能 な 総 量 で あ る ので 、S内 の各 プ レイ

ヤ ー が得 る平 均 量 とみ な され る。 従 っ て 、v(劫 一v(のの 中の プ レイ ヤ"1に 残 る部

分 は(v(N)一v(S))一(n-k-1)v(Sk)と 輔 され る ・勲 す べ て の 提 携 に つ い て 平 均

を 求 め る と ず(N,v)を 得 る 。

各hE{1,2,_,n-1}に 対 して 、r,,:={S⊂ ノ>iISI=h}をh人 提 携 す べ て の 集 合 と

し、h人 提 携 の平 均 提 携 値Vh、 プ レイ ヤ"Zを 含 むh人 提 携 の 平 均 提 携 値rVh+、 プ

レイ ヤー ∫を含 ま な いh人 提 携 の 平均 提 携 値 重 を各 々 次 の よ うに定 義 す る:

Vh・一lr、「'Σ ・(s)
sEr,,

hh

S∈rガ

・炉 ・=}r㌻「1Σ ・(S)

sErh

簡 単 な計 算 に よ り次 の 基 本 的 な 関係 が得 られ る:

各hE{1,2,_,n-1}に 対 して 、

Σ ・ぢ+=J'Vh-nv乃

ノ∈Nノ ∈N

(6-30)

㌦ 一hi+一VJI+
n〔1一 身〕重

式(6-28)と(6-29)よ り次 の 等 式 を 得 る。

(6-31)
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£1㈲ ÷1・ 卜 斜 ・(N),c,k(N,v)=・(N)n-1;_一Vkk(6-32)

従って、

k
C1(N,・)一 ⊆1(N,v;)n-1

n-k(i+j+Vk-Vk)'(6-33)

cak(N,v)一 鞭)一n-1

k(j-i-Vk-Vk)'(6-34')

と な る 。こ こ で 、(6-31)に よ り(6-33)は(6-34)と 等 しい 。実 際 、定 義 式(6-26)と(6-27)

に お け るCk(N,v)∈1副 はi,j∈Nに 対 し て 次 の よ うに 定 義 さ れ る。

糊 一梱 一〔1ゴア[蓋綱 混 司(6-35)

CA(N,v)=V({Z})、Cn『2(!>,v)=・PAC(1>,v)、Cn-1(1>,v)=SC(1>・v)}こ よ り 、CIS一 、

E:NPAC一 、ENSC一 値 は各 々ENIAC二 、EN"一2AC一 、ENn-IAC一 値 に一 致 す る。

2つ の 有 用 な補 題 と1っ の 系 を述 べ る こ とに よっ て この項 を終 え る。最 初 の補

題6-8と 系6-3は コ ア の 下 界 と上 界 に 関係 して い る。2っ 目の補 題6-9はE:N伝C一 値

を連 立1次 方 程 式 の解 と して 特 徴 づ け て い る。 表 記 上 ρ便 宜 の た め 、y∈Rκ に

対 してy(S)・ 一Σ 、。Sy,(S⊂N,S≠ ○)・ア(の)・=oと す る・

補 題6-8.

(1V,v)をゲ ー ム と し、x∈RNは 次 式 を満 た す もの とす る。

Σx、 一・(N),・(S)≦ Σ 鑑、(S∈rk)(6-36)
1∈Nノ ∈S

このとき

k
Ci(1>,v)≦x;≦ ～≠(1>,v)(i∈N)(6-37)

が 成 り立 っ 。さ らに 、・(s)=Σ 頬 α、(s∈rk)・v(N)一 Σ 矧 α、と な る(α 、)JEN∈R〃 が

存 在 す れ ば 、 κノ=αノ(ノ∈め で あ る。
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証 明1最 初 に次の こ とに注意す る。Y∈RNに 対 して

剛 羅 ÷kly'+1三11y(N)(1・N)

lrセド羅 一kn-1[y(N)一y;](Z・N)

で あ る・ 式(6-36)に お い てS・r'kの 範 囲 で 和 を 求 め ・lrkで 割 り ・x;に つ い て 解

く と、x(!>)=v(1>)よ り、

;+n-kkv
k<_xi+一

n-1n≡{x(N)(iEN)

n-1
vk+一k-1v(N)<x,(iEN)

n-kn-k

が 得 られ る 。(6-32)よ り、 こ れ は(6-37)の 最 初 の 不 等 式 を 意 味 して い る 。 次 に 、

S∈rkの 時 ・ ・(S)一 Σ
、.∫α、で あ れ ば ・

Σ 酵1≦ Σx、(S∈rkl
ノ∈Sノ ∈S

が成 り立つ 。こ の式 に お い て 、s∈ 瑞 の範 囲 で 和 を求 め、Irkで 割 る と、α(バリ=v(〈り

に よ り、

n-kk-1n-kk-1
al

n-1+n-1α(N)≦'x;n-1+xn-1(N)(i∈N)

と な る。 こ れ はa;≦x;(i∈N)を 意 味 して い る 。

他 方 、 式(6-36)に お い てs・rrの 範 囲 で 和 を 求 め ・rkで 割 る と・ 同 じ手 縫

に よ り(6-37)の2つ 目 の 不 等 式 とx、 ≦a;(i∈1>)を 得 る 。 故 に 、x,、=α,(d∈1>)と な

る。 』(証 明 終 わ り)

定 義 に よ り、 コ アCore(N,v)の 要 素xは 条 件(6-36)を 満 た す の で 、(6-37)は コ ア

の 下 界 と上 界 を 与 え る 。 これ を 系 と して 述 べ る 。
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系6-3.

x∈Cope(N,v)な ら ばkCl(N,v)≦x;≦ ず(N,v)(1∈ バリ で あ る 。

補 題6-9.

ENkAC(N,v)は 未 知 数 κ=(x、),
。Nを 持 っ 次 の連 立1次 方 程 式 の 一 意 の解 で あ る。

{～1::1轡)　
こ こ で 、ck(N,v)は(6-35)を 満 た す 。

証 明:E1>kAC(!>,v)は こ の 連 立1次 方 程 式 を満 足 す る 。 一 意 性 を 示 す た め に 、

xと ア が こ の 方 程 式 の 解 と仮 定 す る 。x.、一xノ=yr-Y;(Z,ノ ∈N)よ り、

'xJyJ-a(・ ・n・tant)(ノ∈N)で 、1a=一
n(Σ 矧 κ戸 Σ 矧 ア、)一〇と な る 。 従 っ て こ の

方程 式は一意 の解 を持 っ。(証 明終 わ り)

6-3-2ENkAC一 値 の 性 質

この 項 で はE:NkAC一 値 の性 質 を調 べ る。ま ず 、E:NkAG値 はk人 提 携 値 の2種 類

の 平 均 の差 の あ る割 合 と全 体 提 携 値 の 均 等 配 分 の 和 と解 釈 で き る。 こ の結 果 に

よ り、ENhC(N,v),_,Ei>"一iAC(N,v)の 重 心 が シ ャー プ レイ 値 と一 致 す る こ とが分

か る。3つ 目の性 質 はENkAC一 値 がDriessenetal.[10]で 研 究 され て い る値 の ク ラ

スの 特 別 な場 合 とみ な され る こ とで あ る。 次 に、双 対 ゲ ー ム のENkAC一 値 は元 の

ゲー ム のE:N"一kAC一 値 で あ る こ とを示 し、最 後 に簡 単 な数 値 例 を与 え る。

次 の命題 でENkAC一 値 の3つ の有 用 な表 現 を与 え る。 これ らの表 現 はENkAC一

値 を計 算 す る際 に助 け とな る。

命 題6-5.

次 の式 が成 り立 つ:
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v(N)

n+n-1(v,+lkn-k-Vk)(・)

ENkAC;(N,v)一v(穿)+n-1

k(Vk-Vk(b)(i・N)(6-38)

v(N

n)+n-1n(;+Vk一 ・の(・)

証 明=(6-30)、(6-35)とVkか ら

_nl

jeNjeNn-k

n(n-1

n-k)vk+一Vk)(i・N)

上 式 と(6-27)か ら(6-38)一(α)が 得 られ る。 他 方 、(6-31)に よ り(6-38)一(b),一(c)が 得 ら

れ る。(証 明 終 わ り)

Draganetal,.[2]は シ ャ ー プ レイ 値 が 次 の よ うな 重 み 付 き 和 で あ る こ と を示 し

て い る 。

Sh1(N,v)一v(N)
n+繊 い の σ・N)

(6-38)一(b)を参 考 にす る と

Σ1:1矧v勉q(N,v)
Sh;(N,v)=

n-1

す な わ ち ・ シ ャー プ レイ 値 は(ENkAC(N・ ・))k。{1一 、の 重 心 で あ る・ 儲 亀 の時 ・

シ ャー プ レイ 値 とE:Nた・AC一値 とENk・AC一 値 が 同一 直 線 上 に並 ぶ の は 、ENk'AC一

値 とENた ・AC.値 と次 の よ うに 定 義 され たn-3個 の 点 の重 心CGが 同一 直 線 上 に

並 ぶ 時 で あ る(図6-2参 照)。

CG、_{El>`'AC(N,v)険{1・ …,n-1}・h≠k,・k2}
n-3
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こ の 共 線 関係 の 十 分 条 件 の1つ はE!>糎C(!V,v),...,E!>,z-iAC(N,v)に よ っ て 作 られ る

多 面 体 が 線 分 に な る こ と で あ る(Draganetal.[2]のPAW一 ゲ ー ム)。 す な わ ち 、

%一V

h-V17=Ch(vドv⇔@∈{1,...,n-1})と な るk∈{2,_,n-1}と{c,,}ゐ 。lii-1が 存 在 す る

こ とで あ る。 た だ し、(N,v)は ゼ ロ正 規 化 され て い て

(EN'AC,(N,v)v(N)(Z。N))、C1=・ 、cjt1と 仮 定 す る.

N={1,2,3,_}を 自然 数 の 集 合 と し、次 の よ うに 定 義 され るG上 の値 Φを考 察 す

る:

Φ,(N,v)=Σ ρ1§1[自§i.iv(3∪{Z})酒 息1・(S)](d∈ 〈り(6-39)

ScN一{i)

こ こ で 、{b"s:h∈N一{1},S=1,2,_,喝 はb,,:=1(h∈N一{1})以 外 は 任 意 の 定 数 で あ り 、

{ρζ ・h・N一{1},s-0,1,…,h-1}は

ρ矧 〔∵ ア(・≦s__<h-1)

で あ る。Roth[21]、Shapley[24]、Weber[29]を 参 照 す れ ば 、b"=1(1≦S≦h)な ら

ば(6-39)は シ ャ ー プ レ イ 値 に 一 致 す る こ とが わ か る 。そ して 、b"s=0(1≦s≦h-1)な

らば(6-39)は 最 も騨 な 均 等 解 Φ,(嗣 一v⑳(1。N)に 一 致 す る.

ま た 、(6-39)は 次 の よ うに 書 き 換 え られ る:

一一
E1>k'ACCGENk2AC

図6-2.シ ャ ー プ レイ 値 とENkAC一 値 と の 共 線 関 係
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ノト　

Φ,(N,・)=Σ ΣP:[わ 隣1・(εv{i})一bL'・(s)]

h=OS・Fir

　ぞ　ま り　　

ニΣ ,P:b:.,Σ ・(su{i})一]E]pl;b〃 Σv(s)
h=Os∈rlrh=os∈r㌃

=v(N)+量 端 陽 Σ ・(s)一£ ρぢκ Σ 。(s)
nh・1s。rlh-ls・rL一

一vl穿)+量 勢(/fA-vん一vJ
,)

ゐ=董

従 っ て 、(6-38)一(c)よ りE:NkAC一 値 は(6-39)で 可=η 一1,∂f=0(1≦s≦n-1,s≠k)の

時 で あ る こ と が わ か る。 次 に(6-39)の 形 式 の 他 の2つ の 値 に っ い て も述 べ る。

b.C'…(s+1)一1(1≦s≦n-1)な ら ば 、 い わ ゆ る 団 結 値 と な る(NowakandRadzik

[15]い ぐ÷ 〔∵ 〕(1≦・≦n-1)な らば い わ@6R・ 」・29k2E仁 とな る(R・i・ ・t

a1.[22])。(6-39)形 式 の 値 の 公 理 的 特 徴 付 け に 関 して はDriessenetal.[10]が 考 察

して い る 。

例6-1.次 の4人 ゲ ー ム を 考 察 す る:

⑱標 二猫

こ こ で 、m={{1,2,3,4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}}で あ る 。 命 題6・ 一5な ど を 用 い る

と、

EllViAC(N,・)一E17V3AC(N,v)一(1/4,1/4,1/4,1/4)

E」>2AC(N,v)一(1/2,1/2,0,0)

と な る 。 シ ャ ー プ レイ 値 は(1/3,1/3,1/6,1/6)で あ り、 上 記 の3つ の ベ ク トル の 平 均

で あ る 。従 っ て 、ENIAC一 、EN2AC一 値 と シ ャ ー プ レイ 値 は1直 線 上 に あ る こ とが

分 か る。(例 終 わ り)

(N,v')を(N,v)の.耐 グ ー ム とす る 。 す な わ ち 、
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ホ
v(S):=v(1>)一v(ノ 〉 『3)(S⊂7>)(6-40)

と す る 。 次 の 命 題 は 双 対 ゲ ー ム のEN(●)AC一 値 の 間 の 有 用 な 関 係 を 示 し て い る 。

命 題6-6.

次 の 関 係 が 成 り 立 っ:

(i)≦ 三k(2>,v*)==:in-k(1>',v)

(ii)Ei>kAC(・1>『,v*)=・El>n-kAC(!>,v)

証 明=(i):「s∈rl'⇔N-s∈1「 篇 」とlrl'1・lriJ-klに 注 意 す る と 、(6-40)、(6-28)、

(6-29)よ り、次 の 関係 が成 り立 っ:

gi(N・・')一lr惣[(・(N)一 ・(A・一s))+1)瑛 響)1

-lr副 混[(・(N)一 ・(T))一(n一(・一k)一1)薯]

=司 屈(N
,・)(i∈N)

(ii):(i)と(6-26)よ り 、

EAI'・AC,(N・・')一鋼)+{v"(N)一 暑 姻)]

・・q.n-k(N,v)+{v(N)漏 硝(呵

=五w'7一惣q(N ,v)(iGAi)

とな る。(証 明 終 わ り)

6-3-3ENkAC一 値 と 準 仁 の 一 致

こ の項 で は 、ENkAC一 値 が 、 ゲー ム の あ る ク ラ ス にお い てk人 提 携 の不 満 が一

定 で あ る こ とを要 求 す る 、連 立1次 方 程 式 の 一意 の 解 で あ る こ とを示 す。ま た 、

ENkAC一 値 が 準 仁 η*(N,v)と 一 致 す るた め の十 分 条 件 を与 え る。 準 仁 は 、E:NkAC一

値 と対 照 的 に 、不 満 とい う概 念 に依 存 して い る こ とに 注 意 す る。それ で もな お こ

の2つ の概 念 は 適 切 に定 義 され た ゲ ー ム の ク ラ ス に お い て 一 致 す る。
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命 題6-7.

下記 の(i)と(11)は 同値 で あ る。

(i)次 の連 立1次 方 程 式 を満 足 す る一 意 なx∈]虻 と一 意 なa∈Il8が 存在 す る:

{
Ve(S

,x)一a(S・rk)

(6-41)

Σ κ、一・(N)
ノeN

(ii)次 の 等 式 を満 た す α=(a;),。N∈RNと β ∈Rが 存 在 す る:

・(S)=Σ α、+β(S∈rk/(6-42)

ノ∈S

さ らに 、(6-41)の 解 κはENkAC一 値 と一 致 し、xと αはα、βに よっ て 次 の よ う

に表 現 され る

x;=a;+1-v
n(N)一 剤(1・N)(6-43)

n;EN

証 明:(i)⇒(ii):(i)に お け るxとaに よ り、 α:=x,β:=α と お け ば(i)よ り(II)が 得

られ る。

(ii)⇒(i):(存 在 ⇒(ii)が 成 立 し て い る と 仮 定 す る 。x(1V)=v(N)で あ る の で

const・ 一v(N)一a
n(N)と お い て 糊+const(jEN)と す る ・ こ のxは(6-41)と

(6-43)を 齪 す る ・(6-44)はa=v(S)一x(S)=a(s)+β 一〔α(s)+kw
n(N)一 α(N))〕 に

注 意 す れ ば 得 られ る 。

(一 意 性:)連 立1次 方 程 式(6-41)の 次 の 一 部 分 を 考 慮 す る:

ve(Sv{i}
,x)=・ リ(Su{ノ},x)(ち ノd,131=ん 一1,雄 ε,ノ¢8)

こ の 時 、 次 の 連 立1次 方 程 式 を 得 る。
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a
x,一xノ=α,一 αノ(i・ ノ ∈N)

x/=v(N)

ノ∈N

(6-45)

(6-42)を(6-35)に 代 入 す る とkCr(N,v)一cl(N,v)=α 、一αノと な る の で 、(6-45)は 補 題

6-9の 方 程 式 と同 じで あ る。 す な わ ち 、xは 一意 で 、Ei>kAC(N,v)で な け れ ばな

らな い。(証 明終 わ り)

一 般 性 を失 うこ とな く
、(6-42)の αとβを Σ 、。Nay=v(N)と な る よ うに選 ぶ こ と

が で き る 。 こ の 時 、a=E1>kAC(N,v)、 β=ve(S,a)(SErk)と な る 。

例6-2.[地 主 ゲ ー ム]プ レイ ヤ ー1を 地 主 、プ レイ ヤ ー2,3,_,nを 土 地 を農 耕 す

る以 外 に貢 献 で き な い農 夫 とす る。f:{0,1,_,n-1}→1[8を 、魚)が 地 主 に雇 われ

たt人(0≦t≦n-1)の 農 夫 の 労働 に よ る土 地 の収 穫 高 を表 す 、生 産 関数 とす る。

地 主 は何 も生 産 しな い 、す な わ ち、天0)=0で あ る。 ま た 、fは 非減 少 関数 、

f(り ≦プ(t+1)(0≦t≦n-2)、 と仮 定 す る。 この 経 済 状 況 はN:={1,2,_,n}で 特 性 関

数v:2N→Rが 次 式 で与 え られ る ゲー ム と してモ デル 化 す る こ とが で き る。

殊 臼)
(1¢3)

(1・S)

こ の よ うに 、 地 主 を含 む 提 携 の 提 携 値 は そ の提 携 に い る農 夫 に よ っ て 生 産 され

る収 穫 高 に等 しい 。 農 夫 は 土 地 を持 っ て い な い の で 、農 夫 だ け か らな る提 携 の

提 携 値 は0で あ る。 した が っ て 、 この 地 主 ゲ ー ム は ゼ ロー正 規 化 され て い て;

v({i})=0(i∈N)で あ る。

μ=0、 任 意 のkE{1,...,n-1}に 対 して

隣≒{1個)
(ノ=1)

(ノ≠1)

と お け ば ・ ・(8)a
JE3ノ+β(S∈rk)と な る の で ・ENkA(,_J値 は(6-41)の 一 意 な 解

であ り
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1:一f(k-1)】1::ll

とな る。(例 終 わ り)

・(S)一 Σ
芦sa、+β(S∈rk)・ α㈹ 一・(⑭ な ら ば … 一EN"AC(N・ ・)一(α、)fENで

eｰ(S・・)一β(s∈rk)で あ っ た ・Ve(s・Z)≦ β は ・(s)≦ Σ
、。,α、+β と同 値 で あ る の で ・

次 の 系 が 導 か れ る 。

系6-4.

Z:=E1>kAC(N,v)と す る 。 そ の 時 、 次 の(i)と(ii)は 同 値 で あ る 。

(i)ENkAG値 に お け る 最 大 不 満 はk人 提 携 で 達 成 さ れ る。 す な わ ち 、

Ve(S
,Z)≦Ve(T,Z)(T∈rk,の ≠S⊂Tま た はT⊂S⊂N,S≠!>)(6-46)

で 、ENkAC一 値 に お け るk人 提 携 の 不 満 が 一 致 す る 。 す な わ ち 、 あ る 定 数

a∈ 飛 に 対 して

ve(S
,z)ニ α(S∈rk)

と な る。

(ii)Σ 喪。α、一・(N)で 次 式 を 満 た す α一@)、.N∈R〃 とE.・Rが 存 在 す る ・

・(S)≦ Σ α、+β(S⊂N,s≠QS,N)(6-47)

ノ∈S

た だ し、S∈rkの 時 は 等 号 が 成 立 し、 α=E1>kAC(N,v)で あ る。

次 の定 理 は 、あ るゲ ー ム の ク ラス で はE:N伝C一 値 と準仁 が 一 致 す る こ と を述べ

て い る。
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定 理6-3.

ゲ ー ム(N,v)に お い て(6-47)が 成 立 す れ ば η*(N,v)=E1>kAC(N,v)で あ る。

証 明:x:=η*(N,v)、Z:=ENkAC(N,v)と お く。(6-47)が 成 立 す る と仮 定 し、x=z

で あ る こ と を 証 明 す る 。S=NとS=QSの 時 に はve(s,x)V=e(s,Z)=0で あ る の で 、

2つ の 不 満 ベ ク トル θ(x)と θ(Z)の 辞 書 的 順 序 で の 比 較 に 関 し て 、NとOの(ゼ ロ)

不 満 は 無 視 で き る 。x:=η*(N,v)は θ(x)SLB(Z)を 意 味 す る の で 、e,(x)≦B,(Z)で あ

る。 α=E!>kAC(N.,v)で あ る の で 、(6-47)に よ り、e,(Z)=、 β(Zに お け る 最 大 不 満

はβで あ る)と な る 。e,(x)≦e,(Z)=、 β か ら、

Σ α、+β 一x(S)v=e(S,x)≦e,(x)≦8,(z)=,Q(S∈rk)
ノ∈S

Σ α、≦Σ κ、(s∈rk)
ノ∈Sノ ∈S

これ と補 題6-8よ りxノ=α ノ=盈>kACJ(N,V)(ノE1>)を 得 る 。(証 明 終 わ り)

(6-47)が 成 立 す る と き 、 η*(N,v)=E1>kAC(N,v)∈Core(1>,v)で あ る の は β ≦0の

時 で あ り、 か っ そ の 時 に 限 る 。

v穿 警 と仮定す る
・そ の時 ・躯 ・)≠4嗣(jEN)で あ り・(6-35)よ り・』

ある 一Rを 利肌 て ・(N,v)一 艶(N,v)+竿1伽)(ノ ・N)と 表 現で きる・lz

人平均寄与Ck(N,v)に 関す るギ セソフ欝 を

mg
k(S)・ 一Σ 圃 ・夕(N,v)一 ・(S)(S⊂N)と 定 義 す る.m≠kな ら ば 、条 イ牛(6-47)は 次 式

と同値で ある

9ノ(s)≧[嵩 誰 ん)+舅]!77gk(N)(S⊂N,S≠QS,N)

こ こ で 、S∈rkの 時 、等 号 が 成 立 す る。k=n-2か つYI2=nの 場 合 はDriessenandFunaki

[8]で 扱 わ れ て い る 。 こ の 不 等 式 を 以 下 で 証 明 す る 。

証 明=ck(N,v)の 代 わ り にkCと 書 く。 次 の こ とが 成 り立 つ こ と に 注 意 す る:
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v(S)一Ck(S)S
n[v(N)一Ck(N)]≦ ・(S⊂N,S≠ α 亙)

こ こで 、S。rkの 時 、 鵯 が成 立 す る.等 式 の部分 よ りa=vk-kv(N)と な る.

kC(N)謬 プ⑳+学 ～⑳ 一駕〃一震 闇7・ ⑳ 巡 認 鴇一1)Vk

で あ る の で 、 不 等 式 の 部 分 か ら、Vkを 消 去 す る こ とに よ り

k(n-k)

gk,,.,mgk(N)
n""n(k-m)(n-1)

とな る。(証 明 終 わ り)

m=kな ら ば 、 Σ ・夕(N,v)一 ・(N)と な る の で(6-26)よ り

ノ∈N

・夕(N,v)一 αノー研 た煎 η(N,v)(ノ ∈N)か つ Σ 、
。N・駐 ・(w)と な る ・ ゆ え に ・ 条 件

(6-47)は 次 の よ うに な る:

kg
k(S)≧ β(S⊂N,S≠ の,2V)

た だ し、S∈rkの 時 、 等 号 が 成 立 す る 。

例6-3.再 び 例6-1を 考 え る 。こ の ゲ ー ム の 準 仁 ガ(N,v)(仁 η(N,v))はENzACi(!V,v)

と等 い ・こ とが チ ェ ッ ク で き る.eｰ({1,2},ENZAC(N,v))≠ ・リ({1,3}・ENZAC(N・ ・))

で あ るの で 、 条件(6-47)は 成 立 して い な い。(例 終 わ り)

例6-4.[地 主 ゲー ム(続 き)]再 び例6-2の 地 主 ゲ ー ム を考 え る。

a,・=プ(k-1)+1

n(プ(n-1)_f(k-1))・ α、・1n(f(n-1)一.f(k-1))(ノ ・N,j≠1)・

β ・一k
n(f(n-1)イ(k-1))≦0と お け ば ・v(S)一Liesai+β(S∈rk)か つ

L.1;ENaノ ー・(N)と な る.条 件(6-47)が 成 立 す る 必 要 か つi分 条 件 はk=1か つ
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f(n-1)!(S-1)
≧max1<

,r<n
n

f(n-1)

s-1

(i∈1>)と な る。

で あ る 。 こ の 時 、 η,(N,v)=EN'AG(N,v)=CIS;(ノ 〉,v)

(例終 わ り)

ゲ ー ム(N,v)と 提 携M⊂Nが 与 え られ た 時 、Mの 部 分 集 合(す な わ ち 、2M)の

み に特性 関数vを 制 限 す る こ とに よ っ て得 られ る 謝 グ ー ム を(M,v:)と 書 く。ま

た 、 △s(M,v):=v(M)一v(M-S)(S⊂M)と 定 義 す る。 △S(M,v)はSの メ ンバ ー の

((M,v)の 全 体 提 携 に対 す る)協 力 に よ る増加 利 益 と解 釈 され る。 この 項 の残 り

の部 分 に お い て われ われ はk人 提 携 で最 大 の不 満 を与 え る 配 分 の 集 合 を考 察 す

る。 次 の予 備 的 な補 題 に よ りこ の集 合 が 与 え られ る。

補 題6-10..

κ=個)
,。Nと す る と、 次 の(i)と(ii)は 同 値 で あ る 。

(i)ve(S,x)≦e"(T,x)(T∈rρ ○ ≠s⊂Tま た はT⊂S⊂N,S≠1>) (6-48)

(ii)

x(R)≦min[△R(T,・)17・rk,R⊂7](.R⊂N,IR・k) (6-49)

x(R)≧max[△1μuR,・)17・r、,TcN-Rl(RcN,IRI<・ 一k) (6-50)

補 題6-10の 証 明 は 容 易 な の で 省 略 す る 。 各 ゲ ー ム(N,v)に 対 し 、

ぴ(N,v):={xEA(N.,v)(xは(6-49)と(6-50)を 満 た す}を 定 義 す る。 言 葉 で 言 え ば 、

ぴ(1V,v)の 要 素 で あ る配 分 にお い て 、k人 未 満 の提 携 へ の利 得 は そ の 提携 の メ ンバ

ー の(適 切 なk人 部 分 ゲー ム の全 体 提 携 に対 す る)協 力 に よ る増 加 利 益 の最 小

値 よ り大 き くな く、 そ して 、r人(r<n-k)を 含 む 提 携 へ の利 得 は そ の提 携 の メ

ンバ ー の(適 切 なr+k人 部 分 ゲ ー ム の 全 体 提 携 に対 す る)協 力 に よ る増 加 利 益 の

最 大 値 以 上 で あ る。 ま た 、 び(!V,v)は 空 集 合 か も しれ な い こ とに 注 意 す る。

条 件(6-48)が 成 立 す れ ば 、k人 提 携 が 配 分xに お い て効 率 酌 で あ る とい う。 補

題6-10は 配 分xが 効 率性 条 件(6-48)を 満 た す 必 要 かつ 十 分 条 件 がx∈ ぴ(N,v)で あ

る こ とを示 して い る。

Sciuneidler[23]を 参 照 す る と、一 般 的 に 、準 仁 η*(N,v)は 準 カ ー ネ ルK*(N,v)の

部 分 集 合 で あ る。 こ の 項 の 最 後 の 部 分 は ぴ(N,v)と 準 カ ー ネ ル の 共 通 部 分 と
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ENkAC一 値 との 関係 につ い て で あ る。 次 の 定理 は 、ENkAC一 値 にお け るす べ て のk

人 提 携 の不 満 が 同 じな ら び(N,v)と 準 カー ネ ル の 共 通 部 分 は空 集 合 かE:N伝C一 値1

点 か らな る 、 と述 べ て い る。 さ らに、非 空性 はENkAC一 値 と準仁 が 同一 で あ る こ

とを保 証 して い る。

定 理6-4.

(1>,v)を(6-41)ま た は(6-42)を 満 たす ゲー ム とす る。 こ の時 、・次 が成 立す る。

(i)Uk(N,v)nK*(N,`v)c{ENkAC(N,v)}

(ii)Uk(N,v)∩ κ*(N,v)一{ENkAC(N,v}}⇔ENkAC(N,v)・Uk(N,v)

(111)η*(N,v)∈Uk(N.,v)⇔ENkAC(N,v)∈Uk(N,v)

(iv)ENkAC(ノ 〉,v)∈Uk(N,v)⇒ η*(1>,v)=E1>kAC(ノ 〉,v)

証 明:(i)と(ii)の 「⇔ 」 の 部 分 は 次 の 補 題 で 証 明 す る。(ii)の 「→ 」 の 部 分 は 明

らか で あ る。補 題6-10よ り仮 定(6-41)とENkAC(N,v)∈Uk(1>,v)は(6-47)と 同 値 で

あ る の で 、 定 理6-3が(iii)の 「仁 」 の 部 分 と(iv)を 証 明 す る。(iii)の 「⇒ 」 の 部 分

を 証 明 す る た め に 、 ガ(N,v)∈ ぴ(N,v)と 仮 定 す る 。 何 時 も η*(N,v)∈K*(N,v)は

成 立 す る。従 っ て 、(i)と η*(N,v)∈ ぴ(N,v)∩K'(1>,v)よ り、E1>kAC(1>,v)=η*(1>,v)

∈Uk(N,v)と な る。(証 明 終 わ り)

ネ甫題6-11.

(N,v)を(6-41)ま た は(6-42)を 満 た す ゲ ー ム とす る。 こ の 時 、 次 が 成 立 す る 。

(i)x∈K'(N,v)か つx∈ ぴ(N,v)な らば 、x=E1`>kAC(!>,V)で あ る 。

(ii)ENkAC(N,v)∈ ぴ(1>,v)な らば 、E1>kAC(N,v)∈1(*(N,v)で あ る。

証 明; 仮 定(6-41)ま た は(&一42)よ り、S⊂N,'S'=k-1、Z,ノ ¢3,1≠ ノと な る 任 意

のS,i,ノ に 対 し て 、Ve(Su{ノ},x)一Ve(SV{'},x)=x、 一 κノ+α 戸 αノで あ る 。

x∈ ぴ(N,v)か つvS(x)=ve(s',x)(i∈3*,ノ 瑳3*,ド ト ん)と 仮 定 す る と 、

.1∈T,雄7,(TI=k,T⊂Nで あ る任 意 のTに 対 して 、

eV(T,x)一eV((T一{ノ})∪{i},・)+・,一 ・ノ+α ノー αi

ヰ

≦eV(s,x)+x、 一xゾ+α 」一 αi

=5歩(x)+x
、一 κノ+α バ α,
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が 成 り立 つ 。 これ は 、3}(x)=eリ((S一{1})∪{ノ},x)と

5yA(x)=嬉(x)+x、 一κノ+α ノーa,(1,J∈N.,d≠ ノ)(6-51)

を 意 味 す る 。

(i):x∈1(*(N,v)と 仮 牢 す る と 、(6-51)よ り補 題6-9の 連 立 方 程 式 が 得 ら れ 、

x=EIVkAC(N,v)と な る。

(ii):Z:=ENkAC(N,v)∈Uk(N,v)と 仮 定 す る。Z、一z声 α1一αノ(1,ノ∈N)で あ る の で ・

(6-S1)よ り、3y,(Z)=3碁z)(d,ノ ∈ノ〉,i≠ノ)と な る 。

これ はz=E1>kACi(N,V)∈K*(N,v)で あ る 事 を 意 味 して い る 。(証 明 終 わ り)
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6-4ENkAC一 値 と シ ャー プ レイ 値 の縮 小 ゲー ム に よ る一 貫 性

6-4-1k人 平 均 寄 与 の 残 余 均 等 配 分 値(ENkAC一 値)

譲 渡可能効用 を持っ提携 形 ゲー ムは順 序対(N,v)で あ る。ただ し、Nは プ レイ

ヤーの有限集合 で あ り、vは 提携 と呼ばれ るNの 部分集合 上で定義 され る券控

鱗v:2N→Rで あ る。v⑤(S⊂N)はsの 鵜 覆 と呼 ばれ 、Sの メンバーが'協

力 して得 られ る利 得 を表す 。v(○)=0と 仮 定す る。前節 の よ うに集 合Sに 含 まれ

る要素の個数 をisま た はSで 表す。 プ レイヤーの集 合がT,rに 固定 された ゲー ム

の クラスをGN、 プ レイ ヤー の集合 が可変 なゲー ムの クラス をGで 表す。

ゲーム(N,v)の解(1点 解 、集合解)は 全体提携 の提携値V(劫 をいか に分 けるか

に関わって い る.利 得 ベ ク トルx∈ 虻 はΣ 、.議 ⇒(N)を 満 たす時、効 率酌 と

い わ れ る。G上 の 値(1点 解)は ゲ ー ム(N,v)に 効 率 的 な利 得 ベ ク トル6(1>,v)

=(6
i(N,v)),。Nを 対 応 させ る 関数 σで あ る。61(N,v)は ゲー ム(1V,v)に 参加 す る こ とに

よ るプ レイ ヤ ー ∫の 利 得 の評 価値 を表 す 。k∈{1,_,n-1}に 対 して 、 んス 殉 寄 享

の膨 会均 誓 配 分 値(ENkAC一 値)E1>kAC(N,v)=(E1>kAC,(N,v))
i.。Nは次 の よ うに 定

義 され る(第6-3節 参 照):

鷹(N,v;)漁,)+去 卜(N)一黒弓(列(副

または、同値的に

蹴(N,v)・ 一v(N
n)+ln;EN[・ 汐(嗣(N,v)]圃

ENkAC値 は んス 駒 寄 与 ♂伽)・ 一(・k(N,vi))
jeNそ 縮 体 に は依 存 せ ず ・次 の よ

うに 議 され る差(・k(N,v)一CkJ(N,・))
i,jeNに依 存 す る ・

繭 一袴(蝋剛 蓋綱湯 司(祠
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こ こで ・ 瑞:={S⊂1>1同=k,i∈S}は プ レイ ヤ"Zを 含 むk人 提 携 す べ て の集 合 、

瑞:={S⊂1>日31ニ ん,雄3}は プ レイ ヤ`Zを 含 ま な いk人 提 携 す べ て の集 合 で あ る。

ck(N,v)の 特 別 な 場 合kC(N,v)とCk(N,v)が 興 味 深 い:

蜘 斬 黒 卜齢 一1)v(N)
n三1(s)](　 )

.

kC
i(膀lrげ 蓋[(v(N)一v(S))一(n-k-1)v(S)k

4(N,v)を プ レイ ヤ"1の ア読 ノし殉 寄 享 、Ctk(N,v)をZの ■ 読 ノし殉 寄 享 と

呼 ぶ 。 《1(N.,v)=v({ノ})、 弓月(N,v)=SCE(N,v):=V(N)一v(1>一{ノ})(ノ ∈1>)で あ る の

で 、CIS一 値 とENSC一 値 は 各 々ENIAC一 値 とENn-IAC一 値 で あ る。 た だ し、

c凧(N,v)=v({ノ})+1-v
n(N)署 ・㈲)1

(ノ・N)

邪c・(N,v)=SCE(
nrEN(N,v)

で あ る。 こ の 項 の 残 りの 部 分 で は 値 の い くつ か の 性 質 を あ げ 、EN伝C一 値 に 関 す

る 補 題 を 述 べ る。

定 義6-1(RISE).

G上 の 値 σ は 次 の 条 件 を 満 た す 時 、 戦 硲 砂 房 箏 盤 の ら ど で耐 的 〆こ不:変 で あ る

(RISE;RelativelyinvariantunderStrategicEquivalence)と い わ れ る:

W=av+Q(α>0,β ∈RN)を 満 た す(N,v),(N,w)∈(一,に 対 して 、(ズ亙w)=α σ(N,v)+β

で あ る。

定 義6-2(ETPk).

k∈{1,_,n-1}と す る 。G上 の 値 σ は 次 の 条 件 を 満 た す 時 、んス 雑 〆ご欝 し で κ 替

プ レイ ヤ ー の 同 箏 な 扱 い(ETPk;EqualTreatmentProperty)を 満 た す と い わ れ る:

プ レイ ヤ ー ちノ∈N(Z≠ ノ)が ゲ ー ム(N,v)∈Gに お い て Σ ・(S)一 Σ ・(s)を 満 た す

s∈r'kS∈rk+

とき 、6(N,v)=6(N,v)で あ る。

性 質ETPkは 等 しいk人 平 均 提 携 値 を持 っ プ レイ ヤ ー に は等 しい利 得 を与 え る

こ とを要 求 す る。
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定 義6-3(ETP).

G上 の値 σは 次 の 条 件 を満 た す 時 、 κ替 プ レイ ヤ ー の声ヲ警 な扱 い(ETP;Equal

馳 α枷 翻Pr(ψ εアリノ)を 満 た す とい われ る:

プ レイ ヤ ー ちノ∈!>(i≠ ノ)が ゲ ー ム(N,v)∈Gに お い てv(Su{、1})ニv(Su{ノ})

(∀S⊂1>一{i,ノ})を 満 たす とき 、6p(N.,v)一(s(N,v)で あ る。

簡 単 な 計算 に よ りENkAC一 値 がRISE、ETPk、ETPを 満 た す こ とが わ か る。 こ

れ を補 題 と して 述 べ る。

孝甫題6-12.

k∈{五,_,n-1}と す る。ENkAC一 値 はRISE、ETPk、ETPを 満 足 す るG上 の値 で あ

る。

6-4-2G"に お け るENkAC一 値 の 公 理 化

この項 で は プ レイ ヤ ー の集 合 をNに 固 定 し、GN上 で のENkAC値 の公 理 的 特

徴 付 けに焦 点 を絞 る。次 の 定 理 はENkAC一 値 がRISEとETP`で 特 徴 付 け られ るこ

とを述 べ て い る:

定理6-5.

n≧2,k∈{1,_,n-1}と す る。ENkAC一 値 はRISEとETPkを 満 た す(,Nr上 の一 意 の値

で あ る。

証 明=補 題6-12に よ りENkAC一 値 はRISEとETPkを 満 た す 。証 明 の一 意 性 の部

分 は[9]の 定 理3.1の 証 明 とか な り類 似 して い るが 、 便 宜 の た め に証 明 を述 べ る。

σを び 上 のRISEとETPkを 満 たす 値 とす る。a一=EIVkACを 証 明す る。

(N,v)∈17Nに 対 して 戦 略 的 に 同等 な ゲー ム(N,w)をw:一v一,aに よっ て 定義 す る。

た だ し・ β ・一(⊆1(N,v))
、。Ell8NNで あ る・

Σ 、鰐w(S)一 Σ 、。ψw(S)(ち ノ∈N(伴 ノ))を 示 すゐ 同 な ら ば ・明 らか に Σ,。r;+Wlk(S)

一Σ
、。ψw(S)一 〇と な る ・k≧2な らば ・

142



第6章 譲渡可能効用 ゲー ムにおけ る配分 とその一貫性

w
sErF+(S)一 爵 綱 一爵 レ+R;

一爵 磁1:〕FZ一
;ENk一:ル

一n-

k一:〕[E1Vに 依 存 しなり

((6-52)に よ る)

従 っ て 、σ のETPkに よ りσ、(N,w)一v(N)&μ(jEN)と な る.σ のRISEに

よ り σノ(N,v)一,一J+σ ノ(N,w)=矧V㌧ 望C/C>,v)(ノ ∈ ノ〉)と な る 。 (証明終 わ り)

6-4-3Gに お け るENkAC一 値 の 公 理 化

この項 で は縮 小 ゲ ー ム に よ る一 貫 性 に よ りプ レイ ヤ ー の総 数 が 可変 な ゲ ー ム

の集 合G上 に お け るENkAC値 の 公 理 的 特 徴 付 け を考 察 す る。繍 ・グ ー ムは ゲ ー

ム(!>,v)(n≧2)か ら1人 の プ レイ ヤ ー が 次 の よ うに 退 場 す る こ とに よ り得 られ る。

退 場 す るプ レイ ヤ'一'Zは利 得 ベ ク トルx∈RNの 自分 の成 分 を受 け 取 る。残 りの プ

レイ ヤ ー はN一{1}を 形 成 す る。この縮 小 ゲ ー ムの 特 性 関 数vx:2N一{i}→II8は 元 のゲ

ー ム の 特性 関 数 と利 得 ベ ク トルxか ら作 られ る
。 値 が 効 率 性 を満 たす よ うにす

るた め にvX(N一{Z}):=v(N)一x;と す る。 そ の他 の提 携3に 対 す る提 携 値vκ ⑤ は 、次

に述 べ る縮 小 ゲー ム性 が 成 立 す る よ うに この 項 の 後 で 特 定 す る。

定 義6-4(RGP).

G上 の 値 σ は 次 が 成 り立 つ と き 、そ の 縮 小 ゲ ー ム に 関 して 繍 ・グ`_fi(RGP;

Rεぬcε4Gα 〃2εPr(～ρe吻 ノ)を 満 た す と い う:

(N,v)∈G(n≧2)とi,j∈1>(Z≠ ノ)に 対 し て σノ(N一{i},Va(N,v))ニ ら σ〉,V)で あ る 。

あ る値 の縮 小 ゲー ム性 は次 の ことを述べ てい る:

1人 のプ レイヤ ーが元の ゲー ムか らその値 の彼 の取 り分 を持 って退場す る、その

時、残 りのプ レイヤー は縮小 ゲー ム にお いて も元 のゲーム において も同 じ利得

を(そ の値 に よ り)得 る。この よ うにRGPは 一貫性 の性質 とみ なせ る。値 をRGP

で特徴 付 けるた めに次 の補題 が必 要で ある:
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ネ甫題6-13.

ΦをRISEとETPを 満 足 す るG上 の 値 とす る。 さ ら に 、 あ る 縮 小 ゲ ー ム

((N一{Z}・Cv))。曜 に対 して ・ 次 の 関係 式(6-53)が 成 り立っ とす る ・

Φ、(N一{Z},vx)一 Φ、(N,v)+
。11[軸 周@d糊 あ・∈醜り(6-53)

((6-53)は ΦのRGPを 意 味す る。)

そ の 時 、Φは そ の縮 小 ゲ ー ム に 対 してRGPを 満 た し、RISEとETPを 満 た す(r

上 の一 意 の値 で あ る。

証 明:証 明 は[9]② 定 理4.3と 同 様 で あ るが 、便 宜 の た め 嗣 に 関 す る帰納 法 で

証 明す る。 σ を仮 定 の縮 小 ゲ ー ム に 関 してRGPを 満 た し、RISEとETPを 満 た

す 値 とす る。 値 の 効 率 性 に よ り1遡=1な らば 、(N,v)∈Gに 対 して σ(1V,v)=Φ(N,v)

で あ る。RISEとETPに よ り、2人 ゲ ー ムの 時 に は これ らの値 は標 準 的 な解 に一

致 す る;6t({1,J}・ ・)ゆ 働 ・・)一・僻 圭[・㈲)一 ・㈲ 一・㈲ 團 ≧3と し・

INJ<囲 で あ る ゲ ー ム(N,w)∈(Tに 対 し て σ(N,w)=Φ(N,vv)と 仮 定 す る 。 σ の

RGPと Φ の 一 意 性 に 関 す る 帰 納 法 の 仮 定 と(6-53)か ら

σ、(N.,・)=σ 、(N一{t},vσ(N・v))=Φ 、(N一{i},・ σ(N,v))

1

[Φ,(N,・)一6i(N,・)1
=Φ ノ(N .,v)+

n-1

1

[Φ,(N,・)一6i(N,・)1
σノ(N,v)一 Φ、(N,v)=

n-1

とな り、Zと ノ を入 れ 替 え て

6,(N,v)一 亀 働 一1
n-1[Φ 、(N,v)一6、 ㈲]

一

(1n-1)z[研(恥 亀(N,v),

が得 られ る。n≧3よ り、 これ は σ(N,v)=Φ(N,v)を 意 味 して い る。(証 明 終 わ り)

さて 、E:N鰍C一値 のG上 で の 公 理 的特 徴 付 け を考察 す る。最 初 にCIS一 値 とENSC一

144



第6章 譲渡 可能効用ゲー ムにお ける配分 とその一貫性

値 のRGPを われ われ の表記 法で表 現す る と、

E1>'ACS(N一{i},・ り 一E醐q(N,v)(ノ ・N一{d})

EN"一ZACS(ノ 〉'一{d},vy)=EN'一2ACS(N,v)σ ・N一 ㈲

とな る。 た だ し、x=ENtAC(N,v),ア=酬 一1オc(N,v),η=11>1であ る。Cls一 値 のRGPは

同 じkの 値 、 す な わ ち、 胴 を利 用 す る。 一 方 、ENSC一 値 のRGPは 違 う値 、

n-2=(n-1)一1とn-1、 を利 用 す る(こ れ らの値 は 対応 す るゲ ー ム の プ レイ ヤ ー の

総数 一1と 等 しい)。 従 っ て 、次 の よ うな2っ の タイ プ の縮 小 ゲー ム性 を区別 しな

けれ ば な らな い:

k∈{1,_,n-1}に 対 して

(CIS一タイ プ)・ 酬 鴫(N一{∫},vり 一Eぬ9(N,v)(jEN一{Z})(6-54)

(ENSC一 タ イ プ)・E!>n-k-1ACJ(N一{Z},vy)一E1>一kACJ(N,v)(ノ ・N一{d})(6-55)

た だ し、x=ENkAC(N,v),y=EN"一kAC(N,v:),n=嗣 で あ る 。

ENkAC一 値 とEN"一kAC一 値 が 各 々RGPを 満 た す よ うに2っ の タ イ プ 、CIS一 と

ENSC一 タ イ プ 、 の 縮 小 ゲ ー ム を 導 入 す る 。k=n-1な ら ば 、kは(6-54)の 左 辺 の 縮 小

ゲー ム(N一 伽 舳 晒 り の プ レイ ヤ ー の繍 に乳 く・(6-55)に おL・てk-n-1は

ゼ ロ に な る。 このhn-1の 時 は 、(6-54)の 右 辺 はENSC一 値 で あ り、(6-55)の 右 辺

はCIS一 値 で あ る の で 、k=oとIanの 時 のENkAC一 値 を次 の よ うに 定 義 す る:

CIS(N,v)(k=0)
ENkAC(N,v)

ENSC(N,v)(k=n)
(6-56)

こ こで縮 小 ゲ ー ム を定 義 す る。

CIS一 タ イ プ(ENkAC(N,V)値 の た め の 縮 小 ゲ ー ム)

S⊂N一{i},s≠1>一{i},○ に対 して

vx(S).一n-2n-2rEs　 胴ll綱 醐
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ENSC一 タ イ プ(EN"一kAC(1>,v)値 の た め の 縮 小 ゲ ー ム)=

S⊂N一{i},S≠N一{i},○ に 対 し て

畑捨(蹴 ヰ鵡 詳叫側1魎

とす る 訴=國 一1の 時 の(6-57)と(6-58)の 縮 小 ゲ ー ム に 関 して 、k-n-1の 場 合 の(6-54)

と(6-55)のRGPが 成 立 す る 事 はENSC一 とCIS一 値 のRGPに よ り既 に 知 られ て い る

(例 え ば 、Driessenetal.[9]、Moulin[12」 ま た は 後 述 の 定 理6-6を 参 照)。 従 っ て 、

1≦k≦n-2の 場 合 だ け を 次 の 補 題 で 取 り扱 う。

補 題6-14.

n≧3と す る。 任 意 のi,ノ,k∈N(排 ノ,1≦k≦n-2)と 任 意 のx∈}虻 に対 して 次 の事

が成 立す る:

(i)k≦n-2で あ る(6-57)の 縮 小 ゲ ー ム に対 して 、 次 の事 が成 り立 っ:

k(N 一{i}
・Yv)k(N,v:)+

。端 一1[k(N,v)一 司

舳9聞 ・Xv)一ENkAC、(N,v)1
n-1[ENkAC;(瓦 ・周(6-59)

(ii)k≦n-2で あ る(6-58)の 縮 小 ゲ ー ム に対 して 、 次 の こ とが成 り立 っ:

雛1(N一{1}・xV)一 ず た(N,v)一1k[・(N)一 苧 た働]

EN"一k一'ACS(N一{Z}・Vx)一EN"_kACS(N,・)÷1

n-1[EN"_kAG(N,v)一 司(6-6・)

証 明:次 の 記 号 を 利 用 す る:1「i+,jk+:={S⊂1>匡 ノ ∈S,SI=k}、

r',;k+・ 一{S⊂Ni雄3,ノ ・S,13ト ん}、r㌘ 」一・一{3⊂ 酬 ちノ ¢3,131一 ん}

(i)(6-57)の1ε1=ん の 場 合 を 利 用 し て 、
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、黒 ゾ(s)一〔k-11-n-2)、黒 ・(S)

+姦 羅(Sv{i}一{1})一
。生2剛 履

盟(S){ノ}一{1})一 、轟 、,・(3∪{ガ}一{1})+・(su{ゴ}一{ノ})〕

一(n-k)Σ ・(S)+Σ ・(S)

S・r'k+.;+Si・rA.+・ ノー

一(n-k-1)Σ ・(S)+Σv(S)

S∈rk+」+S∈r;'

で あ り 、

{÷ 楠 ・(N,v)一 髪≡柚 謁 ・(S)一k-1v(N)n-k

で あ る ので 、

姻}・ の 一n-n-k… 中 券1
、晶 ゾ(S)一k-1n-k-1(・鯛

n-k-1

と な る 。 次 に(6-59)を 示 す 。

認,、 鋼 ∫}・Vx)1eN一{1、Ck(N,v)+n-1n-k-1(蜘 一・')

leN+。 一1-1蜘 一。三是1・'

で あ る の で 、す べ て の ノ∈N一{Z}に 対 し て 、
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曲q聞 の 一(N一{i}・ の+1vx(N-

n-1{ノ})一Ck-11eN一{i}(N一{i}・vx/

n-k-1

+計(N)† 恥 嗣 一k
n-k-1ず(期+n-1x,n-k-1

一舳9(N ,v)+1
n-1[NkAG(N,v)司

と な り、(6-59)が 示 され た 。

(11)(6-58)の131=η 一ん一1の 場 合 を利 用 して 、(i)と 同 様 に 示 す 事 が で き る。

(証 明 終 わ り)

上 記 の 証 明 に お い て 、(6-57)に お い て は181≠ の場 合 の み を、(6-58)に お い て は

18Fη論 一1の 場 合 の み を利 用 した 。(6-57)と(6-58)の 縮 小 ゲ ー ム の 定 義 に お い て 、S

には 依 存 しない が 、iSに は依 存 す る項 を加 えて も結 果 は成 立 す る。例 え ば 、(6-57)

にお け るis=k=1の 場 合 と(6-58)に お け る181=η議一1=n-2の 場 合 の差 は 、両 方 がCIS一

値 の縮 小 ゲ ー ム で あ る の で ・・ と鮪 され る が ・l
n-2[・({1}周 で あ る・ ま た ・

(6-57)に お け るhn-1の 場 合 と(6-58)に お け る ←1で!SI=n-k一 一1=n-2の 場 合 の 差 は 、

1両 方 がENSC
一値 の 縮 小 ゲ ー ム で あ る の で 、0と 期 待 され る が 、v(i>一{1})で

n-2

あ る。

k≦n-2の 場 合 の 縮 小 ゲ ー ム(6-57)は

畑 ÷1[〔1-ISI
n-1〕v(S)+課 卜(Su{'}一{1})刈

と書 き換 え られ る。 これ は 次 の よ うな意 味 を持 っ て い る(図6-3参 照)。

人数 がk人 で あ る提 携 のみ がE:N伝C一 値 を評 価 す る時 に意 味 を持 つ。Sを プ レイ

ヤ"dを 含 ま な いk人 提 携 とす る。縮 小 ゲ ー ム(N一{i},vX)に お け る提 携Sの 提 携 値

を評 価 す るた め に、 提 携Sは(k人 提 携 の ま ま で)プ レイ ヤ ー'をSの あ るメ ン

バ ー と置 き換 え る事 に よっ て含 も う とす る。 しか し、置 き換 わ るプ レイ ヤ ー1は

N一{i}か ら ラン ダ ム に選 ば れ る。 も し、 プ レイ ヤ ー一1が 提 携Sに 属 してお れ ば 、

プ レ'イヤ"1と 置 き換 わ り、提 携3∪{Z}一{1}が 形 成 され る、,プ レイ ヤ`一Zが 利 得

xlを 持 っ て ゲ ー ム(N,v)か ら退 場 す る時 、縮 小 ゲー ム にお け る提Sは そ の残 り、
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図6-3.Sの プ レイ ヤ ー1はZと 置 き 換 わ る 。

す なわ ち、v(su{d}一{1})一x、 を得 る。 も し、 プ レイ ヤ ー1が 提 携5に 属 して い な

けれ ば、提 携3は プ レイ ヤ"Zを 含 む こ とが で き ない の で 、縮 小 ゲ ー ム(N一{Z},の

にお け るそ の提 携 値 はV(S)の ま ま で あ る。 従 っ て 、 縮 小 ゲ ー ム(N一{i},の にお け

る提i携sの 期 待 提 携 値 は

〔1-isin-1〕v(S)+≠1濤 卜(Sv{i}一{t})一 刈

とな り、ゾ⑤ は これ に解 釈 が 困難 な定 数n-1を か け た もの で あ る。
n-2

一 方
、k≦n-2の 場 合 の縮 小 ゲ ー ム(6-58)は

畑 ÷1[菩 卜(Su{Z})一 小
。1-11EN-Sv{i,v(Su{1})]

と書 き換 え られ る。 これ は次 の よ うな意 味 を持 っ て い る(図6-4参 照)。

人 数 がn-k-1人 で あ る提 携 だ けがENn-klAG値 を評 価 す る時 に意 味 を持 っ 。Sを

プ レイ ヤ ー ∫を含 ま な いn-k-1人 提 携 とす る。縮 小 ゲー ム(N一{d},の に お け る提 携

Sの 提 携 値 を評 価 す るた め に 、提 携3は メ ンバ ー を1人 加 え る こ とに よ って(n-k

人 提 携 を形 成 して)プ レイ ヤ ー1を 含 も う とす る。 しか し、加 わ る プ レイ ヤー1

はN一{i}か らラ ン ダ ム に選 ばれ る。も し、プ レイ ヤ ー一一1が提 携3に 属 して お れ ば、
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〆 、く泌 ◎
19ノ

＼ と ク ニ・・

図6-4.プ レイ ヤ ー1が 既 にSの メ ンバ ー な らば 、

プ レイ ヤー ∫がSに 加 わ る。

(プ レイ ヤ ー1は 既 にSの メ ンバ ー な の で)プ レイ ヤ`一一iがSに 加 わ る。 プ レイ

ヤ ー1が 利 得x;を 持 って ゲー ム(N,v)か ら退 場 す る 時 、縮 小 ゲ ー ム に お け る提s

は そ の残 り、す なわ ち 、v(su{1})一x;を 得 る。 も し、 プ レイ ヤ ー1が 提Sに 属

して い な けれ ば 、 提 携Sは プ レイ ヤ ー1に 代 わ っ て プ レイ ヤ"1を 加 え る こ とを

プ レイ ヤ ー1に 説 得 す る こ とが で き ない の で 、縮 小 ゲ ー ムσ←{'},xV)に お け る そ の

提 携 値 はv(Su{1})で あ る。 従 っ て 、縮 小 ゲ ー ム(N一{1}Vx)に お け る提 携5の 期 待

提 携 値 は

翌1レ(Sv{i})一x;+。11晶 螂 ∪{1})

とな り、。・⑤ は これ に鰐 が騰 な定n-1を か けた もので ある。
n-2

次 の 定 理 はENkAC一 値 とEN"一kAC一 値 をRISEとETPとRGPで 公 理 化 す る 。

定 理6-6.

(N,v)を ゲ ー ム とす る。任 意 のk∈{1,_,n-1}(n:=INI)に 対 して 次 の 事 が 成 立 す る 。

(i)E1>kAC(N,v)はRISEとETPを 満 た し、縮 小 ゲ ー ム(6-57)に 関 してRGPを

満 たすG上 の 一意 の 値 で あ る。

(ii)EN"_kAC(!>,v)はRlsEとETPを 満 た し、縮 小 ゲ ー ム(6-58)に 関 してRGP

を満 た すG上 の 一 意 の値 で あ る。

証 明:k=n-1な ら ば 、ENkAC一 値 とENn-kAC一 値 は 各 々ENSC一 値 とCIS一 値 に な る。
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従 っ て 、 定 義(6-56)と(6-57)(k=n-1)と(6-58)(lan-1)に よ り、 こ れ らの 場 合

は 各hENn-kAC一 値 とENkAC一 値 に お い てk=1と した 場 合 とみ な せ る。そ れ ゆ え 一

般 性 を 失 う こ と な く1≦k≦n-2と 仮 定 で き る。ENkAC一 値 とENn-kAC一 値 のRISE

とETPは 補 題6-12に よ り得 られ る 。補 題6-13と6-14に よ り定 理 の 残 りの 部 分 が 得

られ る。(証 明 終 わ り)

上 記 の 定 理6-6に お い て(6-57)のisi-kの 場 合 、(6-58)のisi-n-k-1の 場 合 の み を 利

用 した 。 こ れ は(6-57)の 同 ≠kの 場 台・と(6-58)のisi≠n-k-1の 場 合 に ザ⑤ を 任 意

に定義 して も定 理6-6は 成 立 す る事 を 意 味 す る。

6-4-4シ ャ ー プ レ イ 値 の 公 理 化

この項 で はGと σ"上 に お け る シ ャー プ レイ値 を特徴 付 け る。特 に 、シ ャー プ

レイ値 を公 理 化 す る新 しい 縮 小 ゲ ー ム を提 出す る。

まず 、 シ ャニ プ レイ値 とENkAC一 値 に 関 す る2つ の補 題 が必 要 で あ る。最 初 の

補 題 は シ ャー プ レイ値Sh(N,v)(Roth[21]、Shapley[24]を 参 照)がn-1個 のE:N仏C一

値(k=1,_,n-1)の 凸 結 合 と して 表 現 で き る と述 べ て い る(証 明 は 第6-3節 を参 照)。

ネ甫題6-15.

次 の 関係 が 成 り立 っ:

Shy(N,v)一1n-IENkACS(N,v)
n-1k=,(jEN)(6-61)

ネ甫題6-16.

k∈{1,_,n-1}と す る。 ゲ ー ム(1V,v)、(亙v1)、(Nw2)が 次 の 関 係 を 満 た す と 仮 定 す

る:

{
v(s)一 λ(isi)・1(S)+(1一 λ㈱)・ 、(S)(ISI=k)

(6-62)

v(N)=v,(N)=v,(N)

こ こ で 、0≦ λ(・)≦1と す る。 こ の と き 次 の 式 が 成 り立 つ 。

E1>kAC(N,v)=λ ㈹E1>kAC(1>v,)+(1一 λ㈹)Ei>kAC(ノ 〉,v2)

証 明:ゲ ー ム(N,v)のENkAC一 値 はv(⑭ と{v(S)i(SI=k}に の み 依 存 す る の で
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(6-62)が 成 立 す る。(証 明 終 わ り)

さて 、 シ ャー プ レイ 値 を公 理化 す る新 しい 縮 小 ゲ ー ム を提 出す る。 シ ャ ー プ

レイ 値 に対 す る縮 小 ゲ ー ム は次 の よ うに 定義 され る:

S⊂!>一{Z},S≠ ノ〉一{Z},の に 対 して

X
v(S)斗(S)+〔1-isi

n-1〕xVz(S)㈹

とす る。 ただ し、

Vx1(S)・_is
n-2[・(Sv{i})一 小 姦 黒,,・(叫)

CV
Z(s)簿 〔1-ISI-1vas)

n-2+。 圭2濤 卜(3∪{1}一{1}周

とす る。

定理6-7.

シ ャー プ レイ値 はRISEとETPを 満 た し、縮 小 ゲ ー ム(6-63)に 関 してRGPを 満 た

すG上 の一 意 の値 で あ る。

証 明=シ ャー プ レイ値 はRISEとETPを 満 たす 。(6-63)の 縮 小 ゲ ー ム に対 して

シ ャー プ レイ 値 が(6-53)を 満 た す 事 を示 せ ば よい。最 初 に、1≦k≦n-2の ときvXi

とVx2は 各 々(6-58)と(6-57)と 同 じで あ る ので 、(6-59)よ り

ENkACS(N一{i},vZ)一ENkACS(N,v)+1
n-1[ENkAC;(恥 ・'](1≦k≦n-2)

を得 る。(6-60)でk=n-t-1(1≦t≦n-2)と お く と

E脚 遡,・1)一EN`+'ACS(N,v)+1
n-1[EN`+'AG(N,v)一x,](1≦t≦n-2)

を 得 る 。 従 っ て 、 補 題6-15と6-16よ り、
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3脚}・ ゾ)一
。1ri-2-2眠(N一{i},vx)

÷2讐 しk-1蹴(N一 餌)+〔1一 。k_一1〕晦 聞 ・ぢ)1

。生1〔ENk+'ACS(N,v)+1n-1(ENk+'AG(卵)一xi)〕1n-2

n-2

+〔1一詣1舳9醐+1
n-1(盈>kAC;(N,v)一x;))

一
。圭2讐[1≡}蹴 齢 卜kn-1〕蹴(呵

+嵩 讐詣[斜 曲q嗣+〔1-k
n-1〕曲q(呵

1
-x

;
n-1

一詣 書 曲q(嗣+

。11[1n-1kENAC;n-1k=t(凡 の 一x;]

1

[Sh;(N,v)一 κ」
=Shノ(N,v)+

n-1

と な り、(6-53)が 示 され た 。 (証明終わ り)

Sobolev[25]は シ ャー プ レイ 値 がRISEとSYMを 満 た し、後 述 の縮 小 ゲー ム'

(6-64)に 関 してRGPを 満 た すG上 の一 意 の値 で あ る事 を証 明 した。 値 σは、 ゲ
ー ム(N

,v)とN上 の順 列 θに対 して 、θσ(N,v)=σ(N,9v)が 成 り立 つ とき 、赫(SYM)

で あ る と い う。 こ こ で 、ゲ ー ム(N,ev)と 利 得 ベ ク トルexは(8v)(8S):=v⑤(S⊂1>)

と(8x)(θ ∫):=x(d)(Z∈1>)に よ っ て 与 え られ る 。SYMはETPよ り も 強 い 条 件 で ・

あ る。Driessen[4]は シ ャー プ レイ 値 が後 述 の縮 小 ゲー ム(6-65)に 関 してRGPを 満

たす 事 を示 した が 一 意 性 に関 して は 未 解 決 で あ っ た。 今 か ら これ らの縮 小 ゲー

ム(6-64)と(6-65)に 関 して シ ャ ー プ レイ値 が(6-53)を 満 た す 事 を 示す 。 した が っ て ・

シ ャ ー プ レイ値 はRISEとETPを 満 た し、縮 小 ゲ ー ム(6-64')と(6-65)に 関 してRGP

を満 たす 一 意 な値 で あ る。

xV(S):一lsl[v
n-1(叫 周+〔1一 翌1〕 ⑱

(6-64)
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v(N)一x、(S=1>一{i})

xV(S)≒ 〔

1-1曇
1〕卜(S)一v(N-S)](そ の他)(6-65)

縮 小 ゲ ー ム(6-64)と(6-65)1こ 関 して シ ャー プ レイ 値 が(6-53)を 満 た す 事 の 証 明:

縮 小 ゲー ム(6-64)と(6-65)1こ 関 して 、簡 単 な 計算 に よ り、jE1>一{Z}に 対 して

Shy(N一{∫},Xv)一 Σ.Yｻ .1(S)[Vx(N一{'}一S)XV(S)]

ScN一{i,j)

n-s-1s

n-1!(n-s一(n-1)!!2)![・(N-S)一v(S)]

一晶 ÷!(n-s一

(n-1)!2)![v(N一{Z}一S)一 ・(叫)]

+x:

n-1(n-1)!'

と な る4。T=Su{i}(t=S+1)と お い て

s
・s!(n-s-2

(n-1)!)![v(N一{1}一S)一v(Sv{i})]

一

{i)cTcN一,、,t-1(tn-1-1)!(n-t-1(n-1)!)![・(N-T)一 ・(T)]

ns-1

yn

{i}cScN一{j)32-1S(S)[・(N-S)一v(S)i

で あ り、 ま た 、

4y

n(S)・s!(n-s-
n!')!で あ る ・
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メの
s!(n-s-2)!(n-1)2(n-2)!'

ノト　

一

(x;n-1)・i-o(2・ 一 ・+1)

。肇1

となるので、次式 を得 る:

Sh・(N一{i}・vX)一
。竺1,。轟 、,7,・(・)[・(N-s)一 ・(s)]

+
。窪1ω.忍,、,≒1篇(s)[・(A・Ls)一 ・(s)】

1一

ηlz.1ix'

さ ら に(6-66)は 次 の よ うに 書 き換 え.ら れ る 。

Σ
s⊂ ハ1一{i.ノ}

れ　　

Σ
s=0

2s-n+ls!(n-s-2)!

。一1●(。 一1)!x, .

(n-2)!(2s-n+1)s!(n-s-2)!

(6-66)
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Shy(N一{Z}・ ・X)一

。窪1,.黒 、,y(・)[・(N-S)一v(S)]

一n

n-1、i}cScN一,、,1副 ・(N-S)一 ・(S)]

1
-x

,
n-1

-Sh
y(N,v)1n -1s

。:N一{,、,Yｻ(S)[v(N-S)一 一v(s)]

_1

n-1、i、 。ScN一、、,号篇(S)[・(N-s)一 ・(S)」

1
-x

;
n-1

-Sh
y(N,v)+。11晶 ろ(S)[v(N-S)一v(S)]

+1

n-1、,、 。ScN.,、 、y,(S)[・(N-S)一v(S)]

12-1{i}cScN一{j}`S

1
-x

;
n-1

=Shy(N,・)+1

n-1s.YnN一{i
,j}(S)[・(N-S)一 ・(S)1

一丸

.ScN.ω ≒ ∫γ・(・)[・(N-S)一(S)】

1
-x

;
n-1

-Sh
y(N,v)+1n -1s

。YnN一(i,j}(S)[・(N-S)一v(s)]

1

1
-x

;
n-1

-Shy(N・ ・)+1[Shl(N,

n-1・)一x;

こ こ で 、 最 後 か ら2つ 目 の 等 号 はT-N-Sと お き γ。(n-t)_ntyn(t)と
t
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Σn-s-Yｻ(s)w(1>一S)一 ・(s)]
{i}cScN一{j}3

一

,j}cTcN一{i、詣 ろ(n一 の[・(T)一 ・(N-T)1

=一 ΣY
.,(S)[・(!>一S)一v(S)]

{j}cScN一{t)

か ら成 立 す る。 従 っ て 、 縮 小 ゲ ー ム(6-64)と(6-65)に 関 して シ ャ ー プ レイ 値 が

(6-53)を 満 た す 事 が示 され た。(証 明 終 わ り)

シ ャー プ レイ値 のGN上 で の公 理 的特 徴 付 け を述 べ る事 で こ の項 を終 わ る。補

題6-17はENkAC一 値 の 定 義 と補 題6-15よ り直 ち に得 られ る。

孝甫題6-17.

Shy(N,v)一 ・1(呪[・(N)一C%
ieN(呵(ノ ・め

である・ただし・弓働 ÷ 藩(N,v)(剛 である・

定 義6.5(ET:P★).

G上 嚇 σ は ・1(N,v)一Cj(N,v)を 満 た す ゲ ー ム(N,v)に お い て

6(N,v)=6(N,v)(ち ノ∈N.,i≠ ノ)が 成 り立 っ と き 、ETP*を 満 た す と い わ れ る 。

定 理6-8.

シ ャー プ レイ 値 はRISEとETP*を 満 た すGN上 の一 意 の値 で あ る。

証 明:wニav+β(α>0,β ∈RN)を マ黄 た す(N,v),(N,w)∈G"に 対 し て 、

・渦 鶴 β)一 ・1(N,av+β)一 α(c,(N,v)一 ・1(N,v))+角 属 が 成 り立 つ ・す 勉 ち ・

c;(N,α ・+β)一a・*(N・)一 〃 一ぢ(N,av+/.3)一act(勘 男 一(一 定)と な る.従 っ

て 、 補 題6-17よ りShy(N,av+β)=α5乃 ノ(N,v)+Nj(ノ ∈1>)と な り、 シ ャ ー プ レイ

値 はRISEを 満 た す 。シ ャー プ レイ 値 がETP*を 満 た す 事 は補 題6-17よ り明 らか で
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あ る。

次 に一 意性 を示 す 。σを(yκ 上 のRISEとETP*を 満 たす 値 とす る。a=Shを 証 明

す る。

(N,v)∈(,NTに 対 して 戦 略 的 に 同等 な ゲー ム(N,w)をw:=v一 βに よっ て 定義 す る。 た

だ し・ β ・一(・}(N,v))
jeN∈R"で あ る・ こ の と き ・

・1(N,tiv)一 ・1(伽)一c;(N,・)一/一1一 ・1(N,・)略 一 〇(ち ノ ・N)

が 成 り立 っ の で 、 σのETP・ に よ り σ、(N,w)_v(N)一 Σ 酬 旦(ノ ∈N)と な る 。 σの

RISEに よ り、 σノ(N,v)=β ノ+σノ(ノ〉,w)=Shy(N,v)(ノ ∈!>)と な る 。(証 明 終 わ り)

6-4-5例 と 応 用

この項で はわれ われ の結果 のい くっ か を例 証す る数値例 を示 し、応 用 につ い

ての関連 す る研究 に言及 す る。

易錘 雛(Aumannetal.[1]、0'Neill[16]を 参 照)はE∈SIB,d=(d,,_,41,)∈1匿N

d;〉_0('=1,_,n),0≦E≦/7
.J.141で あ る 順 序 対(E;の で 定 義 され る.あ る 人 が 負 債

dl,_,d,,を 残 して 死 亡 した。 負 債 の 総額 は彼 の資 産 はE以 上 で あ る。n人 の債 権

者 はEを 如 何 に分 け るべ きか?こ の破 産 問題 をゲ ー ム 理論 で定 式 化 す るた め に 、

Nを 債 権 者 の集 合 と し、0ラNeill[16]に よ っ て導 入 され た 次 の よ うな 確 グ ーム

(N,vE;∂を利 用 す る1

悔(S)沖 一[偲 訊 切](S⊂N,S≠ ・)

数 値 例 と して 、E=120、d=(30,40,90,100)と お く。特 性 関数vE;dは 表6-1の よ うに な

る(例 え ば、34は{3,4}を 意 味 す る)。 簡 単 な計 算 に よ りENkAC一 値 、 シ ャー プ レ

イ値 、仁 ηは 表6-2の よ うに な る。 どの 値 を こ の 問題 の 解 と して 採 用 す べ き で あ

ろ うか?縮 小 ゲ ー ム に よ る一 貫性 が 助 け に な る。プ レイ ヤ ー1が 値(ENkAC一 値:、

シャー プ レイ値 、仁)の 自分 の利 得 κ1(表6-2の 第2番 目の 列 ま た は表6-3の 最 初

の列)を 得 て 、 ゲ ー ム か ら退 場 す る と仮 定 す る。 対応 す る縮 小 ゲー ム の 特 性 関

数 は表6-3で 与 え られ て い る。Vx2はENkAC一 値 に対 す るCIS一 タイ プ の縮 小 ゲー ム
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(6-57)で あ り、vjYはENkAC一 値 に対 す るENSC一 タ イ プ の縮 小 ゲー ム(6-58)で あ る。

1/xは シ ャー プ レイ 値 に 対 す る縮 小 ゲ ー ム(6-63)と な る。Aumannetal.[1]は 破 産

ゲ ー ムの 仁 が2人 ゲ ー ム に 関 す る標 準 性 と次 の縮 小 ゲ ー ムuに 関 して縮 小 ゲ ー

ム性 を満 たす 一 意 の解 で あ る事 を示 した:

畑 ≒maxv(su噂19⊂{'}}(… 一一 　 {1})

も し、表6-3の1つ の縮 小 ゲー ム 、例 えば 、 第6行 目のvκ を妥 当 な縮 小 ゲ ー ムの

表6-1.特 性 関vE;d

34

VE;d(S)50

123

20

124

30

134

80

234

90

1234

120

その他

0

表6-2.(N,vE;d)のENkAC一 値 、 シ ャ ー プ レイ 値 、 仁 η

i 1 2 3 4

EN'AC;(N,vE;d) 30 30 30 30

ENzACt(N,vE;d) 17.5 17.5 42.5 42.5

ENjAC,(亙 劒 一5 5 55 65

Sh;(N,vE;d) 14.17 17.5 42.5 45.83

猟 呪v産4) 15 20 42.25 42.25

表6-3.各 縮 小 ゲー ム の提 携 値

xl s 2 3 4 23 24 34 234

30 vz(s) 一15 一15 一15 90

17.5 v2(s) 一17 .5 一17 .5 7.5 102.5

17.5 vic(S) 一8 .75 16.25 16.25 102.5

一5 vXi(S) 70 80 130 125

14.17 ザ⑤ 一7 .08 1.25 1.25 29.17 35.83 77.5 105.83

15 ガ⑤ 0 0 0 5 15 65 105

は任 意で よい。
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表 現 であ る とみ なす な らば、われ われは この破産 問題 の解 として シャー プ レイ

値 を採用す べ きで あ る。 この よ うに縮 小ゲー ム性 は種 々の解 概 念 を比較 して、

考察 してい る状況 におい て どの解 が望 ま しいか を選び 出す 際 に役 立っ。

縮 小 ゲー ムに よる一貫性 にはい くっ かの応 用が あ る。 前段 落 で参 照 した よ う

にAumannetal.[1]は 破産 ゲーム の一:貫した解 を考察 した。Peleg[18]は 縮 小ゲー

ム性 を利 用 して市場ゲー ムの コア を公理化 した。市場 ゲー ム は経 済活動 の基本

的でかつ重 要なゲーム論的モデル で ある。Moulin[12]は 偽線形社 会選択 問題 の一

貫 した(彼 の用語 で は、 「分離 した」)仲 裁 方法 を考 察 した。 偽線形 社会選択 問

題 は(有 限な選択 肢の 中か ら)1つ の不可分 な公共財 を選 びそ の コス トをエー ジ

ェ ン トに どの よ うに負担 させ るか を決 定す る問題 であ る。彼 は一貫性公 理 によ

って3種 の社会z択 関数 を公 理論 的に特徴付 けた;こ の中の1つ が譲渡 可能効

用 を持つ提携形 ゲーム と関係 してい る。Young[30]は ゲーム理論 的な扱 いではな

い が課税 問題 において一貫性 を扱 った。Thomson[28]は ゲー ム理論 、経済学 、政

治学 にお け るさま ざまな問題 に対 す る一 貫性の応用 に 関 してサ ーベ イ を行 って

い る。

6-5結 言

この章では譲渡 可能 効用 ゲー ム を利 用 して、複 数 プ レイヤ ー 問の資源配 分 を

考察 した。

第6-2節 では譲渡可能効 用 ゲー ム(N,v)の 仁 とz値 の関係 を双 行列 ゲーム を通 し

て考察 した。 この双行 列 には3つ の重要 な値が ある;純 粋 戦略 にお けるマ ック

ス ミニ値、 ミニマ ックス値 、それ とゲームの値 であ る。本研 究 で新 しく得 られ

た主な結果 は次の とお りで あ る:

● ゲーム(N,v)が 本質的 な提 携 に関 して擬 凹であれ ば、仁 は基 準点がマ ックス

ミニ値(ま たは、 ミニマ ックス値)で あ る一対 交渉一貫性 を満 たす 一意 の

配分 と一致す る。

● 一方 、ゲー ム(N,v)が 準平衡 ゲームな らば、z値 は基準点 がゲームの値 であ

る一対 交渉 一貫性 を満 たす一意の配分 と一致す る。

● 特に、本質的 な提携 に関 して擬i凹な半凸ゲームにおい て、仁 とz値 の違 い

は一対交渉一貫1生にお け る基準点 の違いで ある。

● 破 産 ゲーム と経 営者 を含 む提携 に関 して擬凹 な ゲー ム は もちろん本 質的

な提携 に関 して擬 凹であ る。

● 本質的 な提携 に関 して擬 凹 なゲー ムは非空 な コアが1人 とn-1人 の提携 の

みか ら決定 され るゲームの クラス と同一 である。

● また、このクラスのゲー ムにお いて コアが交渉集 合 と一 致す る十分 条件 も
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与 えた。

第6-3節 で はCIS一、ENPAG、ENSC一 値 として知 られ てい る譲渡可能効用 ゲー ム

の解 を統一的 な方法 で扱 った。

本研 究で新 しく得 られ た主な結果 は次 の とお りで ある:

●k人 平均 寄与の残余 均等配分値(ENkAC一 値)と 呼ばれ る新 しい解 を提 出 し

た。 このENkAC一 値 を計算 す る際 に利用す る2っ の興味 ある個人 寄与 を与

えた。 これ ら2っ の個人 寄与 はそのゲー ムのコアの上、下界 となる。

●E:N仏C一 値 の3っ の有用 な表現 を与 えた。 これ らの1つ はシ ャープ レイ値

がn-1個 のENkAC一 値(k=1,_,n-1)の 重心 であ るこ とを示 してい る。 ま

た、双対 ゲー ムのENkAC一 値 は元の ゲー ムのEN"一 鰍C一値 であ ることも示 し

た。

●ENkAC一 値 が良 く知 られ て い る準仁 と呼 ばれ る解 と一致 す るために譲渡可

能 効用 ゲー ムが満 たすべ き十分条 件 を与 えた。 この十分 条件 は、 「各提携

値 がその提携 のメンバー のENkAC一 値 の総和プ ラスあ る定数以下 である;

特 に、k人 提携 の時は等号が成 り立 つ」で ある。

第6-4節 ではプ レイ ヤーの総数 が固定 された ゲー ムの クラス及 びプ レイヤーの

総数が可変 な ゲー ムの クラスにお け るE:N仏C一 値 とシャー プ レイ値 の公理 的特

徴 付けを扱 った。本研究で新 しく得 られ た主な結果 は次 の とお りで ある:

● プ レイヤー の総数が 固定 され たゲー ムの クラスで、ENkAC一 値 は戦 略的同

等性 の もとでの相対的不変性(RISE)と 代替 プ レイヤー の同等な扱 いの修

正版(ETPk)を 満 たす一意 の値 であ る。

●ENkAC一 値 に対す る2つ の タイ プの縮 小ゲー ム とシャープ レイ値 に対す る

新 しい縮 小ゲー ムを提 出 した。プ レイヤーの総数が可変 なゲー ムのクラス

で、ENkAC一値 とEN"`一kAC一値 とシャープ レイ値 はRISE、ETPを 満 た し、各 々

の縮小 ゲー ムに関 してRGPを 満 たす一意 な値 であ る。

以上、この章で は、本 質的 な提携 に 関 して擬 凹な半凸ゲーム にお いて、仁 とz

値の違 い を一対交渉 一貫性 にお け る基準点 の違 い として再解釈 し、ENkAC一 値 と

シャープ レイ値 の違 い を縮小 ゲー ム に よる一貫性 におけ る縮 小 ゲー ムの違い と

して再解釈 した。
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7-1緒 言

前章まで は多段 階 の逐 次資源 配分及 び複数 プ レイヤー 問の 資源 配分 を扱 った。

この章では複 数プ レイヤー 間にお け る動 的意 思決 定 を考察す る。

非協力 ゲーム理論の 目的の1つ はゲーム的状況において あ る意 味で安定 な結

果 を見つ け るこ とで あ る。 ナ ッシ ュ均衡 は有名 な解 概念 で あるが次 の安 定性 に

基づ いてい る:

どのプ レイヤー に とって も、他 のプ レイヤー が戦 略 を変 えな い とい う条件 の下

で 自分 だけが戦 略 を変 えて も 自分 の利得 が(厳 密 に)増 加 しない。 しか し、直

感 的に社 会的 に望 ま しい と思われ る結果 をナ ッシ ュ均衡 と して結論 づ け るため

に、複雑 な数学 的テ クニ ックを必要 とす る場合 があ る。例 えば、有限回繰返 し

囚人 のジ レンマゲームにおいて2人 のプ レイ ヤーが協調行 動 を とるナ ッシ ュ均

衡 はない。2人 のプ レイヤーの協調行動がナ ッシュ均衡 と して実現す るため には

複雑 な数学的テ クニ ックが必 要 とな る([1]の 第4章 を参照)。

そ こで この章で はまず 、 囚人 の ジ レンマ ゲー ムを取 り上 げ、繰 返 しゲー ム及

び1期 間のゲー ムにおいて協調 行動の正 当化 を試み る。次 に、戦略形 で与 えら

れ た有限2人 ゲー ムの純粋戦 略 にお けるナ ッシュ均衡 よ りも緩 い安定性 を考察

す る。 この章 の 目的 は以上 の2つ のモデル において社会 的に望ま しい結果 を安

定で あると結論付 ける新 たな方 法 と枠組 み を提供す るこ とで あ る。

第7-2節 で は、 まず 、繰返 し囚人 のジ レンマ ゲームにおいて 、部分 ゲー ム完全

ナ ッシュ均衡 を構成 し、協調行動 を実現 させ るある戦 略 を提 出す る。 この戦略

は トリガー 戦略 と呼ばれ る もの よ りも穏健 で ある。 なぜ な ら、前者 は相手 の何

回か の ミス を許す が、後者 は相 手のいか な る ミス も許 さないか らであ る。 この

戦 略はMyerson[3]で 述べ られてい るGetting-even戦 略 を修正 した もので あ る。

なお、 この戦 略が 、繰 返 し囚人 の ジ レンマ ゲー ムにお いて、部 分 ゲー ム完全ナ

ッシュ均衡 を構成す るこ とを証 明す る ニrに動 的計画法 を利 用す る。 しか し、 こ

れ は動的計画 法が繰返 しゲー ムの考察 に必須 の手法で あ る とい う意 味 ではな く、

相 手プ レイヤー の繰返 しゲー ムにおけ る戦 略 を一旦固定 した後 は 自分1人 の最

大化 問題 とみなす ことがで きその観 点か ら動 的計画法 を適 用 で きる とい う意味

であ る。次 に、1期 間囚人のジ レンマゲー ムを扱い、ジ レンマ を避 けるある方法

を示 唆す る。 この方法 におい てわれわれ はプ レイヤー 間の 関係 に対 して従来 と

は異な ったモ デル を採 用 し、 プ レイヤー が、思考過程 におい て どの戦 略 を選ぶ

べ きか を決 定す る際 に、戦略 を同時 に変更す る可能性 を考慮 に入れ てい る。 こ
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のモデル の背後 にあるわれ われ の考 えに関 して も論 じてい る。

1期 間 囚人 の ジ レンマ ゲー ムにおいて 両プ レイ ヤーの協調行 動 が安 定 で ある

ことを正 当化す る第7-2節 の方 法の鍵 とな るアイデア は、プ レイヤー の思考過程

にお いて戦 略 を同時 に変 え る可能 性を考慮す ることで あった。 第7-3節 では 、 さ

らに思考過程 にお け る誘 因列 とい うアイデ ア を加 えて、戦略形 で与 え られ た有

限2人 ゲームの純粋戦略 にお け る安 定性 を導入す る。純粋 戦略 にお いてナ ッシ

ュ均衡 が存在す れば安 定で ある とい う意味 で この安 定性 はナ ッシ ュ均衡 よ りも

緩 い。 プ レイヤー の思考過程 にお け る誘 因列 とプ レイヤー が同時 に戦 略 を変 え

る可能性 を考慮す る妥 当性 と、 この安定性 が重 要 な役割 を果 たす と思 われ る状

況 も考察す る。

7-2囚 人の ジ レンマ とプ レイヤ ー間の 関係

7-2-1繰 返 し囚 人 の ジ レ ン マ ゲ ー ム

囚人 の ジ レンマ ゲー ムは戦 略形が表7-1に よって与 え られ る非協力 ゲーム であ

る。各 々の合理的 なプ レイヤー が 自分 の唯一 の支配戦 略Dを 利用す れ ば、戦略

の組(D,D)が 実現す る。 この戦略 の組 はまた唯一 のナ ッシュ均衡 で もあ る。 この

ナ ッシュ均衡 に よる利得 の組(0,0)は戦 略 の組(C,C)に よる利 得 の組(1,1)に パ レー

ト支配 され てい る。合 理的 なプ レイヤー が、 自分 の利 得 の最 大化 を求 め る こと

に よって 、両プ レイ ヤー に とって良 くない状況 を もた らす戦 略 を選 ぶ。 これ が

ジ レンマ と..ば れ る理 由であ る。 この ジ レンマ を回避す る1つ の方 法が繰返 し

プ レイ ヤー

1

表7-1.囚 人 の ジ レンマ ゲ ー ム

プ レイ ヤ ー2

C(協 調) D(裏 切)

C(協 調) 1.1 b,a

D(裏 切) a,b o,o

a>1,

U<0,

a+b<2

ゲー ムを考 える ことで あ る。繰 返 し囚人の ジ レンマ ゲー ム に対 して興 味 あ るい

くつ かの戦 略が考 え られて い る。そ の中で 「トリガー 」戦略 と 「しっぺ返 し」
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戦略は次のような戦略である

みグガ ー 戦略:

最初 の期 はCを 選べ。 それ 以降は、 も し2人 のプ レイ ヤー の うち少

な く とも1人 がDを 選 んだ こ とが あるな らDを 選 べ、そ うでな けれ

ばCを 選 べ。

しっぺ返 し 戦 略:

最初 の期 はCを 選べ。それ以 降は、直前 の期 に相 手が取 った手 を選

べ o

言い換 え ると、最初 の期 はCを 選べ。 それ 以降は、相手が直前 の期

にDを とった時 にち ょ うど1回 だ けDを 選べ。

(a)無 限回繰返 しゲーム

次 の 定理 で 分 か る よ うに 、無 限 回 繰 返 しゲー ム にお い て 、あ る条 件 の も とで 、

戦 略 の組(ト リガー,ト リガ ー)は 部 分 ゲ ー ム完 全 ナ ッシ ュ均 衡 で あ り、(し っぺ

返 し,し っ ぺ 返 し)は ナ ッシ ュ 均衡 で あ る。 δ(0<cal)を 割 ダ/率、 す な わ ち 、明

日受 け取 る額 面1単 位 のお 金 の今 日の価 値 は δで あ る 、 とす る。

定理7-1.(無 限 回繰 返 し)

δ≧a-1な らば 、戦 略 の組(ト リガー,ト リガ ー)は 部 分 ゲー ム完 全 ナ ッ シ ュ均衡
a

である・δ≧一 惇1十 ら臓 略の組(し っべ返tし つべ返し)はナッ

シ ュ均 衡 で あ る。

証 明:[1]ま た は[3]を 参 照。

上記 の 定理7-1は 次 の こ とを述 べ て い る:

明 日受 け取 る額 面1単 位 の お 金 の 今 日の価 値 が今 日の1単 位 の お金 の価 値 とほ

ぼ 等 しい な らば 、 「トリガ ー 」ま た は 「しっぺ 返 し」 戦 略 の も とで 結 果(C,C)が 毎

期 実現 す る。 ま た 、部 分 ゲー ム完 全 ナ ッシ ュ均 衡 で あ る点 で 「トリガ ー 」 の 方

が 「しっぺ 返 し」 よ りも望 ま しい。 しか し、 「トリガ ー 」は他 の観 点 か ら見 る と

それ ほ ど良い も の で は な い 。 す な わ ち、 「トリガ ー 」は相 手 の どん な ミス も許 さ

な い とい う点 で 「しっぺ 返 し」 よ りも厳 しい。Myerson[3】 は 弱 虫 ゲー ム の文 脈

で もっ と優 しい 戦 略 「Getting-even」 を提 唱 して い る。 す な わ ち 、
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Getting-even戦 碍各:

最初 の期 はCを 選 べ。それ以降 は、も し自分が以前 にDを 取 った回

数 が相 手が以前 にDを 取 った回数 よ り多い か等 しいな らばCを 選べ 、

そ うでな ければDを 選べ。

「Getting-even」 は相 手 の ミス を 自分 の ミス と同程 度 許 す の で 「トリガ ー 」 よ り

も優 しい。 戦 略 の組(Getting-even,Getting-even)は あ る条 件 の も とで無 限 回 繰 返

し弱 虫ゲ ー ム にお い て部 分 ゲ ー ム 完 全 ナ ツシ ュ均 衡 で あ るが([3]参 照)、 囚人 の

ジ レンマ ゲ ー ム にお い て は部 分 ゲ ー ム 完 全 ナ ッシ ュ均 衡 で は な い 。 この 項 で は 、

Getting-evenの 修 正 版 で あ る 、K一有 界Getting-even戦 略 が 、 あ る条 件 の も とで無

限 回 繰 返 し囚人 の ジ レンマ ゲ ー ム にお い て も部 分 ゲ ー ム完 全 ナ ッシ ュ均 衡 を構

成 す る こ とを示 す 。

最 初 に 、K有 界Getting-even戦 略 を正 確 に 定義 す る。Kを 正 の 整 数 とす る。Z=1,2

に対 しそ 、d;(1)=o、 炉2,3,_に 対 して 、d;(n)=「 第n期 以 前 にプ レイ ヤ`一'ZがDを

取 った 回 数 」 とす る。 これ らの記 号 を利 用 して 、 プ レイ ヤ ーブに対 す る プ レイ ヤ

ー'のK 一有 界¥¥1.Getting-even略 は次 の よ うに定 義 され る:

K・赫 召ε伽9・ εvθη戦 略:

第一{繕 轄ぎ洲 一

K』 ・。な ら ば 、K一 有 界Getting-even戦 略 は 正 確 にGe賃ing-even戦 略 と 一 致 し 、K=1

な ら ば 、 正 確 に ト リガ.,,略 と一 致 す る 。 従 っ て 、KL有 界..Getting-even略 を ト

リガ ー 戦 略 とGetting-even戦 略 の 中 間 に あ る 戦 略 と見 な す こ と が で き る 。

定 理7-2。(無 限 回 繰 返 し)

　 と仮定する・… 唯1骨 ぺ周 ならば・戦略の組(噺

Getting-even,K一 有 界Getting-even)は 無 限 回繰 返 し囚 人 の ジ レンマ ゲ ー ム の部 分 ゲ

ー ム完 全 ナ ッシ ュ均 衡 で あ る
。

証 明=相 手 の プ レイ ヤ ー がK一 有 界Getting-evenを 利 用 して い る時 、 自分 もそ

れ を利 用 す るの が 最 適 で あ る こ とを 、 動 的計 画 法 を利 用 して 、 証 明 す る。 一 般

性 を失 うこ とな く、 プ レイ ヤ ー2がK一 有 界Getting-evenを 利 用 す る と仮 定す る。

この状 況 の もーとで プ レイ ヤ ー1は 自分 の総 期待 利 得 を最 大 に し よ う とす る。従 っ

て 、 これ は ゲー ム で は な く逐 次 意 思 決 定 問題 とみ なせ る。

状 態 空 間 をs={(u,v)1〃,v=0,...,K-1}∪{D}と す る。 第n期 目の状 態s=(u,v)∈sは
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dt(n)=u、dz(n)=Vを 表 す 。S=D∈Sはdl(n)?Kま た はd2(n)?Kを 表 す 。 状 態Dは 吸

収 状 態 、 す な わ ち 、 ゲ ー ム の 状 態 が 状 態Dに 入 れ ば 、 そ こ に 永 久 に 留 ま る 、 こ

と に 注 意 す る 。プ レイ ヤ ー2がK一 有 界Getting-evenを 利 用 す る の で 、状 態s=(u,v)

(u≦v)な らば 、Cを 取 り、 状 態S=(u.,v)(u>v)ま た はS=Dな ら ば 、Dを 取 る。

さ ら に

プ(s)=「状態Sか ら出発す る無 限期 間を通 じてプ レイヤー1が 得 る、fiZ`割

り引かれた総期待利得 の最大値」

の よ うに定義す る。この時 、最適性 の原理 よ り関数 ∫が次の方程 式 を満足す る'

取 る手=C(協 調),D(裏 切 り)

f(D)=max{U+Sf(D),0+8f(D)} (7-1)

f(u,・)一m・x{1+δ!(u,・),a+8f(u+1,・)}(u≦ ・<K) (7-2)

f(u,v)=max{b+8f(u,v+1),0+8f(u+1,v+1)}(v<u<K) (7-3)

こ こで 、(7-2)と(7-3)の 右 辺 に現 れ る ノ(K,・)は天D)と 解 釈 す る。方 程 式(7=1)、(7-2)、

(7-3)に お い てmaxの 右 に あ る最 初 の項 は プ レイ ヤ ー1の 手Cに 、2番 目の項 は手

Dに 対応 す る。

s=Dと 仮 定 す る。プ レイ ヤ ー2はDを 取 るの で 、プ レイ ヤ ー1は 自分 がCま た

はDを 取 れ ば 、各 ・妨 ま た は0を 得 る。そ して 次 の期 の状 態 はDの ま ま で あ る。

従 っ て 、 方程 式(7-1)が 得 られ る。 次 に、S=(u,v)(u≦V<K)と 仮 定 す る。 プ レイヤ

ー2はCを 取 るの で
、フ.レイ ヤ ー1はCを 取 れ ば1の 利 得 を得 、次 の期 の状 態 は

(u,v)の ま ま で あ る。 プ レイ ヤー1がDを 取れ ば αの利 得 を得 、 次 の期 の状 態 は

(u+1,v)と な る。 ゆ え に(7-2)が 得 られ る。 最 後 に 、S=(u.,v)(v<u<K)と 仮 定 す る。

プ レイ ヤ ー2はDを 取 るの で 、プ レイ ヤ ー1がCを 取 れ ばbの 利 得 を得 、次 の期

の 状 態 は(u,V+1)と な る。プ レイ ヤー1がDを 取 れ ば0の 利 得 を得 、次 の期 の状 態

は(u+1,v+1)と な る。 従 って 、 方 程 式(7-3)が 得 られ る。b<0と0<δ<1に 注意 す る

と、方 程 式(7-1)は プ(D)一倣D)と な り、 これ よ り、天D)=0と な る。す な わ ち ・状態

S=Dで は プ レイ ヤ ー1はDを 取 るべ き で あ る こ とが分 か る。

こ の定 理 を証 明 す るに は 次 の 等 式 と不 等 式(部 分 ゲー ム完 全 性 に 関 して は 、

特 に、(7-4)と(7-5))を 示 せ ば十 分 で あ る:
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f(u,v)=a+sf(u+1,v)〉_1+8f(u,v)(u<v<K)

f(u,v)=b+8f(u,v+1)〉_8f(u+1,v+1)(v<u<K)

f(u,u)=1+bf(u,u)〉_a+8f(u+1,u)(u<K)

(7-6)の 等 式 部 分 よ り

1

(u=0,…,K-1)f(u,u)_
1-8

を 得 る。(7-4)の 等 式 部 分 を 天v-1,v)ま で 繰 返 し利 用 し て 、

f(u,v)=a+8f(u+1,v)

一 ・(1+δ+…+w-u一])+δ り一1プ(・,・)

1-S

」1-v-u

1-8+v-u(u<・<K)

とな る。 ま た 、(7-5)の 等 式 の 部 分 か ら、

b(1-8"一 リ)+8'卜v

(・<u〈K)f(u,v)_1-8

が 得 られ 、(7-7)、(7-8)、(7-9)を(7-4)の 不 等 式 部 分 に 代 入 して 、

〉_1+8
1-81-8

が 成 立 しな け れ ば な ら な い 。 こ の 不 等 式 は 、 簡 単 な 計 算 に よ り 、

明 らか に 成 立 す る。(7-7)、(7-8)、(7-9)を(7-5)の 不 等 式 部 分 に 代 入 して 、

(7-4)

(7-5)

(7-6)

(7-7)

(7-8)

(7-9)

a≧1と 一 致 し、
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禦 ダ搭 弊1∵:
が成 立 しな けれ ばな らな い。 これ よ り、

b(1-cS一ｰ)+Cu-v

≧o(v<u<一K)

1-8

8"一"〉 一bw<u<K

1-b

が得 られ 、 この 最 後 の 不 等 式 よ り、

b

1-b

とな る・(7-7)・(㍗8)・(7-9)を(7-6)の 不 等 式 部 分 に 代 入 して ・

一 惟:lllll;

が成 立 しなけれ ば な らない。 これ よ り、

δ ≧a-1

1-b@・K-1)

(7-11)

δ≧a-1@κ 一1)
a

と な る ・(7-10)と(7-11)よ り ・ δ ≧ 一a-1a-1-bK-1
a'1-b'1-bな ら ば プ レ イ ヤ ー2

が 鮪 界G・tting一 ・v・nを 利 用 して い る 時 ・プ レイ ヤ ー1が.lam界G・tti・g一 ・v・唾

利用す るの賜 歓 ある・(糊 終わ り)

(b)有 限回繰返 しゲーム

次項 のた めに、有 限回繰返 しの場合 にいか にジ レンマ を回避 す るかを見てお
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く。 まず、両 プ レイヤーが 「何 時 もDを 取 る」 とい う戦略 を利 用す るのが唯一

の(部 分 ゲー ム完全)ナ ッシュ均衡 で ある。最後 の数 期間 を除 いて(C ,C)が 実現

す るよ うに次 の よ うに有限回繰返 しゲーム を修 正す る:

プ レイ ヤー2は 通 常の合 理的 なプ レイ ヤー であ るが、プ レイヤー1は2つ の タイ

プ、 タイ プtと タイ プY、 か らなる。 タイ プrは 通常の合理的 なプ レイ ヤー で あ

るが、 タイ プtは 「しっぺ返 し」戦 略だ けを利 用す る。プ レイ ヤー1が タイプt

で ある確 率 はPで 与 え られ る。 この仮定 の もとで次 の定理 が成 り立つ(こ の有

限回繰 返 しの場合 は傍1と 仮定す る)。

定理7-3.(有 限 回 繰 返 し)

一{旱 謝 ならば 最後の2期 間を除い麟(C,C)を 実現する完全ベ

イ ズ均衡 が存在 す る。

証 明=[1]を 参 照 。

「しっぺ返 し」戦 略 は計画期 間の最 後の期 を除いて相手 のプ レイヤーにCを

誘 導す るので、相 手 が 「しっぺ返 し」戦 略 を取 るタイプで あ る可能性 が高 けれ

ば、(C,C)を 実現す る完全ベイ ズ均衡 が存在 す る。

7-2-21期 間 囚 人 の ジ レ ン マ ゲ ー ム

繰返 し囚人 の ジ レンマ ゲー ムで如何 に ジ レンマ を回避す るか を前項 でみ た。

通 常の有 限回繰 返 しゲー ム(1期 間ゲー ム も含 めて)に おいて は唯一の均衡 が毎

;期(D,D)と な るので、(C,C)を 実現 させ るには何 らかの細 工が必要で あった。

無 限回繰 返 しの場合 、 この細 工 は相手 のプ レイ ヤーが直前 の期 に取 った手 に

自分 の手 を依存 させ る ことで ある。 この依存 によって 「も しあなたが協調(C)

か ら逸脱 した ら結 局 自分 の損 に なる よ」の言 明が意 味 のあ るもの にな る。 通常

の1期 間問題 で は相 手の手に 自分の決定 を依存 させ る方法 がないため繰 返 しゲ

ーム を扱 わなければ な らない。

有限回繰 返 しの場合、 この細工は、最後 の期以外 は協調(C)を 誘 うしっぺ返

し戦略 を、相手 が採 用 してい る可能性 で ある。

ジ レンマ を回避す るた めに繰 返 しゲー ムを必 要 とす るの は、主に、通常 の1

期 間ゲー ムでは 、思考過程 にお いて さえ、 自分の戦略 を相 手 の戦 略に依存 させ

得 る正 当な理 由がないか らで ある。

非協カ ゲーム の基本 的な仮定 は次 の通 りである。

通常 の基本 的な仮定(UA):

各プ レイ ヤー は、 自分 が どの戦略 を選択す べきか を決定す る思考過程 におい
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て さえ、相手 とは独 立 に 自分 の戦略 を選ぶ ことがで きる。

通常 の経済活動 にお いて人 々がお互 いに行動 してい る場合 にはこの仮定UAは

妥 当であ るか もしれ な い。 しか し、人は互 いにその よ うに理想 的に分 離 してい

る とは限 らない。例 えば、親 密 な関係 が あるが何 らか の理 由で 自由に意 志疎通

がで きない場 合に は、仮 定UAは 妥 当でない。従 って、プ レイヤー問 に この関

係 を導入 しあ る種 の安 定性 を表す他 の解概 念 を必 要 とす る。 以 下に述 べ るアプ

ローチは この線 に沿 った もので ある。

仮 定1(Al)=

両 プ レイ ヤー に とって望 ま しい とみな され るある戦略 の組 が存在す る。そ し

て 、この望 ま しい戦略 の組 を実現す るための正 当な理 由を探 してい る。

仮定2(A2)=

プ レイヤ ーが どの戦 略 を選 ぶべ きか を考 え る思 考過程 にお いて 両プ レイ ヤ

ーが同時 に戦略 を変 える可能性 を仮定す る
。

安定性 二

仮 定1で 与 え られ た戦 略 の組 は、仮 定2の も とで どのプ レイヤー もそれ か ら

逸脱す る動機 を持 たな けれ ば、雍 で ある。

上 記 の仮 定1、2と 安 定 性 の意 味 を明 らか にす るた め に 、1期 間 囚人 の ジ レンマ

の場 合 を通 して これ らを 正確 に説 明 す る。

(C,C)を 解 と して 提 出す るの が わ れ わ れ の 目的 で あ るの で 、(C,C)が 両 プ レイ ヤ

ー に とって 望 ま しい戦 略 の組 で あ る
。 上 述 の 安 定 性 は正 確 に は次 の こ とを意 味

す る:

各 プ レイ ヤ ー はCか らDへ 逸 脱 す る動機 を持 っ か も しれ な い 。 仮 定2よ り、プ

レイ ヤ ‾1(2)は 、 も し 自分 がCか らDへ 選 択 を変 えれ ば、 プ レイ ヤ ー2(1)

も確 率 角(｣2)で 同 時 に 変 え る、 と考 え る。 望 ま しい(C,C)の 期 待利 得1が 逸 脱 し

た 時 の;期待 利 得0角+(1一｣1)a(0亀+(1-s2)a)以 上 で あれ ば 、す な わ ち 、

1≧o｣+(1一 の α

a-1

蘇 ≧ 一
a

1?Osz+(1-sz)a

a-1
gz

a

で あれ ば 、 プ レイ ヤ ー1(2)はCか ら逸 脱 す る動 機 を持 た ない。 この 事 よ り、
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⇔≧a-1,&z≧a-1な らば 、(C,C)1ま 上 述 の意 味 で安 定 で あ り、次 の 定 理 が 得 られ
aa

る 。

定 理7-4.((｣1,E2)一 安 定)

1期 間 囚 人 の ジ レンマ ゲ ー ム にお い て 、 弓 ≧ α一1,a-1Szな ら ば 、(C,C)1諏 定
aa

1、2の も とで安 定 で あ る。

われ われ は ジ レンマ をか な り簡 単 な方 法で克服 した。 しか しなが らそ の途 中

でゲー ム理 論 におい て通常基本 的 と考 え られ てい るい くつ かの仮定 を破 ってき

た。特 に仮定2に は、その妥 当性 にっ いて、 も う少 し説明が必要 であ る。最初

にわれ われ は仮 定2が どんな場合で も成立す る とは主張 しない。 また、われ わ

れは あ るプ レイ ヤー か ら他 のプ レイヤー に瞬時 に情報 を伝達 す る媒体 の存在 を

仮 定 してい るわ けで もない。 われわれ は この項 の最後の段落 で 明 らかにす るあ

るアイデア のモデル化 を試 み ただ けで ある。 仮定2は 多 くの経済的社会的状況

では成立 しないが、本 質的 な部分 が仮 定2に よって適切 に表 現 され る状況 も存

在 す る。例 えば、親 密 な関係 にあ るプ レイヤー が拘 束力 のあ る合意 をす るこ と

がで きない 状況 を仮 定 しよ う。 この状況 は協力 ゲーム としてモ デル化 でき ない

し、ま た、プ レイ ヤー は互い に他 と理想 的に は孤 立 してい ない ので通 常の非協

力ゲーム ともみ なす こ とがで きない。

この状況 を図7-1を 利 用 して説 明す る。この図においてAとBは2人 のプ レイ

ヤー を表す。 円周 は プ レイヤー の皮膚 を意味 し、矢印は プ レイヤー 間の関係 を

表す。左 の図 は通 常 の非協カ ゲー ム的状 況 を表す。 相手 か ら完全 に独 立 してい

OoO
AとBは 個人

φ縫9
AとBは 問人

AとBはCの 部分 を共有

図7-1.プ レイ ヤ ー 間 の 関係
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るこ とを強調す るた めに この状態 のプ レイヤー を翻 と呼ぶ 。 この独 立性 を太

い 円周 で示 してい る。 各個人 はプ レイ ヤー の間で起 こる何事 も 自分 の外部で起

こると感 じてい る。 仮定UAは このよ うな場合 に適用 でき る。

右 の図は も うひ とつ の状 況 を表 してい る。 プ レイ ヤー は互 い に他 と理想 的に

は孤立 してい ない。 この状態 のプ レイ ヤー を鰍 と呼ぶ。 この右 の図 と問人 と

い う語 は浜 口[2]に よる。浜 口は仏教 を通 じて人 間の新 しいパ ラダイ ムを探求 し

この図を描い た。 この図 のわれ われの解釈は次の通 りであ る:

間人 は互 い に余 り孤立 してい ない。 問人 が 自分 に属 して い る と感 じてい る部分

は 自分 の身 体 だけに限 定 され ない。 間人 は、 自分 で ある と思 うあ る不確 か な領

域 が、 自分 の周 りに あ ると感 じてい る。 図の細 い円周 は皮膚 によって余 り孤立

していない こ とを示 し、 自分 であ る と思 う不確 かな領 域 が破線 の長方 形で表現

されてい る。2人 のプ レイヤー の この不確 か な部分 が共通部分(Cの 部分)を 持

つ こ とに注意す る;こ の部分 を通 じて2人 の間人 は互 いに関係 す る。 も し、プ

レイヤーが 間人 か らな ってい るな らば、仮定UAは 適 切で はない。われ われ はC

の部分 を適切 に解釈 しそれ を既存 の ゲー ム理 論へ組 み込 まな くて はな らない。

仮定1に よ りわれ われ は望 ま しい戦略の組 を正 当化す るもっ ともな理 由を探 し

てい る。 この仮定1の もとで、仮定2は 思考過程 にお いて逸脱 を抑止す るため

に非常 に 自然 な仮 定で あ る。 ほかに もた くさん の方 法が あ るだ ろ うが、仮定2

は図の共通部分Cの1つ の解釈 であ る。

表7-2.(C,C)を 実 現 す るモ デ ル とそ の 条件

モデル(戦 略)

無 限回繰返 し

(ト リガー,ト リガー)

無 限回繰返 し

(しっぺ返 し,しっぺ返 し)

無 限回繰返 し(*)

(K一 有 界g-even,K」 有 界g-even)

有限回繰返 し

1期 間 問題(*)

変数(そ の意 味)

δ(害1」引率)

δ(害d引 率)

δ(割 引率)

p(タ イプがtで あ る

確率)

｣i(同 時 に戦 略 を変

える確 率)

a-1

a

max

ma;c

max

a-1

a

閾値
1

・{
a-1a-1

a'1-b

:/a-1α 一1-K一周

a'1-b'

・{

1

a-1-b

a'1-b

(*)本 研 究 に よって得 られ た新 しい結果
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囚人 の ジ レンマ ゲーム にお け るジ レンマ の回避 に関 して 、既 存 の結果 と新 し

い結果 を表7-2に ま とめた。*印 が この節 で得 られた結果 であ る。
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7-3ナ ッシ ュ均衡 よ りも緩 い純粋 戦略 に お け る安 定性 につ

いて

7-3-1誘 因 列 と 戦 略 の 同 時 変 更 を 考 慮 し た 安 定 性

この節 で はr:=(N,C,の で 与 え られ る有 限2人 戦 略形 ゲ ー ム を考 察 す る。こ こで 、

ノ〉:={1,2}は プ レイ ヤ ー の集 合 、C:=CI×C2(Gは プ レイ ヤ`"1の 戦 略 の(有 限)集

合)、u:=(〃1,u2)(u、:C→llgは プ レイ ヤ`Zの 効 用 関数)で あ る。 対応T:C→Cを

T(c):=T1(c)xTZ(c)

T,.(c)押 ∵ 幽);ぞ 翫))

と 定 義 す る。 こ こ で 、 ら=(cノ)ノ 。N一{i}であ り(θあc.7)はcのi番 目の 要 素 をeiに 置 き

換 えた もの で あ る。集 合T(c)は 通 常 の 最 適 反 応 対 応R(C)の 部 分 集 合 で あ る。農 醤

妬 文跡 はR(c):一RI④ ×R2(c)

R;(・)・一{d;・q陽@・ ら)一maxu;
e;eC;(e,・c_;)}

で 与 え られ る。R;(c)は 他 のプ レイ ヤ ー が 戦 略c.,を 利 用 して い る時 にプ レイ ヤ ーd

に最 大利 得 を与 え る戦 略 の集 合 で あ る。CiがC.1の 最 適 反 応 で な けれ ば 、T;(C)は

R;(C)と 同 じで あ るが 、CfがC-iの 最 適 反 応 で あ れ ば 、T,(c)はC7だ け を含 む。 われ

わ れ がRで は な くてTを 利 用 す る理 由 は次 の通 りで あ る:

も し、C1がc.,の 最 適 反 応 で な けれ ば 、 プ レイ ヤ'一ZはCiか らR;(c)の 要 素 へ 逸 脱

す る誘 因 を持 つ 。他 方 、C1がc.,の 最 適 反 応 で あれ ば 、プ レイ ヤ"dはCiか ら逸 脱

す る誘 因 を持 た ない;こ の場 合 に はRI(の か らC,以 外 の 要 素 を除 く方 が都 合 が よ

い 。対応Tを 利 用 す れ ば 、T(c)の どの 要 素 へ も、プ レイ ヤー がCか ら逸 脱 した い

誘 因 を持 つ 、 と表 現 で き る。ま た 、1(C)二={佐 酬o、 釧(c)}と 定 義 す る。d∈1(c)で

あるプ レイヤ'一1はc;か らT;(c)の 要素へ戦 略を変更す る強い誘 因が存在す る。何

故 な ら、他 のプ レイヤーが戦略 を変 更 しない とい う条件 の下 で、プ レイヤ`Zが
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戦 略 を 変 え る こ と に よ っ て 自分 の 利 得 が 増 え る か ら で あ る 。fl(c)=○ 」 ⇔

「T(c)={c}」⇔ 「c∈Cは ナ ッ シ ュ均 衡 で あ る」こ とに注 意 す る。ま た 、 「1(c)≠○」

⇔ 「c¢T(c)」 で あ る こ とに も注意 す る。

定 義7-6.

初項 ～を持 つ誘 因列(・り
鳳..・ その極 限集 合 ・..誘 因列 を考慮 した該 定性 を

次のように定義す る:

誘 因 列:co:=c",ck+1:=任 意 の 要 素 ∈T(ck)(k=0,1,2,…)

誘 因 列 ㈲ 鳳
.の 極 限 集 合 ・

一{
列賑_副 現_べ ての集合(1(・1)={L2}(その他))

誘 因 列 を考 慮 した8一安 定 性:任 意 の ε:=(Sl,ε2),o≦Sl,ε2≦1に 対 して 次 の 条 件

(7-12)が 満 た さ れ れ ば

CO=C*で あ る す べ て の 列(ck)k 一。1のa,b∈C.。 とi∈Nに 対 して"…5

(7-12)
ヰ ホ

Ui(c)≧6iUi(α,,b 一,)+(1一一si)ui(ai,c-i)

戦 略 の 組c*:=(**Cl,C2)∈Cは 謂 甥 を 考 慮 した5安 定 で あ る と 定 義 す る 。

6iの 意 味 は 後 述 の 仮 定Pで 与 え られ る 。後 の 例 で 示 され る よ うに 誘 因 列 を 考 慮

し た8一安 定 な 戦 略 の 組 が い っ も存 在 す る と は 限 ら な い 。Z(・)は 必 ず し も1点 集 合

で は な い の で 、 同 じ初 項c*を 持 つ 複 数 の 誘 因 列(♂)k.。 ,1...を構 成 す る こ とが で き

る 。 しか し 、 誘 因 列(ck)k.o .1...に関 す る 有 用 な 性 質 が 次 の 補 題 で 与 え られ る:

補 題7・ ・1.

誘 因 列(Cた)k.。,1...に対 して 次 の(i)と(ii)が 成 立 す る。

(i)あ る 非 負 整 数 ん に 対 し て1(ck)=○ な ら ば 、c.。={ck}か っckは ナ ッ シ ュ 均

衡 で あ る 。

5♂ ={e.'}な ら ば 、 安 定 条 件(7-12)はUi(c*)≧ ε、Ui(e.。)+(1-s,)ui(ei,c二,)と な る。
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(ii)あ る 非 負 整 数 んとi∈1>に 対 して1(Cた)={i}な ら ば 、1(Ck+1)={ノ}(ノ ∈1>,ノ ≠i)

ま た は1(Ck+り=の で あ る 。

証 明=(i):あ る 非 負 整 数 んに 対 して1(cり=の で あ る とい う仮 定 はT(cり=`Ck}

か つi7z=k+1,k+2,_に 対 してmkC=Cで あ る こ と を 意 味 す る 。 故 に 、c.つ={Ck}でkC

は ナ ソ シ ュ 均 衡 で あ る 。

(ii):1(Ck)={i}で あ る の で 、u;(ka;,c_;)=ma㍉ 。c;u;(e;,4)>Zli(kC)、kC+1=(a;,4)と

な るa、 ∈c;が 存 在 す る。k+1C-1=Ck、 で あ る の で 、c押=a、 は ま だo鋼 の 最 適 反 応 で あ

る。 従 っ て 、T,.(ck+1)={ol+1}か つ 雄1(Ck+】)と な る。 こ れ は1(Ck+1)={ノ}(ノ ∈i>,ノ ≠Z)

ま た は1(Ck+1)=○ を 意 味 して い る。(証 明 終 わ り)

集 合sの 要 素 の 個 数 をisiで 示 す 。it(C)1(c∈C)は{0,1,2}上 の 値 を と る の で 、 補

題7-1に よ り ・(it(kC)i)
k=。,1,...は非 増 加 数 列 で あ る ・ も う少 し 正 確 に い え ば ・

(1(Ckl)k=0.1.は 次 の 形 の う ち の1つ を と る ・

N:

L1:

L2:

L3:

(○,・ ・り

@,の,・Q)ま た は({i},{ノ},・ ・G,○,...ｰ1ま た は({Z},ω,・ ・b,{i},6,・ ・り ま た1ま

({1,2},・,・ ・・ ま た は({1,2},{i},・ ・Q)ま た は({1,2},LZ},ω,G…a)ま た

は

({1,2},{Z},{ブ},・ ・ク,{Z},o,・ ・り

({z},ω,..Cま た は({1,2},{Z},ω,伽 ル ・り

({1,2},{1,2},・ ・り

こ こ で 、{1,ノ}={1,2}、r・ ・殉:=「 ○ 」 の 無 限 回 の 繰 返 し、 「・・幻:=「{1},{ノ}」 の

何 回 か の 繰 返 し 、 「C」:=「{i},{ノ}」 の 無 限 回 の 繰 返 し、 「・・殉:=わ れ わ れ の 議

論 で は 重 要 で な い も の 、 で あ る 。

上 記 の 場 合 分 け に 対 応 し て 、 与 え られ た 初 項 ～ を 持 っ 誘 因 列(Ck¥Jk。。iと そ の

極 限cOつ が 次 の 命 題 の よ う に 構 成 され る:
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命 題7-8.

任 意 に 与 え られ た 初 項C*に 対 して 、複 数 の誘 因 列(c㌦ 。。,i,...と極 限 集 合c.。が構 成

され うる。 しか し、 それ らは 次 の 形 の うち の1つ を とる:

N:Ck=}C(ん=0,1,..ウ かつc。。={c*}で あ る。 これ はc*が ナ ッシ ュ均 衡 で あ る と

い う主 張 と同値 で あ る。

L1:複 数 の誘 因 列(Ck .が 構 成 され 得 る。 しか し、それ は 次 の性 質 を持 つ:

k=0,1,_に 対 して 、1つ の 場 合 を除 い て6、2人 のプ レイ ヤ ー の うち1人 が

kCか ら自分 の 戦 略 を変 え る誘 因 を持 つ
。 そ して 、 この プ レイ ヤ ー はo刷 を

得 る ニ7:に複 数 の 選 択 肢 が あ り得 る。

任 意 の(Ckllk.。1に 対 して 、極 限 集 合C.Dは ナ ッ シ ュ均 衡 で あ る 唯 一 の 要 素

か らな る。

LZ:複 数 の誘 因 列(cり 剛 ...が構 成 され うる。 しか し、それ は 次 の 性 質 を持 つ:

←0,1,_に 対 して、1っ の 場 合 を 除 い て6、2人 の プ レイ ヤ ー の うち1人 が

kCから 自分 の戦 略 を変 え る誘 因 を持 っ
。 そ して 、 この プ レイ ヤ ー はk+ICを

得 る際 に複 数 の選 択 肢 が あ り得 る。

任 意 の(Ckllk.。、 に対 して 、極 限集 合C.。は1点 集 合 で は な く、 そ の どの要

素 もナ ッシ ュ均 衡 で は な い。

L3:複 数 の誘 因 列(Ckk =0,],...が構 成 され うる。

任 意 の(Ck)k=0 ,1,..。に対 して 、C.。={CI}は 定 義7-6に よ っ て 決 定 され 、1Cは ナ ッ

シ ュ均 衡 で は な い。

証 明:Nの 場 合 は 明 らか で あ る。L3は 定義7-6に よ り直 ち に導 か れ る。L1の

証 明 はL2の 証 明 と同様 な の でL2だ け を証 明す る。

(1)1(C)={1,2}な らば 、 プ レイ ヤ ー1と2は 戦 略 をc*か ら変 更 す る誘 因 を持 つ 。

さ らに 、iTてc*)i>1な らば 、clを 得 る際 に複 数 の選 択 肢 が あ る。

(2)(1(Ck/)肌 .一({1}・{ノ},..)な らば・1人 の プ レイ ヤ ー だ け が 自分 の鱗 を変 え

る誘 因 を持つ。 ある非負 の整数 んに対 して、照あ1>1な らば、o嗣 を得 る際 に複

6こ れ は1(c) ={1,2}で あ る場 合 で あ る。CはC*か ら得 られ る 。
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数 の 選 択 肢 が あ る 。70,1,_に 対 して 、1(Ck)≠ の(こ れ はkC+1≠kC、 す な わ ち 、

k
Cが ナ ッ シ ュ 均 衡 で は な い こ と と 同 値 で あ る)で あ る の で 、(Ck,Jk .0,1,...は1点 に収

束 しない。さ らに、Cが 有 限集 合で あるた め、Cの 複数個 の要 素が(め 域 し.の中

に無 限回 現 れ る。 従 っ て 、c。りは1点 集 合 で は な く、 そ の要 素 は ナ ッシ ュ均 衡 で

は ない 。(証 明 終 わ り)

c.D={c}な らば、安 定条 件(7-12)は 明 らか に成 立 す る ので 、命 題7-8のNよ り次

の 系 が 得 られ る。

系7-5.

任 意 の0≦ 朔,8,≦1に 対 して 、 純 粋 戦 略 にお け るナ ッ シ ュ均 衡 は 誘 因 列 を考 慮 し

た(ら ε2)一安 定 で あ る。

系7-5は 誘 因列 を考慮 した｣一安定性 はナ ッシュ均衡 の安定性 よ りも緩 い こ とを

示 してい る。誘 因列 を考慮 した｣一安 定性 の意味 を説明す るた めに、ゲーム理論で

は通 常み られないわれ われ の基本 的な仮 定 を述べ る。

仮 定7-1.

状 況(S):

2人 の プ レイ ヤ ー は必 ず し もナ ッシ ュ均 衡 で は な い直 感 的 に社 会 的 に 望 ま

しい結 果c*を 正 当化 した い と思 っ て い る。 特 に 、 どの プ レイ ヤ ー も 自分 の

思 考過 程 に お い てc*か ら逸 脱 す る誘 因 を押 さえた い と思 っ て い る。

逸 脱(D)と 同 時 変 更 の 可 能 性(P):

2人 の プ レイ ヤ ー は思 考 過 程 で 初 項C*を 持 っ(可 能 な らば複 数 個 の)誘 因 列

(Ck¥Jk。。,1,...と極 限 集 合C.。を構 成 す る。 任 意 の誘 因列(Cり 織1...と そ の極 限集 合

c。。に対 して 、

(D:)プ レイ ヤ`'dE!>がCAか ら逸 脱 す る な らば 、 自分 はa∈cで あ るa;を

取 り、相 手 の プ レイ ヤ ーブはb∈c.Dで あ る わノを取 る と思 う。 ま た 、

(P=)プ レイ ヤ`一1は 自分 がc;か らaiに 逸 脱 す れ ば 、確 率｣iで 相 手 の プ レ

イ ヤーブも 同時 に ∂ノに逸 脱 す る と考 え る。

仮 定7-1の も とで 、安 定 条 件(7-12)が 満 た され れ ば、どの プ レイ ヤ ー もc*か ら逸

脱 す る こ とに よっ て 、 正 の利 益 を得 る こ とは な い。 これ がcが 安 定 で あ る とい

うわれ われ の意 味 で あ る。

さて 、仮 定7-1の 妥 当性 を検 討 す る。 まず 、適 用 す る状 況 をSに 記 述 され た場

合 に 限 定す る。 われ わ れ の 安 定 性 は2人 の プ レイ ヤ ー 間 で あ らか じめ 直感 的 に

社 会 的 に 望 ま しい結 果 が 存 在 しな い 場 合 に は適 用 で き ない 。 次 の7-3-2項 で仮 定
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7-1のSを 適 用 で き る例 を あ げ る。

次 に、仮 定7-1の1)の 妥 当性 を検 討 す る。C∈T(C*),c≠c*で あ る よ うなcが 存 在

す る と仮 定 す る。 こ の 時 、 プ レイ ヤui∈1(C)はc;か らCIへ 戦 略 を変 え る誘 因 が

存 在 す る。 この 誘 因 は 、 さ らに 、 プ レイ ヤー た ちの 思 考 過 程 に(可 能 な らば複

数 個 の)誘 因 列(c㌦ 。qし.を 構 成 す る。

(1):命 題7-8よ りL1とL,2の 場 合 に は最 初 の誘 因c1は2人 の プ レイ ヤ ー が持 っ

可能 性(1(c*)={1,2})が あ るが 、そ の他 の誘 因Ck+1(k=1,2,...)は た だ1人 の プ レ

イ ヤー(11(Ckl=1(k=1,2,...))の み が持 つ 。この 場 合 に は次 の推 測 が 妥 当 で あ る:

あ るプ レイ ヤー(iと す る)が 戦 略Aを 取れ ば 、他 の プ レイ ヤ ー(〉 とす る)はA

に対 す る最 適 反 応 で あ るBを 取 る。 この 時 、プ レイ ヤ"1はBに 対 す る最 適 反応

で あ るCを 取 る。こ の 時 、プ レイ ヤ ープはCに 対 す る最 適 反 応 で あ るDを 取 る。

;す な わ ち 、誘 因 列 が 明確 に決 定 され る。

(2)=仮 定7-1のSに よ り、 プ レイ ヤ ー は思 考 過 程 に:おい てC*か らの逸 脱 を抑 制

す る理 由 を探 して い る。

(1)と(2)よ り、 どの プ レイ ヤ ー も 、思 考 過 程 に お い て 、 どの誘 因 列(Ck)k=0,1,...に

沿 っ て も 自分 が逸 脱 す る誘 因 を抑 制 で き るな ら、cを 安 定 と見 な す た め に十 分

で あ る。Llの 場 合 、誘 因 列(Ck)k =0,1,...は1点 に収 束 し、こ の収 束 点 が 最 初 の誘 因ol

か らの最 終 結 果 で あ る。 そ れ 故 、 この 収 束 点 を極 限集 合cの 唯 一 の 要 素 と して

定 義 した 。L2の 場 合 、誘 因 列(cり 風 し.は1点 に 収 束 しない の で 、最 初 の 誘 因c1か

らの 最 終 結 果 は唯 一 に は 決 定 で き な い。従 っ て 、極 限集 合C。。を誘 因 列(o㌦ 。。」...に

無 限 回 現 れ る す べ て の 項 の 集 合 と 定 義 し、 最 初 の 誘 因 ♂ か らの 最 終 結 果 を

a,b∈C.。 で あ る(α,,動)と す る の は 妥 当 で あ る 。 こ の た め 少 し複 雑 な 安 定 条 件

(7-12)を 採 用 した 。

L3の 場 合;1(♂)=1(cl)={1,2}で あ るの で 、誘 因c1とc2を2人 の プ レイ ヤ ー が持

つ 。 こ の場 合 、 上 述 の よ うに適 切 な誘 因列 を構 成 す る こ とが で き な い;と い う

の は 仮 定7-1のPで は 、 確 実 にで は な くあ る確 率 で2人 のプ レイ ヤ ー が 同時 に戦

略 を変 え る こ とを仮 定 した の で 、c*か らc1を 経 由 してc2へ 彼 らが 戦 略 を確 実 に

は 変 え る こ とは ない 。 従 っ て 、(Ck)k=2 ,3,...の部 分 に妥 当 な 意 味 を 見 出す こ とは 困
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難 であ る。 それ故 、 この部分 を無視 して、c.。:ニ{c1}と定'SJJした。 仮定7-1のSの

もとで は、 この定C.。:={c1}で プ レイヤー のcか らの逸脱 を抑 止す るた めに十

分で ある とみ なす。

最後 に仮 定7-1のPの 妥 当性 を手短 に考察 す る7。われ われ は、1人 のプ レイヤ

ーか ら他 のプ レイ ヤー に情報 を瞬時 に運 び 、プ レイヤー の意 思に反 して戦 略 を

強制的 に変更 させ る媒 体 の存在 を、仮 定 してい るわ けで はない。プ レイヤーが

直感 的 に社会 的 に望 ま しい結果 か ら逸脱 したい と思 うの は、ただ、他 のプ レイ

ヤーが戦略 を変 えない とい う理解 の もとで 自分が逸 脱すれ ば正 の利 益 が得 られ

るか らで ある。 しか し、 この よ うな一方 的 な逸脱 は、他 のプ レイヤー も同 じ状

況にあ るの で、それ ほ ど容易 では ない。 日常 生活 で、人 々は社会 的 に望 ま しい

結果 か らの逸 脱 を次 の よ うに抑制す る と想 像 され る:

逸脱 したいが 、 しか し、他人 も自分 が考 える よ うに考 えるだ ろ うか らこの逸脱

を実行す るこ とは止 めよ う。われ われ の仮 定Pは このアイデア の1つ の表現で

ある。

7-3-2関 連 す る 結 果

この項 で誘 因列 を考 慮 した｣一安定性 を例 証す るた めにい くっ かの例 を考察す

る。 また、関連す る結果 にっいて の コメン トも与 える。 これ らの例 においてパ

レー ト最適 な結果 の中で2人 の利得 の差が最小の もの を社会 的に望ま しい結果

とみ なす こ とにす る。

表7-4の 囚 人 の ジ レン マ ゲ ー ム で は 、0.2≦ £ ≦1(i=1,2)の 時 、(C,C)が 誘 因 列 を

考 慮 した(4,sz)一 安 定 で あ る。 この 例 は命 題7-8のL1に 属 して い る。 この 結 果 は

第7-2節 と同 じで あ る。従 っ て 、わ れ われ の この節 に お け る安 定性 は 第7-2節 の安

定性 の 一般 化 で あ る。 表7-5の 例2で は 、0≦ 薪≦1,0.5≦E2≦1の 時 、(A,a)は 誘 因

列 を考 慮 した 個,｣Z)一 安 定 で あ る。 こ の例 は命 題7-8のL2に 属 して い て 、

c={(B,b),(B,c),(C,b),(C,c)}で あ る。 表7-6の 例 で は誘 因列 を考 慮 した 安 定 な 戦

略の組 が存在 しない。

7も っ と基 本 的 な議 論 に 関 して は 第7 -2節 を参 照 。
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表7-4..囚 人 の ジ レン マ ゲ ー ム

プ レイ ヤ ー2

プ レイ ヤー

1

表7-5.例2の 戦 略 形

プ レイ ヤー2

プ レイ ヤ ー

1

c D

c 5.5 0.6

D 6.0 1.1

a b C d

A 3.2 0.3 0.2 一1
,0

B 2.0 1.0 0.1 一1
,0

C 2.0 0ユ 1.0 一1
,0

D 0,一1 0,一1 0,一1 o,o

表7-6.誘 因列 を考 慮 した安定 な戦略 の組 がない例

プ レイ ヤ ー2

プ レイ ヤ ー

1

L R

U 1,一1 一1
,1

D 一1
,1 1,一1

麹 の チ キ ン ゲ ー ム で は ・ 号≦｣;≦1(E-1,2)の 時 ・(c,c)が 誘 因列 を考 慮 した

(εPε2)一安 定 で あ る。 この例 は命 題7-8のL3に 属 して い る。Myerson[3]は この チ

キ ンゲ ー ム の 無 限 回 繰 返 し版 を考 察 し、割 引率 が2/3以 上 の 時 、両 プ レイ ヤ ー が

表7-3.チ キ ンゲ ー ム

プ レイ ヤ ー2

プ レイ ヤ ー

1

c B

c 4.4 1.6

B 6.1 一3
,一3
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図7-2.ム カ デ ゲ ー ム

しっぺ 返 し戦 略 を利 用 す るの が ナ ソシ ュ均 衡 で あ る こ と を示 して い る。 しっぺ

返 し戦 略 の も とで は 、プ レイ ヤ ー は最 初 の期 にC(慎 重)を 取 り、それ 以後 は 直

前 の 期 に相 手 の プ レイ ヤ ー が 選 ん だ 手 を取 る。 両 プ レイ ヤ ー が しっ ぺ 返 し戦 略

を取 る と、 結 果(C,C)が 毎 期 出現 す る。

Rosenthal[5]は 図7-2の 展 開 形 で 与 え られ た ム カ デ ゲ ー ム を考 察 してい る。この

ゲ ー ム は左 に あ る 白の ノー ドか ら出発 す る。 プ レイ ヤ ー1と2は 交 互 に 「右 」か

「下 」 を選 ぶ 。 一 方 の プ レイ ヤ ー が 下 を選 ぶ とゲー ム は 終 了 す る。 唯 一 の部 分

ゲ ー ム 完 全 ナ ソシ ュ 均 衡 は 「い っ も下 を選 ぶ 」で あ る。こ の ム カデ ゲ ー ム で 「右 」

を支持 す るRosenthalとMyersonの 方 法 を 示 す 前 に、 「い っ も右 を選 ぶ 」 を正 当

化 す るわ れ われ の方 法 を示 す 。

この ゲー ム の 輸 は表7-7で 与 え られ て い る。c*:=(RRRRR,rrrrr)と お く と、

cl=(㎜,rrrrd),…,10C=(D,d)、C.0={(D,d)}と な る。 安 定 条 件(7-12)は い り も

成 立 す る。 す な わ ち 、(㎜,rrrrr)は 任 意 のEに 対 して 、誘 因 列 を考 慮 したε一

安 定 で あ る。

Rosenthal[5]は 次 の よ うに考 察 した(図7-3参 照):

プ レイ ヤ ー は最 大 の 利 得 を与 え る手 を確 率1で 選 ぶ の で は な く、 良 い 方 の 手 を

確 率min{1,0.5+0.4△}で 選 ぶ。 こ こ で 、 △は 良 い 手 の利 得 と悪 い 手 の 利 得 の 差 で

あ る。 図7-3の 箱 の 中 の2つ の数 字 は そ の ノー ドか らの期 待 利 得 を表 す(上 の数

字 が プ レイ ヤ ー一1の 期 待 利 得)。 例 え ば、も っ とも右 に あ る黒 の ノー ドに お い て 、

プ レイ ヤ ー一2は 確 率0.1でrを 確 率0.9でdを 選 ぶ 。同様 に プ レイ ヤ ー1は 彼 の最

初 と2番 目の ノー ドで 確 率1でRを 選 ぶ 。プ レイ ヤー2は 彼 の最 初 と2番 目の ノ

ー ドで確 率0 .93でrを 確 率0。07でdを 選 ぶ 。
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表7-7.ム カデ ゲ ー ム の戦 略 形

プ レイ ヤ ー2

プ レイ ヤ ー

1

d rd rrd rrrd rrrrd rrrrr

D o,o o,o o,o o,o o,o o,o

RD 一1
,3 2.2 2.2 2.2 2.2 2.2

RRD 一1
,3

1.5 44 4.4 4.4 4.4

RRIZD 一1
,3

1.5 3.ヱ 6.6 6.6 6.6

RRRRD 一1
,3 1.5 3.7 5.9 8.8 8.8

RRRRR 一1
,3

1.5 3.7 5.9 7.11 10.10
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Myerson[3]は 図7-4で 与 え られ る もっ と複 雑 な モ デ ル を利 用 して い る。 プ レイ

ヤ ー2は 通 常 の プ レイ ヤ ー で は な い。 プ レイ ヤー2は2つ の タ イ プ か らな る;タ

イ プ1は 合 理 的 な プ レイ ヤー で あ る が 、 タ イ プ2はR以 外 は 選 べ ない 。 プ レイ

ヤ ー2は 自分 の タ イ プ を知 っ て い るが 、 プ レイ ヤ ー1は プ レイ ヤ ー2が 確 率0.95

で タイ プ1で あ る と思 っ て い る。 この ゲ ー ム の逐 次 均 衡 は 図7-4に 与 え られ てい

る;プ レイ ヤ ー1は 彼 の 最 初 の ノー ドでRを 選 び 、 プ レイ ヤ ー2(の タイ プ1)

は彼 の最 初 の ノー ドにお い て確 率4/19でrを 確 率15/19でdを 選 ぶ。

この節 を終 わ る に あた り、誘 因 列 を考 慮 した8安 定 性 が 重 要 な役 割 を果 た す い

くつ か の 場合 を以 下 に要 約 す る。 表7-8は 戦 略 形 の 関連 す る部 分 を表 して い る。

こ の 表 でu;:=u;(～)(z∈!>)で あ る 。 も し 、 す べ て のa.,b∈C.。 に 対 し て 、

表7-8.戦 略 形 の 一 部 分 、a,bEc.。,coニc

プ レ イ ヤ ー2

プ レイ ヤ ー

1

*
Cz ろ2

*

C

..
"1,u2

索
・
,u2(Cl,

a,
*

〃1(α1,C2),・ 娠 α1,ろ、),u.

ut≧ 〃1(α1,c;),ul≧ 〃1(α1rゐ2),u;≧u2(cl,bZ),u2≧uZ(al,v2)か っco=c*な ら ば 、 表7-7の

Rosenthalの ム カ デ ゲ ー ム の よ う に 安 定 性 条 件(7-12)は 明 ら か に 成 立 す る 。 も し 、

す べ て のa,b∈c.Dに 対 し て 、

〃;〉〃1(α1,vz),u;>u2(α1,わ2)か つco=c*な ら ば 、表7-4の 囚 人 の ジ レ ン マ ゲ ー ム の よ

うに 、 十 分1に 近 い 畠σ∈N)に 対 して 、 安 定 性 条 件(7-12)は 成 立 す る。

7-4結 言

この章で は複数 プ レイ ヤー 間にお け る動的意思 決定 を考 察 した。本研 究で得

られ た結果 をま とめる と:

● 第7-2節 では、繰返 し囚人 のジ レンマ ゲー ムにお いて、協調行動 を実現 し、

部分 ゲー ム完全ナ ッシュ均 衡 を構成 し、従 来知 られ てい る トリガー戦略

よ りも優 しい 、新 しいK一有界Getting-even戦 略 を提 出 した。

● さ らに、プ レイヤ ーの思 考過程 におい て戦 略 を同時 に変 える可能性 を考
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慮 して1期 間囚人 の ジ レンマ ゲーム において も協調行動 を正 当化す るモ

デル を考察 した。

● 第7-3節 では、第7-2節 の考 えを さらに発展 させ 、思考過程 におけ る誘 因列

を考慮 し有 限2人 戦 略形ゲー ムにおいてナ ッシュ均衡 よ りも緩 い安 定性 、

誘 因列 を考慮 した｣一安 定性 、 を導入 した。

以上の よ うに、囚人の ジ レンマ ゲーム と有 限2人 戦 略形 ゲー ムを利 用 して、

社会的 の望 ま しい結果 を安定 な解 として正 当化す る方 法 を考察 した。
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第8章 結論

本研究では資源 配分 に関す る数理的研究 を行 った。 まず、第3章 か ら第5章

において動的 な逐次資源配分 を考察 し、第6章 におい て複:数プ レイヤー間の資

源配分 を、第7章 にお いて複数プ レイ ヤー 間にお ける動的意思決定 を扱 い、以

下の よ うな知見を得 た。

第3-2節 では、従 来考 察 され て来 なかった、離散 時点 に出現す る有 限種類 の 目

標 物 に離散資源 を逐次配 分す る問題 を扱 った。期待 報酬 関数が あ る条件 を満 た

す場合 に、資源 の最 適使 用量 が残 り期 間の非増加 関数 であ るこ と、手持 ち資源

量の非減少 関数 であ るこ と、等 を証 明 した。第3-3節 では手持 ち資源が時間 の経

過 と共に劣化す る場合 を扱 い 、期待 報酬 関数 が あ る条件 を満 たす場合 に、資源

の最適使用量 が劣化 率の非減少 関数 であ るこ とを示 した。第3-4節 では1期 間を

犠 牲に して資源補給 が可能 な場合 を考察 し、臨界値(=手 持 ち資源 の個数 がそ

の値 以下な らば資源 を補 給す る とい うその値)の い くっ かの性 質 を導出 した。

第4章 では、第3-2節 の基本 モデル において既知で あったパ ラメー タが未 知で

ある場合 を考察 した。まず 、第4-2節 で は 目標物 の出現確 率 が未知 であ るが、そ

の主観確 率分布 が意思 決定者 に利 用 可能 な場合 を考察 し、資源 の最適使用 量が

残 り期 間の非増加 関数 とな るた めの十分条件 を導 出 した。第4-3節 では計画期 間

の長 さが未 知な場合 を扱 い、 ある条件 の も とで、資源 の最適使 用量が経過期 間

数 の非減少 関数で ある ことを証明 した。 これ ら第4章 の結果 はパ ラメー タが既

知で ある第3章 の結果 の一般 化で ある。

第5章 で は、取替 え用 の手持 ちユ ニ ッ トが有 限で ある並列冗長 システ ムの取

替 え問題 を利 用 して 、連続す る2つ の決 定時点間の経過時 間の分布 が直前 の決

定 に依存す る連続時 間離散資源逐次 資源 配分 を考察 した。特 に2一ユ ニ ッ ト系で

寿命分布が指数 関数 に従 う時、手持 ちユ ニ ッ トが2個 の場合 と無限個 の場合 の

:最適 政策 を陽に求 めた。

これ らの知 見の意 義 は、以下の とお りで ある:

本研究 で扱 ったモデル は現実 の状況 を簡 略化 した もので あるが、期待報酬 関数

等 に関す る仮 定は現実 的 な仮 定で あ る。 そ の仮 定の もとで最適 政策の構造 が数

理的 に証 明 された こ とは 、最適 政策 を求 める際に、 その構造 を もつ もの だけに

限定 して探 索すれ ば よ く、最適 政策 を容 易 に求 め るこ とに役立 つ。 また、数理

的 に導 出 され た これ らの最適政策 の構造 は直感 的に も予想 され るもので あ り、

これ らの構造 がわれ われ のモデル の どの要 素か ら帰結 され るか を証 明 した事は、

同様 な要素 を持 つ よ り複 雑 な現 実的 な状 況で いかな る決 定 をす べきかの指針 を

与 える。

第6章 では譲 渡可能効用 ゲー ムを利用 して複数 プ レイヤー 間の公平 な資源配
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分 を考察 した。まず、第6-2節 では譲渡可能効用 ゲー ムにお いて主要 な解 であ る

仁 と肩直を考察 し、仁 と図直を一対 交渉一貫性 に よって基準点 の違 い と解釈 で き

るこ とを証明 した。また 、「あ るゲー ムが、その非空 な コアが1人 とn-1人 提携

のみ によって決定 され る」ための必要かつ十分条件 は、 「そ のゲームが本質 的な

提携 に関 して擬 凹なゲームで あ る」ことを証明 した。第6-3節 では従来知 られ て

い る均等配分値 を一般化 したk人 平均寄与 の残余均等 配分値 を導入 し、 この解

の種 々の性 質 を考察 した。特 に、ENkAC一 値 が準仁 と一致す るた めの十分条件 も

与 えた。第6-4節 で はENkAC一 値 とシ ャープ レイ値 を縮小 ゲー ムによる一貫性で

特徴付 ける縮 小ゲー ムを導出 した。

これ らの知 見の意義 は以 下の とお りであ る:

譲渡 可能効 用ゲー ムを含 む協力ゲー ム理論 の1つ の 目的は公 平 な配分 を研 究す

ることであ り、そ のため にコア、(準)仁 、 シャー プ レイ値 、肩直等、種 々の解

が提案 されて いる。 これ らの解 は それ ぞれ独 自な公 平性 を追 求 してお り、解 の

違 いが容 易 に分 か るよ うには定義 され て いない。 従 って 、現実場面 で どの解 を

利用す るか を決 定す る際の助 け とな るよ うに、 同 じ土俵 の上で これ らの解 を比

較 で きるよ うに特 徴付 け るこ とが望 まれ る。 その方 法論 と して、従来、一対 交

渉一貫性 と縮小 ゲーム による一 貫性の2っ が考 え られて きた。第6-2節 で行 った

仁 とz値 の関係 は前者 による特徴 付 けであ り、第6-4節 で行 ったENkAC一 値 とシ

ャープ レイ値 の特徴付 けは後者 に よる ものであ る。 また、ENkAC一 値 と準仁 はま

った く異 なった考 えか ら定義 され た解で あ り、 この2つ が一致す る十分条件 を

得た こ とは、 これ らの解 の特徴 を知 る上で役 に立っ。

第7-2節 で は囚人 のジ レンマ ゲーム にお ける協調行 動 に関 して考察 した。まず 、

繰 返 し囚人 の ジ レンマ ゲーム におい て協 調行動 を部分 ゲー ム完全 ナ ッシュ均衡

として実現 させ るK一有 界Getting-even戦 略 を導入 し、更 に1回 限 りの囚人 のジ

レンマゲー ムにお いて協調 行動 を安 定な解 として正 当化 す るために従来 のプ レ

イヤー の仮定 を明示 的 に変更 し、E一安 定性 を導入 した。第7-3節 では、これ を更

に有限2人 戦 略形 ゲーム にまで一般化 し、純粋戦 略 にお け るナ ッシュ均衡 よ り

も緩 い誘 因列 を考慮 した｣一安定性 を提 出 した。

これ らの知 見 の意義 は以下の とお りであ る:

囚人の ジ レンマゲー ムにおいて協調行 動 を正 当化す る1つ の方法で ある繰返 し

囚人の ジ レンマ ゲー ムにおい て、従来知 られてい る トリガー戦略 は部分 ゲー ム

完全 ナ ッシュ均衡=を構成 す るが相 手の失敗 を1回 しか許 さないので厳 し過 ぎ る。
一方

、 トリガー戦略 よ りも優 しい しっぺ返 し戦略 は部分 ゲー ム完全ナ ソシュ均

衡 を構成 しない。 そ こで厳 しさにおいて この 中間 に位置 し部分 ゲー ム完全ナ ッ

シュ均衡 を構成 す る新 しいK一有界Getting-even戦 略 を導入 した ことは、協調 を

誘発 させ るた めに 自分 の行動 を工夫す る助 けになる とい う意義 がある。 また、
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通常 の非協カ ゲー ム理論 で想 定 され てい るプ レイヤー は他 のプ レイヤー か ら過

度 に孤立 してい る との反省 か ら、プ レイ ヤー の仮 定の 中に、社 会 的 に望 ま しい

結 果へ の志 向性 、及び 、同時 に戦 略 を変 える可能性 を考慮す るこ とを明示 的に

示 し、E一安定性 を導入 す るこ とに よ り1回 限 りの囚人 のジ レンマゲー ムにお いて

協調行動 を正 当化 した事 、及 び 、 この安定性 に更に誘 因列 を考慮 し有限2人 戦

略形 ゲームに純粋戦略 にお け るナ ッシ ュ均衡 よ りも緩 い安 定性 を導 入 した事 は、

関係性 をその内部 に秘 めた新 しい プ レイヤー像 を探求す る1つ の試 み とみ なせ

る。

この よ うに本研 究で は、多期 間 にわた る資源 配分 を効率 的 に行 う政策 の性質

を一般化 し、複数 プ レイヤー 問の公平 な資源 配分方 法 を再解 釈 し、 さらに新 た

な方法を提 出 した。 また、社会 的ジ レンマ を回避 す る新 たな方法 を提示 した。

以上の よ うに、基本的 なモ デルで はあるが、多期間 にお け る効率 な資源配分 、

複数 プ レイヤー 問の公 平 な資源配分 、社会 的 に望 ま しい状況 の合理 的説 明、を

数 理的に扱 った本論 文 の社 会的意義 は、社会 的行為 主体 として これ らのモデル

に対応す る状況 に適切 に対処す る際 の行動指針 を与 える点で あ る。

さて、最後 に本研 究 の今後 の課題 と発展性 につい て列 挙す る。

1.第6-4節 でE:NたAC一値 とシャー プ レイ値 を縮小 ゲーム によ る一 貫性 で特徴付

ける縮 小ゲーム を導 出 したが、この われ われ の手法 を利 用 して、他 の解 に関

して同様 の こ とが可能 か を検討 す るこ と。

2.上 記 の方 法は、まず 、解 が あ りその解 に関 して縮 小ゲーム に よる一 貫性 を満

たす縮小 ゲーム を探 求 したが、それ とは反 対 に、まず意 味的 に妥 当であ る縮

小 ゲームを与 えてそれ に よる一 貫性 を満 たす解 を定義 し、そ の性質 を調べ る

こと。

3。 第7章 で従来 のプ レイヤー に関す る仮 定の問題 点 を指摘 し、新た なプ レイヤ

ー像 を導入 したが、更 に種 々の合理性 を検討 し、その数 理モデル を考案す る

こと。

4.上 記 の種 々の合理性 を検 討す る際、特 に、社 会的 な公平 性を各プ レイヤーが

そ の内部 に想定 し得 るこ とが重要で あ る。 しか し、その公 平性 には様 々な表

現が あ り、更 に、その よ うな公 平性 を最 初か ら各プ レイ ヤーが内部 に持 って

い るこ とはあ り得 ない。そ こで、次の2つ が必要 であ る:(a)そ の公平性 の様 々

な表現 を譲 渡可 能効用 を持 つ提携形 ゲー ム にお ける公 平性 を利 用 して探求

す る。(b)各プ レイヤー の内部 に時 間的 に徐 々に社 会的 な公 平性 を実現 し得 る

過 程 を動的計画法 を利用 して考察す る。 この(a,b)の研 究 を進 め るこ と。

特 に、4.の課題 を遂行す るには多 くの労力 と時間 を要す るこ とが予想 され るが、

人 間の相互 作用 の総体 としての社 会現象 の よ り良 き理解 とそ の十全 な発展 に寄

与す るために、数理 的 な手法 を適用す べ き領 域で ある。

190



謝辞

謝辞

本研 究の論文 をま とめ るにあた り、その機 会 を与 えて 下 さった大 阪大学大学

院工学研究科応 用物 理学専攻 教授 石井博 昭先 生には、終始懇切 な御指 導、御助

言 を賜 りま した。深 く感 謝 の意 を表す と共 に、厚 く御礼 申 し上げ ます。

大 阪大 学大学 院工学研 究科超 高温理 工学研究施設 教授 後藤誠一先 生 、大 阪

大学大学院 工学研 究科応用物理 学専攻教授 八木厚志先 生、伊東 一良先 生 、川 上

則雄先 生 には、本論 文作成 に際 し、細部 にわた り御 指導 、及び 、貴重 な御助言

を頂 き心 よ り感謝 いた します。

本 研 究 の遂行 に あた り大 阪 大学 大学 院工 学研 究科応 用 物理 学専攻 在 学 時に

西 田俊夫先 生(現 在 、大阪大学名 誉教授)、 田畑吉雄先生(現 在 、大阪大学大学

院経済学研究科教授)の 御指 導 と御 助言 を賜 り、深 く感謝 いた します。

本研究 の遂行 にあた りオ ランダUniversityofTwenteのDr.TheoS.H.Driessen

博士 には研 究の機 会お よび助 言 を賜 り感謝 いた します。

191



著者発表論文

著者発表論文

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

Namekata,T.,Y.TabataandT.Nishida:ASequentialAllocationProblemwithTwo

KindsofTargets.JournaloftheOperationsResearchSocietyofJapan,Vol.22

(1979),.16-28.

Namekata,T.,Y.TabataandT.Nishida:ASequentialAllocationProblemwith

UnknownProbabilitiesofAppearance.MathematicaJ勿oη'cd,Vb1.24(1979),.

341-349.

Namekata,T.,Y.TabataandT.Nishida:ASequentialUnitAllocationforParallel

RedundantSystem.JournaloftheOperationsResearchSocietyofJapan,Vol.23

(1980),353-367.

Namekata,T.,Y.TabataandT.Nishida:ASequentialAllocationProblemwith

PerishableGoods.JournaloftheOperationsResearchSocietyofJapan,Vol.24

(1981),202-212.

Namekata,T.,Y.TabataandT.Nishida:SomeRemarksonSequentialAllocation

ProblemoverUnknownNumberofPeriods.JournaloftineOperationsResearch

Societyof.lapan,Vol.24(1981),339-346.

Namekata,T.,Y.TabataandT.Nishida:ANoteonSequentialAllocationProblem

WhenResourcescanbeSupplied.MathematicaJaponica,Vol.28(1983),305-314.

Namekata,T.:Prisoner'sDilemmaandtheRelationbetweenPlayers.福 α伽 α伽

勾 フonica,VbL45(1997),433-439.

Namekata,T.:NoteonStabilityinPureStrategiesweakerthanNashEquilibrium.

MathematicaJaponica,Vol.46(1997),265-272.

Namekata,T.andT.S.H.Driessen:TheEgalitarianNon-k.=AveragedContribution

(ENkAC一)valuefbrTU-games.InternationalGameTheory/Review,V61.1(1999),

45-61.

Namekata,T.andT.S.H.Driessen:BargainingPropertyofaNucleolusandzValue

inaClassofTU-Games.AcceptedinComputersandMathematicswith

Applications.

Namekata,T.andT.S.H.Driessen:ReducedGamePropertyoftheEgalitarian

Non-k-AveragedContribution(ENkAC一)ValueandtheShapleyValue.

InteYnationalTi^ansactionsin(2～ フeYationalResearch,Vbl.7(2000),365-382.

192


	191@00001.pdf
	191@00002.pdf
	191@00003.pdf
	191@00004.pdf
	191@00005.pdf
	191@00006.pdf
	191@00007.pdf
	191@00008.pdf
	191@00009.pdf
	191@00010.pdf
	191@00011.pdf
	191@00012.pdf
	191@00013.pdf
	191@00014.pdf
	191@00015.pdf
	191@00016.pdf
	191@00017.pdf
	191@00018.pdf
	191@00019.pdf
	191@00020.pdf
	191@00021.pdf
	191@00022.pdf
	191@00023.pdf
	191@00024.pdf
	191@00025.pdf
	191@00026.pdf
	191@00027.pdf
	191@00028.pdf
	191@00029.pdf
	191@00030.pdf
	191@00031.pdf
	191@00032.pdf
	191@00033.pdf
	191@00034.pdf
	191@00035.pdf
	191@00036.pdf
	191@00037.pdf
	191@00038.pdf
	191@00039.pdf
	191@00040.pdf
	191@00041.pdf
	191@00042.pdf
	191@00043.pdf
	191@00044.pdf
	191@00045.pdf
	191@00046.pdf
	191@00047.pdf
	191@00048.pdf
	191@00049.pdf
	191@00050.pdf
	191@00051.pdf
	191@00052.pdf
	191@00053.pdf
	191@00054.pdf
	191@00055.pdf
	191@00056.pdf
	191@00057.pdf
	191@00058.pdf
	191@00059.pdf
	191@00060.pdf
	191@00061.pdf
	191@00062.pdf
	191@00063.pdf
	191@00064.pdf
	191@00065.pdf
	191@00066.pdf
	191@00067.pdf
	191@00068.pdf
	191@00069.pdf
	191@00070.pdf
	191@00071.pdf
	191@00072.pdf
	191@00073.pdf
	191@00074.pdf
	191@00075.pdf
	191@00076.pdf
	191@00077.pdf
	191@00078.pdf
	191@00079.pdf
	191@00080.pdf
	191@00081.pdf
	191@00082.pdf
	191@00083.pdf
	191@00084.pdf
	191@00085.pdf
	191@00086.pdf
	191@00087.pdf
	191@00088.pdf
	191@00089.pdf
	191@00090.pdf
	191@00091.pdf
	191@00092.pdf
	191@00093.pdf
	191@00094.pdf
	191@00095.pdf
	191@00096.pdf
	191@00097.pdf
	191@00098.pdf
	191@00099.pdf
	191@00100.pdf
	191@00101.pdf
	191@00102.pdf
	191@00103.pdf
	191@00104.pdf
	191@00105.pdf
	191@00106.pdf
	191@00107.pdf
	191@00108.pdf
	191@00109.pdf
	191@00110.pdf
	191@00111.pdf
	191@00112.pdf
	191@00113.pdf
	191@00114.pdf
	191@00115.pdf
	191@00116.pdf
	191@00117.pdf
	191@00118.pdf
	191@00119.pdf
	191@00120.pdf
	191@00121.pdf
	191@00122.pdf
	191@00123.pdf
	191@00124.pdf
	191@00125.pdf
	191@00126.pdf
	191@00127.pdf
	191@00128.pdf
	191@00129.pdf
	191@00130.pdf
	191@00131.pdf
	191@00132.pdf
	191@00133.pdf
	191@00134.pdf
	191@00135.pdf
	191@00136.pdf
	191@00137.pdf
	191@00138.pdf
	191@00139.pdf
	191@00140.pdf
	191@00141.pdf
	191@00142.pdf
	191@00143.pdf
	191@00144.pdf
	191@00145.pdf
	191@00146.pdf
	191@00147.pdf
	191@00148.pdf
	191@00149.pdf
	191@00150.pdf
	191@00151.pdf
	191@00152.pdf
	191@00153.pdf
	191@00154.pdf
	191@00155.pdf
	191@00156.pdf
	191@00157.pdf
	191@00158.pdf
	191@00159.pdf
	191@00160.pdf
	191@00161.pdf
	191@00162.pdf
	191@00163.pdf
	191@00164.pdf
	191@00165.pdf
	191@00166.pdf
	191@00167.pdf
	191@00168.pdf
	191@00169.pdf
	191@00170.pdf
	191@00171.pdf
	191@00172.pdf
	191@00173.pdf
	191@00174.pdf
	191@00175.pdf
	191@00176.pdf
	191@00177.pdf
	191@00178.pdf
	191@00179.pdf
	191@00180.pdf
	191@00181.pdf
	191@00182.pdf
	191@00183.pdf
	191@00184.pdf
	191@00185.pdf
	191@00186.pdf
	191@00187.pdf
	191@00188.pdf
	191@00189.pdf
	191@00190.pdf
	191@00191.pdf
	191@00192.pdf
	191@00193.pdf
	191@00194.pdf
	191@00195.pdf
	191@00196.pdf
	191@00197.pdf



