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UNE CONDITION NECESSAIRE POUR LES
SYSTEMES HYPERBOLIQUES

Tatsuvo NISHITANI
(Regu le 10 juillet 1987)

1. Introduction

Soit L un opérateur différentiel sur C=(Q2, C¥) ou Q est un ouvert dans R?*!
de coordonnées locales x=(x,, x,, **-, x;). Soit #(x)EC=(Q), dt(x)+0 dans Q,
réelle. Nous disons que L est hyperbolique en £&Q par rapport 2 #(x) si les
conditions suivantes sont satisfaites:

(1.1) }‘im ATLe™@ L(eMD u): C=(Q, CY¥)—>C=(Q, CV) est surjective en £,

il existe un voisinage w C{) de £ et une constante &
(1.2) positive tels que L soit un isomorphisme sur
E,= {veC(0w,C"); v =0 dans t(x)<t(£)+7}
pour tout T, |7|<<€.

Nous disons que L est fortement hyperbolique en £ Q par rapport 4 #(x) si pour
tout opérateur Q d’ordre 0 sur C=(Q), C¥), L+ Q est hyperbolique par rapport a
t(x) en %.

Fixons une base de C¥ et des coordonnées (x, £) dans le fibré cotangent
T*Q et désignons par L(x, &) et L,(x, £) le symbole entier et le symbole principal
de L respectivement:

(1.3) L(x &) = Ly(x, £)+Lo(x) ,  Ly(x, &) = 53 A%)E;,

Aj(x), Ly(x) étant des matrices carrées d’ordre N et d’éléments dans C*(Q).
On désigne par h(x, £) le déterminant de L,(x, £) qui est une fonction sur T*Q.

Nous étudions des conditions nécessaires pour I'hyperbolicité de L en £.
Si L est hyperbolique en £, alors A(x, &) est un polynome hyperbolique par
rapport a di(x) prés de £, c’est-a-dire, les zéros 7 de h(x, £+ 71di(x)) sont réels
pour tout £ T¥Q\0, x étant prés de £ (Théoréme de Lax-Mizohata). Par
suite, nous supposerons, dans cette note, I’hyperbolicité de A(x, &) par rapport &
dt(x) prés de £.

Quand toutes les caractéristiques p T¥Q\0 de % sont simples, en supposant
(1.1), L est strictement hyperbolique et donc fortement hyperbolique en £. Cela
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nous améne a nous intéresser aux caractéristiques multiples p de % sur £. Il
faut remarquer que si L,(x, £) est symétrique (ou bien symétrisable) pres de £,
alors L est fortement hyperbolique en £ méme dans le cas ol se trouvent les
caractéristiques multiples sur £. D’ailleurs si A(x, ) est effectivement hyper-
bolique (pour la définition, voir si-dessous) en chaque caractéristique multiple
sur 2, alors L est fortement hyperbolique en £ bien que L,(x, &) n’y soit pas
symétrisable en général (voir [8]). Ces faits nous complique la tache de for-
muler des conditions nécessaires pour ’hyperbolicité de L. Dans cette note
nous donnons une condition nécessaire simple en caractéristique multiple p
sur £ pour que L soit hyperbolique en £.

Notons que pour des systémes & caractéristiques de multiplicité constante,
quelques conditions nécessaires sont obtenues, voir [11], [13] et leurs reférences.

Suivant [3] nous posons

L §) = L §) “Lis, §—— ALy “Lik(x,8),

Li(x, £) = Lu@)+5 33 (0, 08, L) (. £)
Ly, “Li} = 3304, L, 0,,(°L)—0,, L, 04, (“L}

et “L,(x, £) désigne la matrice des cofacteurs de L,(x, £). Nous remarquons que
-L(p) est indépendante de choix de coordonnées symplectiques et de base de C¥
modulo L,(p)T avec T une matrice carrée d’ordre N. C’est-a-dire, _L(p) est un
élément de Hom(C¥, C¥)/L,(p) Hom(C¥, C¥) (cf. [2], [10]).

Soit F,(p) I'application hamiltonienne de % en p (voir [4], [5]) et posons

Trrh(p) = 2 )

ou {iu;} sont des valeurs propres de Fj(p) se trouvant sur l’axe imaginaire
positif, répétées selons leurs multiplicités. On dit que # est effectivement
hyperbolique en p si F,(p) admet des valeurs propres non nulles réelles.
Formulons maintenant la condition (H) en caractéristique multiple p:

il existe une constante réelle o avec || =<1 telle qu’on ait
(H) L(p)+aTrh(p) I =0
dans Hom(C¥, C¥)/L,(p) Hom(C¥, C¥),

ou I désigne l'application d’identité. Cela est un analogue de la condition
d’Ivrii-Petkov-Hormander (voir [4], [5]). Nous remarquons que cette condi-
tion est indépendante de coordonnées symplectiques locales dans T*Q et de
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base locale de C¥, puisque I'est aussi Tr*k(p). Le résultat suivant est énoncé
dans [7], [9].

Théoreme 1.1.  Supposons que L soit hyperbolique en £EQ par rapport a
t(x). Sih west pas effectivement hyperbolique et le rang de L, est égal ¢ N—1 en
une caractéristique multiple p TFQNO, alors la condition (H) est vérifiée en p.

Dans le cas ou p est une caractéristique double et F,(p) est nilpotente, alors
la condition (H) se réduit a la condition de Levi.
Du théoréme 1.1, il résulte:

Corollaire 1.1. Supposons que L soit fortement hyperbolique en £ par rap-
port a t(x). Alors il existe un voisinage U de £ tel que h soit effectivement hyper-
bolique ou bien le rang de L, soit au plus N—2 en chaque caractéristique multiple sur
T*U\O0.

ReEMARQUE 1.1. Dans le cas ou d=1 et par conséquent Tr*h(p)=0, le
théoréme 1.1 montre que la condition

L(p) =0 dans Hom(C¥, C¥)/L(p) Hom(C¥, C¥)

est nécessaire pour que L soit hyperbolique en £ sous les méme hypothéses que
celles du théoréme 1.1. Ce résultat était montré par Koutev et Petkov [6].

ReEMARQUE 1.2. Dans le cas ou toutes caractéristiques de A sont au plus
doubles, concernant 'inverse de corollaire 1.1, quelques résultats se trouvent

dans [8], [9].

Lemme 1.1. Soit pc T¥Q\O une caractéristique de multiplicité supérieur a
2. Supposons que le range de L(p) soit égal a N—1. Alors pour que L soit
hyperbolique en £ par rapport a t(x), il est nécessaire que

L(p) =0
“dans Hom(C¥, C")/L,(p) Hom(C¥, C¥).

Si la multiplicité de p est supérieur a 2, on a toujours Tr*A(p)=0. Donc
dans ce cas-la, le théoréme 1.1 résulte du lemme 1.1. Alors, pour démontrer le
théoréme 1.1, on peut supposer que p soit une caractéristique double.

Dans § 3, nous démontrons le théoréme 1.1 et dans §4, on donne une preuve

du lemme 1.1. Dans les sections suivantes, par un changement, si nécessaire,
de base de C¥ et de coordonnées x sur ) on suppose que

t(x) =%, Afx)=—1Iy,

ou I, est la matrice unité d’ordre V. Aussi on se sert des notations x=(x,, x’),

E=(Eo, E’)Z(EO’ Eb ey Ed)



74 T. NISHITANI

2. Préliminaires

Considérons le symbole du systéme du premier ordre:
d
L(x,&) = —&+ EAj(x) §,+B(x),

et soit i(x, £) le déterminant de L,(x, £). Soit, d’autre part, p=(0, &) € T¥R*\0
une caractéristique de multiplicité r(r=2) de A(x, £). Supposons que le rang de
L0, £) soit N—1. Donc, par un changement de coordonnées x, conservant la
premiére composante %, on peut supposer que p=(0, ¢;) ou e;=(0, -, 0, 1).
Cela implique
Ly(p) = 40).-

Puisque p est une caractéristique de multiplicité 7, il existe N(x), une matrice
carrée d’ordre N inversible d’éléments C*= prés de l'origine telle qu’on ait (par
exemple, voir [12])

(21) N(x)™ Ay(x) N(x) = diag(A(), G(x))+O0(|x|" (|x| -0, k: grand),
A(x), G(x) étant matrices carrées d’ordre r et N—r telles que
0. 1.
A0)=JO, ) =] .:(:)"'1 , dét G(0)%0.
0

D’aprés Arnold [1], on peut trouver une matrice N(x), C=, inversible prés de
Iorigine telle que N(x)*A(x) N(x) soit de la forme

0
0] k —0, k: .
a,(x),---,a1<x)J+ (1= (11>, & grand)

D’autre part il découle de 'hyperbolicité de A(x, &, 0, -+, 0, &,) prés de £=0 par
rapport a dx, que (voir [4], [5])

(2.2) J(, r)+[

(2.3) aj(x) = O(|=l’) (]x|—0).
Désormais nous supposerons que p=(0, ¢,) et
A,(x) = diag(A(x), G(%))+O0(|x]*), A(x) = J(0, )+ [ 0 }
a, (%), +++, a,(x)

avec dét G(0)#=0. On posera

Ax, &) = gd-: A (%) Ei=(Aij(% Eisi,js2s = (@if(% Eisijsw »
Ly(x, &) = (L;j(x, Eisi,jse=(mij(%, E)isi jsn »
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ol (4;;), (L;;) représentant une partition de 4, L, en blocs correspondant 4 (2.1).
Ici on remarque que

Ay(%, &) = Ay, §")+A(x) E,+O(|x*) &4
Ay, &) = Ay(x, £")+G(x) E+0(|x|*) &4,
A, &) = A%, ")+ O0(1%1*) sy An(%, ") = An(x, E')+0(1%]*) Ear

) 1"
ou E'=(&, Ei-y)-
Dans cette section nous travaillons avec des coordonnées et la base de C¥
ci-dessus. D’abord nous avons le lemme suivant vu que

Ly(p) = diag(J(0, ), G(0)) .

Lemme 2.1. Soit C une matrice carrée d’ordre N. Pour quwon ait C=
L(p)T avec une matrice T, c'est-a-dire, C=0 dans Hom(C¥,C")/L,(p) Hom
(C¥, C¥), il faut et il suffit que la r-iéme ligne de C soit nulle.

Lemme 2.2. Soit r=2. Alorsona
(—1y7" dét G(0) 8, ay(p) = 9, dét Ly(p) = 0,
(—1)~* dét G(0) 8, a(p) = B, dét Ly(p) = 0,
a:,‘ 65/ dét Ll(p) = (— 1)'—1 dét G(O) {6tj 651 arl(p)_afj ar—ll(p) 6:,‘ mrr(p)} .
Preuve. Les deux premiéres égalités résultent de (2.3) et
Ly(x, ) = —&+ A, §")+diag (A (x), G(x)) E,+O(|x[*) &, .

Pour montrer la derniére égalité, nous posons
'3 ¥ §
0¢; dét Ly(x, &) = E}l Ii(x, ),

Cest-a-dire, Ii(x, &) est le déterminant de la matrice L, dont la u-iéme ligne
est remplacée par les dérivées par rapport a4 £;. Alors, si p=r, r—1, on a

64’] I{“(P) = 6:;‘ Ii{(x: ed) I =0 — 0 ’

car m,_,,(x, e;) m,(x, ¢;) = O(|x|?) pour tout p, ¢ avec p#q. Si p=r—1 on
voit que

axj Iz—l(p)zaxj 15_1(0, ed) ' =0 — (*— 1)'_2 dét G(O) 65;‘ ar—ll(p) ax,‘ mrr(P)
et si uy=r
axj I;(P) = 6xj I:(x’ ed) l £=0 — (_1)'“l dét G(O) 6:; 6$j arl(P) ’

en effet on a m,,(x, €;)=0(|x|?) si p%r et m,_,,(x, €,)=38,,+O(|x|*) pour tout
25 p=<r, 1=q=r, §,, étant le symbole de Kronecker, d’ou la derniére égalité.
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Lemme 2.3. La r-iéme ligne de L (p) est égale a
(177 d&t G(O) (0, -+, 0, {0+ 31 (B, Bt; an(p)—
—8¢; a,-u(p) 0, m,,(p)}, 0, -+, 0),
oit B(x)=(b:(%))1s:, 55 n-
Preuve. Tout d’abord, on remarque que
“L,(p) = diag((c;;), O), ¢, = (—1)"1dét G(0),¢c;; =0 si (4,5)=*(1,7),

ou O désigne la matrice carrée nulle d’ordre N—r. Alors il est clair que la
r-itme ligne de Ly(p) “L,(p) est égale a

(— 1y~ 4t G(0) (0, -, 0, b0+ 310, 04, an(e)}, 0, -+, ).
Donc il suffit de démontrer que la r-i¢me ligne de {L,, “L,}(p) est égale a
24)  (=1y~det G(0) (0, ---, 0, z"‘é B¢, a,-u(p) B, Myr(p), 0, -+, 0).
Appliquant le lemme 2.2, il en résulte que
r-itme ligne de  9¢; L,(p) 8,,(“L,) (p) = 0.

En effet, (7, j)-élément de “L,(x, ¢;) est de I'ordre O(|x|?) si (7,)=%=(1,7). Puis,
d’apres (2.3) et lemme 2.2, on voit que r-iéme ligne de 9,; L,(p) 0¢;,(“L,) (p) est:

(_1)' dét G(O) (O’ -, 0, a&j ar—u(P) 6:; mrr(P)’ 0,.-,0 )
Cela montre (2.4).

Maintenant, en posant

my, M
Ly(x, &) = P ’
my, : My, m,,
on introduit le symbole R:
m,, 0 0
R, (x, E) 0 .:...g..................
R(xy E) = , L ) Ru(x’ f) = | m, : ~ ’
Ry(x, ') & Iy-, N Mg,
m,, .

ot Ry (x, £')=—G(x)* Ay(x, ") E;7* et m,; désigne le cofacteur de m,; de la
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matrice Ly, multiplié par (—1)"~! en sorte que by my; M, ;=(—1)"18,, dét L, et
j=1

M désigne la matrice des cofacteurs de M en sorte que MM=dét M. On note
que les éléments de R(x, £) sont homogeénes de degré r—1 en £. On va étudier
K(x, D) définie par

(2.5)  K(x, D) = L(x, D) R(x, D), K(x, D) = (Ki)isi,js:=(kij)isi.isn -
Lemme 2.4. On voit que
la r-iéme ligne de _L(p) = (—1)""X0, -+, 0, dét G(0) &;1(p), 0, -+, 0)
ot k;, désigne le symbole sous-principal de k,,(x, D).

Preuve. On désigne par o,(k,,), o,_,(k,,) les parties homogeénes de degré 7,
r—1 en & respectivement de &, (x, £), le symbole de k,(x, D). Alors un calcul
symbolique nous donne

26) o (k) (® £) = 3 myi(x, E) 0 (o, E)Felm, E)HO(1 1) i, E)

ol ¢,(x, £), d,(x, £) sont homogénes de degré » en £ et de plus c,(x, £) est de
degré au plusr—2 en £, On a de la méme fagon

(2.7) or-1(Rn1) (%, &) = byy(x) Myy(x, E)+c,_i(%, E)+O(|x]*) d,_(%, E) ,
ou ¢,_,(x, &) est de degré au plus r—2 en ;. D’autre part on a
6:; afj "'r(krl) (P):ax,‘ an mrl(P) mrl(P)_l_aSj ﬁ"l,,(p) axj m"(p) ’
65; m,,(p) = (—l) 65,’ ar—u(p) ’ mrl(P) = 1;
en effet 7, ;(p)=0sij=*1, 9,, M, (p)=0 pour tout ,j et 9, m,;(p)=0 pour tout
i, jsij=Fr. Cela implique
y d
k:I(P) = {br1(0)+% jE=0 (axj 65; mrl(P)—aé'j mr-—n(P) axj mrr(p))} .
Vu lemme 2.3, on a le résultat.
Lemme 2.5. Le symbole principal de K,(x, D) est de la forme
C(x, £)+O(1x|*) D(x, £)

ot C(x, E) est une (N—r)Xr matrice dont les éléments sont homogénes de degré r,
au plus r—2, au moins 1 en E, £, £ respectivement.

Preuve. Nous nous rappelons que o,(Kj) (x, &)=4,, (x, &) Ry (%, £)+
(=& Iy + A%, E")+G (%) £)) Ryy(x, E')+O(|x|*) D, E) et Ry (x, §)=Ei""1,
-+ B, (x, £) ot les éléments de R, (x, &) sont de degré au plus r—2 en &;. Alors
on a le lemme vu la définition de R, (x, &).
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Dans ce qui suit, on pose
v = (P, B, +++, %) = ((r—1)[r, 1/2, -+, 1/2, 1) .
Lemme 2.6. Soit r=3. Alors on a avec des constantes réelles ¢ non nulle
et ;>0
krl,h(y) 77) = n(h_%’.’}’o» R 7\'%‘ Mo "') =
= (—1)" A Ds(dét G(0)) " {cni+(—1)* b,(0) dét G(0) 7z *+O(N""™)} .

Lemme 2.7. Soit r=2 et soient Q', Q' les formes quadratiques corres-
pondantes aux hessiens en p de h, o,(k,) respectivement. Alors on a

Qy, n) = —Q(3, 1) dét G(0), Tr*h(p) = Tray(ky) (p) |dét G(0)],

o Q(y,7), Q(y, 1) sont les formes quadratiques Q'(y, n), Q'(y, n) dont les termes
contenant y, sont supprimées.

Preuves des lemmes 2.6 et 2.7. Provisoirement dans cette preuve, désignons
par K(x, £), L(x, &) et R(x, &) les symboles principals des K(x, D), L(x, D) et
R(x, D) respectivement. Nous faisons un changement asymptotique de vari-
ables:

¥y =N7x, 0=<j=<d.
Soient Io(,\(x, ), Io,,\(x, £) et I%,\(x, £) les images de I°<( Y1), i( ¥y, 7m) et é( ¥, n) par
ce changement de variables. En tenant compte de I’égalité
dét K, (y, 7) = dét Ly(y, n) dét Ry(y, 1) ,

il est facile de voir que

(2.8) Ky(y, 7) = [ .................................................

d’aprés le Lemme 2.5 et le fait o,(K),) (x, E')=(4,(x, E)+O(|x|*) &,) EF7%
Quant 2 a,(K};)\(¥, 7) nous nous rappelons que o,(K},) (%, £)=Ly(, &) Ry(x, &)
+Ly(x, E") Ry(x, £').  Alors il résulte de la définition de Ry, (x, £) que o,(k;;)=0
sij$r. Doncona

O(X(’—l)’) E -,7; AT I,_IJ[-O(K('_V')S)
(2_9) G'(Ku)A (y’ ,7) P E ................. PN .
a (ke (5 ) O(A&r=1ins)

En effet, modulo un terme de degré au plus r—1 en &,, on a M(x, £) M(x, &&=
Eydét M(x, £)=E;1,_,+0(|x]) Cy(x, ) et o, (k,;)=0(|x|) Ez. D’ou

aét Ky(3, 1) = (—1) " 0, (kps(3s 7) 7599 WD+ dét G(0)+ O(ANe-1-1)
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D’autre part on a
dét Ry(y, 7) = ANO=D1 0D QAN C-Desm)

Remarquons ici que si r=3, d’aprés 'hyperbolicité de k(x, £) par rapport a dx,
prés de £, on a (cf. [4], [5])

dét Ly(y, n) = (3, 1) = BV g, <0, A3 g, +0) =
= MYVl i O™}, (>0, c£0),

ou c=(r!)"Y(8"h/0Es) (p). Sir=2, on obtient
211)  dét (3, m) = (3, 1) = Q(, m) 0 2 AN Dep O(UN D),

(2.10)

Alors il en résulte que
o (ki h(9; 1) = (=171 N7 m(dét G(0)) 7'+ ON™De7) - (u>0)
lorsque r=3. Vu (2.7),0n a
T -i(ka(35 1) = B (0) AP 7z 1O ™D (u>0)
d’out
k(35 m) = (—1)771 (dét G(0) 7 A D {emg+(—1)"7" b,,(0) dét G(0) 7"} +

FOMCD7)  (u>0).

Ensuite considérons le cas oi r=2. En posant
ok (3, 1) = N Q(y, 7)+0(1),
h(y, n) = Q(y, n) 9d 7 AW O(NNBebel2)
on obtient
Qy, 7) = —Q(, 7) dét G(0).

En méme temps, cela donne

Trtay(ky) (0) | dét G(0) | = Tr*h(p) .

3. Démonstration du théoreme 1.1

Le démonstration se constitue de construire une solution asymptotique
dépendante d’un parameétre A qui contredit une inégalité qui découle de (1.2),
lorsque A tend vers I'infini. Nous cherchrons une solution pour L(x, D) de la
forme

R(x,D)u.



80 T. NISHITANI

C’est-2-dire, on construit une solution asymptotique pour K(x, D). Le change-
ment de variables asymptotique d’Ivrii et Petkov [5] nous permet de considérer
K(x, D) comme s’il est égal a diag(ky(x, D), @(x) D7) o Q(x) est une matrice
carrée inversible d’ordre N—1. Cela étant mis, la construction de notre solu-
tion se réduit A celle de k,(x, D). Alors on peut suivre le raisonnement de
Hormander [4].

Désormais on désigne par O(A\?) un opérateur différentiel matriciel dont les
éléments sont des opérateurs scalaires 4 coefficients C* uniformément bornés dans
C= lorsque A tend vers l'infini aprés multipliées par A™?.  Supposons que A(x, &)
ne soit pas effectivement hyperbolique en p=(0,¢,), alors, vu le lemme 2.7,
ky(x, &) n’est non plus effectivement hyperbolique en p. De plus, (2.7) montre
que

ay(kz) (p) = b2(0) .
Donc en suivant le théoréme 1.4.9 de [4] (plut6t la preuve du théoréme 1.5.1
de [4]), on peut trouver un changement de coordonnées conservant la premiére
composante X, et un changement de variables asymptotique,
Y= AT X, ]= O: 1) Tty d—1 y Yo = A Xq
K)\(y7 D) = K(x~3/2_v°’ °tty 7\»~sym 7\’5[2+v0 Do» R 7\'5 Dd)

tel que &, (¥, D) soit de la forme:

3.1) k(9 D) = A*{Q"(yDy, D, N)+-b;(0) D;+O(N )}

Q..(y, 7, \) étant 'une des formes suivantes (voir p. 141 de [4]):

a) Q.(y,mA)=Q(y, 771)_77(2)+2770 Ly(y's7),

b) Qu(y,mA) = Q'(¥'s n")+2em m 207 1y Ly(y'y 9" )N yi— 75+ 2b%0 31) »
C) Q‘*’(y9 75 7\‘) = Q'(y,’ 77,)_"‘77%‘]‘27]1 L](y'a 77,)+2)"_1 ’70(Cy1+Lo(’7p yI) 7],)) ’
reprenant la notation de [4]. Ici on note qu’on peut prendre s aussi grand
qu’on voudra, et pour cet s assez grand, on peut prendre k grand comme on

veut.
Ensuite nous prenons

A = diag ([(1) (1):', I,,), W,=diag(\4 I,_,),
V) = diag (W75, A7272, A 7272 G(0) ™)
et étudions
K, =W, AK, W'V,.
Si on prend p=p(v;), g=¢(v;,)EZ convenablement, on a, vu (2.8), (2.9) et (3.1),
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Q.(yD;, D,\)+byy(0) Dy + i O(AP00-5H)

+ 0(7\._*) : : 0(7\.’(1’3) -3/4)
Ry=| o@sev-s P D2+O(@D-eMy
. o(v(a 1)—3/4) ................. O(V(“)—sﬂ) ......... Dﬁ . IN _2 + o(v T 4)

Puis suivant [4], nous prenons E, comme

E, = exp{i\(ya+<Ey, y>2)+irgp()},

ou E est une (d+1)x (d+1) matrice constante symétrique satisfaisant Im E=0
et Ee;=0, et () une fonction, toutes les deux seront déterminées suivant [4].
Maintenant on considére

H, = E;' R, U, E, = (hy)isnisy» Up = diag(AV3, A4 A Iy ,)

avec
(3.2) Bys ~ i‘, A~ 9 (y, D)
qui signifie que, pour tout entier m, on a

h— 33071 P (3, D) = O~

Ici on a évidemment

hy = A EXHQ.(yDy, D, A)+b,(0) D} Ey,+O(N"*Y)
(3.3) ki =140\, i =2, -+, N,
h,-,- = O()\,q(i,i)—sll)’ Q(i,])EZ, 14':] )

En se servant de notations A, R, ¢, dans [4] on a
K =iAgp, Ki=A+c, M?=R,

ol A, R sont des opérateurs d’ordre 1, A: dépendant de E et R: dépendant de
E et de @, ¢, étant une fonction dépendante de E et de @ (voir pp. 144-145 de
[4]). Puisque {g(7,j)} ne dépendent pas de s, on peut prendre s suffisamment
grand qu’on ait

(3.4) R—120,K) =HnY =0 si i%j.
Nous cherchons une solution asymptotique pour H, qui est le produit de E, et de

gx—» v,(y) avec 9,(y)= ’é iy R;,

ol R; est le vecteur unité dans R" dont la j-iéme composante est égale 4 1 et
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a’(y) sont des fonctions scalaires qui sont a étre déterminée. On introduit
" = o}, -, o),
B = (B9, -, KR), b= —{H, -, BR),
HO = —{(K))s5:,jsn—In-1}s HO=—H7)ssijsn nZ 1.
Vu(3.4)on a
(3.5) RO =k =0, A =h"=0, HO=0.

Nous allons résoudre 1’équation suivante

(3.6) SVEE-D Gt SV F-D g0 — 0 m =0, 1, -,
p=0 »=0
(37) a-m_m_zil(m_m 0'11)_‘ m—lH(m-P) d‘p S O, m —= 0, 1, .
=0 »=0

Nous prenous #°=4'=0. Ce choix s’adapte & (3.7) d’aprés (3.5). Ensuite
nous démontrons que les systémes (3.6), (3.7) se réduisent & une série d’équa-
tions pour of(7=0, 1, --). On pose

H(foy **r Jp) = RYo=iv HU1ip... HUp-17ip | H(jo, ) = Rlio=in |

et désignons par 3 (s; jo, ***, j,) la somme

Alors vu (3.7) on a par récurrence

gy SETPO =3 D i) HOm b o i) X
X 91739 o 3% (13 s o+ o) HM, s oo+ o) &%
pour tout ¢, ¢=0. De (3.5) il résulte que
H(m, p, jo, -, j,) 8o =0 pour ¢g=m—3
pour le choix 4°=¢'=0. On définit les opérateurs différentiels {P{"} par
oo S S50, 5 o) H(, By oy o, joms) B9 790 o =

= (m) _.m—3—j
=¥Pi o1 T, m=3, .,
i=
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d’otr

m—

(3.10) S P o = TP o0

Par conséquent, 1'équation (3.6) se réduit a I’équation en o} (n=0, 1, --+). Rap-
pelons qu’un point essentiel de la preuve du théoréme 1.5.1 de [4] est le fait
que P{™ ne dépend pas de m. On I’examinera.

Lemme 3.1. Ona
PP = PY*+D  pour k=j+3, j=0.

Preuve. De (3.9) on voit

gP‘"'“’ Pl = 2‘. 32 (mA-15 8y oy -+ 4e) Hm415 0, oy 0y joms) BYe-1739 o
= Z‘- 3 (mA-1; 2, Jur ++, §o) HmA-1, B, oy ++0s joms) BO=1739 ot
(13 o ) OO, o o) O30 rfnes = I

Ici il résulte de (3.5) que

II = Hm+1,m—1,m—2, <, 1) AV ¢ = 0.

D’autre part, vu (3.5) on obtient
m-3 . . A, : :
I = §) E (m;Pr.]O) o 1]: 1) H(m P:]o, '“’]s—l) h(!’-l_“) a-{‘.H =
_ S P gpri { R 6.
i=0

Cela implique

(3.11) P = PV pour 0<j<m—3, m=3.
Maintenant on suppose que

(3.12) PP = Py+» pour k=j+3,--,i, j=0.

De (3.11) avec m=¢, on a
PY+) = po
Cela démontre que
P® = PY+D pour k=j+3,.,i+1, j=0.
Par récurrence on a le résultat.

Lemme 3.2. 1l existe des opérateurs différentiels {15,,} tels qu’on ait: (3.6)
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et (3.7) se réduit a

(3.13) gﬁ,ar-f=o, m=0,1,2,

oit Bi=h®, P.=KY, P, = kY. Plus précisément, si ot (n=0, 1,---) vérifient (3.13)
alors 6" (n=0, 1, ...) dans (3.7) et o} (n=0, 1, --*) satisfont automatiquement a (3.6).

Preuve. D’apres le lemme 3.1 et (3.10), on peut écrire
S0 g2 = TP o371 = $1 P, oPi = ST P, o
»=0 j=0 j=3 =3
ou on a posé P;=P{;=P{) (j=3). En posant
Py=P,=P,=0, B,=h)+P;, j=0,1,-,
I’équation (3.6) se réduit a (3.13).
La derniére étape de la preuve du théoréme 1.1.
D’abrod nous nous rappelons qu’on a

hy =\ El kB, Bo=hY, B =hY, P,=hD.
Si on suppose qu’on ait:
k31(p)+Trrky(p)<0

alors, on peut trouver une matrice E et une fonction ¢(y), suivant la preuve du
théoréme 1.5.1 dans [4], telles que pour tous entiers v, u on ait: Ag s’annule 4
Pordre v en 0, Im (iA*(y,+<Ey, y>[2)+ip(y))=Cr|y|? prés de l'origine lorsque
1,=0 et (3.13) se résout pour m=0,1, ., u avec o3(0)+0 modulo O(|y|").

L3 ~
Donc pour tout entier « on peut choisir une somme partielle 3} A™* v,(y)=v3(»)
n=0
en sorte que

vy(0)+0, H, E, of = O(A"'+|y])9) lorsque A~'4|y|—0.
Ici on note que

H, = Ex' W\ AK\(y, D) W'V, Uy, K,\(y, D) = Ly(y, D) R\(y, D),
R, E, = NP E,{Iy+O\ ¥}, (avec £>0).

Donc la solution asymptotique
R\(» D) WiV, Uy B, &§

pour L,(y, D) montre que L(x, D) ne vérifie pas (1.2). Ce qui démontre que la
condition
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k31(p)+Trrky(p) =0

est nécessaire pour que L soit hyperbolique en £=0 par rapport & #(x)==x,.
En remplagant £’ par —§’ il en résulte que la condition

—kii(p)+Trky(p) =0,
aussi nécessaire. D’olion a
(3.14) —Tr*ky(p)<kii(p) =Trky(p) -

Cela est équivalent a dire qu’il existe un nombre réel « avec |a| =<1 tel qu’on
ait
k3\(p) dét G(0)+a Trtk,(p) dét G(0) = 0.

En tenant compte de lemmes 2.4 et 2.7, on voit que cette condition est équi-
valente &

la deuxiéme ligne de _L(p)+a Tr*h(p) I =0,
avec un nombre réel c, || <1. Alors le lemme 2.1 démontre la nécessité de

la condition (H).

4, Preuve du lemme 1.1

Dans cette section on désigne par L,(y, D), R\(y, D) et K,(y, D) les opér-
ateurs obtenus de L(x, D), R(x, D) et K(x, D) par le changement de variables
asymptotique de la section 2.

Nous suivons le raisonnement d’Ivrii et Petkov [5]. En supposant _L(p)=*
0, nous construisons une solution asymptotique #, pour L, de la forme

= R, w,
qui contredit une inégalité qui découle de (1.2). Prenons
0: 0 :1
A=diag(| 031,30 |, L), T = diag(L, W1,
W, = diag(\', Iy_,), V)=diag(A" D5 0 ""1,_, A" G0)™),
ol & est une constante telle que 0<€<1/r. Nous étudions I'opérateur
Wi AT, K, T Wi Vs = (Rijhsijsn -
Vu (2.8), (2.9) et lemme 2.5, on a
(4.1) kif(y, D, N) = kif(y, D)+A""4D 1, (y, D, \)
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avec &(4,7)>0 ou

Fu(y, D) = (—1) " {eDi+(—1)" b,,(0) dét G(0) D5},

4.2
A 5. D) = Dy 25iSN, by D) =0 si ij

et les coefficients de 7;;(y, D, A) sont bornés dans C* quand A—>cc. Des lem-
mes 2.1, 2.2 et 2.3, il résulte que _L(p)==0 est équivalent & b,,(0)==0, en effet
0,;0;dét Li(p) = 0.
Alors on peut prendre 7y en sorte qu’on ait
Y +(—1)"15,(0)dét G(0) =0, Imey<O0.
Avec cette 7, E, est donnée par
E, = exp {iry,+iyA" Dy} .

Ensuite nous considérons
H, = E;* W, AK, W'V, U, E, = (hij)isi,jsw »

U, = diag( W2\ I,_ A" 1y_,).
Vu (4.1) et (4.2), en prenant s suffisamment grand, nous obtenons
hif(3, Dy N) = hif(9, D)AA hiy(, D, )

ou les coefficients de ii,-,-(y, D, \) sont bornés dans C™ quand A—oo. Ici on
note que

(4.3) hy(y, D) = (—1y " ery* Dy, hi(3, D) =1 2<i<N.
Maintenant nous considérons 1’équation suivante
H, io‘v,, AT =0 avec v,(y)= ‘ﬁ oi(y) Ru .

n= =1
Cette équation s’écrit
(E): 'U;ii U?‘i“ﬁzm o™} =0, 1<i<N, n=0,1,2, -,

=1
ouona posé of=0 si n<0. En posant
6! =0 pour 2<i<N,

on peut résoudre (E); avec oi=a3(y')ECF(R?) ou o3(y')=1 prés de y'=0.

Nous remarquons que chaque o}(y, A) (n=1) sera obtenu par l'intégration en y,
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et par conséquent (Y, ) sont bornées dans C=([—&, &] X R?) quand A—>oco.
Finalement on a

L(R W'V, U) B, S0, A =0
7n=0
Si on note que
Ry B, =\ B {L 4O} (u>0),
la série formelle
U = 'g R E, W'V, U, v, A"

donne une solution asymptotique pour L, dont une somme partielle démontre
que (1.2) ne vérifie pas.
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