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1

第1章 序論

1.1 動機

力学は,物体間に働く力と運動の関係を研究する分野の一つである. 今日にいう力学の歴史は,ニュー

トンが提唱した運動法則が惑星運行に適用され, 観測をもとに導き出されたケプラーの法則から太陽

が惑星におよぼす引力の存在が認知され, これが万有引力の法則に普遍化されることで輝かしい一歩

を踏み出した. その後, 科学, 工学の様々な分野において運動法則に基づいて諸現象が成功裏にモデ

ル化され, 諸問題の解決に供され, 現代の文明の礎となっていることは言を待たない. しかしながら,

力学的手法の適用範囲が広まるにつれて, 次々と新たな未知の現象の存在が明らかにされてきている

ことも事実である. 有名なところでは, 惑星運行に関連して提出された三体問題がある. 力学の黎明

期以来抱かれてきた期待に反して, 厳密に運動方程式にしたがう運動といえども未来永劫にわたって

その詳細を知ることの難しさが Jules-Henri Poincaréをはじめとする数学者の努力によって明らか

にされた. このような困難は, 身近に起こる現象の中にも数多く見受けられる. 1例として, 変形可能

な棒の両端から力を加えたときに生じる座屈 (オイラーバックリング)をとりあげてみる. 経験的に

知られているように, 棒に加えられる力が小さいあいだは棒の変形を伴わない一種の力学平衡の状態

が保たれるが, 力の大きさがある限度を越えるや否や, 棒に大きな変形が生じこれまでとは別の平衡

状態に落ち着く. 変形後の棒の状態は静力学を用いれば記述可能であろう. しかしながら, 力の釣り

合いだけを勘案すれば, 棒が破損しない限り, 常に可能なはずの変形のない状態がいかなる理由で実

現不可能になってしまうのか, 変形した棒を観察するだけでは, 答えに窮するであろう. 本論文が関

わる流体力学の分野は, さらに複雑な様相を呈する現象の宝庫である. 実験室および自然界で生じる

熱対流や回転流ほか, 様々な流れに観察されるパターンの出現と変遷, そして消失である [34], [36],

[41]. このような現象のモデル解析にあたっては, 関心のある状態だけをとりあげて追求する方法は

もはや最善とは言えず, 様々な状態を包含する現象全体を支配する基本原理に立ち返ってモデルを組

み立て, 現象の複雑さをモデルから引き出して説明する方法が理に適っていると考えられる.

三体問題の研究に始まる微分方程式の定性理論, 量子力学の記述に端を発する関数解析の理論, そ

の他の数学解析の方法の整備にともない, 複雑現象を無限次元の力学系と呼ばれる枠組みでとらえる

研究が現在, 活発に行われている [22], [25]. 力学系では, 現象の舞台となる物理系の状態を観測にか

からない状態も含めて相空間で表現し, 現象の進行を相空間内における点の動きとして捉え, 状態変

化の起こりやすさや系の長時間挙動を力学系の記述に関わる相空間上の作用素や汎関数の性質を用

いて研究する. 力学系による研究で典型的なものは系の平衡とその安定性である. これに関連して,

力学系理論の一大分野を成す分岐理論がある. Crandallと Rabinowitz [5], [6]によって整備された形

で提示された平衡の分岐と安定性の理論は, その後発展を遂げ, 現象の複雑さを説明するひとつの手

がかりとして地位を得ている [7], [8], [9], [15]. 分岐理論の特徴は, 力学系の表現に含まれるパラメー

タに着目し, パラメータの変化による力学系の構造変化の一貫として系の平衡を組織的に捉え, その
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全体構造や安定性を研究することにある. このような手法の開発によって, 例えば, 前出の棒の座屈

現象に対してモデル解析の立場から説明を与えることが可能となった. この例を含め, 分岐理論によ

るいくつかの成果が文献 [2]にあげられている. しかしながら, 力学系の研究全般を統括する一般論

が未だ整備されていない現状では, モデル解析にあたりモデルの細部に依存した工夫が必要となるこ

ともまた事実である. 本論文では, 以上のような力学系研究の現状を鑑み, 宇宙空間における星間ガ

スの分布に関して天文物理学において提唱されている流体の重力不安定に的を絞り, 力学系の手法を

援用しつつ当該現象のモデル解析に取り組む.

本論文で取り扱う流体の重力不安定とは, 宇宙空間に漂う星間ガスが, ガス自身の質量によって引

き起こされる重力, すなわちガスの自己重力の作用によって, 一様に分布している状態から質量が凝集

したガス塊の集まりへと状態遷移するという天文物理学の仮説である. この仮説は, Sir James Jeans

の研究 [10], [11]に端を発することから, ジーンズ不安定性とも呼ばれている [4], [27]. 天文物理学

の 1分野である宇宙流体力学では, 星間ガスを一種の圧縮性流体とみなし, 流体力学の基礎方程式と

ニュートン重力場の Poisson方程式を組み合わせて, 一様な平衡状態の安定性解析の立場から重力不

安定を説明している. しかしながら, 不安定な平衡に生じた擾乱が成長していく過程については, ガ

スが到達し得る平衡に関するものに限定しても, まとまった結果は得られていない. 研究の現状は, 自

己重力ガス球をモデル化した Lane-Emden方程式に対する研究とは対照的である. Lane-Emden方

程式に関してはガスの状態方程式に対する解の依存性が詳しく調べられ, 状態方程式による平衡の違

いが認められている [31], [44]. 同様の違いが重力不安定のモデルに対しても起こるかどうかは興味

深い研究対象になると考えられる.

本論文は, 天文物理学による方法論にしたがい, 重力不安定のモデルを流体力学の手法により圧縮

性流体の方程式をもとに組み立てる. モデル解析にあたっては, 本来, ガスの空間 3次元的な流れを

対象とすべきであるが, 流体力学方程式に対する数学研究の現状に鑑み, 本論文では, 研究対象を無限

一様に分布する圧縮性流体に平面波攪乱が入射して空間 1次元周期的な流れが生じている状況に限

る. そのうえで, ガスの状態方程式の違いがもたらす自己重力系の長時間挙動の違いに着目してモデ

ル解析を行う.

本論文で扱うモデル方程式に対して数学解析の立場から説明を加えるため, 第 2章で導く方程式を

提示しておく. 方程式はラグランジュ質量座標と呼ばれる座標系で表示されている:
∂tv − ∂xu = 0,

∂tu+ ∂xp− µ∂x

(
∂xu

v

)
= F.

(1.1.1)

ここで, vは流体の比体積, すなわち, 流体単位質量あたりの体積, uは流速, pは圧力, F は後述の流

体の自己重力を表す. vと uは時空の変数 t, xの未知関数で, 周期流との想定から変数 xについて周

期 Lをもつとしている. 圧力 pは状態方程式

p(v) = av−γ a > 0, γ ≥ 1は定数

にしたがうものとする. 本論文では, γ = 1の場合, 流れを等温流, γ > 1の場合, 流れを等エントロ

ピー流と呼ぶことにする. 第 2章においてモデル化されるように, 流体の自己重力は, 重力定数G > 0

を用いて

F (t, x) = −4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v̄) dy (1.1.2)
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で与えられる. KL は L周期関数に作用する作用素 −∂2x のグリーン関数で,

v̄ =
1

L

∫ L

0

v(t, x) dx

である. ここで注意すべきは, 自己重力項 F は時空変数 t, xに関して有界となることである.

本論文では, モデル方程式 (1.1.1)の解の挙動に関して, とくに, 解の有界性に着目する. モデル

方程式とは境界条件その他において委細が異なるが, この種の方程式の扱いでは, 解の有界性を導

くことが解の長時間挙動を調べるうえで鍵となることが知られているからである. 例えば, 外力項

0の方程式に対する Kanel’ [12]の結果, 有界な外力項をもつ, 有限区間上の等温流方程式に対する

Matsumura-Nishida [17]の結果, 同じく等エントロピー流方程式に対するMatsumura-Yanagi [18]の

結果はいずれも解の有界性を結論のひとつにあげている. しかしながら, 外力の有無や状態方程式の

違いによって結果の詳細は異なっている. 本論文と関連する部分を述べると, [17]では等温流方程式

に対して外力項が有界であれば無条件に解の有界性が示されているが, [18]の等エントロピー流に対

する解析では解の有界性を導くために初期データの大きさに応じて指数 γを 1に近づけており, 解の

有界性が実際にデータに依存するか否かについて言及されていない.

本論文第 3章において示されるように, 自己重力項 (1.1.2)の有界性より, 自己重力流体の等温流モ

デル方程式についてはMatsumura-Nishidaの解の評価法を用いて解の有界性が導き出され, これを

もとに解の長時間挙動が平衡に支配されることがわかる. 本論文において新たな解析方法によって明

らかになったのは, 等エントロピー流のモデル方程式については自己重力項の有界性から必ずしも解

の有界性がしたがわないことである. 事実, 指数 γ に関する条件 1 < γ < 2のもとに,

sup
t,x

v(t, x) = ∞ (1.1.3)

を満たす非有界な解の存在が導き出される. さらに, 解が非有界になるための初期条件も提示できる.

モデル方程式の解の非有界性 (1.1.3)は, 自己重力流体がその長時間挙動として, 流体中に真空を含む

特異な状態に近づきうることを意味している. このことは, 星間ガスがその自己重力によって凝集し

ガス塊の集まりへと分裂するという重力不安定仮説を支持するものと考えられる.

本論文で開発した解析手法の要点を述べて本節を締めくくる. まず, Matsumura-Nishidaによる解

の評価法を参考に, 等エントロピー流のモデル方程式についても有界な解の長時間挙動は平衡に支配

されることを示す. 次に, 平衡解全体の構造および平衡解の安定性を調べつくす. これをもとに, エ

ネルギー形式と呼ばれる, 状態変化の方向を指し示す汎関数を用いて, 平衡解に近づき得ず, したがっ

て, 有界とはなり得ない解を見出す.

1.2 概要

本論文の構成は以下のとおりである.

第 2章では, ニュートンの重力則をもとに自己重力流体のモデル方程式を導出する.

第 3章では, モデル方程式の初期値問題に対して時間大域解の一意存在を示す.

第 4章では, 解軌道のオメガ極限を調べ, 有界な解の長時間挙動が平衡に支配されることを示す.

第 5章では,モデル方程式の平衡解全体の構造と平衡解の安定性を調べる.
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第 6章では, 平衡解のエネルギー準位を比較し, 結果を平衡解の安定性と照合することにより, 解が

非有界となるための初期条件を提示する.

第 7章では, 本論文を総括し, 今後の研究の展望について述べる.

1.3 記号表

本論文で用いる主な記号をまとめておく. これら以外に必要とされるものはその都度, 定める.

非負整数m, 1 ≤ p <∞, 正数 Lに対して,

Cmper :R上のm階連続的微分可能な実数値 L-周期関数の集合.

C∞
per :R上の無限階連続的微分可能な実数値 L-周期関数の集合.

Lploc :R上の局所 p乗可積分な実数値可測関数の集合.

L2
per :R上の局所 2乗可積分な実数値 L-周期的可測関数の集合. 内積とノルムはそれぞれ,

(u1, u2)L2 =

∫ L

0

u1(x)u2(x) dx, ∥u∥L2 =

(∫ L

0

u(x)2 dx

)1/2

.

L∞ :R上の本質的に有界な実数値可測関数の集合. ノルムは, ∥u∥L∞ = ess. sup |u(x)|.

Hm
loc :m階までの導超関数が L2

loc に属するR上の実数値可測関数の集合.

Hm
per :H

m
loc ∩ L2

per に属するR上の実数値関数の集合. 内積とノルムはそれぞれ,

(u1, u2)Hm =
m∑
j=0

(∂jxu1, ∂
j
xu2)L2 , ∥u∥Hm =

√
(u, u)Hm .

ノルム ∥ · ∥X を備えたバナッハ空間X, 正数 T に対して,

Cm([0, T ];X) :区間 [0, T ]上のm階連続的微分可能なX 値関数の集合.

Cm([0,∞);X) :区間 [0,∞)上のm階連続的微分可能なX 値関数の集合.

L2(0, T ;X) :区間 (0, T )上の 2乗可積分なX 値強可測関数の集合. ノルムは,

∥u∥L2(0,T ;X) =

(∫ T

0

∥u(t)∥2X dt

)1/2

.

L2(0,∞;X) :区間 [0,∞)上の 2乗可積分なX 値強可測関数の集合. ノルムは,

∥u∥L2(0,∞;X) =

(∫ ∞

0

∥u(t)∥2X dt
)1/2

.

L2
loc(0,∞;X) :区間 [0,∞)上の局所 2乗可積分なX値強可測関数の集合, i.e. 任意の T に対して,∫ T

0

∥u(t)∥2X dt <∞

を満たす, 区間 [0,∞)上のX 値強可測関数の集合.
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Hm(0, T ;X) :m階までの導超関数が L2(0, T ;X)に属する, 区間 (0, T )上のX 値強可測関数

の集合. ノルムは,

∥u∥Hm(0,T ;X) =

 m∑
j=0

∫ T

0

∥∂jt u(t)∥2X dt

1/2

.

Hm
loc(0,∞;X) :m階までの導超関数が L2

loc(0,∞;X)に属する, 区間 (0,∞)上のX 値強可測

関数の集合.

線形空間X, 線形作用素 Aに対して,

dimX :空間X の次元.

codimX :空間X の余次元.

D(A) :作用素 Aの定義域.

R(A) :作用素 Aの値域, i.e. 要素 Au, u ∈ D(A), の全体.

ker(A) :作用素 Aの核空間, i.e. Au = 0 を満たす要素 u ∈ D(A)の全体.

Ds
r : rに関する s回 Fréchet微分.





7

第2章 自己重力流体のモデル方程式

気体に代表される圧縮性流体の流れは流体密度の変化を伴う. その結果, 密度波や衝撃波などの興

味深い現象が引き起こされる. 宇宙空間における星間ガスの流れによる大規模な流体現象には, 流体

の質量分布によって生じる, 流体の自己重力の効果が顕著に現れていると考えられている. 圧縮性流

体の流れを記述する基礎方程式系には, 圧縮性Navier-Stokes方程式と圧縮性 Euler方程式がある. 両

者には, 流体の粘性などによって生じる散逸の効果を顕わに表現して考慮に入れるか否かの違いがあ

る. 本章では, 圧縮性Navier-Stokes方程式を用いて気体の 1次元的なバロトロピック流を記述し, こ

れに流体の自己重力をモデル化して組み込み, 自己重力流体のモデル方程式を導く.

2.1 バロトロピック流体の方程式

本論文で取り扱う重力現象が本質的に関わりをもつのは宇宙空間に分布するガスである. 宇宙空間

においてガスは, ほとんど真空に近いものから恒星内部にみられる濃密なものまで, 非常に大きな密

度の変化をもって分布している. このようなガスを圧縮性流体とみなして流体力学を適用するために

は, 流体近似が成立すること, すなわち, ガスが力学的に変化するのに要する時間と比較して, ガスを

構成する原子や分子の衝突時間が十分に短く, 熱力学的局所平衡が成立していることが必要である.

宇宙空間で観測される多くの現象について流体近似の成立が認められており, 天文物理学の１分野で

ある宇宙流体力学において流体力学的手法は, 運動学的手法とならぶ重要な研究方法となっている.

詳細については, 文献 [31]第 1章を参照されたい. 本章では, このような流体力学的観点に立って重

力現象の数理モデルを組み立てる.

本論文では, 星間ガスを圧縮性流体とみて, 無限一様に分布する圧縮性流体に平面波的な擾乱が生

じ, 1次元的な流れが引き起こされている状況を想定する. 流れの方向を x軸にとり, 時刻 t, 位置 x

における流体の密度を ρ(t, x), 流速を u(t, x), 圧力を p(t, x) と記し, 流体力学の基礎方程式のひとつ

である圧縮性 Navier-Stokes方程式を用いて流れを記述することにすると, 次の方程式系が導かれる:{
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

ρ(∂tu+ u∂xu) + ∂xp− µ∂2xu = ρf.
(2.1.1)

ここに, µは粘性定数を表し, 本論文では正の定数と仮定する. f は流体の単位体積あたりに働く外力

を表している. 方程式 (2.1.1)の第 1式, 第 2式はそれぞれ, 流体の質量保存則, 運動量保存則を表し

ている. 一般の 3次元的な流れに対する圧縮性 Navier-Stokes方程式の導出については, 文献 [47]を

参照されたい.

圧縮性の流れの扱いでは, 圧力 pは状態方程式を通じて他の熱力学的量と結びつけて考えられるこ

とが多い. とくに, 圧力が密度のみに依存して決まる流れはバロトロピック流と呼ばれる. 代表的な
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ものとしては, 圧力が密度のべき乗に比例する流れである:

p = p(ρ) = aργ . (2.1.2)

天文物理学の分野ではこの関係式を, 一般に, ポリトロピック (polytropic)と呼んでいる. 熱力学にお

ける理想気体の等温関係, 等エントロピー関係に因み, γ = 1 の場合, 流れを等温流 (isothermal flow),

γ > 1 の場合, 流れを等エントロピー流 (isentropic flow)と呼ぶこともあり, 本論文では後者の呼称

にしたがうことにする. 指数 γは元来, 理想気体の断熱定数に由来するものである. 理想気体の場合,

γの値は, 気体が単原子分子からなるときは γ = 5
3 , 2原子分子からなるときは γ = 7

5 である. 天文物

理学では, 理想気体に限らず, 気体の様々な構成や状態を想定して γ をパラメータとして扱うことが

多い. 本論文においても, γ は値を特定せずパラメータとみなすことにする.

2.2 流体の自己重力

流体に作用する場のひとつに重力がある. 重力には, 地球などの天体が重力源となるもののほかに,

流体が質量をもって分布することに起因するものがある. このような重力は流体の自己重力と呼ばれ

る. 本節では, 流体が密度の変化をもって空間に分布している場合に, 流体の自己重力に対するモデ

ルをニュートンの重力則にしたがって導く. 計算の都合上, 本節では, 空間変数を表すために添字つ

きの変数 x1, x2, x3 等を用いることにする.

流体が位置 (x1, x2, x3)において密度 ρ(x1, x2, x3)で分布しているとする. dV を体積要素として,

位置 (y1, y2, y3)にある質量 ρ(y1, y2, y3) dV が位置 (x1, x2, x3)におかれた単位質量におよぼすニュー

トン重力は,

−G x− y

∥x− y∥3
ρ(y1, y2, y3) dV

である. ここで, ∥ · ∥は 3次元ベクトルの長さ, G > 0は重力定数である. したがって,位置 (x1, x2, x3)

におかれた単位質量に流体の全体がおよぼす重力は,

F = −G
∫∫∫

x− y

∥x− y∥3
ρ(y1, y2, y3) dy1dy2dy3

となる. これが流体の自己重力一般に対する表現である. しかしながら, 流体の重力現象といっても

千差万別である. 研究対象となる現象を特定してモデル化し解析するためには, 流体の質量分布のし

かたを考慮に入れ, 必要に応じて物理的考察なども交えながら, この表現から解析に役立つ自己重力

のモデルを導かねばならない.

本論文で取り扱う流れのモデルでは, 流体の密度が x1 軸の方向のみに変化する場合, すなわち,

ρ(y1, y2, y3) = ρ(y1)の場合に関心がある. この場合, 流体の自己重力は,

F = −G
∫∫∫

x− y

∥x− y∥3
ρ(y1) dy1dy2dy3

となる. x1 軸方向の力の成分 F1 は以下のように表現しなおすことができる.

F1 = −G
∫∫∫

x1 − y1
∥x− y∥3

ρ(y1) dy1dy2dy3
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= −G
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

dy2dy3

{(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2}3/2

)
(x1 − y1) ρ(y1) dy1

において, x2 − y2 = r cos θ, x3 − y3 = r sin θ, r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2πと置換すると,

= −G
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

0

∫ 2π

0

r

{(x1 − y1)2 + r2}3/2
dθ dr

)
(x1 − y1) ρ(y1) dy1

= −2πG

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

0

r

{(x1 − y1)2 + r2}3/2
dr

)
(x1 − y1) ρ(y1) dy1

= −2πG

∫ ∞

−∞
sgn (x1 − y1)ρ(y1) dy1.

ここで, 注意すべきは, x2軸, x3軸方向両成分を表す積分は, ρ = 0 でない限り, 絶対収束しないこと

である. しかしながら, x1 軸に垂直な各平面上で密度が一定という仮定のもとで, 力 Fが x1 軸の方

向を向き, x2 軸, x3 軸方向の成分は 0になるということは物理的に妥当と考えられる.

以上により, 圧縮性流体の 1次元的な流れに対して, 流体の自己重力のモデルとして

F =

(
−2πG

∫ ∞

−∞
sgn (x1 − y1)ρ(y1) dy1, 0, 0

)
(2.2.1)

が考えられる. この表現は, ρがR上可積分の場合には大きさが有限な力場を与え, 流体の分布が局

所的で遠方で密度が速やかに減衰する場合には妥当なモデルと考えられる.

周期流の場合 本論文で想定する流れは, 無限一様に正の密度で分布する流体に擾乱が生じたもので

ある. この場合, (2.2.1)に現れる積分に絶対収束性は期待できない. とくに, 本論文で取り扱う周期

流の場合は, 密度の変化の周期性より, ρ = 0という自明な場合を除き, 積分は決して絶対収束しな

い. このような発散の問題は, 無限一様な気体の重力不安定に関わる天文物理学のモデルを考察する

際, 必ずといっていいほど現れる. 文献 [27]には, このような場合, 重力場を記述する Poisson方程式

において一様な状態からの密度の変位のみが力場に寄与すると解釈せよ, との記述がある. ここで, ρ

が周期関数の場合に限れば, 収束因子の導入により (2.2.1)の発散積分に意味を与えることができ, 天

文物理学の解釈を支持する結果が導かれることを示しておきたい:∫ ∞

−∞
sgn (x1 − y1)ρ(y1) dy1 = lim

ε→+0

∫ ∞

−∞
e−ε|x1−y1|sgn (x1 − y1)ρ(y1) dy1. (2.2.2)

ρ ∈ L1
loc, および, ρの l-周期性を仮定すると,∫ ∞

−∞
e−ε|x1−y1|ρ(y1) dy1 =

∞∑
m=−∞

∫ x1+(m+1)l

x1+ml

e−ε|x1−y1|ρ(y1) dy1

≤
∑
m<0

eε(m+1)l

∫ x1+(m+1)l

x1+ml

ρ(y1) dy1 +
∑
m≥0

e−εml
∫ x1+(m+1)l

x1+ml

ρ(y1) dy1

=
2

1− e−εl

∫ l

0

ρ(y1) dy1 <∞

となり, (2.2.2)の右辺の積分は絶対可積分であることに注意する. この積分を表現しなおして, 有限

な極限が存在することを示す.
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まず, ρが C∞ 級であるとして, ρを絶対収束する Fourier級数で表す:

ρ(y) =
∞∑

n=−∞
ane

i 2πn
l y, an =

1

l

∫ l

0

ρ(z)e−i
2πn
l z dz.

このとき, (2.2.2)の右辺の積分は絶対収束する級数で表せる:∫ ∞

−∞
e−ε|x1−y1|sgn (x1 − y1)ρ(y1) dy1

=

∫ ∞

−∞
e−ε|x1−y1|sgn (x1 − y1)

∞∑
n=−∞

ane
i 2πn

l y1 dy1

=

∫ ∞

−∞
−eε|s|sgn s

∞∑
n=−∞

ane
i 2πn

l (x1−s) ds

=

∞∑
n=−∞

∫ ∞

−∞
−eε|s|−i 2πn

l ssgn s ds ane
i 2πn

l x1

=

∞∑
n=−∞

(
1

ε− i2πnl
+

1

−ε− i 2πnl

)
ane

i 2πn
l x1

=
∑
n ̸=0

i 4πnl
ε2 + 4π2n2

l2

ane
i 2πn

l x1

ここで,
i 4πnl

ε2 + 4π2n2

l2

=
il

πn
− ε2

i 4πnl{
ε2 +

(
2πn
l

)2}( 2πn
l

)2
を用いると,

=
∑
n ̸=0

il

πn
ane

i 2πn
l x1 − ε2

∑
n ̸=0

i 4πnl{
ε2 +

(
2πn
l

)2}( 2πn
l

)2 anei 2πn
l x1

さらに, Fourier係数 an の定めかたにより,

=
∑
n ̸=0

i

πn

∫ l

0

ρ(z)ei
2πn
l (x1−z) dz − ε2

∑
n̸=0

i 4πnl{
ε2 +

(
2πn
l

)2}( 2πn
l

)2 anei 2πn
l x1

=
∑
n ̸=0

i

πn

∫ l

0

ρ(z)
d

dz

{
− l

2iπn
ei

2πn
l (x1−z)

}
dz − ε2

∑
n ̸=0

i 4πnl{
ε2 +

(
2πn
l

)2}( 2πn
l

)2 anei 2πn
l x1

=

∫ l

0

dρ

dz
(z)
∑
n ̸=0

l

2π2n2
ei

2πn
l (x1−z) dz − ε2

∑
n̸=0

i4πnl{
ε2 +

(
2πn
l

)2}( 2πn
l

)2 anei 2πn
l x1 (2.2.3)

を得る. ここで, l-周期関数 kl を以下のように定める:

kl(x) = −1

2
|x|+ 1

2l
x2 +

1

12
l, 0 ≤ x ≤ l.
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kl の Fourier係数は,

1

l

∫ l

0

kl(x)e
−i 2πn

l x dx =
1

l

∫ l

0

(
−1

2
x+

1

2l
x2 +

1

12
l

)
e−i

2πn
l x dx =

l

4π2n2

となるから, kl は絶対収束する Fourier級数

kl(x) =
∑
n ̸=0

l

4π2n2
ei

2πn
l x

で表せる. これより,∫ l

0

dρ

dz
(z)
∑
n̸=0

l

2π2n2
ei

2πn
l (x1−z) dz = 2

∫ l

0

dρ

dz
(z)kl(x1 − z) dz = 2

∫ l

0

ρ(z)∂x1(kl(x1 − z)) dz

となる. これと (2.2.3)をあわせて,∫ ∞

−∞
e−ε|x1−y1|sgn (x1 − y1)ρ(y1) dy1

= 2

∫ l

0

ρ(z)∂x1
(kl(x1 − z)) dz − ε2

∑
n̸=0

i4πnl{
ε2 +

(
2πn
l

)2}( 2πn
l

)2 anei 2πn
l x1 (2.2.4)

が得られた.

一般に, ρ ∈ L1
loc の場合, ρを滑らかな l-周期関数列で L1

loc において近似すると, 対応する Fourier

係数は有界収束するから, この場合も (2.2.4)は正しい. ここで,

∑
n ̸=0

∣∣∣∣∣∣ i 4πnl{
ε2 +

(
2πn
l

)2}( 2πn
l

)2 anei 2πn
l x1

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
∑
n ̸=0

(
l

2πn

)3

|an| <∞

に注意すると, ε→ 0のとき, (2.2.4)の右辺第 2項は 0に収束して,

lim
ε→+0

∫ ∞

−∞
e−ε|x1−y1|sgn (x1 − y1)ρ(y1) dy1 = 2∂x1

∫ l

0

kl(x1 − z)ρ(z) dz

となる.

以上のことから, 発散積分で表現される力場 F1 のひとつの解釈として,

F1 = −2πG lim
ε→+0

∫ ∞

−∞
e−ε|x1−y1|sgn (x1 − y1)ρ(y1) dy1

= −4πG∂x1

∫ l

0

kl(x1 − z)ρ(z) dz

= −4πG∂x1

∫ l

0

Kl(x1, y1)(ρ(y1)− ρ̄) dy1 (2.2.5)

が得られた. ここで,

Kl(x, y) = kl(x− y)
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=
∑
n̸=0

l

4π2n2
ei

2πn
l (x−y) (2.2.6)

= −1

2
|x− y|+ 1

2l
(x− y)2 +

1

12
l, 0 ≤ x, y ≤ l, (2.2.7)

および,

ρ̄ =
1

l

∫ l

0

ρ(x) dx

である. Kl は平均 0の l周期関数に作用する −∂2x のグリーン関数であり, F1 は方程式

∂2x1
ϕ = 4πG(ρ− ρ̄)

にしたがう周期 lのポテンシャル ϕをもつ: F1 = −∂x1ϕ. ポテンシャル ϕの方程式は通常, 重力場の

方程式として用いられている Poisson方程式を変更して, 平均密度 ρ̄からの密度の変位のみが場に寄

与するようにしたものとなっている. この意味で, 力場 F1の表現 (2.2.5)は天文物理学における前出

の解釈に合致している.

2.3 ラグランジュ質量座標系への変換

2.1節の流体方程式, 2.2節の流体の自己重力の場はいずれも, オイラー座標系で記述されている.

オイラー座標系では, 流体の密度や流速など, 時刻と位置によって変化する量が時間変数と空間に固

定された座標系の空間座標の関数として与えられる. 流れ一般を扱う場合は通常, オイラー座標系で

流れの方程式を記述するが, 1次元流に限れば, オイラー座標系をラグランジュ質量座標系と呼ばれ

る座標系に変換し, オイラー座標系の方程式を書き換えたほうが方程式が簡略化されて扱いよい場合

が多い. 本節では, [40]にしたがって, 方程式 (2.2.1)をオイラー座標系からラグランジュの質量座標

系に変換する手順を示し, 変換後の方程式がオイラー座標系における方程式と同値であることを示す.

さらに, 流体の自己重力のモデルをラグランジュ質量座標系で表現し, 本論文で解析する自己重力流

体のモデル方程式を提示する.

2.3.1 ラグランジュ質量座標

時刻 t = 0において, Rの各点 xがパラメータ h ∈ Rによって印付けされているものとする:

x = x0(h), t = 0.

方程式 (2.1.1)にしたがう速度場 u(t, x)に沿って, t = 0において位置 x0(h)にあった粒子が時刻 tの

とき到達する位置を

x = x(t, h)

と表す. 粒子の運動を微分方程式を用いて表現すると,{
∂tx(t, h) = u(t, x(t, h)),

x(0, h) = x0(h)
(2.3.1)
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となる. このような手続きで座標変換 (t, h) 7→ (t, x) = (t, x(t, h))が決まる. オイラー座標 (t, x)に対

して, (t, h)をラグランジュ座標と呼ぶ. ラグランジュ座標系とは, 流体を粒子の集まりと考え, 時刻

t = 0において位置 x0(h)にあった粒子を追跡し, 時刻 tのときの移動先が分かれば流れの様子が把

握できるという考え方に基づいて, 時刻毎にRの点に座標を付与するものである. とくに, 流体の密

度 ρを用いて

h =

∫ x0(h)

0

ρ(0, y) dy

によって x0(h)が定められているとき, 得られる座標系をラグランジュ質量座標系という. 質量座標

の名は, h > 0の場合, 初期時刻における区間 [0, x]上の質量が hとなるようにR上の点 xを印付け

することに由来する.

粒子の運動方程式 (2.3.1), および, 方程式 (2.1.1)の第 1式を用いると,

d

dt

∫ x(t,h)

x(t,0)

ρ(t, y) dy = ρ(t, x(t, h))∂tx(t, h)− ρ(t, x(t, 0))∂tx(t, 0) +

∫ x(t,h)

x(t,0)

∂tρ(t, y) dy

= ρ(t, x(t, h))u(t, x(t, h))− ρ(t, x(t, 0))u(t, x(t, 0))−
∫ x(t,h)

x(t,0)

∂x(ρu)(t, y) dy

= 0

となり, 任意の (t, h)に対して,∫ x(t,h)

x(t,0)

ρ(t, y) dy =

∫ x0(h)

0

ρ(0, y) dy = h (2.3.2)

が成り立つことに注意する. ここで, 流体の密度がどの点においても有限な正値であること, すなわ

ち, 流体中に真空の点や密度が発散する点が含まれないことをあらためて仮定し, (2.3.2)を hで偏微

分すると,

∂hx(t, h) =
1

ρ(t, x(t, h))
> 0 (2.3.3)

が得られる. これは, 各時刻 tで x = x(t, h)が hの狭義単調増加関数で, オイラー座標とラグラン

ジュ質量座標が 1対 1に対応することを示している.

以上の設定のもと, オイラー座標で g(t, x)と表現される関数のラグランジュ質量座標による表現を

g̃(t, h) = g(t, x(t, h))

と記す. (2.3.3)を hで積分すると,

x(t, h) = x(t, 0) +

∫ h

0

dz

ρ(t, x(t, z))

となり, (2.3.1)を用いると,

=

∫ t

0

u(s, x(s, 0)) ds+

∫ h

0

dz

ρ(t, x(t, z))

=

∫ t

0

ũ(s, 0) ds+

∫ h

0

dz

ρ̃(t, z)
(2.3.4)
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となって, 座標変換の関数はラグランジュ質量座標系の関数で表される. さらに, (2.3.1), (2.3.3)から

偏導関数の変換則
∂tg̃ = ∂tg + u∂xg,

∂hg̃ = (∂hx)(∂xg) =
1

ρ
∂xg,

すなわち,

{
∂tg = ∂tg̃ − ρ̃ũ∂hg̃,

∂xg = ρ̃∂hg̃,
(2.3.5)

が得られる. これらを用いると, 方程式 (2.1.1)において,

• ∂tρ+ ∂x(ρu) = 0 は, ∂tρ̃+ ρ̃2∂hũ = 0に,

• ρ(∂tu+ u∂xu) + ∂xp− µ∂2xu = ρf は, ∂tũ+ ∂hp̃− µ∂h(ρ̃∂hũ) = f̃ に,

それぞれ変換される. ここで,

f̃(t, h) = f

(
t,

∫ t

0

ũ(s, 0) ds+

∫ h

0

dz

ρ̃(t, z)

)

である. 比体積 ṽ = 1/ρ̃を用いると, ラグランジュ質量座標系で表現された方程式を得る:
∂tṽ − ∂hũ = 0,

∂tũ+ ∂hp̃− µ∂h

(
∂hũ

ṽ

)
= f

(
t,

∫ t

0

ũ(s, 0) ds+

∫ h

0

ṽ(t, z) dz

)
.

(2.3.6)

方程式 (2.3.6)に滑らかな解が存在するとして, (2.3.6)からオイラー座標系の方程式を再現するに

は, まず, 座標変換 x = x(t, h)を (2.3.4), すなわち,

x =

∫ t

0

ũ(s, 0) ds+

∫ h

0

ṽ(t, z) dz

で定め, ∂hx(t, h) = ṽ(t, h) > 0に注意して逆変換 h = h(t, x)を定める. オイラー座標系による関数

g(t, x)がラグランジュ質量座標系による関数 g̃(t, h)を用いて

g(t, x) = g̃(t, h(t, x))

と表現されることに注意すれば, 偏導関数の変換則 (2.3.5)の成立が確かめられ, 方程式 (2.3.6)から

オイラー座標系の方程式 (2.1.1)が導かれる.

周期流の場合 方程式 (2.1.1)において, ρ, uがともに変数 xに関して周期 lをもつとする. このと

き, (2.1.1)の第 1式により,

L =

∫ l

0

ρ(t, y) dy > 0

は tに依らない保存量となる. ρ の周期性より,∫ x(t,h)+l

x(t,h)

ρ(t, y) dy = L



2.3. ラグランジュ質量座標系への変換 15

である. これと (2.3.2)から,∫ x(t,h)+l

x(t,0)

ρ(t, y) dy =

∫ x(t,h)

x(t,0)

ρ(t, y) dy + L = h+ L =

∫ x(t,h+L)

x(t,0)

ρ(t, y) dy

となり,

x(t, h+ L) = x(t, h) + l

がしたがう.

オイラー座標系において周期 lをもつ関数 g(x)にラグランジュ質量座標系の関数 g̃(h) = g(x(t, h))

を対応させると,

g̃(h+ L) = g(x(t, h+ L)) = g(x(t, h) + l) = g(x(t, h)) = g̃(h)

となり, g̃は周期 Lの周期関数となる. とくに, 方程式 (2.3.6)において比体積 ṽ, および, 流速 ũは変

数 h に関して L-周期的である.

2.3.2 流体の自己重力の表現

本論文で採用する流体の自己重力のモデル (2.2.5)をラグランジュ質量座標系で表現する. 一般に,

次の補題が成り立つ.

補題 2.3.1 ρ = ρ(x)は連続で l周期的とし, ρ > 0を仮定する. 定数 x0 に対して, 変数変換

h =

∫ x

x0

ρ(y) dy, (2.3.7)

により, ρを変数 hの関数

v(h) =
1

ρ(x)

に変換する.

L =

∫ l

0

ρ(y) dy, v̄ =
1

L

∫ L

0

v(h) dh

とおく. このとき,

(i) vは L周期的であり, v̄ = 1/ρ̄が成り立つ.

(ii) 等式

∂x

∫ l

0

Kl(x, y)(ρ(y)− ρ̄) dy = −1

v̄
∂h

∫ L

0

KL(h, z)(v(z)− v̄) dz

が成り立つ.



16 第 2章 自己重力流体のモデル方程式

証明 (i) ρの周期性より, 任意の xに対して,

L =

∫ x+l

x

ρ(y) dy

が成り立ち,

h+ L =

∫ x+l

x0

ρ(y) dy,

したがって,

v(h+ L) =
1

ρ(x+ l)
=

1

ρ(x)
= v(h)

である. 変数変換 (2.3.7)により, h = 0 は x = x0 に, h = L は x = x0 + l に対応するから,

v̄ =
1

L

∫ x0+l

x0

v(h)ρ(x) dx =
l

L
=

1

ρ̄
.

(ii) m(x) =
∫ x
x0
ρ(y) dyとおく.

m(l) =

∫ l

x0

ρ(y) dy =

∫ l

0

ρ(y) dy +

∫ 0

x0

ρ(y) dy = L+m(0) (2.3.8)

である. 積分核Kl(x, y)の表現 (2.2.7)を用いると,

∂x

∫ l

0

Kl(x, y)(ρ(y)− ρ̄) dy

=

∫ l

0

∂xKl(x, y)ρ(y) dy

=

∫ x

0

{
−1

2
+

1

l
(x− y)

}
ρ(y) dy +

∫ l

x

{
1

2
+

1

l
(x− y)

}
ρ(y) dy

となる. これを次の 3項の和で表す:

(I) = −1

2

∫ x

0

ρ(y) dy +
1

2

∫ l

x

ρ(y) dy =
1

2
lρ̄−

∫ x

0

ρ(y) dy,

(II) =
x

l

∫ l

0

ρ(y) dy = ρ̄x,

(III) = −1

l

∫ l

0

yρ(y) dy.

まず,

(I) =
1

2
lρ̄− (m(x)−m(0)) =

1

2
lρ̄− h+m(0)

である. 次に, (m−1(h))′ = 1/m′ (m−1(h)
)
= v(h)を用いると,

(II) = ρ̄m−1(h) = ρ̄

∫ h

m(0)

v(z) dz.

変数変換 y = m−1(z)にひきつづき部分積分を行うと, (2.3.8)より,

(III) = −1

l

∫ m(l)

m(0)

m−1(z) dz
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= −1

l

{[
zm−1(z)

]z=m(l)

z=m(0)
−
∫ m(l)

m(0)

zv(z) dz

}

= −(L+m(0)) +
1

l

(
−
∫ m(0)

0

zv(z) dz +

∫ L+m(0)

L

zv(z) dz +

∫ L

0

zv(z) dz

)

となる. ここで, vの L-周期性を用いると,

= −(L+m(0)) +
L

l

∫ m(0)

0

v(z) dz +
1

l

∫ L

0

zv(z) dz

がしたがう. 以上, (I), (II), (III)をあわせて,

∂x

∫ l

0

Kl(x, y)(ρ(y)− ρ̄) dy =
1

2
lρ̄− h− L+ ρ̄

∫ h

m(0)

v(z) dz +
L

l

∫ m(0)

0

v(z) dz +
1

l

∫ L

0

zv(z) dz

を得る. ρ̄ = 1/v̄, l = Lv̄に注意すると,

= −L
2
− h+

1

v̄

∫ h

0

v(z) dz +
1

Lv̄

∫ L

0

zv(z) dz

= −1

v̄

(
1

2
Lv̄ −

∫ h

0

v(z) dz + v̄h− 1

L

∫ L

0

zv(z) dz

)

となり, (I), (II), (III)と比較すると, これは

−1

v̄
∂h

∫ L

0

KL(h, z)(v(z)− v̄) dz

に等しい. �

オイラー座標とラグランジュ質量座標を結ぶ関係 (2.3.2)に注意して, x0 = x(t, 0)ととって (2.2.5)

に補題2.3.1を適用すれば, 流体の自己重力がラグランジュ質量座標系において表現される.

2.3.3 モデル方程式

流体の様々な重力現象のうち, 本論文で関心があるのは, 一様に分布する流体が流体の自己重力に

よって質量をもった塊の集まりへと分裂する過程である. このような過程を取り扱ううえでもっと

も簡素と考えられるモデルは, 流れが空間的に周期性をもつ周期流のモデルである. そこで, 方程式

(2.1.1)の圧力項として (2.1.2)を採用し, 密度 ρ, 流速 u が空間変数に関して周期 lをもつものとして,

外力項に周期 lの周期流に対する自己重力のモデル (2.2.5)を採用したモデル方程式を考えることに

する. このようにして得られる自己重力流体の等温流または等エントロピー流の方程式は, オイラー

座標系の方程式として次にように表現される:
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

ρ(∂t + u∂x)u+ ∂x(aρ
γ)− µ∂2xu = 4πGρ∂x

∫ l

0

Kl( · , y)(ρ(t, y)− ρ̄) dy.
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本論文では, 方程式の扱いやすさという観点から, ρ > 0の仮定のもと, オイラー座標系のモデル方

程式をラグランジュ質量座標系に変換して取り扱う. 座標変換後, 時空の変数を表す (t, h)の代わり

(t, x)を, 未知の比体積と流速を表す (ṽ, ũ)の代わりに (v, u) をあらためて用いることにすれば, ラグ

ランジュ質量座標系で表現された自己重力流体の等温流または等エントロピー流の方程式は次のよ

うになる: 
∂tv − ∂xu = 0,

∂tu+ ∂x(av
−γ)− µ∂x

(
∂xu

v

)
= −4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL( · , y)(v(t, y)− v̄) dy.

ここに,

L =

∫ l

0

ρ(t, x) dx, v̄ =
1

L

∫ L

0

v(t, x) dx

であり, 比体積 v, 流速 uは空間変数に関して L-周期的である. 本論文は, 以降, これを自己重力流体

のモデル方程式として採用し, L-周期条件のもとで取り扱う.
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第3章 解の存在と一意性

本章では, 一般の外力項をもつ等温流または等エントロピー流の方程式に対して, 初期値問題の解

を構成し方程式が時間大域的に一意可解であることを示す. つづいて, 解の構成法を自己重力流体方

程式の適用する手順を示し, 時間大域解の存在と一意性に関する結果を述べる.

3.1 一般の外力項の場合

等温流または等エントロピー流の方程式は, ラグランジュ質量座標系で次のように表現される:
∂tv − ∂xu = 0,

∂tu+ ∂x(p(v))− µ∂x

(
∂xu

v

)
= F.

(3.1.1)

ここで, v > 0は比体積, uは流速を表している. これらは時間変数 t, 空間変数 x ∈ Rの未知関数で

ある. p(v) = av−γ(a > 0, γ ≥ 1は定数)は圧力, F = F (t, x)は外力を表している. 方程式 (3.1.1)に

対して, 周期 Lの周期条件　

u(t, x+ L) = u(t, x), v(t, x+ L) = v(t, x)

のもと, t = 0において初期条件

v(0, x) = v0(x) u(0, x) = u0(x)

を与えて, t > 0において解を求める初期値問題を考える. 本節では, 外力項 F に適切な条件を課し

て, 初期値問題が一意に時間大域解をもつことを示す.

解の構成の概要 はじめに, 初期値問題の解を構成する方法について説明する. 方程式 (3.1.1)の第 1

式を用いると vが uで表せることに着目する:

v(t, x) = v0(x) +

∫ t

0

∂xu(s, x) ds.

これを方程式 (3.1.1)の第 2式に代入すれば, uに関する関数方程式が導かれる. この関数方程式の初

期値問題を, 線形方程式の解を用いて求める方法として以下の手順が考えられる.

STEP 1: 与えられた ũ = ũ(t, x)に対して,

ṽ = ṽ(t, x) = v0(x) +

∫ t

0

∂xũ(s, x) ds
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を対応させる.

STEP 2: 初期条件 u(0, x) = u0(x)を与えて, 周期条件のもと, 線形方程式

∂tu− µ∂x

(
∂xu

ṽ

)
= F − ∂x(p(ṽ))

の初期値問題を解く.

STEP 3: 関数 ũに STEP 2の解 uを対応させる写像 Ψ: ũ 7→ uの不動点 u = Ψ(u)が関数方程式

の初期値問題の解となり, 方程式 (3.1.1)の初期値問題の解を与える.

ところが, このような手順で関数方程式に線形方程式を対応させると, 線形方程式の主要項 u 7→
−µ∂x

(
∂xu
ṽ

)
の係数が時間変数に依存する非斉次方程式となる. この種の方程式は, 非斉次放物型方

程式の枠組みで八木 [49]に詳しく解説されているが, 一般に扱いが難しい. そこで, 関数方程式に対

応させる線形方程式として, STEP 2の方程式に替えて,

∂tu− µ∂x

(
∂xu

v0

)
= F + µ∂x

{(
1

ṽ
− 1

v0

)
∂xũ

}
− ∂x(p(ṽ))

を採用することにする. これは時間変数に依存しない作用素係数をもつ線形方程式の形をしている:

∂tu+Au = f. (3.1.2)

ここに, Aは 2階の線形微分作用素

u 7−→ Au = −µ∂x
(
∂xu

v0

)
であり,

f = F + µ∂x

{(
1

ṽ
− 1

v0

)
∂xũ

}
− ∂x(p(ṽ)) (3.1.3)

である. 方程式 (3.1.2)の初期値問題を解き, 関数 ũにその解 uを対応させる写像をあらためて Ψと

定めなおすと, その不動点 u = Ψ(u)もまた, 関数方程式の初期値問題の解を与えることになる.

抽象的設定 本論文では, 外力項 F の時空変数に関する 2乗可積分性, および空間平均に関する仮定∫ L

0

F (t, x) dx = 0

のもと, 方程式 (3.1.2)を平均 0の局所 2乗可積分実数値L-周期関数の全体からなる実ヒルベルト空間

H = L̇2
per =

{
u ∈ L2

loc; u(x+ L) = u(x),

∫ L

0

u(x) dx = 0

}

における方程式とみなす. H には内積

(u1, u2)H =

∫ L

0

u1(x)u2(x) dx

を入れる. 関数 v0 について,

v0 ∈ H1
per =

{
v ∈ H1

loc; v(x+ L) = v(x)
}
, v0(x) > 0
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を仮定すると, 作用素 AはH に稠密に埋め込まれたヒルベルト空間

V = Ḣ1
per =

{
u ∈ H1

loc; u(x+ L) = u(x),

∫ L

0

u(x) dx = 0

}
,

および, V の内積

(u1, u2)V = µ

∫ l

0

∂xu1(x)∂xu2(x)

v0(x)
dx

を用いて, 次のように空間H 上の作用素として実現される.

• 作用素 Aの定義域は,

D(A) = {u1 ∈ V ; f ∈ H が存在して, 任意の u2 ∈ V に対して (u1, u2)V = (f, u2)H が成り立つ.}

• u1 ∈ D(A)に対して, 等式

(u1, u2)V = (f, u2)H

を任意の u2 ∈ V に対して成立させる f ∈ H は, H における V の稠密性より, ただひとつに定

まる. この対応で, Aは u1 ∈ D(A)を f ∈ H に写す.

作用素 Aの定義域D(A)が関数空間

Ḣ2
per =

{
u ∈ H2

loc; u(x+ L) = u(x),

∫ L

0

u(x) dx = 0

}

となり, Aが微分作用素 −µ∂x (∂xu/v0) をH 上の作用素として実現することを確かめておく.

検証 u1 ∈ D(A)に対して u1 ∈ H2
loc を示す. Au1 = f おくと, 任意の u2 ∈ V に対して

µ

∫ L

0

∂xu1(x)∂xu2(x)

v0(x)
dx =

∫ L

0

f(x)u2(x) dx

が成り立つ. テスト関数 ϕ ∈ C∞
perをとり, ϕからその平均 ϕ̄ = 1

L

∫ L
0
ϕ(x) dx を引くと V の元となる.

u2 = ϕ− ϕ̄ととれば, f の平均が 0であるから, 超関数の等式⟨
µ
∂xu1
v0

, ∂xϕ

⟩
= ⟨f, ϕ⟩ ,

すなわち, ⟨
−µ∂x

(
∂xu1
v0

)
, ϕ

⟩
= ⟨f, ϕ⟩

が成り立つ. したがって,　

−µ∂x
(
∂xu1
v0

)
= f ∈ L2

loc

であり, ∂xu1/v0 ∈ H1
loc となる. 関数積の滑らかさに関してよく知られている事実から, ∂xu1 =

∂xu1/v0 × v0 ∈ H1
loc となり, u1 ∈ H2

loc がしたがう.
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次に, u1 ∈ Ḣ2
per に対して u1 ∈ D(A)を示す. v0 ∈ H1

per, v0 > 0より 1/v0 ∈ H1
per に注意すると,

∂xu1
v0

∈ H1
per, ∂x

(
∂xu1
v0

)
∈ L̇2

per

であって, 等式

µ

∫ L

0

∂xu1(x)∂xu2(x)

v0
dx = −

∫ L

0

µ∂x

(
∂xu1
v0

)
u2(x) dx

がすべての u2 ∈ Ḣ1
per に対して成り立つ. したがって, u1 ∈ D(A)である. �

線形問題の一意可解性 線形方程式 (3.1.2)の初期値問題について確立されているひとつの抽象的な

取り扱いを述べる. 詳細は, [33], [39]等を参照されたい. H を実ヒルベルト空間, V をH に稠密に埋

め込まれた実ヒルベルト空間とする. ある f ∈ H について, 等式

(u1, u2)V = (f, u2)H

をすべての u2 ∈ V に対して成り立たせるような u1 ∈ V の全体を定義域D(A)として, H における

作用素 Aを

Au1 = f

で定める. Aは H 上の正値自己共役作用素である. V が H にコンパクトに埋め込まれている場合,

作用素 Aはコンパクトな逆作用素 A−1をもつ. したがって, Aの固有値は離散的であり, 各固有値に

対する固有空間は有限次元空間であって, 固有値全体を重複度を込めて小さいものから順に,

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · ·

と並べることができる. このとき,固有値 λkに対するAの固有ベクトル φkを {φk; k = 1, 2, . . . , } が
H の完全正規直交系を成すように選ぶことができる.

以上の設定のもとで, H における線形方程式の初期値問題
d

dt
u(t) +Au(t) = f(t), t > 0,

u(0) = u0

(3.1.4)

に対して次の (i), (ii), (iii)を示すことができる.

(i) f = 0の場合, 任意の u0 ∈ H に対して, 初期値問題 (3.1.4)は級数解

u(1)(t) =

∞∑
k=1

(u0, φk)He
−λktφk

をもつ, この級数はH において t ≥ 0で一様収束し, D(A)において t > 0で広義一様収束する.

u0 ∈ V ならばこの級数は V においても t ≥ 0で一様収束し, L2(0,∞;D(A))においても収束

する. この場合, 解は評価

∥Au(1)∥L2(0,∞;H) ≤
1√
2
∥u0∥V

を満たす.
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(ii) u0 = 0の場合, 任意の T > 0, f ∈ L2(0, T ;H)に対して, 初期値問題 (3.1.4)は級数解

u(2)(t) =
∞∑
k=1

(∫ t

0

e−λk(t−τ)(f(τ), φk)H dτ

)
φk

をもつ. この級数は V において t ∈ [0, T ]に関して一様に収束, L2(0, T ;D(A))において収束

し, 和はH1(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;D(A)) ∩ C0 ([0, T ];V )に属している. 解は評価

∥Au(2)∥L2(0,T ;H) ≤ ∥f∥L2(0,T ;H)

を満たす.

(iii) 任意の u0 ∈ V , T > 0, f ∈ L2(0, T ;H)に対して, (i), (ii)で得られる解 u(1), u(2) を重ね合わ

せることにより, 初期値問題 (3.1.4)は解

u ∈ H1(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;D(A)) ∩ C0 ([0, T ];V ) (3.1.5)

をもつ. 解は評価

∥Au∥L2(0,T ;H) ≤
1√
2
∥u0∥V + ∥f∥L2(0,T ;H)

を満たす. (3.1.5)を満たす初期値問題 (3.1.4)の解は一意である.　

3.1.1 局所解の構成

方程式 (3.1.1)において, 外力項 F は区間 [0, T0]上で定められたH(= L̇2
per)の値をとる関数で, 空

間 L2(0, T0;H)に属するものとする. 本小節では, v0 ∈ H1
per, v0 > 0, u0 ∈ V = Ḣ1

per を満たす初期

値に対して, 概要で示した方針にしたがって, 方程式 (3.1.1)の時間局所解の存在を示す.

0 < T ≤ T0 とし, ũ ∈ L2(0, T ;D(A))に対して,

ṽ = v0 +

∫ t

0

∂xũ ds

と定める. ṽ(t, · ) > 0, 0 ≤ t ≤ T , ならば区間 [0, T ]上でH 値関数

∂x(p(ṽ)) = ∂x(aṽ
−γ), ∂x

{(
1

ṽ
− 1

v0

)
∂xũ

}
を定めることができる. このための ũに関する条件を探すために,

ṽ(t, x)

v0(x)
= 1 +

∫ t

0

∂xũ(s, x)

v0(x)
ds

と表す. 空間変数に関する ũの周期性より, s毎にある x0 ∈ [0, L)があって ∂xũ(s, x0) = 0 となり,

∂xũ(s, x)

v0(x)
=
∂xũ(s, x)

v0(x)
− ∂xũ(s, x0)

v0(x0)
=

∫ x

x0

∂

∂y

(
∂xũ(s, y)

v0(y)

)
dy

であるから, ∥∥∥∥∂xũ(s, · )v0( · )

∥∥∥∥
L∞

≤
∫ L

0

∣∣∣∣ ∂∂y
(
∂xũ(s, y)

v0(y)

)∣∣∣∣ dy ≤ L1/2

∥∥∥∥∂x(∂xũ(s, · )v0( · )

)∥∥∥∥
L2
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が成り立つ. この評価を用いると,

min
x

ṽ(t, x)

v0(x)
≥ 1−

∫ t

0

∥∥∥∥∂xũ(s, · )v0( · )

∥∥∥∥
L∞

ds

≥ 1− L1/2

∫ t

0

∥∥∥∥∂x(∂xũ(s, · )v0( · )

)∥∥∥∥
L2

ds

≥ 1− (LT )1/2
∥∥∥∥∂x(∂xũv0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

= 1− µ−1(LT )1/2 ∥Aũ∥L2(0,T ;H)

となる. このことから, ũの大きさに関して

µ−1(LT )1/2∥Aũ∥L2(0,T ;H) < 1

を仮定して話を進めることにする.

以下, (3.1.3)式において, 項 µ∂x {(1/ṽ − 1/v0) ∂xũ}, ∂x(p(ṽ)), それぞれの L2(0, T ;H)におけるノ

ルムを ∥Aũ∥L2(0,T ;H) と T を用いて評価する.

M = 1− µ−1(LT )1/2∥Aũ∥L2(0,T ;H) > 0

とおく.

µ∂x {(1/ṽ − 1/v0) ∂xũ} に関して: はじめに,∥∥∥∥µ∂x{(1

ṽ
− 1

v0

)
∂xũ

}∥∥∥∥
L2

= µ

∥∥∥∥∂x{(v0ṽ − 1
) ∂xũ
v0

}∥∥∥∥
L2

= µ

∥∥∥∥∂x (v0ṽ − 1
) ∂xũ
v0

+
(v0
ṽ

− 1
)
∂x

(
∂xũ

v0

)∥∥∥∥
L2

≤ µ
∥∥∥∂x (v0

ṽ
− 1
)∥∥∥

L2

∥∥∥∥∂xũv0
∥∥∥∥
L∞

+ µ
∥∥∥v0
ṽ

− 1
∥∥∥
L∞

∥∥∥∥∂x(∂xũv0
)∥∥∥∥

L2

(3.1.6)

と評価する. 各ノルムの評価は以下のとおりである. まず,∥∥∥∂x (v0
ṽ

− 1
)∥∥∥

L2
=

∥∥∥∥∥
(
ṽ

v0

)−2

∂x

(
ṽ

v0

)∥∥∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥∥
(
ṽ

v0

)−2 ∫ t

0

∂x

(
∂xũ

v0

)
ds

∥∥∥∥∥
L2

≤
(
min
x

ṽ(t, x)

v0(x)

)−2 ∫ t

0

∥∥∥∥∂x(∂xũv0
)∥∥∥∥

L2

ds

≤M−2T 1/2

∥∥∥∥∂x(∂xũv0
)∥∥∥∥

L2(0,T ;L2)

. (3.1.7)

また, ∥∥∥∥∂xũv0
∥∥∥∥
L∞

≤ L1/2

∥∥∥∥∂x(∂xũv0
)∥∥∥∥

L2

(3.1.8)
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であり, これを用いると,∥∥∥v0
ṽ

− 1
∥∥∥
L∞

=

∥∥∥∥v0ṽ
(
1− ṽ

v0

)∥∥∥∥
L∞

=

∥∥∥∥∥−
(
ṽ

v0

)−1 ∫ t

0

∂xũ

v0
ds

∥∥∥∥∥
L∞

≤
(
min
x

ṽ

v0

)−1 ∫ t

0

∥∥∥∥∂xũv0
∥∥∥∥
L∞

ds

≤M−1L1/2

∫ t

0

∥∥∥∥∂x(∂xũv0
)∥∥∥∥

L2

ds

≤M−1(LT )1/2
∥∥∥∥∂x(∂xũv0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

. (3.1.9)

以上, (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8), (3.1.9)をあわせて∥∥∥∥µ∂x{(1

ṽ
− 1

v0

)
∂xũ

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

≤ µM−2(LT )1/2
∥∥∥∥∂x(∂xũv0

)∥∥∥∥2
L2(0,T ;L2)

+ µM−1(LT )1/2
∥∥∥∥∂x(∂xũv0

)∥∥∥∥2
L2(0,T ;L2)

= µ−1(M−2 +M−1)(LT )1/2∥Aũ∥2L2(0,T ;H)

が得られる.

∂x(p(ṽ))に関して:

∥∂x(p(ṽ))∥L2 =

∥∥∥∥∥a∂x
{
v−γ0

(
ṽ

v0

)−γ
}∥∥∥∥∥

L2

=

∥∥∥∥∥a∂x (v−γ0

)( ṽ

v0

)−γ

− aγv−γ0

(
ṽ

v0

)−γ−1

∂x

(
ṽ

v0

)∥∥∥∥∥
L2

≤ a
∥∥∂x (v−γ0

)∥∥
L2

∥∥∥∥∥
(
ṽ

v0

)−γ
∥∥∥∥∥
L∞

+ aγ
∥∥v−γ0

∥∥
L∞

∥∥∥∥∥
(
ṽ

v0

)−γ−1
∥∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥∂x( ṽ

v0

)∥∥∥∥
L2

(3.1.10)

と評価して, 各ノルムをさらに評価する.∥∥∥∥∥
(
ṽ

v0

)−γ
∥∥∥∥∥
L∞

≤M−γ ,

∥∥∥∥∥
(
ṽ

v0

)−γ−1
∥∥∥∥∥
L∞

≤M−γ−1,∥∥∥∥∂x( ṽ

v0

)∥∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥∫ t

0

∂x

(
∂xũ

v0

)
ds

∥∥∥∥
L2

≤
∫ t

0

∥∥∥∥∂x(∂xũv0
)∥∥∥∥

L2

ds

≤ T 1/2

∥∥∥∥∂x(∂xũv0
)∥∥∥∥

L2(0,T ;L2)

.



26 第 3章 解の存在と一意性

よって, (3.1.10)より,

∥∂x(p(ṽ))∥L2(0,T ;L2)

≤ a

(∥∥∂x (v−γ0

)∥∥
L2 M

−γT 1/2 + γ∥v−γ0 ∥L∞M−γ−1T

∥∥∥∥∂x(∂xũv0
)∥∥∥∥

L2(0,T ;L2)

)
= aT 1/2

(∥∥∂x (v−γ0

)∥∥
L2 M

−γ + µ−1γ∥v−γ0 ∥L∞M−γ−1T 1/2∥Aũ∥L2(0,T ;H)

)
.

以上の評価を用いて, 空間 L2(0, T ;H)における (3.1.3)のノルムを評価し, 線形方程式の初期値問

題の解の評価を uに適用して, ノルム ∥Au∥L2(0,T ;H) を評価すると,

∥Au∥L2(0,T ;H) ≤
1√
2
∥u0∥V + ∥f∥L2(0,T ;H)

≤ 1√
2

(
µ

∫ L

0

(∂xu0)
2

v0
dx

)1/2

+ ∥F∥L2(0,T ;L2)

+ µ−1(M−2 +M−1)(LT )1/2∥Aũ∥2L2(0,T ;H)

+ aT 1/2
(∥∥∂x (v−γ0

)∥∥
L2 M

−γ + µ−1γ∥v−γ0 ∥L∞
x
M−γ−1T 1/2∥Aũ∥L2(0,T ;H)

)
が得られる.

N0 =
1√
2

(
µ

∫ L

0

(∂xu0)
2

v0
dx

)1/2

+ ∥F∥L2(0,T0;L2) + 1

とおく. ∥Aũ∥L2(0,T ;H) ≤ N0 のとき,

M ≥ 1− µ−1(LT )1/2N0

に注意して, µ−1(LT )1/2N0 ≤ 1/2を満たすように T ∈ (0, T0]を選ぶと, M ≥ 1/2であって

∥Au∥L2(0,T ;H) ≤
1√
2

(
µ

∫ L

0

(∂xu0)
2

v0
dx

)1/2

+ ∥F∥L2(0,T ;L2)

+ 6µ−1(LT )1/2N2
0 + a2γT 1/2

(∥∥∂x(v−γ0 )
∥∥
L2 + 2µ−1γ∥v−γ0 ∥L∞T 1/2N0

)
となる. 必要ならば T を小さく取り直して

6µ−1(LT )1/2N2
0 + a2γT 1/2

(∥∥∂x(v−γ0 )
∥∥
L2 + 2µ−1γ∥v−γ0 ∥L∞T 1/2N0

)
≤ 1

が成り立つようにできる. このとき, ∥Aũ∥L2(0,T ;H) ≤ N0 から ∥Au∥L2(0,T ;H) ≤ N0がしたがい, 集合

XT =
{
ũ ∈ L2(0, T ;D(A)); ∥Aũ∥L2(0,T ;H) ≤ N0

}
は写像 ΨT : ũ 7→ uの不変集合, つまり,

ΨT (XT ) ⊂ XT

となる. 以上の要件を満たすTはノルム∥∂x(v−γ0 )∥L2 , ∥v−γ0 ∥L∞ ,
∥∥∂xu0/√v0∥∥L2 ,および, ∥F∥L2(0,T0;L2)

の大きさだけに依存して選べることに注意する.
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本論文では, 縮小写像の原理を用いて不変集合 XT の中で ΨT の不動点を探すことにする. 空間

L2(0, T ;D(A))は ∥Au∥L2(0,T ;H) をノルムとしてヒルベルト空間をなす. したがって, 集合 XT に次

のように距離 dを導入して, 完備な距離空間とすることができる:

d(ũ1, ũ2) = ∥A (ũ1 − ũ2)∥L2(0,T ;H) , ũ1, ũ2 ∈ XT .

必要ならば時間幅 T を小さくとり直すことにより, ΨT が距離 dについて縮小写像となること, すな

わち, 定数 σ ∈ (0, 1)が存在して, ũ1, ũ2 ∈ XT に対して

d(ΨT (ũ1),ΨT (ũ2)) ≤ σd(ũ1, ũ2)

が成り立つことを示す.

ΨT (ũ1) = u1, ΨT (ũ2) = u2

とおく. (3.1.3)より, u1, u2 はそれぞれ,

∂tu1 − µ∂x

(
∂xu1
v0

)
= F + µ∂x

{(
1

ṽ1
− 1

v0

)
∂xũ1

}
− ∂x (p(ṽ1)) , (3.1.11)

∂tu2 − µ∂x

(
∂xu2
v0

)
= F + µ∂x

{(
1

ṽ2
− 1

v0

)
∂xũ2

}
− ∂x (p(ṽ2)) (3.1.12)

を満たす. ここで,

ṽ1 = v0 +

∫ t

0

∂xũ1 ds, ṽ2 = v0 +

∫ t

0

∂xũ2 ds

である. (3.1.11), (3.1.12)より, u1 − u2 は線形方程式

∂t(u1 − u2)− µ∂x

{
∂x(u1 − u2)

v0

}
= g

を満たす. ここで,

g = µ∂x

{(
1

ṽ1
− 1

v0

)
∂xũ1 −

(
1

ṽ2
− 1

v0

)
∂xũ2

}
− ∂x(p(ṽ1)− p(ṽ2))

とおいた. これと

u1(0)− u2(0) = u0 − u0 = 0

とをあわせて線形方程式の初期値問題の解にたいする評価を u1 − u2 に適用すると,

d(u1, u2) = ∥A(u1 − u2)∥L2(0,T ;H) ≤ ∥g∥L2(0,T ;H).

を得る. 以下, 空間 L2(0, T ;H)における gのノルムを評価する.

µ∂x {(1/ṽ1 − 1/v0) ∂xũ1 − (1/ṽ2 − 1/v0) ∂xũ2}に関して:∥∥∥∥µ∂x{( 1

ṽ1
− 1

v0

)
∂xũ1 −

(
1

ṽ2
− 1

v0

)
∂xũ2

}∥∥∥∥
L2

= µ

∥∥∥∥∂x{(v0ṽ1 − 1

)
∂x (ũ1 − ũ2)

v0
−
(

1

ṽ2
− 1

ṽ1

)
∂xũ2

}∥∥∥∥
L2
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を次の 2項の和で評価する:

(I) = µ

∥∥∥∥∂x{(v0ṽ1 − 1

)
∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2

,

(II) = µ

∥∥∥∥∂x{( 1

ṽ2
− 1

ṽ1

)
∂xũ2

}∥∥∥∥
L2

.

M1 = 1− µ−1(LT )1/2∥Aũ1∥L2(0,T ;H) とおくと, (3.1.7), (3.1.8), (3.1.9)を用いて,

(I) = µ

∥∥∥∥∂x(v0ṽ1 − 1

)
∂x (ũ1 − ũ2)

v0
+

(
v0
ṽ1

− 1

)
∂x

{
∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2

≤ µ

{∥∥∥∥∂x(v0ṽ1 − 1

)∥∥∥∥
L2

∥∥∥∥∂x (ũ1 − ũ2)

v0

∥∥∥∥
L∞

+

∥∥∥∥v0ṽ1 − 1

∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2

}
≤ µ

{
M−2

1 (LT )1/2
∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2

+M−1
1 (LT )1/2

∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2

}

= µ(LT )1/2(M−1
1 +M−2

1 )

∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2

を得る. (II)については,∥∥∥∥∂x{(v0ṽ2 − v0
ṽ1

)
∂xũ2
v0

}∥∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥∂x{v0ṽ1 v0ṽ2
(
ṽ1
v0

− ṽ2
v0

)}
∂xũ2
v0

+
v0
ṽ1

v0
ṽ2

(
ṽ1
v0

− ṽ2
v0

)
∂x

(
∂xũ2
v0

)∥∥∥∥
L2

≤
∥∥∥∥∂x{v0ṽ1 v0ṽ2

(
ṽ1
v0

− ṽ2
v0

)}∥∥∥∥
L2

∥∥∥∥∂xũ2v0

∥∥∥∥
L∞

+

∥∥∥∥v0ṽ1 v0ṽ2
(
ṽ1
v0

− ṽ2
v0

)∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥∂x(v0ṽ1
)
v0
ṽ2

(
ṽ1
v0

− ṽ2
v0

)
+
v0
ṽ1
∂x

(
v0
ṽ2

)(
ṽ1
v0

− ṽ2
v0

)
+
v0
ṽ1

v0
ṽ2
∂x

(
ṽ1
v0

− ṽ2
v0

)∥∥∥∥
L2

∥∥∥∥∂xũ2v0

∥∥∥∥
L∞

+

∥∥∥∥v0ṽ1 v0ṽ2
(
ṽ1
v0

− ṽ2
v0

)∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2

≤
(∥∥∥∥∂x(v0ṽ1

)∥∥∥∥
L2

∥∥∥∥v0ṽ2
∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥ ṽ1v0 − ṽ2
v0

∥∥∥∥
L∞

+

∥∥∥∥∂x(v0ṽ2
)∥∥∥∥

L2

∥∥∥∥v0ṽ1
∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥ ṽ1v0 − ṽ2
v0

∥∥∥∥
L∞

+

∥∥∥∥∂x( ṽ1v0 − ṽ2
v0

)∥∥∥∥
L2

∥∥∥∥v0ṽ1
∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥v0ṽ2
∥∥∥∥
L∞

)∥∥∥∥∂xũ2v0

∥∥∥∥
L∞

+

∥∥∥∥v0ṽ1
∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥v0ṽ2
∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥ ṽ1v0 − ṽ2
v0

∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2

と評価し, さらに, ∥∥∥∥ ṽ1v0 − ṽ2
v0

∥∥∥∥
L∞

=

∥∥∥∥∫ t

0

∂x(ũ1 − ũ2)

v0
ds

∥∥∥∥
L∞

≤
∫ t

0

∥∥∥∥∂x(ũ1 − ũ2)

v0

∥∥∥∥
L∞

ds
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≤ (LT )1/2
∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

, (3.1.13)

ならびに, ∥∥∥∥∂x( ṽ1v0 − ṽ2
v0

)∥∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

∂x(ũ1 − ũ2)

v0
ds

∥∥∥∥
L2

≤
∫ t

0

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2

ds

≤ T 1/2

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

(3.1.14)

を用いて評価する. M2 = 1−µ−1(LT )1/2∥Aũ2∥L2(0,T ;H)とおくと, (3.1.7), (3.1.8), (3.1.9), (3.1.13),

(3.1.14)より,

(II) ≤ µ

{
M−2

1 T 1/2

∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

M−1
2 (LT )1/2

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+M−2
2 T 1/2

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

M−1
1 (LT )1/2

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+T 1/2

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

M−1
1 M−1

2

}
L1/2

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2

+ µM−1
1 M−1

2 (LT )1/2
∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2

= µ(LT )1/2M−1
1 M−1

2

{
(LT )1/2M−1

1

∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+(LT )1/2M−1
2

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+ 2

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2

}∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

を得る. 以上, (I), (II)の評価をあわせると,∥∥∥∥µ∂x{( 1

ṽ1
− 1

v0

)
∂xũ1 −

(
1

ṽ2
− 1

v0

)
∂xũ2

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

≤ µ(LT )1/2(M−1
1 +M−2

1 )

∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+ µ(LT )1/2M−1
1 M−1

2

{
L1/2TM−1

1

∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+L1/2TM−1
2

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+ 2

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

}∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

となり,

µ

∥∥∥∥∂x(∂xũjv0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

≤ N0, Mj ≥
1

2
, j = 1, 2,

を用いると,

≤ µ−1(LT )1/2
{
14 + 16L1/2T

}
N0∥A(ũ1 − ũ2)∥L2(0,T ;H)
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が得られる.

∂x (p(ṽ1)− p(ṽ2))に関して:

∥∂x (p(ṽ1)− p(ṽ2))∥L2

= a

∥∥∥∥∥∂x
[
v−γ0

{(
ṽ1
v0

)−γ

−
(
ṽ2
v0

)−γ
}]∥∥∥∥∥

L2

= a

∥∥∥∥∥∂x (v−γ0

){( ṽ1
v0

)−γ

−
(
ṽ2
v0

)−γ
}

+ v−γ0 ∂x

{(
ṽ1
v0

)−γ

−
(
ṽ2
v0

)−γ
}∥∥∥∥∥

L2

≤ a
∥∥∂x (v−γ0

)∥∥
L2

∥∥∥∥∥
(
ṽ1
v0

)−γ

−
(
ṽ2
v0

)−γ
∥∥∥∥∥
L∞

+ a
∥∥v−γ0

∥∥
L∞

∥∥∥∥∥∂x
{(

ṽ1
v0

)−γ

−
(
ṽ2
v0

)−γ
}∥∥∥∥∥

L2

と評価し, さらに各ノルムの評価を行う. 0 ≤ θ ≤ 1に対して,

θ
ṽ1
v0

+ (1− θ)
ṽ2
v0

≥ θmin
x

ṽ1
v0

+ (1− θ)min
x

ṽ2
v0

≥ min

{
min
x

ṽ1
v0
, min

x

ṽ2
v0

}
(3.1.15)

が成り立つことに注意し, (3.1.13)とあわせると,∥∥∥∥∥
(
ṽ1
v0

)−γ

−
(
ṽ2
v0

)−γ
∥∥∥∥∥
L∞

≤
∫ 1

0

∥∥∥∥∥−γ
{
θ
ṽ1
v0

+ (1− θ)
ṽ2
v0

}−γ−1
∥∥∥∥∥
L∞

dθ

∥∥∥∥ ṽ1v0 − ṽ2
v0

∥∥∥∥
L∞

≤ γ

(
min

{
min
x

ṽ1
v0
, min

x

ṽ2
v0

})−γ−1

(LT )1/2
∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

≤ γ (min {M1,M2})−γ−1
(LT )1/2

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

を得る. ノルム
∥∥∥∂x {(ṽ1/v0)−γ − (ṽ2/v0)

−γ
}∥∥∥

L2
の評価は以下のとおりである.∥∥∥∥∥∂x

{(
ṽ1
v0

)−γ

−
(
ṽ2
v0

)−γ
}∥∥∥∥∥

L2

≤

∥∥∥∥∥γ(γ + 1)

∫ 1

0

{
θ
ṽ1
v0

+ (1− θ)
ṽ2
v0

}−γ−2

∂x

{
θ
ṽ1
v0

+ (1− θ)
ṽ2
v0

}
dθ

(
ṽ1 − ṽ2
v0

)

−γ
∫ 1

0

{
θ
ṽ1
v0

+ (1− θ)
ṽ2
v0

}−γ−1

dθ ∂x

(
ṽ1 − ṽ2
v0

)∥∥∥∥∥
L2

≤ γ(γ + 1)

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
{
θ
ṽ1
v0

+ (1− θ)
ṽ2
v0

}−γ−2
∥∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥∂x{θ ṽ1v0 + (1− θ)
ṽ2
v0

}∥∥∥∥
L2

dθ

∥∥∥∥ ṽ1v0 − ṽ2
v0

∥∥∥∥
L∞

+ γ

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
{
θ
ṽ1
v0

+ (1− θ)
ṽ2
v0

}−γ−1
∥∥∥∥∥
L∞

dθ

∥∥∥∥∂x( ṽ1v0 − ṽ2
v0

)∥∥∥∥
L2
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であり, (3.1.13), (3.1.14), (3.1.15)を用いると,

≤ γ(γ + 1) (min{M1,M2})−γ−2
(LT )1/2

×
∫ 1

0

∥∥∥∥∂x{θ ṽ1v0 + (1− θ)
ṽ2
v0

}∥∥∥∥
L2

dθ

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+ γ (min{M1,M2})−γ−1
T 1/2

∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

となる. ここで, 0 ≤ θ ≤ 1に対して,∥∥∥∥∂x{θ ṽ1v0 + (1− θ)
ṽ2
v0

}∥∥∥∥
L2

≤ θ

∥∥∥∥∂x( ṽ1v0
)∥∥∥∥

L2

+ (1− θ)

∥∥∥∥∂x( ṽ2v0
)∥∥∥∥

L2

≤ T 1/2θ

∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+ T 1/2(1− θ)

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

より, ∫ 1

0

∥∥∥∥∂x{θ ṽ1v0 + (1− θ)
ṽ2
v0

}∥∥∥∥
L2

dθ

≤ T 1/2

∫ 1

0

{
θ

∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+ (1− θ)

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

}
dθ

=
1

2
T 1/2

(∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

)
が成り立つから,∥∥∥∥∥∂x

{(
ṽ1
v0

)−γ

−
(
ṽ2
v0

)−γ
}∥∥∥∥∥

L2

≤ γ (min{M1,M2})−γ−1
T 1/2

×

{
1

2
(γ + 1) (min{M1,M2})−1

(LT )1/2

(∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

)
+ 1

}

×
∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

が得られる. 以上より,

∥∂x (p(ṽ1)− p(ṽ2))∥L2(0,T ;L2)

≤ aγ (min {M1,M2})−γ−1
T

×

[∥∥∂x (v−γ0

)∥∥
L2 L

1/2 +
∥∥v−γ0

∥∥
L∞

×

{
1

2
(γ + 1) (min{M1,M2})−1

(LT )1/2

(∥∥∥∥∂x(∂xũ1v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+

∥∥∥∥∂x(∂xũ2v0

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

)
+ 1

}]
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×
∥∥∥∥∂x{∂x(ũ1 − ũ2)

v0

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

≤ µ−1aγ2γ+1T
[∥∥∂x (v−γ0

)∥∥
L2 L

1/2 +
∥∥v−γ0

∥∥
L∞

{
2µ−1(γ + 1)(LT )1/2N0 + 1

}]
∥A(ũ1 − ũ2)∥L2(0,T ;H)

が得られた.

以上の結果を用いて gを評価すると,

∥g∥L2(0,T ;L2) ≤ CT 1/2 ∥A(ũ1 − ũ2)∥L2(0,T ;H)

が得られた. ここに, C は
∥∥∂x (v−γ0

)∥∥
L2 ,

∥∥v−γ0

∥∥
L∞ ,

∥∥∂xu0/√v0∥∥L2 , ∥F∥L2(0,T0;L2) の大きさと T0

のみに依存する定数である. よって, 次の不等式が得られた:

d(u1, u2) ≤ CT 1/2d(ũ1, ũ2).

必要ならば, T を小さくとり直して CT 1/2 < 1 が成り立つようにすれば, ΨT は縮小写像となり, バ

ナッハの不動点定理 ([38]を参照)により, ΨT はXT の中にただひとつの不動点をもつ. この不動点

は, 区間 [0, T ]上で方程式 (3.1.1)の解を与えている.

3.1.2 解の一意性

T0 > 0, F ∈ L2(0, T0; L̇
2
per)とし, v0 ∈ H1

per, v0 > 0, u0 ∈ Ḣ1
per を満たす初期値に対して, 方程式

(3.1.1)の初期値問題が,

v(j) ∈ C1([0, T0];L
2
per) ∩ C0([0, T0];H

1
per), v(j) > 0,

u(j) ∈ H1(0, T0;L
2
per) ∩ L2(0, T0;H

2
per) ∩ C0([0, T0];H

1
per),

j = 1, 2,

を満たすふたつの解 (v(1), u(1)), (v(2), u(2))をもつとする.

f (j) = F + µ∂x

{(
1

v(j)
− 1

v0

)
∂xu

(j)

}
− ∂x(p(v

(j)))

とおくと, u(j), j = 1, 2, は線形方程式の初期値問題{
∂tu

(j) +Au(j) = f (j),

u(j)(0, · ) = u0

の解となるから, ふたつの解の差 u(1) − u(2) に線形方程式の解の評価を適用できる:∥∥∥A(u(1) − u(2)
)∥∥∥

L2(0,T ;H)
≤
∥∥∥f (1) − f (2)

∥∥∥
L2(0,T ;H)

, 0 < T ≤ T0.

写像 ΨT の縮小性の導出と同様にして,
∥∥f (1) − f (2)

∥∥
L2(0,T ;H)

を評価すると,∥∥∥f (1) − f (2)
∥∥∥
L2(0,T ;H)

=

∥∥∥∥∂x{( 1

v(1)
− 1

v0

)
∂xu

(1) −
(

1

v(2)
− 1

v0

)
∂xu

(2) − ∂x

(
p(v(1))− p(v(2))

)}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)
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≤
∥∥∥∥∂x{( 1

v(1)
− 1

v0

)
∂xu

(1) −
(

1

v(2)
− 1

v0

)
∂xu

(2)

}∥∥∥∥
L2(0,T ;L2)

+
∥∥∥∂x (p(v(1))− p(v(2))

)∥∥∥
L2(0,T ;L2)

≤ CT 1/2
∥∥∥A(u(1) − u(2)

)∥∥∥
L2(0,T ;H)

が得られる. ここに, C は,∥∥∂x (v−γ0

)∥∥
L2 ,

∥∥v−γ0

∥∥
L∞ , ∥F∥L2(0,T0;L2), T0,

に加えて,

min
t,x

v(1)

v0
, min

t,x

v(2)

v0
,

∥∥∥∥∂x(∂xu(1)v0

)∥∥∥∥
L2(0,T0;L2)

,

∥∥∥∥∂x(∂xu(2)v0

)∥∥∥∥
L2(0,T0;L2)

の大きさのみで定まる定数である.

この評価をもとに, T1 = min{T0, (2C)−2} ととれば,
∥∥A(u(1) − u(2))

∥∥
L2(0,T1;H)

= 0 より, 0 ≤ t ≤
T1 において u(1) = u(2), v(1) = v(2) がしたがう. T1 = T0 の場合, 区間 [0, T0]全体でふたつの解は一

致する. T1 < T0 の場合, v(1)(T1) = v(2)(T1), u
(1)(T1) = u(2)(T1) をそれぞれ v, u の初期値, F を区

間 [T1, T0] に制限したものを新たな外力項とみて, 区間 [T1, T0]上でふたつの解の差の評価を行うと,

T1 ≤ t ≤ T2 = min{T0, 2(2C)−2} において u(1) = u(2), v(1) = v(2)が示される. これを繰り返すこと

により, 区間 [0, T0]全体でふたつの解の一致が示せる.

以上、3.1.1節の結果とあわせて局所解の存在定理が得られる.

定理 3.1.1 (局所解の一意存在定理) T0 > 0とする. 任意の正数の組 C1, C2, C3, C4 に対して, 正

数 T = T (C1, C2, C3, C4) ≤ T0 が存在して次のことが成立する:

∥∥∂x (v−γ0

)∥∥
L2 ≤ C1,

∥∥v−γ0

∥∥
L∞ ≤ C2,

∥∥∥∥∂xu0√
v0

∥∥∥∥
L2

≤ C3, ∥F∥L2(0,T0;L2) ≤ C4

を満たす v0 ∈ H1
per, v0 > 0, u0 ∈ Ḣ1

per, F ∈ L2(0, T0; L̇
2
per) に対して, 方程式 (3.1.1)の初期値問題

は区間 [0, T ]上で
v ∈ C1([0, T ];L2

per) ∩ C0([0, T ];H1
per), v > 0,

u ∈ H1(0, T ;L2
per) ∩ L2(0, T ;H2

per) ∩ C0([0, T ];H1
per),

を満たす解を唯ひとつもつ.

3.1.3 アプリオリ評価と大域解

前小節で得られた局所解を延長して大域解を構成する. このために, 解のアプリオリ評価を導出す

る. T0 > 0, F ∈ L2(0, T0; L̇
2
per) とし, 初期値を

v0 ∈ H1
per, v0 > 0, u0 ∈ Ḣ1

per



34 第 3章 解の存在と一意性

で与える. 0 < T ≤ T0 とし, (v, u)を区間 [0,T]上の初期値問題の解

v ∈ C1([0, T ];L2
per) ∩ C0([0, T ];H1

per), v > 0,

u ∈ H1(0, T ;L2
per) ∩ L2(0, T ;H2

per) ∩ C0([0, T ];H1
per)

とする. この解のノルム

∥∥∂x(v(t, · )−γ)∥∥L2 , ∥v(t, · )−γ∥L∞ ,

∥∥∥∥∥∂xu(t, · )√
v(t, · )

∥∥∥∥∥
L2

を評価する. ノルム ∥∂x(v(t, · )−γ)∥L2 については,

∂x(v
−γ) = −γv−γ−1∂xv = −γv−γ∂x(log v)

より, ∥∂x(log v(t, · ))∥L2 ならびに ∥v(t, · )−γ∥L∞ を評価すればよい.

はじめに, 解の評価の基本となる等式を導く. p(v) = av−γ とおく. 方程式 (3.1.1)の第１式より,

∂x

(
∂xu

v

)
= ∂x

(
∂tv

v

)
= ∂xt(log v) = ∂t

(
∂xv

v

)
.

これを用いて方程式 (3.1.1)の第 2式を

µ∂t

(
∂xv

v

)
− ∂tu− p′(v)(∂xv) = −F

と書き換え, 両辺に µ
2
∂xv
v をかけて xに関して区間 [0, L]上で積分すると,

d

dt

{
µ2

4

∫ L

0

(
∂xv

v

)2

dx− µ

2

∫ L

0

u

(
∂xv

v

)
dx

}
− µ

2

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx− µ

2

∫ L

0

p′(v)
(∂xv)

2

v
dx

= −µ
2

∫ L

0

F

(
∂xv

v

)
dx (3.1.16)

を得る. 次に, 方程式 (3.1.1)の第 2式に uをかけて xに関して区間 [0, L]上で積分すると,

d

dt

(∫ L

0

1

2
u2 dx

)
+

∫ L

0

{
(p(v̄)− p(v))(∂xu) + µ

(∂xu)
2

v

}
dx =

∫ L

0

Fudx

を得る. 方程式 (3.1.1)の第 1式より,∫ L

0

(p(v̄)− p(v))(∂xu) dx =

∫ L

0

(p(v̄)− p(v))(∂tv) dx =
d

dt

(∫ L

0

Φ(v) dx

)
,

ただし,

Φ(v) =

∫ v

v̄

(p(v̄)− p(ξ)) dξ = p(v̄)(v − v̄)−
∫ v

v̄

p(ξ) dξ (3.1.17)

となるから,

d

dt

{∫ L

0

(
1

2
u2 +Φ(v)

)
dx

}
+ µ

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx =

∫ L

0

Fudx (3.1.18)
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が得られる. (3.1.16)と (3.1.18)の辺々を加え合わせ,

E(t) =

∫ L

0

{
1

2
u2 − µ

2
u

(
∂xv

v

)
+
µ2

4

(
∂xv

v

)2

+Φ(v)

}
dx (3.1.19)

とおくと,

dE

dt
(t) +

µ

2

∫ L

0

{
(∂xu)

2

v
− p′(v)

(
∂xv

v

)2
}
dx =

∫ L

0

{
Fu− µ

2
F

(
∂xv

v

)}
dx (3.1.20)

を得る. ここで, p(v) = av−γ であったから, 等式

dE

dt
(t) +

µ

2

∫ L

0

{
(∂xu)

2

v
+ aγ

(∂xv)
2

vγ+2

}
dx =

∫ L

0

{
Fu− µ

2
F

(
∂xv

v

)}
dx (3.1.21)

が導き出された.

Φ(v) =


a
(v
v̄
− 1− log

v

v̄

)
, γ = 1,

a

{(v
v̄
− 1
)
v̄1−γ − v1−γ − v̄1−γ

1− γ

}
, γ > 1,

について Φ ≥ 0であること, および, ヤングの不等式より

µ

2
u

(
∂xv

v

)
≤ 3

8
u2 +

µ2

6

(
∂xv

v

)2

が成り立つことを用いると,∫ L

0

{
1

8
u2 +

µ2

12

(
∂xv

v

)2
}
dx ≤ E(t) ≤

∫ L

0

{
7

8
u2 +

5

12
µ2

(
∂xv

v

)2

+Φ(v)

}
dx (3.1.22)

がしたがう.

等式 (3.1.21)の右辺は,∣∣∣∣∣
∫ L

0

{
Fu− µ

2
F

(
∂xv

v

)}
dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2

∫ L

0

{
u− µ

2

(
∂xv

v

)}2

dx+
1

2

∫ L

0

F 2 dx

≤
∫ L

0

{
u2 +

µ2

4

(
∂xv

v

)2
}
dx+

1

2
∥F∥2L2

と評価されるから, (3.1.22)を用いると, 等式 (3.1.21)から E(t)に関する微分不等式

dE

dt
(t) ≤ 8E(t) +

1

2
∥F∥2L2

が得られる. グローンウォールの補題により,

E(t) ≤ E(0)e8t +
1

2

∫ t

0

e8(t−s)∥F∥2L2 ds, 0 ≤ t ≤ T,

が得られ, 再び (3.1.22) を用いると, ∥∂x(log v)∥L2 = ∥∂xv/v∥L2 ≤ 12
µ2E(t) であるから, ノルム

∥∂x(log v)∥L2 は E(0)とノルム ∥F∥L2(0,T0;H) および T0 のみで定まる定数で上から評価できる.
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次に ∥v−γ∥L∞ を評価する. x0 ∈ [0, L)を v(t, x0) = v̄を満たすように選ぶと,

log v(t, x)− log v̄ = log v(t, x)− log v(t, x0) =

∫ x

x0

∂y(log v(t, y)) dy.

したがって,

log v̄ −
√
L∥∂x(log v)∥L2 ≤ log v(t, x) ≤ log v̄ +

√
L∥∂x(log v)∥L2

となり,

v̄e−
√
L∥∂x(log v)∥L2 ≤ v(t, x) ≤ v̄0e

√
L∥∂x(log v)∥L2 (3.1.23)

を得る. よって,

∥v−γ∥L∞ = ∥v−1∥γL∞ ≤ v̄−γeγ
√
L∥∂x(log v)∥L2 .

である.

最後に, ノルム ∥∂xu/
√
v∥L2 を評価する.∥∥∥∥∂xu√
v

∥∥∥∥
L2

≤ ∥∂xu∥L2∥v−1/2∥L∞ = ∥∂xu∥L2∥v−1∥1/2L∞

に注意すると, (3.1.23)よりノルム ∥∂xu∥L2 を評価すればよい. 方程式 (3.1.1)の第 2式に−∂2xuをか
けて xに関して区間 [0, L]上で積分すると,∫ L

0

{
−(∂tu)(∂

2
xu)− ∂x(p(v))(∂

2
xu) + µ

∫ L

0

∂x

(
∂xu

v

)
(∂2xu)

}
dx = −

∫ L

0

F (∂2xu) dx.

部分積分して整理すると,

d

dt

(
1

2

∫ L

0

(∂xu)
2 dx

)
+ µ

∫ L

0

(∂2xu)
2

v
dx =

∫ L

0

(
p′(v)(∂xv) +

(∂xu)(∂xv)

v2
− F

)
(∂2xu) dx.

εを正のパラメータとして, この等式の右辺各項の評価は以下のとおりである. p′(v)の有界性に注意

すると, ∣∣∣∣∣
∫ L

0

p′(v)(∂xv)(∂
2
xu) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
∥∂2xu∥2L2 +

c1
2ε

∥∂xv∥2L2 .

ソボレフの不等式を用いて ∥∂xu∥L∞ ≤ ∥∂2xu∥
1/2
L2 ∥∂xu∥1/2L2 と評価すると,∣∣∣∣∣

∫ L

0

(∂xu)(∂xv)

v2
(∂2xu) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ∥∂xu∥L∞∥v−1∥L∞

∫ L

0

|∂2xu||∂x(log v)| dx

≤ ε

2
∥∂2xu∥2L2 +

∥v−1∥2L∞

2ε
∥∂xu∥2L∞∥∂x(log v)∥2L2

≤ ε

2
∥∂2xu∥2L2 +

∥v−1∥2L∞

2ε
∥∂2xu∥L2∥∂xu∥L2∥∂x(log v)∥2L2

≤ ε

2
∥∂2xu∥2L2 +

ε

2
∥∂2xu∥2L2 +

1

2ε

(
∥v−1∥2L∞

2ε
∥∂x(log v)∥2L2∥∂xu∥L2

)2

≤ ε∥∂2xu∥2L2 +
c2
8ε3

∥∂xu∥2L2 .
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さらに, ∣∣∣∣∣
∫ L

0

F (∂2xu) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2

∫ L

0

(∂2xu)
2 dx+

1

2ε

∫ L

0

F 2 dx.

ここで, c1 = ∥p′(v)∥2L∞ , c2 = ∥v−1∥4L∞∥∂x(log v)∥4L2 である. ε ≤ µ∥v−1∥L∞/2と選べば,

d

dt
∥∂xu∥2L2 ≤ c1

ε
∥∂xv∥2L2 +

1

ε
∥F∥2L2 +

1

4

c2
ε3

∥∂xu∥2L2 . (3.1.24)

を得る. グローンウォールの補題により, ∥∂xu∥L2 は ∥∂xu0∥L2 と E(0)と ∥F∥L2(0,T0;H) および T0

のみで定まる定数で上から評価できる.

以上より, ノルム ∥u0∥H1 , ∥v0∥H1 , ∥v−1
0 ∥L∞ , ∥F∥L2(0,T0;H), ならびに T0 のみに依存する定数 C1,

C2, C3 が存在して,

∥∥∂x (v−γ)∥∥L2 ≤ C1,
∥∥v−γ∥∥

L∞ ≤ C2,

∥∥∥∥∂xu√
v

∥∥∥∥
L2

≤ C3, 0 ≤ t ≤ T, (3.1.25)

が成り立つことが示された.

解の延長 方程式 (3.1.1)の解が区間 [0, T ]上に延長されているとして, 0 < T < T0の場合, (v(T ), u(T ))

を初期値, F (t, x), (T ≤ t ≤ T0)を外力項とする初期値問題に定理3.1.1を適用すると, (3.1.25)に現

れる定数C1, C2, C3とノルム ∥F∥L2(0,T0;L2) のみに依存する時間幅で解を延長することができる. 必

要ならば, このような解の延長を何度か繰り返すことによって, 時間区間 [0, T0]全体に解を延長する

ことができる.

以上をまとめて, 方程式 (3.1.1）の初期値問題に対して, 次の解の一意存在定理が得られる.

定理 3.1.2 T0 > 0, F ∈ L2(0, T0; L̇
2
per)とする. v0 ∈ H1

per, v0 > 0, u0 ∈ Ḣ1
per に対して, 方程式

(3.1.1)の初期値問題は,

v ∈ C1([0, T0];L
2
per) ∩ C0([0, T0];H

1
per), v > 0,

u ∈ H1(0, T0;L
2
per) ∩ L2(0, T0;H

2
per) ∩ C0([0, T0];H

1
per)

を満たす解を唯ひとつもつ.

定理3.1.2において, T0 > 0は任意であったから, t ≥ 0全体で与えられた外力項に対して時間大域

解の一意存在が示せたことになる.

定理 3.1.3 (大域解の一意存在) F ∈ L2
loc(0,∞; L̇2

per)とする. v0, u0 に関する定理 3.1.2の仮定の

もとで, 方程式 (3.1.1)の初期値問題は,

v ∈ C1([0,∞);L2
per) ∩ C0([0,∞);H1

per), v > 0,

u ∈ H1
loc(0,∞;L2

per) ∩ L2
loc(0,∞;H2

per) ∩ C0([0,∞);H1
per)

を満たす解を唯ひとつもつ.
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3.2 外力項が自己重力の場合

本節では, 方程式 (3.1.1)において外力項 F が流体の自己重力

F (t, x) = −4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v̄) dy

の場合に, 自己重力流体の等温流または等エントロピー流の方程式
∂tv − ∂xu = 0,

∂tu+ ∂x(av
−γ)− µ∂x

(
∂xu

v

)
= −4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL( · , y)(v(t, y)− v̄) dy
(3.2.1)

の初期値問題の解の存在と一意性について述べる.

(2.2.7)より, ∂xKL(x, y)は有界である. したがって, v > 0が成り立つ限り, F は有界である:

sup
t,x

|F (t, x)| <∞.

このことから, 方程式 (3.2.1)の初期値問題について, 時間局所解の存在が定理3.1.1と同様に示され

れば, 解のアプリオリ評価と組み合わせて時間局所解を時間大域的に延長することができる.

時間局所解の存在については, 3.1.1節で示した手順にしたがって証明することができる:

STEP 1: 与えられた ũ = ũ(t, x)に対して,

ṽ = ṽ(t, x) = v0(x) +

∫ t

0

∂xũ(s, x) ds

を対応させる.

STEP 2: V = v0 とおき, 周期条件のもと, 初期条件 u(0, x) = u0(x)を与えて, 線形方程式

∂tu− µ∂x

(
∂xu

v0

)
= f,

f = −4πG

V
∂x

∫ L

0

KL( · , y)(ṽ(t, y)− ṽ) dy + µ∂x

{(
1

ṽ
− 1

v0

)
∂xũ

}
− ∂x(p(ṽ)) (3.2.2)

の初期値問題を解く.

STEP 3: 関数 ũに STEP 2の解 uを対応させる写像Ψ: ũ 7→ uの不動点 u = Ψ(u)が方程式 (3.2.1)

の初期値問題の解を与える.

外力項 (3.2.2)の空間変数に関する平均は 0となることに注意して, 3.1節と同じく, 線形方程式を

ヒルベルト空間H = L̇2
per 上の方程式として扱うことで次の結果が得られる.

定理 3.2.1 v0 ∈ H1
per, v0 > 0, u0 ∈ Ḣ1

per に対して, 方程式 (3.2.1)の初期値問題は,

v ∈ C1([0,∞);L2
per) ∩ C0([0,∞);H1

per), v > 0,

u ∈ H1
loc(0,∞;L2

per) ∩ L2
loc(0,∞;H2

per) ∩ C0([0,∞);H1
per)

を満たす解を唯ひとつもつ.

詳細については, [46]を参照のこと.
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第4章 解の有界性と時間大域的挙動

本章では, 等温流ならびに等エントロピー流の方程式の初期値問題に対して第 3章で得られた時間

大域解の長時間挙動を考察する. はじめに, 外力項の有界性の仮定のもと, 解の有界性の評価を導い

て解軌道のコンパクト性を示す. この際, 等温流と等エントロピー流両方程式でその扱いに差が生じ

ることが, 本論文のひとつの主題である非有界な解の存在に結びつく. つづいて, この結果を, 自己重

力流体方程式に適用し, 解軌道のオメガ極限集合についてその存在と平衡解との関係を明らかにする.

4.1 解の有界性

等温流または等エントロピー流の方程式
∂tv − ∂xu = 0,

∂tu+ ∂x(av
−γ)− µ∂x

(
∂xu

v

)
= F

(4.1.1)

の初期値問題は, 外力項 F に関するいくつかの仮定のもとでH1値連続な時間大域解をもつ. 本節で

は, 外力項 F について, F ∈ L2
loc(0,∞; L̇2

per), および∫ L

0

F (t, x) dx = 0, t ≥ 0, (4.1.2)

に加えて, 時空変数についての有界性

sup
t,x

|F (t, x)| <∞ (4.1.3)

を仮定して, 方程式 (4.1.1)の解のH1-有界性を導く.

以下, 方程式 (4.1.1)について,

v ∈ C1([0,∞);L2
per) ∩ C0([0,∞);H1

per), v > 0,

u ∈ H1
loc(0,∞;L2

per) ∩ L2
loc(0,∞;H2

per) ∩ C0([0,∞);H1
per)

を満たす時間大域解 (v, u)を考える. v, u の空間変数に関する平均

v̄ =
1

L

∫ L

0

v(t, x) dx, ū =
1

L

∫ L

0

u(t, x) dx

は保存量 (運動の定数)である. 必要ならば, u− ūをあらためて uと取り直すことにより,

v̄ = V, ū = 0

として議論をすすめても一般性は失われない.
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4.1.1 等温流の場合

本小節では, Matsumura-Nishida [17]にしたがって, 等温流方程式 (4.1.1) (γ = 1)について, 解の

H1 ノルムを評価して有界であることを示す.

解の評価の基本となるのは 3.1.3節で導いた等式である. p(v) = av−1 とおき, (3.1.17)でΦ, (3.1.19)

で E(t)を定めると, 3.1.3節の結果より (3.1.20)が導かれ,

dE

dt
(t) +

µ

2

∫ L

0

{
(∂xu)

2

v
+ a

(∂xv)
2

v3

}
dx =

∫ L

0

{
Fu− µ

2
F

(
∂xv

v

)}
dx (4.1.4)

となる.

等式 (4.1.4)の右辺を評価する. ū = 0より, x0 ∈ [0, L)を u(t, x0) = 0と選ぶと,

|u(t, x)| = |u(t, x)− u(t, x0)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

∂xu(t, y) dy

∣∣∣∣ ≤ ∫ L

0

|∂xu(t, y)| dy

となり, 不等式 ∥u∥L∞ ≤
∫ L
0
|∂xu| dx が導かれる. これを用いると,∣∣∣∣∣

∫ L

0

Fudx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ L

0

|Fu| dx

≤ L∥u∥L∞∥F∥L∞

= L

∫ L

0

v1/2
|∂xu|
v1/2

dx∥F∥L∞

≤ L

(∫ L

0

v dx

)1/2(∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx

)1/2

∥F∥L∞

≤ L(LV )1/2

(∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx

)1/2

∥F∥L∞

≤ µ

4

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx+

L3V

µ
∥F∥2L∞ ,

および,

µ

2

∣∣∣∣∣
∫ L

0

∂xv

v
Fdx

∣∣∣∣∣ ≤ µ

2

∫ L

0

|∂xv|
v

dx∥F∥L∞

=
µ

2

∫ L

0

|∂xv|
v3/2

v1/2 dx∥F∥L∞

≤ µ

2

(∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx

)1/2

(LV )1/2∥F∥L∞

≤ µ

4

∫ L

0

a
(∂xv)

2

v3
dx+

µ

4a
LV ∥F∥2L∞

が成り立ち, (4.1.4)から不等式

dE

dt
(t) +

∫ L

0

µ

2

{
(∂xu)

2

v
+ a

(∂xv)
2

v3

}
dx
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≤ µ

4

(∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx+

∫ L

0

a
(∂xv)

2

v3
dx

)
+

(
L2

µ
+

µ

4a

)
LV ∥F∥2L∞ ,

すなわち,
dE

dt
(t) +

µ

4

∫ L

0

{
(∂xu)

2

v
+ a

(∂xv)
2

v3

}
dx ≤ C(V )∥F∥2L∞ (4.1.5)

が導かれる. ここで, C(V ) =
(
L2

µ + µ
4a

)
LV とおいた.

この不等式をもとに E(t)に関する微分方程式を導くために, E(t)を
∫ L
0

(∂xu)
2

v dx と
∫ L
0

(∂xv)
2

v3 dx

を用いて評価する. はじめに,

X =

∫ L

0

(
∂xv

v

)2

dx, Y =

∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx

とおき, Y を用いてX を評価する. x0 ∈ [0, L)を v(t, x0) = v̄と選べば,

∣∣∣log v
v̄

∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

x0

∂xv

v
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ L

0

∣∣∣∣∂xvv
∣∣∣∣ dx =

∫ L

0

v1/2
|∂xv|
v3/2

dx ≤ (LV )1/2

(∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx

)1/2

より,

∥v∥L∞ ≤ V exp

(LV )1/2

(∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx

)1/2
 .

これを用いると,

X ≤
∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx∥v∥L∞

≤

(∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx

)
V exp

(LV )1/2

(∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx

)1/2


= V Y exp
(
(LV )1/2Y 1/2

)
.

ここで, y ≥ 0の関数を

G(y) = V y exp
(
(LV )1/2y1/2

)
と定めると, X ≤ G(Y )が成り立つ. Gについて,

G(0) = 0,

G′(y) = V

{
exp

(
(LV )1/2y1/2

)
+

1

2
(LV )1/2y1/2 exp

(
(LV )1/2y1/2

)}
> 0, y > 0,

G(+∞) = +∞

が成り立つから, 逆関数 y = G−1(x), x ≥ 0, が存在し,

G−1(0) = 0, (G−1)′(x) > 0, x > 0, G−1(+∞) = +∞
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を満たす. さらに, H(x) = G−1(x)
x とおくと,

H(x) =
y

x
= V −1 exp

(
−(LV )1/2y1/2

)
= V −1 exp

(
−(LV )1/2G−1(x)1/2

)
であるから,

H(x) ≤ V −1, H ′(x) ≤ 0, x ≥ 0,

が成り立つ. c = 12
µ2 とおくと, (3.1.22)よりX ≤ cE(t). H(x)は単調減少するから,

H(cE(t)) ≤ H(X) =
G−1(X)

X
≤ Y

X

が成り立ち, 再び (3.1.22)を用いると,

G−1(cE(t))

c
= H(cE(t))E(t)

≤ H(cE(t))

∫ L

0

{
7

8
u2 +

5

12
µ2

(
∂xv

v

)2

+Φ(v)

}
dx

≤ H(cE(t))

∫ L

0

(
u2 +Φ(v)

)
dx+ µ2H(cE(t))X

≤ V −1

∫ L

0

(
u2 +Φ(v)

)
dx+ µ2Y

を得る. ここで,∫ L

0

u2 dx ≤ L∥u∥2L∞ ≤ L

(∫ L

0

v1/2
|∂xu|
v1/2

dx

)2

≤ L2V

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx,

∫ L

0

(v
v̄
− 1− log

v

v̄

)
dx ≤

∫ L

0

∣∣∣log v
v̄

∣∣∣ dx ≤ µ2V

a

∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx+

L3a

4µ2

であるから,

G−1(cE) ≤ c

{
L2

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx+ 2µ2

∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx+

L3a2

4V µ2

}
が導かれる. これと (4.1.5)をあわせると, 正の定数 C1, C2 が存在して,

dE

dt
(t) + C1G

−1(cE(t)) ≤ C(V )∥F∥2L∞ + C2

を得る. この微分不等式から,

sup
t
E(t) ≤ max {E(0), Es} , Es =

1

c
G

(
C(V ) supt ∥F∥2L∞ + C2

C1

)
がしたがう. 理由は以下のとおりである.

• E(0) > Es の場合, G−1 は単調増加関数であるから, E(t) ≥ Es である限り, G−1(cE(t)) ≥
G−1(cEs) =

C(V ) supt ∥F∥2
L∞+C2

C1
となる. したがって, 微分不等式より

dE

dt
(t) ≤ C(V ) sup

t
∥F∥2L∞ + C2 − C1G

−1(cE(t)) ≤ 0

となって E(t)は減少し続けるから, E(t) ≤ E(0), t ≥ 0, である.
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• E(0) ≤ Es の場合, E(t1) > Es を満たす t1 > 0 の存在を仮定すると, E(t2) > Es かつ
dE
dt (t2) > 0を満たす t2(< t1)が存在する. ところが, 微分不等式を用いると,

dE

dt
(t2) ≤ C(V ) sup

t
∥F∥2L∞ + C2 − C1G

−1(cE(t2)) ≤ 0

となり矛盾が生じる. したがって, E(t) ≤ Es, t ≥ 0, である.

以上で E(t)の有界性が示された. (3.1.22)より,

∣∣∣log v
v̄

∣∣∣ ≤ ∫ L

0

∣∣∣∣∂xvv
∣∣∣∣ dx ≤ L1/2

(∫ L

0

(
∂xv

v

)2

dx

)1/2

≤ L1/2(cE(t))1/2

がしたがい,

inf
t,x
v(t, x) > 0, sup

t,x
v(t, x) <∞ (4.1.6)

が成り立つ. これより, ノルム ∥∂xv∥L2 の有界性もしたがう.

最後に, ノルム ∥∂xu∥L2 の有界性を示す. p(v) = av−1とおくと, 3.1.3節と全く同様にして (3.1.24)

が導かれる. (3.1.24)の辺々を ε4 倍して (4.1.5)に加えると,

d

dt

(
E(t) + ε4∥∂xu∥2L2

)
+
µ

4

∫ L

0

{
(∂xu)

2

v
+ a

(∂xv)
2

v3

}
dx

≤ C(V )∥F∥2L∞ + ε3
(
c1∥∂xv∥2L2 + ∥F∥2L2

)
+

1

4
c2ε∥∂xu∥2L2

≤ C(V )∥F∥2L∞ + ε3∥F∥2L2 + ε3c1∥v∥3L∞

∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx+

1

4
c2∥v∥L∞ε

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx.

さらに, ε3 ≤ aµ
8c1∥v∥3

L∞
, ε ≤ µ

2c2∥v∥L∞ を満たすように εを取り直すと,

d

dt

(
E(t) + ε4∥∂xu∥2L2

)
+
µ

8

∫ L

0

{
(∂xu)

2

v
+ a

(∂xv)
2

v3

}
dx ≤ C(V )∥F∥2L∞ + ε3∥F∥2L2 .

ここで, (4.1.6)より, 定数 c3 > 0 が存在して

v

v̄
− 1− log

v

v̄
≤ c3

(v
v̄
− 1
)2

≤ c3
L∥v∥2L∞

V

∫ L

0

(∂xv)
2

v3
dx

が成り立つことと (3.1.22)に注意すれば, 正定数 c4 を用いて, 微分不等式

d

dt

(
E(t) + ε4∥∂xu∥2L2

)
+ c4

(
E(t) + ε4∥∂xu∥2L2

)
≤ C(V )∥F∥2L∞ + ε3∥F∥2L2

が導かれる. これにグローンウォールの補題を適用して, ノルム ∥∂xu∥L2 の有界性が得られる.

以上より, 解軌道のH1-有界性が得られた.

補題 4.1.1 γ = 1とする. 方程式 (4.1.1)の解 (v, u)に関して

sup
t

∥v(t, · )∥H1 <∞, sup
t

∥u(t, · )∥H1 <∞

である. さらに, vの下限に関して,

inf
t,x
v(t, x) > 0

が成り立つ.
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4.1.2 等エントロピー流の場合

本論文で結論されるように, 等エントロピー流方程式については, 一般に, 有界な外力項に対して解

の有界性がしたがうとは限らない. 解が無条件にH1-有界となる等温流方程式とは異なり, 解のH1-

有界性を保障するには, 解に関する何らかの先験情報が必要である. 本小節では, 1 < γ ≤ 2の仮定の

もと, vの値の上限に関する先験情報をもとに, 次の事実を証明する.

補題 4.1.2 1 < γ ≤ 2とし, 方程式 (4.1.1)の解 (v, u)に関して

sup
t,x

v(t, x) <∞

を仮定する. このとき,

sup
t

∥v(t, · )∥H1 <∞, sup
t

∥u(t, · )∥H1 <∞

である. さらに, vの下限に関して,

inf
t,x
v(t, x) > 0

が成り立つ.

証明 p(v) = av−γ とおき, 補題4.1.1の証明と同じく, (3.1.17)で Φ(v), (3.1.19)で E(t), それぞれ

を定めると, (3.1.20)が導かれ,

dE

dt
(t) +

µ

2

∫ L

0

{
(∂xu)

2

v
+ aγ

(∂xv)
2

vγ+2

}
dx =

∫ L

0

{
Fu− µ

2
F

(
∂xv

v

)}
dx (4.1.7)

となる. 以下, 等式 (4.1.7)の右辺を評価する.

M = sup
t,x

v(t, x)

とおく. v̄ = V , ū = 0 に注意すると,∣∣∣∣∣
∫ L

0

Fudx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ L

0

|Fu| dx

≤ L∥u∥L∞∥F∥L∞

≤ L

∫ L

0

v1/2
|∂xu|
v1/2

dx∥F∥L∞

≤ L

(∫ L

0

v dx

)1/2(∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx

)1/2

∥F∥L∞

≤ µ

4

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx+

L3V

µ
∥F∥2L∞ ,

次に, γ > 1に注意して v ≤M を用いると,∣∣∣∣∣
∫ L

0

∂xv

v
F dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ L

0

|∂xv|
vγ/2+1

vγ/2 dx∥F∥L∞
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≤

(∫ L

0

(∂xv)
2

vγ+2
dx

)1/2(∫ L

0

vvγ−1 dx

)1/2

∥F∥L∞

≤ aγ

2

∫ L

0

(∂xv)
2

vγ+2
dx+

LV

2aγ
Mγ−1∥F∥2L∞ .

以上により, (4.1.7)から

dE

dt
(t) +

µ

4

∫ L

0

{
(∂xu)

2

v
+ aγ

(∂xv)
2

vγ+2

}
dx ≤ C(M,V )∥F∥2L∞ (4.1.8)

を得る. ここで, C(M,V ) =
(
L2

µ + Mγ−1µ
4aγ

)
LV とおいた.

E(t)に関する微分不等式を導くために, (4.1.8)の左辺第 2項を用いて E(t)を評価する. まず,

∫ L

0

u2 dx ≤ L∥u∥2L∞ ≤ L

(∫ L

0

v1/2
|∂xu|
v1/2

dx

)2

≤ L2V

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx

である. 次に, ∫ L

0

(
∂xv

v

)2

dx ≤ ∥v∥γL∞

∫ L

0

(∂xv)
2

vγ+2
dx ≤Mγ

∫ L

0

(∂xv)
2

vγ+2
dx

である.

Φ(v) = a

{(v
v̄
− 1
)
v̄1−γ − v1−γ − v̄1−γ

1− γ

}
において, x0 ∈ [0, L)を v(t, x0) = v̄と選べば,∣∣∣∣ 1

vγ−1
− 1

v̄γ−1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

x0

(1− γ)
∂xv

vγ
dx

∣∣∣∣
≤ (γ − 1)

∫ L

0

∣∣∣∣v 2−γ
2

∂xv

v
γ+2
2

∣∣∣∣ dx
≤ (γ − 1)

(∫ L

0

v2−γ dx

)1/2(∫ L

0

(∂xv)
2

vγ+2
dx

)1/2

となり, γ ≤ 2に注意すると, v ≤M より

≤ (γ − 1)(LM2−γ)1/2

(∫ L

0

(∂xv)
2

vγ+2
dx

)1/2

が成り立つ. このことから,

∫ L

0

Φ(v) dx ≤ a(L3M2−γ)1/2

(∫ L

0

(∂xv)
2

vγ+2
dx

)1/2

となる. 以上を (3.1.22)とあわせると, V , M で定まる定数 C3 > 0と, M で定まる定数 C4 > 0が存

在して

E(t) ≤ C3

∫ L

0

{
(∂xu)

2

v
+ aγ

(∂xv)
2

vγ+2

}
dx+ C4
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と評価され, (4.1.8)から E(t)に関する微分不等式

dE

dt
(t) +

µ

4C3
E(t) ≤ C4µ

4C3
+ C(M,V )∥F∥2L∞

を得る. これにグロンウォールの補題を適用すれば,

E(t) ≤ e−
µ

4C3
tE(0) + C4 +

4C3

µ
C(M,V )∥F∥2L∞

がしたがい, E(t)は有界である. これと, (3.1.22)より

inf
t,x
v(t, x) > 0, sup

t,x
v(t, x) <∞

および, ノルム ∥∂xv∥L2 の有界性がしたがう.

最後に, ∥∂xu∥L2 の有界性を示す. p(v) = av−γ とおくと, 3.1.3節の結果, (3.1.24)が導かれる. こ

れと (4.1.8)とをあわせ, 正定数 c5 が存在して(v
v̄
− 1
)
v̄1−γ − v1−γ − v̄1−γ

1− γ
≤ c5

(v
v̄
− 1
)2

≤
c5L∥v∥γ+1

L∞

V

∫ L

0

(∂xv)
2

vγ+2
dx

が成り立つこと, および (3.1.22)を用いれば, 補題4.1.1の証明と同様にして ∥∂xu∥L2 の有界性が導

かれる. �

4.2 解軌道のオメガ極限と平衡解

本節では, 方程式 (4.1.1)において, 外力項 F として流体の自己重力

F (t, x) = −4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v̄) dy

をとり, 自己重力流体の等温流または等エントロピー流の方程式
∂tv − ∂xu = 0,

∂tu+ ∂x(av
−γ)− µ∂x

(
∂xu

v

)
= −4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL( · , y)(v(t, y)− v̄) dy
(4.2.1)

の有界な解の長時間挙動を調べる. F は条件 (4.1.2)を満たす. (2.2.7)より ∂xKL(x, y)は有界であり,

これと vの正値性を合わせると, F は有界性 (4.1.3)も満たしている. したがって, 等温流の場合は補

題4.1.1より, 等エントロピー流の場合は補題4.1.2より, 解軌道のH1-有界性と inft,x v(t, x) > 0が

保証されている. このことをもとに, 本節では, 自己重力流体方程式に付随するエネルギー形式の諸

性質を用いて, 解軌道のオメガ極限集合が方程式の平衡解の集合に含まれることを示す.

本論文で扱う, (v0, u0)を始点とする解軌道のオメガ極限集合とは, L-周期的な連続関数の空間C0
per

で考えた解軌道の極限点全体の集合のことで, 連続関数空間において解軌道の部分の閉包をとること

により, 次のように定義される:

ω(v0, u0) =
∩
s≥0

{(v(t, · ), u(t, · )); t ≥ s}
C0

per×C
0
per
.
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空間H1
perは C0

perにコンパクトに埋め込まれているから ([1]を参照のこと), 方程式 (4.2.1)のH1-有

界な解の軌道は C0
per × C0

per の相対コンパクト集合であり, したがって, そのオメガ極限集合は空で

ないコンパクト集合となる.

H1-有界な解軌道に関して次の命題が成り立つ.

命題 4.2.1 方程式 (4.2.1)について 1 ≤ γ ≤ 2 を仮定し, 1 < γ ≤ 2 の場合は, 解 (v, u)に

sup
t,x

v(t, x) <∞

を仮定する. このとき, ω(v0, u0) ̸= ∅ である. (vω, uω) ∈ ω(v0, u0)について,

• uω = 0 である.

• vω > 0, vω ∈ C∞
per であって,

∂x(avω(x)
−γ) = −4πG

vω
∂x

∫ L

0

KL(x, y)(vω(y)− vω) dy (4.2.2)

を満たす. すなわち, (vω, uω)は方程式 (4.2.1)の平衡解である.

命題を示すために, 補題をふたつ用意する.

補題 4.2.1 (vω, uω) ∈ ω(v0, u0)に対して,

1 ≤ t1 < t2 < · · · < tj < tj+1 < . . . , lim
j→∞

tj = ∞

を満たし, C0
per において,

lim
j→∞

v(tj , · ) = vω, lim
j→∞

u(tj , · ) = uω,

となるような列 {tj}∞j=1 が存在する.

証明 C0
per × C0

per における距離を dで表す. 任意の ε > 0, s ≥ 0に対して, 点 (vω, uω)の ε近傍に

解軌道上の点 (v(t, · ), u(t, · )), t ≥ s, が存在する. このことから以下の手順で列 {tj}∞j=1を選び出す.

はじめに, t1 ≥ 1なる t1 が存在して

d((v(t1, · ), u(t1, · )), (vω, uω)) ≤
1

1

が成り立つ. 次に, t2 ≥ t1 + 1なる t2 が存在して

d((v(t2, · ), u(t2, · )), (vω, uω)) ≤
1

2

が成り立つ. これを繰り返すと tj ≥ tj−1 + 1なる tj が存在して

d((v(tj , · ), u(tj , · )), (vω, uω)) ≤
1

j

が成り立つ. このとき, 明らかに, C0
per × C0

per において

lim
j→∞

(v(tj , · ), u(tj , · )) = (vω, uω)

が成り立つ. �
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エネルギー形式 L-周期関数 (v, u), v > 0に対して,

Φ(v) =


a
(v
v̄
− 1− log

v

v̄

)
, γ = 1,

a

{(v
v̄
− 1
)
v̄1−γ − v1−γ − v̄1−γ

1− γ

}
, γ > 1,

とおき, 適当な可積分性を仮定して

E(v, u) = 1

2
∥u∥2L2 + E(v),

E(v) =
∫ L

0

Φ(v) dx− 2πG

v̄

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(v(x)− v̄)(v(y)− v̄) dxdy

と定める. この形式を方程式 (4.2.1)に付随するエネルギー形式とよぶ. エネルギー形式は, 解軌道の

オメガ極限と平衡の関係を調べるうえで有用であるばかりでなく, 第 5章で示すように, 平衡解の安

定性を論じる際にも重要な役割を果たす.

このようなエネルギー形式がもつ特性は, 方程式 (4.2.1)の解 (v, u)に対して, 解軌道上の各点でエ

ネルギー形式の値をとってその変化を調べることで見出される. 実際,

E(t) = E(v(t, · ), u(t, · )) (4.2.3)

により t ≥ 0の関数を定めると次が成り立つ.

補題 4.2.2 (i) t 7→ E(t)は単調減少関数であって,

lim
t→∞

E(t) = inf
t
E(t) = E(0)− µ

∫ ∞

0

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dxdt

は有限値である.

(ii) (vω, uω) ∈ ω(v0, u0) に対して, lim
t→∞

E(t) = E(vω, uω).

証明 (i) 一般に, v ∈ C0
per, v > 0に対して,

E(v) ≥ −2πG

v̄

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(v(x)− v̄)(v(y)− v̄) dxdy

= −2πG

v̄

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)v(x)v(y) dxdy

≥ −2πGL2 max
x,y

|KL(x, y)|v̄2

が成り立つ. v̄の保存に注意すると, inf
t
E(t) > −∞である.

次に, E(t)を微分し,

dE

dt
(t) =

∫ L

0

(
u(t, x)∂tu(t, x)− ∂tv(t, x)av(t, x)

−γ) dx
− 2πG

v̄

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y) {∂tv(t, x)(v(t, y)− v̄) + (v(t, x)− v̄)∂tv(t, y)} dxdy
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において, 方程式 (4.2.1)の第 2式と対称性KL(x, y) = KL(y, x)を用いると,

=

∫ L

0

[
u(t, x)

{
−∂x

(
av(t, x)−γ

)
+ µ∂x

(
∂xu(t, x)

v(t, x)

)
− 4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v̄) dy

}

− ∂tv(t, x)av(t, x)
−γ

]
dx− 4πG

v̄

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v̄)∂tv(t, x) dxdy

となる. 部分積分すると,

=

∫ L

0

{
∂xu(t, x)

(
av(t, x)−γ − µ

∂xu(t, x)

v(t, x)
+

4πG

v̄

∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v̄) dy

)

− ∂tv(t, x)av(t, x)
−γ

}
dx− 4πG

v̄

∫ L

0

∂tv(t, x)

(∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v̄) dy

)
dx

となり, 方程式 (4.2.1)の第 1式を用いると,

= −µ
∫ L

0

(∂xu(t, x))
2

v(t, x)
dx,

つまり,
dE

dt
= −µ

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx ≤ 0 (4.2.4)

を得る. とくに, 関数 t 7→ E(t)は単調に減少する.

等式 (4.2.4)の辺々を区間 [0, s]上で積分すると,

E(s) = E(0)− µ

∫ s

0

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dxdt

となり, s→ ∞の極限をとって

lim
t→∞

E(t) = inf
t
E(t) = E(0)− µ

∫ ∞

0

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dxdt

を得る.

(ii) 補題4.2.1の列 {tj}∞j=1 に対して,

lim
t→∞

E(t) = lim
j→∞

E(tj)

が成り立つ. 積分の収束定理を用いて,

lim
j→∞

E(tj) =

∫ L

0

lim
j→∞

(
1

2
u(tj , x)

2 +Φ(tj , x)

)
dx

− 2πG

v̄

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y) lim
j→∞

{(v(tj , x)− v̄)(v(tj , y)− v̄)} dxdy

=

∫ L

0

(
1

2
uω(x)

2 +Φ(vω(x))

)
dx
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− 2πG

v̄

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(vω(x)− v̄)(vω(y)− v̄) dxdy

= E(vω, uω)

を得る. �

命題 4.2.1の証明 すでに示したように, ω(v0, u0) ̸= ∅である. また, 補題4.1.1, 4.1.2より,

v(t, x) ≥ inf
t,x
v(t, x) > 0

であるから, 補題4.2.1の列 {tj}∞j=1 に沿って極限をとれば,

vω(x) = lim
j→∞

v(tj , x) ≥ inf
t,x
v(t, x) > 0

となり, infx vω(x) > 0がしたがう.

uω = 0 を示すために, E(t)を区間 [tj , tj + 1]上で積分し,∫ tj+1

tj

E(s) ds = E(v(tj , · )) +
∫ tj+1

tj

(E(s)− E(v(tj , · ))) ds (4.2.5)

と表す. 補題4.2.2 (ii)より,

lim
j→∞

∫ tj+1

tj

E(s) ds = E(vω, uω)

であり, 積分の収束定理を用いれば,

lim
j→∞

E(v(tj , · )) = E(vω)

がしたがう. (4.2.5)の右辺第 2項は, 次の 3項 (I), (II), (III)の和で表される:

(I) =
1

2

∫ tj+1

tj

∫ L

0

u(t, x)2 dx dt,

(II) =


− a

∫ tj+1

tj

∫ L

0

log
v(t, x)

v(tj , x)
dx dt, γ = 1,

− a

∫ tj+1

tj

∫ L

0

v(t, x)1−γ − v(tj , x)
1−γ

1− γ
dx dt, γ > 1,

(III) = −2πG

v̄

∫ tj+1

tj

(K[v(t, · )]−K[v(tj , · )]) dt.

ここで,

K[v] =

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(v(x)− v̄)(v(y)− v̄) dxdy =

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)v(x)v(y) dxdy

である. j → ∞のとき, これら 3項が 0に収束することを示す.
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(I)について: ū = 0より, ∥u∥L∞ ≤
∫ L
0
|∂xu| dx に注意すると,

∫ L

0

u2 dx ≤ L∥u∥2L∞ ≤ L

(∫ L

0

v1/2
|∂xu|
v1/2

dx

)2

≤ L2v̄

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx

となり, ∫ tj+1

tj

∫ L

0

u2 dxdt ≤ L2v̄

∫ tj+1

tj

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dxdt (4.2.6)

がしたがう. ここで, 補題4.2.2 (i)より,
∫∞
0

∫ L
0

(∂xu)
2

v dx dt <∞, したがって,

lim
j→∞

∫ tj+1

tj

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx dt = 0 (4.2.7)

となるから, j → ∞のとき, (I)の極限は 0である.

(II)について: m = inft,x v(t, x) とおく. 方程式 ∂tv = ∂xuを用いると, tj ≤ t ≤ tj + 1のとき,∣∣∣∣∣
∫ L

0

log
v(t, x)

v(tj , x)
dx

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
∫ L

0

v(t, x)1−γ − v(tj , x)
1−γ

1− γ
dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ L

0

∫ t

tj

v(s, x)−γ∂tv(s, x) ds dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ t

tj

∫ L

0

v(s, x)−γ+1/2 ∂xu(s, x)

v(s, x)1/2
dx ds

∣∣∣∣∣
≤

(∫ t

tj

∫ L

0

v(s, x)−2γ+1 dx ds

)1/2(∫ t

tj

∫ L

0

∂xu(s, x)
2

v(s, x)
dx ds

)1/2

≤ m−γ(Lv̄)1/2

(∫ tj+1

tj

∫ L

0

∂xu(t, x)
2

v(t, x)
dx dt

)1/2

と評価され, ∣∣∣∣∣
∫ tj+1

tj

∫ L

0

log
v(t, x)

v(tj , x)
dx dt

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
∫ tj+1

tj

∫ L

0

v(t, x)1−γ − v(tj , x)
1−γ

1− γ
dx dt

∣∣∣∣∣
≤ m−γ(Lv̄)1/2

(∫ tj+1

tj

∫ L

0

∂xu(t, x)
2

v(t, x)
dx dt

)1/2

が成り立つ. 再び (4.2.7)を用いると, j → ∞のとき, (II)の極限は 0である.

(III)について: KL(x, y) = KL(y, x) ならびに, ∂tv = ∂xuを用いると,

d

dt
K[v(t, · )] =

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y) {∂tv(t, x)v(t, y) + v(t, x)∂tv(t, y)} dxdy

= 2

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)v(t, y)∂xu(t, x) dxdy
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となる. これより, tj ≤ t ≤ tj + 1のとき,

|K[v(t, · )]−K[v(tj , · )]| =

∣∣∣∣∣
∫ t

tj

d

ds
K[v(s, · )] ds

∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣
∫ t

tj

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)v(s, y)∂xu(s, x) dxdy ds

∣∣∣∣∣
≤ 2max

x,y
|KL(x, y)|

∫ t

tj

(∫ L

0

v(s, y) dy

∫ L

0

|∂xu(s, x)| dx

)
ds

= 2max
x,y

|KL(x, y)|Lv̄
∫ t

tj

∫ L

0

|∂xu(s, x)| dx ds

≤ 2max
x,y

|KL(x, y)|(Lv̄)3/2
(∫ tj+1

tj

∫ L

0

∂xu(t, x)
2

v(t, x)
dx dt

)1/2

と評価され,∣∣∣∣∣
∫ tj+1

tj

(K[v(t, · )]−K[v(tj , · )]) dt

∣∣∣∣∣ ≤ 2max
x,y

|KL(x, y)|(Lv̄)3/2
(∫ tj+1

tj

∫ L

0

∂xu(t, x)
2

v(t, x)
dx dt

)1/2

が成り立つ. 再度, (4.2.7)を用いると, j → ∞のとき, (III)の極限は 0となる.

以上, (4.2.5)の辺々の極限をとると, E(vω, uω) = E(vω) となり, ∥uω∥L2 = 0, すなわち, uω = 0 が

したがう.

最後に, vω が滑らかで, (4.2.2)を満たすことを示す. まず, 超関数の意味で等式 (4.2.2)が成り立つ

ことを示す.

θ ≥ 0, supp θ ⊂ [0, 1],

∫ 1

0

θ(t) dt = 1

を満たす θ ∈ C∞をとり, ϕ ∈ C∞
per を試験関数として, 方程式 (4.2.1)の第 2式の両辺に θ(t− tj)ϕ(x)

をかけて [tj , tj + 1]× [0, L] 上で積分する. 部分積分すると,

−
∫ tj+1

tj

θ′(t− tj)

∫ L

0

ϕ(x)u(t, x) dx dt

−
∫ tj+1

tj

θ(t− tj)

∫ L

0

ϕ′(x)

(
av(t, x)−γ − µ

∂xu(t, x)

v(t, x)

)
dx dt

=
4πG

v̄

∫ tj+1

tj

θ(t− tj)

∫ L

0

ϕ′(x)

∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v̄) dydx dt

となり,
∫ tj+1

tj
θ(t− tj) dt = 1 に注意すると,

−
∫ L

0

ϕ′(x)

(
av(tj , x)

−γ +
4πG

v̄

∫ L

0

KL(x, y)(v(tj , y)− v̄) dy

)
dx

=

∫ tj+1

tj

∫ L

0

θ′(t− tj)ϕ(x)u(t, x) dx dt
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− µ

∫ tj+1

tj

∫ L

0

θ(t− tj)ϕ
′(x)

∂xu(t, x)

v(t, x)
dxdt

+ a

∫ tj+1

tj

θ(t− tj)

∫ L

0

ϕ′(x)
(
v(t, x)−γ − v(tj , x)

−γ) dx dt
+

4πG

v̄

∫ tj+1

tj

θ(t− tj)

∫ L

0

ϕ′(x)

∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v(tj , y)) dydx dt (4.2.8)

が得られる. j → ∞のとき, 等式 (4.2.8)の右辺の各項が 0に収束することを示す. まず, 右辺第 1項

は, (4.2.6)を用いて∣∣∣∣∣
∫ tj+1

tj

∫ L

0

θ′(t− tj)ϕ(x)u(t, x) dx dt

∣∣∣∣∣
≤

(∫ tj+1

tj

∫ L

0

θ′(t− tj)
2ϕ(x)2 dx dt

)1/2(∫ tj+1

tj

∫ L

0

u(t, x)2 dx dt

)1/2

≤

(∫ 1

0

θ′(t)2 dt

∫ L

0

ϕ(x)2 dx

)1/2(
L2v̄

∫ tj+1

tj

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx dt

)1/2

と評価する. 同様に, 右辺第 2項は,∣∣∣∣∣
∫ tj+1

tj

∫ L

0

θ(t− tj)ϕ
′(x)

∂xu(t, x)

v(t, x)
dx dt

∣∣∣∣∣
≤

(∫ tj+1

tj

∫ L

0

θ(t− tj)
2ϕ′(x)2

v(t, x)
dx dt

)1/2(∫ tj+1

tj

∫ L

0

∂xu(t, x)
2

v(t, x)
dx dt

)1/2

≤ m−1

(∫ 1

0

θ(t)2 dt

∫ L

0

ϕ′(x)2 dx

)1/2(∫ tj+1

tj

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx dt

)1/2

と評価される. 右辺第 3項については, 方程式 ∂tv = ∂xuを用いると, tj ≤ t ≤ tj + 1のとき,∣∣∣∣∣
∫ L

0

ϕ′(x)
(
v(t, x)−γ − v(tj , x)

−γ) dx∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ L

0

ϕ′(x)

∫ t

tj

(−γ)v(s, x)−γ∂tv(s, x) ds dx

∣∣∣∣∣
= γ

∣∣∣∣∣
∫ t

tj

∫ L

0

ϕ′(x)v(s, x)−γ+1/2 ∂xu(s, x)

v(s, x)1/2
dx ds

∣∣∣∣∣
≤ γ

(∫ t

tj

∫ L

0

ϕ′(x)2v(s, x)−2γ+1 dx ds

)1/2(∫ t

tj

∫ L

0

∂xu(s, x)
2

v(s, x)
dx ds

)1/2

≤ γm−γ+1/2

(∫ L

0

ϕ′(x)2 dx

)1/2(∫ tj+1

tj

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx dt

)1/2

が成り立ち, ∣∣∣∣∣
∫ tj+1

tj

θ(t− tj)

∫ L

0

ϕ′(x)
(
v(t, x)−γ − v(tj , x)

−γ) dx dt∣∣∣∣∣
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≤ γm−γ+1/2

(∫ L

0

ϕ′(x)2 dx

)1/2(∫ tj+1

tj

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx dt

)1/2

と評価される. 右辺第 4項についても, tj ≤ t ≤ tj + 1のとき,∣∣∣∣∣
∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v(tj , y)) dy

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ L

0

KL(x, y)

∫ t

tj

∂tv(s, y) ds dy

∣∣∣∣∣
≤ max

x,y
|KL(x, y)|

∫ t

tj

∫ L

0

|∂xu(s, y)| dy ds

≤ max
x,y

|KL(x, y)|(Lv̄)1/2
(∫ tj+1

tj

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx dt

)1/2

より次の評価が成り立つ:∣∣∣∣∣
∫ tj+1

tj

θ(t− tj)

∫ L

0

ϕ′(x)

∫ L

0

KL(x, y)(v(t, y)− v(tj , y)) dydx dt

∣∣∣∣∣
≤ max

x,y
|KL(x, y)|(Lv̄)1/2

∫ L

0

|ϕ′(x)| dx

(∫ tj+1

tj

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx dt

)1/2

.

これらの評価から, (4.2.7)により, いずれの項も j → ∞のとき, 0に収束する.

以上より, j → ∞として, 等式 (4.2.8)の辺々の極限をとり, vω = v̄に注意すると,

−
∫ L

0

ϕ′(x)

(
avω(x)

−γ +
4πG

vω

∫ L

0

KL(x, y)(vω(y)− vω) dy

)
dx = 0,

すなわち, 超関数の意味で等式 (4.2.2)の成立が示された. vω は連続関数であるから, この等式から,

∂x(avω
−γ) ∈ Cper であり, vω ∈ C2

per がしたがう. この議論を繰り返して, vω は C∞ 級で方程式

(4.2.2)を満たすことが結論される. �
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4.2節で調べたように, 1 ≤ γ < 2の場合, 自己重力流体方程式の有界な解について, 解軌道のオメ

ガ極限集合は方程式の平衡解の集合に含まれる. このことから, 等温流方程式の解の長時間挙動は平

衡に支配される. 一方, 等エントロピー流方程式に対して, 解が有界でこのような長時間挙動を示す

かどうかを判定するには, 平衡解の集合付近での解の挙動を観察することが必要になってくる. 本章

では, このような観点にたって自己重力流体方程式の平衡解全体の構造と平衡解の安定性を調べる.

5.1 平衡解の分岐

自己重力流体の等温流または等エントロピー流の方程式
∂tv − ∂xu = 0,

∂tu+ ∂x(av
−γ)− µ∂x

(
∂xu

v

)
= −4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL( · , y)(v(t, y)− v̄) dy
(5.1.1)

について, その定常問題は, L-周期関数 v > 0, uに関する方程式系
∂xu(x) = 0

∂x
(
av(x)−γ

)
− µ∂x

(
∂xu(x)

v(x)

)
= −4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL(x, y)(v(y)− v̄) dy

である. 第１式より uは定数である. これと第 2式から vに関する方程式

∂x
(
av(x)−γ

)
= −4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL(x, y)(v(y)− v̄) dy (5.1.2)

が得られる. これは定数 uの値に依らないから, u = 0の平衡解の方程式とみてよい. vの L-周期性

のもと, 方程式 (5.1.2)はその両辺を xで微分して得られる方程式

∂2x
(
av(x)−γ

)
=

4πG

v̄
(v(x)− v̄). (5.1.3)

と同値である. なぜなら, (5.1.3)式の両辺を積分すると,

∂x
(
av(x)−γ

)
= −4πG

v̄
∂x

∫ L

0

KL(x, y)(v(y)− v̄) dy + C (C :積分定数)

となり, さらに区間 [0, L]上で積分すると, vならびにKL(x, y)の変数 xに関する L-周期性により,

0 = CL
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となり, C = 0が導かれるからである. さらに, 条件 v̄ = V のもとで方程式 (5.1.3)は,

∂2x
(
av(x)−γ

)
=

4πG

V
(v(x)− V ) (5.1.4)

とも同値である. (5.1.3)から (5.1.4)がしたがうことは自明. (5.1.4)から (5.1.3)がしたがうのは, 方

程式 (5.1.4)の両辺を区間 [0, L]上で積分することによって v̄ = V が導けるからである. 以上により,

定常問題は, 条件 v̄ = V のもとで方程式 (5.1.4)の正値の L-周期解を求める問題に帰着された.

本節では, 正の定数 V に対して, v̄ = V を満たす方程式 (5.1.4)の正値 L-周期解 vを探索する. こ

の問題を解くために未知関数の変換を行う. w(x) = v(x)−V
V とおくと, 方程式 (5.1.4)は

∂2x
{
(1 + w(x))−γ

}
=

4πGV γ

a
w(x) (5.1.5)

となる. ここで, w(x)は L-周期的で, w(x) > −1である. さらに, r(x) = (1+w(x))−γ − 1とおくと,

方程式 (5.1.5)は

∂2xr(x) =
4πGV γ

a

{
(1 + r(x))−1/γ − 1

}
となる. r(x)は L-周期的で, r(x) > −1である.

λ =
4πGV γ

a
, f(r) = 1− (1 + r)−1/γ

とおくと, これは,

∂2xr(x) + λf(r(x)) = 0 (5.1.6)

と表せる. 関数 f は区間 (−1,∞)上 C∞ 級であり, f(0) = 0, f ′(0) = 1/γ > 0を満たす. 明らかに,

方程式 (5.1.6)は自明解 r(x) ≡ 0をもつ.

5.1.1 局所的分岐解

本小節では, 適当な関数空間の枠組みで方程式 (5.1.6)を捉え, 自明解 r = 0からの分岐という観点

に立って非自明解 r ̸= 0をさがす. まず問題の reductionを行う. rの周期性から rはある x0で最大

となり, ∂xr(x0) = 0が成り立つ. r̃(x) = r(x+ x0)とおくと, r̃は,{
∂2xr̃(x) + λf(r̃(x)) = 0,

r̃(0) = r(x0), ∂xr̃(0) = 0

を満たす. 一方, r̂(x) = r̃(−x)とおくと, r̂もまた,{
∂2xr̂(x) + λf(r̂(x)) = 0,

r̂(0) = r(x0), ∂xr̂(0) = 0

を満たす. 微分方程式 (5.1.6)の初期値問題の解の一意性により, r̂(x) = r̃(x),すなわち, r̃(−x) = r̃(x)

が成り立ち, r̃は偶関数である. このことは, 方程式 (5.1.6)の L-周期解は偶関数解をシフトすること

によって得られることを示している. 以上により, 方程式 (5.1.6)の非自明解を偶関数の範囲でさがす

ことにする.



5.1. 平衡解の分岐 57

整数 p = 0, 1, 2, . . . に対して, p回連続的微分可能 L-周期的な偶関数がなす空間を

Cpper,even = {r ∈ Cp ; r(x) = r(x+ L), r(x) = r(−x)}

で表す.

X = C2
per,even, Z = C0

per,even

とおき, X の開集合 {r ∈ X; r > −1}を Ωとして, R× Ω上で定義され, Z に値をとる作用素H を

H(λ, r) = ∂2xr + λf(r)

と定めて, 関数方程式

H(λ, r) = 0 (5.1.7)

として問題を定式化する.

関数方程式 (5.1.7)に Crandall-Rabinowitzの分岐理論 [5]を適用する. このために, まず,

• H ∈ C2, すなわち, 作用素H が 2回連続的に Fréchet微分可能であることを示し,

次に,

• ker(DrH(λ, 0)) ̸= {0} を満たす λを求め,

このような λについて

• dimker(DrH(λ, 0)) = codim R(DrH(λ, 0)) = 1,

• h ∈ ker(DrH(λ, 0)) \ {0} に対してDλrH(λ, 0)h /∈ R(DrH(λ, 0))

が成立することを確かめる.

はじめに, H ∈ C2 を示す. λ ∈ R, r ∈ Ω, および, ノルム ∥h∥X が十分小さな h ∈ X に対して,

H(λ, r + h)(x)−H(λ, r)(x) =
(
∂2x(r(x) + h(x)) + λf(r(x) + h(x))

)
−
(
∂2xr(x) + λf(r(x))

)
= ∂2xh(x) + λ (f(r(x) + h(x))− f(r(x)))

= ∂2xh(x) + λ

(
f ′(r(x))h(x) +

1

2
f ′′(r(x) + εh(x))h(x)2

)
と表す. ここで, εは 0と 1のあいだの数である. これより∥∥H(λ, r + h)−H(λ, r)− ∂2xh− λf ′(r)h

∥∥
Z
≤ 1

2
|λ|max

s
|f ′′(s)|∥h∥2X

ここで, |f ′′(s)|の最大値は min r − ∥h∥L∞ ≤ s ≤ max r + ∥h∥L∞ の範囲でとるものとする. この評

価から, H は rに関して Fréchet微分可能であって,

DrH(λ, r)h = ∂2xh+ λf ′(r)h, h ∈ X,

となる. 次に, r ∈ Ω, h1, h2 ∈ X, ∥h2∥X は十分小, に対して, 0と 1のあいだの数 εを用いて

(DrH(λ, r + h2)h1)(x)− (DrH(λ, r)h1)(x)
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= λ (f ′(r(x) + h2(x))h1(x)− f ′(r(x))h1(x))

= λ

(
f ′′(r(x))h1(x)h2(x) +

1

2
f ′′′(r(x) + εh2(x))h1(x)h2(x)

2

)
と表せるから,

∥DrH(λ, r + h2)h1 −DrH(λ, r)h1 − λf ′′(r)h1h2∥Z ≤ 1

2
|λ|max

s
|f ′′′(s)|∥h1∥X∥h2∥2X .

したがって, DrH(λ, r)は rに関して Fréchet微分可能であって,

D2
rH(λ, r)[h1, h2] = λf ′′(r)h1h2, h1, h2 ∈ X.

同様にして,

DλH(λ, r) = f(r), D2
λH(λ, r) = 0, DλrH(λ, r)h = f ′(r)h, h ∈ X,

がしたがう. さらに微分を繰り返して, 実はH ∈ C∞ であることが示せる.

次に, ker(DrH(λ, 0)) ̸= {0}を満たす λを求める. h ∈ ker(DrH(λ, 0))は, 微分方程式

∂2xh(x) + λf ′(0)h(x) = 0

を満たす. この方程式が L-周期的な非自明解をもつのは λf ′(0) =
(
2πk
L

)2
, k = 1, 2, 3, . . . ,のとき, か

つそのときに限られ, このとき hは

h(x) = c1 cos
2πk

L
x+ c2 sin

2πk

L
x (c1, c2 :定数)

と表せる. hは偶関数だから ker(DrH(λ, 0))は cos 2πk
L xで張られ, dimker(DrH(λ, 0)) = 1となる.

λ =
1

f ′(0)

(
2πk

L

)2

, k = 1, 2, 3, . . . ,

のとき, codimR(DrH(λ, 0)) = 1, および, h ∈ ker(DrH(λ, 0)) \ {0}に対して

DλrH(λ, 0)h /∈ R(DrH(λ, 0))

であることを示すには, 直和分解

ker(DrH(λ, 0))⊕R(DrH(λ, 0)) = Z (5.1.8)

の成立を示せばよい. h ∈ ker(DrH(λ, 0))に対して,

DλrH(λ, 0)h = f ′(0)h ∈ ker(DrH(λ, 0))

となるからである. まず次の補題を用意する.

補題 5.1.1 λ = 1
f ′(0)

(
2πk
L

)2
, k = 1, 2, 3, . . . , とする. s ∈ R(DrH(λ, 0))ならば,∫ L

0

s(x) cos
2πk

L
xdx = 0 (5.1.9)

である. この逆も成り立つ.
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証明 Λ =
(
2πk
L

)2
とおく. s ∈ R(DrH(λ, 0))は r ∈ X を用いて, s(x) = ∂2xr(x) + λf ′(0)r(x) =

∂2xr(x) + Λr(x)と表せる. r(x)ならびに cos
√
Λxの L-周期性に注意すると, 部分積分により,∫ L

0

s(x) cos
√
Λx dx

=

∫ L

0

(
∂2xr(x) + Λr(x)

)
cos

√
Λx dx

=

∫ L

0

r(x)
{
∂2x

(
cos

√
Λx
)
+ Λcos

√
Λx
}
dx

=

∫ L

0

r(x)

{
−
(√

Λ
)2

cos
√
Λx+ Λcos

√
Λx

}
dx

= 0

となり, (5.1.9)が成り立つ.

次に逆を示す. 定数変化法の公式により, s ∈ Z に対して, s(x) = ∂2xr(x)+Λr(x)を満たす rは, 一

般に,

r(x) = −cos
√
Λx√
Λ

(∫ x

0

s(y) sin
√
Λy dy + c1

)
+

sin
√
Λx√
Λ

(∫ x

0

s(y) cos
√
Λy dy + c2

)
と表せる. ここで, c1, c2 は定数である. 条件 (5.1.9)のもとで, r ∈ X となるようにこれらの定数を

選べることを示す. 明らかに, r(0) = − 1√
Λ
c1 であり, s(x) sin

√
Λxが周期 Lの奇関数であることに

より, r(L) = − 1√
Λ
c1 となり, r(0) = r(L). また,

r′(x) = sin
√
Λx

(∫ x

0

s(y) sin
√
Λy dy + c1

)
− cos

√
Λx√
Λ

s(x) sin
√
Λx

+ cos
√
Λx

(∫ x

0

s(y) cos
√
Λy dy + c2

)
+

sin
√
Λx√
Λ

s(x) cos
√
Λx

= sin
√
Λx

(∫ x

0

s(y) sin
√
Λy dy + c1

)
+ cos

√
Λx

(∫ x

0

s(y) cos
√
Λy dy + c2

)
より, 条件 (5.1.9)を用いると r′(0) = r′(L) = c2 もしたがう. 以上により, rは L-周期的である. 最

後に, s(x) sin
√
Λx, s(x) cos

√
Λxがそれぞれ奇関数, 偶関数であることを用いると,

r(−x) = −cos
√
Λx√
Λ

(∫ x

0

s(y) sin
√
Λy dy + c1

)
+

sin
√
Λx√
Λ

(∫ x

0

s(y) cos
√
Λy dy − c2

)
となるから, c2 = 0ととれば r(x) = r(−x)となり, r ∈ X となる. したがって, s ∈ R(DrH(λ, 0))で

ある. �

u ∈ Z に対して,

(Pu)(x) = u(x)− 2

L

(∫ L

0

u(y) cos
2πk

L
y dy

)
cos

2πk

L
x

により, Z における有界線形作用素を定める.∫ L

0

(
cos

2πk

L
y

)2

dy =
L

2



60 第 5章 平衡解と安定性

により, P
(
cos 2πk

L x
)
= 0,したがって, P 2 = P となり, P はZにおける射影作用素となる. u ∈ R(P ),

つまり, Pu = uとなるためには, ∫ L

0

u(y) cos
2πk

L
y dy = 0

が成り立つことが必要十分であり, 補題5.1.1により, これは

u ∈ R(DrH(λ, 0))

と同値である. 一方, kerP は cos 2πk
L xで張られる Z の部分空間であるから, ker(DrH(λ, 0))と一致

する. 以上により, 直和分解 (5.1.8)が成立する.

以上により, 関数方程式 (5.1.7)に Crandall-Rabinowitzの理論が適用可能となった. 適用の結果,

R× Ωの点 (λ, r) =
(

1
f ′(0)

(
2πk
L

)2
, 0
)
, k = 1, 2, 3, . . . ,を分岐点として自明解から分かれ出る分岐解

(λk(s), rk(s, · ))の存在がわかる. ここで, λk, rk は s = 0を含む開区間で定義され, それぞれ, R, X

の値をとる C∞ 関数であって,
λk(0) =

1

f ′(0)

(
2πk

L

)2

,

rk(0, x) = 0, ∂srk(0, x) = cos
2πk

L
x

(5.1.10)

を満たしている. 分岐点の近傍では, 関数方程式の解は, 自明解か分岐解かのいずれかである.

分岐解が λ = λk(0)からみて λの増加減少いずれの方向に存在するかを調べるために, 分岐解が満

たす方程式

∂2xrk(s, x) + λk(s)f(rk(s, x)) = 0 (5.1.11)

をパラメータ sで繰り返し微分してみる.

r
(j)
k (x) = ∂jsrk(0, x), j = 0, 1, 2, 3, . . . ,

とおく. (5.1.10)より,

r
(0)
k (x) = 0, r

(1)
k (x) = cos

2πk

L
x

である. まず, 方程式 (5.1.11)を sで 2回微分して s = 0を代入し, 整理すると,

∂2xr
(2)
k (x) + λk(0)f

′(0)r
(2)
k (x) = −2λ′k(0)f

′(0)r
(1)
k (x)− λk(0)f

′′(0)
(
r
(1)
k (x)

)2
(5.1.12)

が得られる. 等式の両辺は R(DrH(λk(0), 0))に属している. 補題5.1.1より, 方程式 (5.1.12)の右辺

に cos 2πk
L xをかけて区間 [0, L]上で積分すると,∫ L

0

{
−2λ′k(0)f

′(0)

(
cos

2πk

L
x

)2

− f ′′(0)

f ′(0)

(
2πk

L

)2(
cos

2πk

L
x

)3
}
dx = 0

がしたがう. 積分を計算すると,

−Lλ′k(0)f ′(0) = 0
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となり,

λ′k(0) = 0 (5.1.13)

がしたがう. これを (5.1.12)式に代入すると,

∂2xr
(2)
k (x) +

(
2πk

L

)2

r
(2)
k (x) = −f

′′(0)

f ′(0)

(
2πk

L

)2(
cos

2πk

L
x

)2

となり, r
(2)
k ∈ R(DrH(λk(0), 0))に注意してこれを解くと,

r
(2)
k (x) =

f ′′(0)

6f ′(0)
cos

4πk

L
x− f ′′(0)

2f ′(0)
.

次に, 方程式 (5.1.11)を sで 3回微分して s = 0を代入し, (5.1.13)を用いて整理すると,

∂2xr
(3)
k (x) + λk(0)f

′(0)r
(3)
k (x)

= −3λ′′k(0)f
′(0)r

(1)
k (x)− λk(0)f

′′′(0)(r
(1)
k (x))3 − 3λk(0)f

′′(0)r
(1)
k (x)r

(2)
k (x) (5.1.14)

∈ R(DrH(λk(0), 0)).

方程式 (5.1.14)の右辺に cos 2πk
L xをかけて区間 [0, L]上で積分すると, 補題5.1.1より,∫ L

0

{
−3λ′′k(0)f

′(0)

(
cos

2πk

L
x

)2

− f ′′′(0)

f ′(0)

(
2πk

L

)2(
cos

2πk

L
x

)4

−3f ′′(0)

f ′(0)

(
2πk

L

)2(
cos

2πk

L
x

)2(
f ′′(0)

6f ′(0)
cos

4πk

L
x− f ′′(0)

2f ′(0)

)}
dx = 0

が成り立ち, 積分を計算すると,

−3

2
λ′′k(0)f

′(0)− 3

8

f ′′′(0)

f ′(0)

(
2πk

L

)2

− 1

8

(
f ′′(0)

f ′(0)

)2(
2πk

L

)2

+
3

4

(
f ′′(0)

f ′(0)

)2(
2πk

L

)2

= 0

となる. これを λ′′k(0) について解くと,

λ′′k(0) =
−3f ′′′(0)f ′(0) + 5(f ′′(0))2

12(f ′(0))3

(
2πk

L

)2

(5.1.15)

が得られる. これを (5.1.14)式に代入すると,

∂2xr
(3)
k (x) +

(
2πk

L

)2

r
(3)
k (x) = −1

4

{
f ′′′(0)

f ′(0)
+

(
f ′′(0)

f ′(0)

)2
}(

2πk

L

)2

cos
6πk

L
x

となり, r
(3)
k ∈ R(DrH(λk(0), 0))に注意してこれを解くと,

r
(3)
k (x) =

1

32

{
f ′′′(0)

f ′(0)
+

(
f ′′(0)

f ′(0)

)2
}
cos

6πk

L
x

を得る.
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(5.1.13)より λ′k(0) = 0であるから, λ′′k(0)の符号で解が分岐する方向が決まる. (5.1.15)により,

λ′′k(0)の符号は

− 3f ′′′(0)f ′(0) + 5(f ′′(0))2

= − 3

γ

(
− 1

γ
− 1

)(
− 1

γ
− 2

)
1

γ
+ 5

{
1

γ

(
− 1

γ
− 1

)}2

=
(1 + γ)(2− γ)

γ4

の符号と一致するから, 1 ≤ γ < 2のときは分岐点からみて λが増加する方向に分岐が起こり, γ > 2

のときは λが減少する方向に分岐が起こる. λ = 4πGV γ

a であったから条件 λk(0) < λ, λk(0) > λは

それぞれ

γ

(
2πk

L

)2

<
4πGV γ

a
, γ

(
2πk

L

)2

>
4πGV γ

a
,

すなわち,

V >

(
aγπk2

GL2

)1/γ

, V <

(
aγπk2

GL2

)1/γ

と比体積の平均 V を用いて書き表せる.

因みに, これらの条件をオイラー座標系における周期 l = LV と平均密度 ρ̄ = 1/V を用いて書き直

すと, 1 ≤ γ < 2, γ > 2のいずれの場合も

ρ̄ >

(
aγπk2

Gl2

)1/(2−γ)

となり, 平均密度が増加する向きに分岐が起こることが分かる. γ = 2の場合, オイラー座標系におけ

る定常問題は線形の固有値問題となる:

∂2xρ = −2πG

a
(ρ− ρ̄).

2πG/a = (2πk/l)
2
, すなわち, k =

√
(Gl2)/(2πa) が整数となる場合に限り, 平均密度 ρ̄の値を指定

するごとに,

ρ(x) = ρ̄

(
1 + s cos

2πk

l
x

)
, −1 < s < 1,

の形の解をもつ.

5.1.2 分岐解の大域的延長

本小節では, 前小節において自明解からの分岐によって局所的に得られた平衡解を延長して, 平衡

解全体の構造を明らかにする. すでにみたように, 定常問題は方程式

∂2xr(x) + λf(r(x)) = 0, r(x) > −1, (5.1.16)
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の L-周期解を求める問題に帰着される. ここで,

λ =
4πGV γ

a
, f(r) = 1− (1 + r)−1/γ

である. r > −1の関数 F を

F (r) =

∫ r

0

f(s) ds =

 r − log(1 + r), γ = 1,

r − γ

γ − 1

{
(1 + r)1−1/γ − 1

}
, γ > 1,

と定めると,

E =
1

2
(∂xr(x))

2 + λF (r(x)) (5.1.17)

は方程式 (5.1.16)の第 1積分である. なぜなら,

E′(x) = ∂xr(x)∂
2
xr(x) + λF ′(r(x))∂xr(x)

= ∂xr(x)(∂
2
xr(x) + λf(r(x)))

= 0

が成り立つからである. 第 1積分 E は方程式 (5.1.16)の解軌道のエネルギーと呼ばれる. r > −1の

とき, F (r) ≥ 0により, E ≥ 0であり, E = 0となるのは方程式 (5.1.16)の自明解 r = 0に限られる.

R全体で r > −1を満たす方程式 (5.1.16)の解は周期解となることに注意する. 周期解の最大値 rmax

ならびに最小値 rmin は関係

E = λF (rmax) = λF (rmin), −1 < rmin < 0 < rmax

により解軌道のエネルギーと対応している. F (r)は, −1 < r ≤ 0と r ≥ 0においてそれぞれ狭義単

調減少, 狭義単調増加であるから, これらの対応は 1対 1対応である. したがって, 解の周期は解軌道

のエネルギーによって一意に定まる. さらに, 最小値 rminに関する制約 −1 < rmin < 0から, 方程式

(5.1.16)が非自明な周期解をもつような解軌道のエネルギーの値の範囲もわかる:

0 < E < lim
r→−1+0

λF (r) =


∞, γ = 1,

λ

γ − 1
, γ > 1.

(5.1.18)

本小節では, 解軌道のエネルギーと周期のあいだの関係を調べて, 方程式 (5.1.16)が L-周期解をもつ

ための V に関する条件を導く.

はじめに, 周期を解軌道のエネルギーの関数として表す. 条件 (5.1.18)のもとで, 方程式 (5.1.17)を

∂xrについて解くと,

∂xr(x) = ±
√
2(E − λF (r(x)))

を得る. エネルギー E をもつ解軌道の周期を T とし r(x0) = rmin とすれば, 解 r の軸対称性から

r(x0 + T/2) = rmaxとなり, x0 < x < x0 + T/2において, ∂xr(x) > 0となる. したがって, この区間

で xは rの関数となって,
dx

dr
=

1√
2(E − λF (r))
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が成り立つ. これより,
T

2
=

∫ rmax

rmin

dr√
2(E − λF (r))

,

つまり,

T = 2

∫ rmax

rmin

dr√
2(E − λF (r))

となる. この積分を, 区間 rmin < r < 0, および, 区間 0 < r < rmax 上の積分に分け,

T+ = 2

∫ rmax

0

dr√
2(E − λF (r))

, (5.1.19)

T− = 2

∫ 0

rmin

dr√
2(E − λF (r))

(5.1.20)

の和で表す: T = T+ + T−. r ≥ 0において F (r)が狭義単調増加であることに注意して,

f+(r) = f(r), F+(r) = F (r)

で r ≥ 0の関数を定め, (5.1.19)の積分に変数変換 y = (λ/E)F+(r)を施すと, dy = (λ/E)f+(r) dr =

(λ/E)f+
(
F−1
+ ((E/λ)y)

)
drより,

T+ = 2

∫ 1

0

1√
2(E − Ey)

E

λf+(F
−1
+ ((E/λ)y))

dy

=

√
2

λ

√
E

λ

∫ 1

0

1√
1− y

1

f+(F
−1
+ ((E/λ)y))

dy

を得る. さらに θ =
√
E/λとおくと,

T+ = Iγ,+(θ) =

√
2

λ
θ

∫ 1

0

1√
1− y

1

f+(F
−1
+ (θ2y))

dy (5.1.21)

と表せる. Iγ,+(θ) は θ > 0 で定義されている. 次に, 0 ≤ r̃ < 1の関数を

f−(r̃) = −f(−r̃) = (1− r̃)−1/γ − 1, F−(r̃) = F (−r̃)

と定め, T− の表現 (5.1.20)において, 積分変数の変換 r̃ = −r を施すと,

T− = 2

∫ −rmin

0

dr̃√
2(E − λF−(r̃))

となる. 0 ≤ r̃ < 1において F−(r̃)が狭義単調増加であること, および, λF−(−rmin) = λF (rmin) = E

に注意して, y = (λ/E)F−(r̃) と変数変換し θ =
√
E/λとおくと, F ′

− = f− より,

T− = Iγ,−(θ) =

√
2

λ
θ

∫ 1

0

1√
1− y

1

f−(F
−1
− (θ2y))

dy (5.1.22)

が得られる. Iγ,−(θ) は γ = 1 の場合, θ > 0 において, γ > 1 の場合, 0 < θ < (γ − 1)−1/2 において

定義されている.



5.1. 平衡解の分岐 65

以上により,

T = Iγ,+(θ) + Iγ,−(θ), θ =

√
E

λ

となり, 周期 T のエネルギー E への依存性を調べるには, 関数

Iγ(θ) = Iγ,+(θ) + Iγ,−(θ), 0 < θ <

{
∞, γ = 1,

(γ − 1)−1/2, γ > 1,
(5.1.23)

の挙動を調べればよいことになる.

Iγ,± の単調性 関数 Iγ,+ の挙動を調べる. (5.1.21)式より,

I ′γ,+(θ) =

√
2

λ

∫ 1

0

1√
1− y

1

f+(F
−1
+ (θ2y))

dy +

√
2

λ
θ

∫ 1

0

1√
1− y

∂

∂θ

(
1

f+(F
−1
+ (θ2y))

)
dy.

ここで,

∂

∂θ

(
1

f+
(
F−1
+ (θ2y)

)) = −
∂
∂θ

{
f+(F

−1
+ (θ2y))

}
f+(F

−1
+ (θ2y))2

であり,

∂

∂θ

{
f+(F

−1
+ (θ2y))

}
= 2θy

d

dξ
F−1
+ (ξ)

∣∣∣∣
ξ=θ2y

f ′+
(
F−1
+ (θ2y)

)
,

ならびに,

d

dξ
F−1
+ (ξ) =

1

F ′
+

(
F−1
+ (ξ)

) =
1

f+
(
F−1
+ (ξ)

)
を用いると,

∂

∂θ

(
1

f+
(
F−1
+ (θ2y)

)) = −
2θyf ′+

(
F−1
+ (θ2y)

)
f+
(
F−1
+ (θ2y)

)3
となり,

I ′γ,+(θ) =

√
2

λ

∫ 1

0

1√
1− y

1

f+
(
F−1
+ (θ2y)

) dy −√ 2

λ
θ

∫ 1

0

1√
1− y

2θyf ′+
(
F−1
+ (θ2y)

)
f+
(
F−1
+ (µ2y)

)3 dy

=

√
2

λ

∫ 1

0

1√
1− y

f+
(
F−1
+ (θ2y)

)2 − 2θ2yf ′+
(
F−1
+ (θ2y)

)
f+
(
F−1
+ (θ2y)

)3 dy (5.1.24)

が得られる. ここで, z > 0の関数

G+(z) =
f+(z)

2 − 2F+(z)f
′
+(z)

f+(z)3

を用いると, (5.1.24) の被積分関数は
G+(F−1

+ (θ2y))√
1−y と表される. z > 0 において G+(z) の符号が

一定ならば I ′γ,+(θ)の符号も一定となり, Iγ,+(θ)の単調性がしたがうことになる. これを確かめる
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ために, z > 0 のとき f+(z) > 0 より分母の f+(z)
3 が正であることに注意して, 分子の g+(z) :=

f+(z)
2 − 2F+(z)f

′
+(z)の符号を調べる.

g′+(z) = 2f+(z)f
′
+(z)− 2f+(z)f

′
+(z)− 2F+(z)f

′′
+(z) = −2F+(z)f

′′
+(z)

において, f+(z) = 1− (1 + z)−1/γ より

f ′′+(z) = − 1

γ

(
1

γ
+ 1

)
(1 + z)−1/γ−2

であるから, z > 0のとき, f ′′+(z) < 0. これと F+(z) > 0から g′+(z) > 0となり, g+ は z > 0で単調

に増加する. g+(0) = f+(0)
2 − 2F+(0)f

′
+(0) = 0により, z > 0に対して g+(z) > 0を得る. これよ

り, z > 0のとき, G+(z) > 0となって I ′γ,+(θ) > 0 が結論される.

次に, 関数 Iγ,− の挙動を調べる. I ′γ,+(θ)の計算と同様にして,

I ′γ,−(θ) =

√
2

λ

∫ 1

0

1√
1− y

f−
(
F−1
− (θ2y)

)2 − 2θ2yf ′−
(
F−1
− (θ2y)

)
f−
(
F−1
− (θ2y)

)3 dy (5.1.25)

を得る. 0 < z < 1で定められた関数

G−(z) =
f−(z)

2 − 2F−(z)f
′
−(z)

f−(z)3

を用いると, (5.1.25) の被積分関数は
G−(F−1

− (θ2y))√
1−y と表される. f−(z) = (1 − z)−1/γ − 1 > 0,

0 < z < 1, より, G−(z)の分母の f−(z)
3 は正. 分子の g−(z) := f−(z)

2 − 2F−(z)f
′
−(z)については,

g′−(z) = −2F−(z)f
′′
−(z)

であるが,

f ′′−(z) =
1

γ

(
1

γ
+ 1

)
(1− z)−1/γ−2

より, 0 < z < 1のとき, f ′′−(z) > 0. これと F−(z) > 0から g′−(z) < 0となり, g− は 0 < z < 1で単

調に減少する. g−(0) = f−(0)
2 − 2F−(0)f

′
−(0) = 0により, 0 < z < 1のとき, g−(z) < 0, したがっ

て, G−(z) < 0となる. これより I ′γ,−(θ) < 0がしたがう.

以上の結果, I ′γ,+ > 0, I ′γ,− < 0となった. 両者の和である I ′γ の符号はこのままでは判別不能であ

る. そこで, θ → +0のときの I ′γ,±(θ)の極限を求めてみる. l’Hospitalの定理を繰り返し使えば,

lim
z→+0

G+(z) = lim
z→+0

f+(z)
2 − 2F+(z)f

′
+(z)

f+(z)3

= lim
z→+0

−2F+(z)f
′′
+(z)

3f+(z)2f ′+(z)

= lim
z→+0

F+(z)

f+(z)2
−2f ′′+(0)

3f ′+(0)

= lim
z→+0

f+(z)

2f+(z)f ′+(z)

−2f ′′+(0)

3f ′+(0)

= −1

3

f ′′+(0)

f ′+(0)
2
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=
1

3
(1 + γ)

となる. このことに注意して, (5.1.24)の積分にルベーグの収束定理を適用すると,

lim
θ→+0

I ′γ,+(θ) =

√
2

λ

∫ 1

0

1√
1− y

{
1

3
(1 + γ)

}
dy =

√
2

λ

{
2

3
(1 + γ)

}
(5.1.26)

を得る. 同様に, l’Hospitalの定理より,

lim
z→+0

f−(z)
2 − 2F−(z)f

′
−(z)

f−(z)3
= −1

3

f ′′−(0)

f ′−(0)
2
= −1

3
(1 + γ)

となるから, (5.1.25)の積分にルベーグの収束定理を適用して

lim
θ→+0

I ′γ,−(θ) =

√
2

λ

∫ 1

0

1√
1− y

{
−1

3
(1 + γ)

}
dy = −

√
2

λ

{
2

3
(1 + γ)

}
(5.1.27)

を得る. (5.1.26), (5.1.27)より

lim
θ→+0

I ′γ(θ) = 0

となるから, I ′γ が単調であれば, I ′γ の符号が一定となり, Iγ の単調性がしたがうことになる.

I ′γ,± の単調性 I ′′γ,+(θ) を求めるために, G+

(
F−1
+ (θ2y)

)
を θで微分すると,

2f+
(
F−1
+ (θ2y)

)
f ′+
(
F−1
+ (θ2y)

)
2θy

f+(F−1
+ (θ2y))

− 4θyf ′+
(
F−1
+ (θ2y)

)
− 2θ2yf ′′+

(
F−1
+ (θ2y)

)
2θy

f+(F−1
+ (θ2y))

f+
(
F−1
+ (θ2y)

)3
+

−3f+
(
F−1
+ (θ2y)

)2
f ′+
(
F−1
+ (θ2y)

)
2θy

f+(F−1
+ (θ2y))

{
f+
(
F−1
+ (θ2y)

)2 − 2θ2yf ′+
(
F−1
+ (θ2y)

)}
f+
(
F−1
+ (θ2y)

)6
= 2θy ×

2θ2y
(
3f ′+

(
F−1
+ (θ2y)

)2 − f ′′+
(
F−1
+ (θ2y)

)
f+
(
F−1
+ (θ2y)

))
− 3f ′+

(
F−1
+ (θ2y)

)
f+
(
F−1
+ (θ2y)

)2
f+
(
F−1
+ (θ2y)

)5
となる. z > 0 の関数

J+(z) =
2F+(z)

(
3f ′+(z)

2 − f ′′+(z)f+(z)
)
− 3f ′+(z)f+(z)

2

f+(z)5

を用いると,

I ′′γ,+(θ) =

√
2

λ

∫ 1

0

2θyJ+
(
F−1
+ (θ2y)

)
√
1− y

dy

と表せる. J+(z)の符号は

K+(z) := 2F+(z)
(
3f ′+(z)

2 − f ′′+(z)f+(z)
)
− 3f ′+(z)f+(z)

2

の符号で決まる. 以下, γ = 1と γ > 1の場合に分けてK+(z)の符号を調べる.
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γ = 1の場合

f+(z) = 1− 1

1 + z
, f ′+(z) =

1

(1 + z)2
, f ′′+(z) = − 2

(1 + z)3
, F+(z) = z − log(1 + z)

であるから, (1 + z)−1 = ζ とおくと, K+(z)は以下のように表せる:

K+(z) = 2
(
ζ−1 − 1− log ζ−1

) {
3ζ4 + 2ζ3(1− ζ)

}
− 3ζ2(1− ζ)2

= ζ2(−5ζ2 + 4ζ + 2ζ2 log ζ + 4ζ log ζ + 1). (5.1.28)

z > 0のとき, 0 < ζ < 1となることに注意して, この区間で関数

H(ζ) = −5ζ2 + 4ζ + 2ζ2 log ζ + 4ζ log ζ + 1

の符号を調べる.

H ′(ζ) = −8ζ + 4ζ log ζ + 4 log ζ + 8.

これより, H ′(1) = −8 + 8 = 0を得る. さらに微分すると,

H ′′(ζ) = −8 + 4 log ζ + 4 + 4ζ−1 = 4 log ζ − 4 + 4ζ−1

となり, H ′′(1) = −4 + 4 = 0を得る. もう一度微分すると,

H ′′′(ζ) = 4ζ−1 − 4ζ−2 = 4ζ−2(ζ − 1)

となり, 0 < ζ < 1のとき, H ′′′(ζ) < 0である. このことから, 0 < ζ < 1において, H ′′ は単調減

少し, H ′′(1) = 0であるから, H ′′(ζ) > 0を得る. これより, 0 < ζ < 1において, H ′ が単調増加し,

H ′(1) = 0と合わせれば, H ′(ζ) < 0が得られる. したがって, 0 < ζ < 1において, H は単調減少し,

H(1) = 0と合わせてH(ζ) > 0が成り立つことが示せた.

γ > 1の場合

f+(z) = 1− (1 + z)−1/γ , f ′+(z) =
1

γ
(1 + z)−1/γ−1, f ′′+(z) = − 1

γ

(
1

γ
+ 1

)
(1 + z)−1/γ−2,

F+(z) =

∫ z

0

f+(s) ds = z − γ

γ − 1

{
(1 + z)−1/γ+1 − 1

}
であるから, (1 + z)−1/γ = ζ とおくと, K+(z)は,

K+(z)

= 2

(
ζ−γ − 1 +

γ

1− γ
ζ1−γ − γ

1− γ

){
3

γ2
ζ2+2γ +

1

γ

(
1

γ
+ 1

)
ζ1+2γ − 1

γ

(
1

γ
+ 1

)
ζ2+2γ

}
− 3

γ
ζ1+γ(1− ζ)2

=
ζ1+γ

γ

{
−2(1 + γ)(γ − 2)

γ(1− γ)
ζ +

1 + γ

1− γ
ζ2 +

2(γ − 2)

γ(1− γ)
ζ1+γ − 2(1 + γ)

γ(1− γ)
ζγ +

2− γ

γ

}
(5.1.29)
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と表せる. 0 < ζ < 1において

H(ζ) =
−2(1 + γ)(γ − 2)

γ(1− γ)
ζ +

1 + γ

1− γ
ζ2 +

2(γ − 2)

γ(1− γ)
ζ1+γ − 2(1 + γ)

γ(1− γ)
ζγ +

2− γ

γ

の符号を調べる. まず,

H ′(ζ) =
−2(1 + γ)(γ − 2)

γ(1− γ)
+

2(1 + γ)

1− γ
ζ +

2(γ − 2)(γ + 1)

γ(1− γ)
ζγ − 2(1 + γ)

1− γ
ζγ−1

となり,

H ′(1) =
−2(1 + γ)(γ − 2)

γ(1− γ)
+

2(1 + γ)

1− γ
+

2(γ − 2)(γ + 1)

γ(1− γ)
− 2(1 + γ)

1− γ
= 0.

さらに微分すると,

H ′′(ζ) =
2(1 + γ)

1− γ
+

2(γ − 2)(γ + 1)

1− γ
ζγ−1 + 2(1 + γ)ζγ−2

となり,

H ′′(1) =
2(1 + γ)

1− γ
+

2(γ − 2)(γ + 1)

1− γ
+ 2(1 + γ) = 0.

もう一度微分すると,

H ′′′(ζ) = −2(1 + γ)(γ − 2)ζγ−2 + 2(γ − 2)(γ + 1)ζγ−3

= 2(1 + γ)(γ − 2)ζγ−3(1− ζ)

となり, 1 < γ < 2 の場合, 0 < ζ < 1のとき, H ′′′(ζ) < 0であり, H ′′は単調減少し, H ′′(1) = 0より

H ′′(ζ) > 0となる. したがって, 0 < ζ < 1において, H ′は単調増加し, H ′(1) = 0からH ′(ζ) < 0を

得る. したがって, 0 < ζ < 1において, H は単調減少し, H(1) = 0より H(ζ) > 0となる.　 γ > 2

の場合も同様にして, 0 < ζ < 1においてH(ζ) < 0となる.

以上,まとめると, 1 ≤ γ < 2の場合, z > 0のときG+(z) > 0であり, I ′′γ,+ > 0 となる. 一方, γ > 2

の場合, z > 0のとき G+(z) < 0であり, I ′′γ,+ < 0 となる.

I ′′γ,− の符号も同様にして調べることができる. I ′′γ,+ の計算と同様にして,

I ′′γ,−(θ) =

√
2

λ

∫ 1

0

2θyJ−
(
F−1
− (θ2y)

)
√
1− y

dy

となる. ここで, J−(z)は 0 < z < 1で定められた関数

J−(z) =
2F−(z)

(
3f ′−(z)

2 − f ′′−(z)f−(z)
)
− 3f ′−(z)f−(z)

2

f−(z)5

である. f−(z) > 0より J−(z)の符号は

K−(z) := 2F−(z)
(
3f ′−(z)

2 − f ′′−(z)f−(z)
)
− 3f ′−(z)f−(z)

2

の符号と一致する. f−(z) = (1− z)−1/γ − 1 および,

F−(z) =

 − z − log(1− z), γ = 1,

− z − γ

γ − 1

{
1− (1− z)−1/γ+1

}
, γ > 1,
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に注意して, (1− z)−1/γ = ζ とおくと, K−(z)は,

γ = 1のとき

K−(z) = ζ2(−5ζ2 + 4ζ + 2ζ2 log ζ + 4ζ log ζ + 1)

γ > 1のとき

K−(z) =
ζ1+γ

γ

{
−2(1 + γ)(γ − 2)

γ(1− γ)
ζ +

1 + γ

1− γ
ζ2 +

2(γ − 2)

γ(1− γ)
ζ1+γ − 2(1 + γ)

γ(1− γ)
ζγ +

2− γ

γ

}
と表される. 0 < z < 1に対応する ζ の範囲は ζ > 1となるが, このことを除けば ζ によるK−(z)の

表現は, K+(z)の表現 (5.1.28) (γ = 1の場合), (5.1.29) (γ > 1の場合)と同じであり, 今度は,

H(ζ) =


− 5ζ2 + 4ζ + 2ζ2 log ζ + 4ζ log ζ + 1, γ = 1

−2(1 + γ)(γ − 2)

γ(1− γ)
ζ +

1 + γ

1− γ
ζ2 +

2(γ − 2)

γ(1− γ)
ζ1+γ − 2(1 + γ)

γ(1− γ)
ζγ +

2− γ

2
, γ > 1

の符号を ζ > 1において調べることになる. H(ζ)の 3階までの導関数を用いると, 1 ≤ γ < 2の場合,

ζ > 1において, H ′′′(ζ) > 0となって, H ′′は単調増加. このこととH ′′(1) = 0から, ζ > 1において,

H ′′(ζ)は正でH ′ は単調増加し, H ′(1) = 0と合わせてH ′(ζ) > 0を得る. したがって, ζ > 1におい

て, H は単調増加で, H(1) = 0より, H(ζ) > 0である. 一方, γ > 2の場合, H(ζ) < 0となる.

以上, 結果をまとめると, 1 ≤ γ < 2 の場合は I ′′γ,± > 0 となり, I ′′γ > 0, したがって, 方程式 (5.1.16)

の周期解の周期は, 解軌道のエネルギーの狭義単調増加関数となる. 一方, γ > 2 の場合は狭義単調

減少関数となる.

最後に, 1 ≤ γ < 2の場合に, 解軌道のエネルギーが周期解を許容する範囲 (5.1.18)にあるときの

周期 T がとりうる値の範囲を調べる. すでにみたように, (5.1.21), (5.1.22), (5.1.23)で関数 Iγ を定

めると, 解軌道のエネルギーが E の周期解の周期は,

T =

√
2

λ
Iγ

(√
E

λ

)

で与えられる. 1 ≤ γ < 2のとき, Iγ は狭義単調増加関数であるから, T がとり得る値の範囲は,√
2

λ
Iγ(+0) < T <

√
2

λ
lim

θ→+∞
Iγ(θ), γ = 1 のとき,√

2

λ
Iγ(+0) < T <

√
2

λ
Iγ((γ − 1)−1/2 − 0), 1 < γ < 2 のとき,

となる. ここで, Iγ(+0)の値, および, γ = 1の場合に極限 lim
θ→+∞

Iγ(θ)を計算する. z = F−1
+ (θ2y)と

おき,

θ

f+
(
F−1
+ (θ2y)

) =

√
F+(z)
y

f+(z)
=

√
F+(z)

f+(z)2y
(5.1.30)

と表す. l’Hospitalの定理により,

lim
z→+0

F+(z)

f+(z)2
= lim
z→+0

f+(z)

2f+(z)f ′+(z)
=

1

2f ′+(0)
=

1

2f ′(0)
(5.1.31)
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となるから,

lim
θ→+0

θ

f+
(
F−1
+ (θ2y)

) =
1√

2f ′(0)y

を得る. 同様にして z = F−1
− (θ2y)とおき,

θ

f−
(
F−1
− (θ2y)

) =

√
F−(z)

f−(z)2y
(5.1.32)

と表すと,

lim
z→+0

F−(z)

f−(z)2
=

1

2f ′−(0)
=

1

2f ′(0)
(5.1.33)

により

lim
θ→+0

θ

f−
(
F−1
− (θ2y)

) =
1√

2f ′(0)y

これは, パラメータ θに依存する, 区間 (0, 1)上の関数

y 7→ 1√
1− y

θ

f+
(
F−1
+ (θ2y)

) , y 7→ 1√
1− y

θ

f−
(
F−1
− (θ2y)

)
が θ → +0のとき, それぞれ θによらない可積分関数で各点的に上から評価され,各点収束すること

を示している. よって, ルベーグの収束定理により,

Iγ(+0) =

∫ 1

0

1√
1− y

1√
2f ′(0)y

dy +

∫ 1

0

1√
1− y

1√
2f ′(0)y

dy

= 2

∫ 1

0

√
γ

2

1√
1− y

1
√
y
dy

=
√
2γB

(
1

2
,
1

2

)
=
√
2γπ. (5.1.34)

次に, γ = 1のとき, z = F−1
+ (θ2y)とおくと,

1

f+
(
F−1
+ (θ2y)

) =
1

f+(z)
=

1 + z

z

と表せる. θ → +∞のとき, z → +∞より,

lim
θ→+∞

1

f+
(
F−1
+ (θ2y)

) = 1

を得る. 同様にして, z = F−1
− (θ2y)とおくと, θ → +∞のとき, z → 1− 0となり,

1

f−
(
F−1
− (θ2y)

) =
1

f−(z)
=

1− z

z

により,

lim
θ→+∞

1

f−
(
F−1
− (θ2y)

) = 0
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である. これらを (5.1.31), (5.1.33)とあわせると, パラメータ θに依存する区間 (0, 1)上の関数

y 7→ 1√
1− y

1

f+
(
F−1
+ (θ2y)

) , y 7→ 1√
1− y

1

f−
(
F−1
− (θ2y)

)
は θ → +∞のとき, それぞれ θによらない可積分関数で各点的に上から評価され, 各点収束する. し

たがって, ルベーグの収束定理により,

lim
θ→+∞

Iγ(θ)

θ
= lim
θ→+∞

{∫ 1

0

1√
1− y

1

f+
(
F−1
+ (θ2y)

) dy + ∫ 1

0

1√
1− y

1

f−
(
F−1
− (θ2y)

) dy}

=

∫ 1

0

1√
1− y

dy

= 2

を得て, lim
θ→+∞

Iγ(θ) = +∞となる.

なお, 1 < γ < 2のときは, Iγ((γ−1)−1/2−0)は有限値である. なぜなら, (5.1.30), (5.1.32)において

F+(z)/f+(z)
2, F−(z)/f−(z)

2がそれぞれ区間 0 < z < F−1
+ ((γ−1)−1−0), 0 < z < F−1

− ((γ−1)−1−0)

において有界だからである.

以上により, 方程式 (5.1.16)の周期解の周期 T がとり得る値の範囲は
2π

√
1

λ
< T <∞, γ = 1,

2π

√
γ

λ
< T <

√
2

λ
Iγ((γ − 1)−1/2 − 0), 1 < γ < 2,

である. 方程式 (5.1.16)の非自明な L-周期解は最小の周期 L/k, k = 1, 2, 3, . . . ,をもつ. このような

L-周期解が存在するための λに関する条件は,
2π

√
1

λ
<
L

k
, γ = 1,

2π

√
γ

λ
<
L

k
<

√
2

λ
Iγ((γ − 1)−1/2 − 0), 1 < γ < 2,

すなわち, 
4π2k2

L2
< λ <∞, γ = 1,

4γπ2k2

L2
< λ <

2Iγ((γ − 1)−1/2 − 0)2k2

L2
, 1 < γ < 2,

(5.1.35)

となる.

分岐解との関係 方程式 (5.1.16)に関して, 本小節で得られた周期解が 5.1.1節で得られた分岐解の

大域的延長を与えることを示す. 条件 (5.1.35)を満たす λに対して, 最小周期 L/kの周期解の解軌道

のエネルギー Ek は,

L

k
=

√
2

λ
Iγ

(√
Ek
λ

)
, すなわち, Ek = λ

(
I−1
γ

(
L

k

√
λ

2

))2
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で与えられる. λk = 4γπ2k2

L2 とおくと, (5.1.34)より,

lim
λ→λk+0

λ

(
I−1
γ

(
L

k

√
λ

2

))2

= λk

(
I−1
γ

(√
2γπ + 0

))2
= 0

となるから, 解軌道のエネルギーは λ → λk + 0のとき 0に収束し, 周期解の最大値 rmax と最小値

rmin も 0に収束する. したがって, 周期解は自明解に C2
per において収束する. 一方,

4γπ2k̃2

L2
<

4γπ2k2

L2
<


∞, γ = 1,

2Iγ((γ − 1)−1/2 − 0)2k̃2

L2
, 1 < γ < 2,

を満たす自然数 k̃に対して, 方程式 (5.1.16)は λ = λk の近傍で最小周期 L/k̃の周期解をもつが, そ

の解軌道のエネルギー Ek̃ = λ

(
I−1
γ

(
L
k̃

√
λ
2

))2

について

lim
λ→λk

Ek̃ = λk

(
I−1
γ

(
k

k̃

√
2γπ

))2

> 0

となるから, λ = λk の近傍でこの周期解は C2
per において自明解から離れている.

以上より, R × C2
per において点 (λk, 0)の近傍を適当に小さく選ぶと, この近傍に含まれる方程式

(5.1.16)の非自明解 (λ, r)は最小周期 L/kをもつ rばかりから成る. このことは, 分岐点 (λk, 0)の近

傍で局所的に構成された関数方程式 (5.1.7)の分岐解は, 分岐点の近傍で最小周期 L/kをもつ周期解

から成り, (5.1.35)で表される λの範囲に大域的に延長されることを意味している.

5.2 平衡解の線形化安定性

本節では, エネルギー形式による平衡解の安定性の概念を導入し, 前節で調べた平衡解についてそ

の安定性を調べる.

5.2.1 エネルギー形式の挙動と安定性

はじめに, 4.2節において方程式 (5.1.1)に対して導入したエネルギー形式を思い起こす:

E(v, u) = 1

2
∥u∥2L2 + E(v),

E(v) =
∫ L

0

Φ(v) dx− 2πG

v̄

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(v(x)− v̄)(v(y)− v̄) dxdy.

ここで, Φ(v)は,

Φ(v) =


a
(v
v̄
− 1− log

v

v̄

)
, γ = 1,

a

{(v
v̄
− 1
)
v̄1−γ − v1−γ − v̄1−γ

1− γ

}
, γ > 1,
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と定めている. 方程式 (5.1.1)の解 (v(t, · ), u(t, · ))に対して, (4.2.3), すなわち,

E(t) = E(v(t, · ), u(t, · ))

によって E(t)を定めると, 等式 (4.2.4), すなわち,

dE

dt
(t) = −µ

∫ L

0

(∂xu)
2

v
dx ≤ 0

が成り立ち, 解の軌道に沿ってエネルギー形式の値は非増加である. このことは, 以下に説明するよ

うな意味で方程式 (5.1.1)の平衡解の安定性と結びついている.

方程式 (5.1.1)の平衡解 (ṽ, 0)の近傍において

v̄ =
1

L

∫ L

0

v(t, x) dx = ¯̃v, ū =
1

L

∫ L

0

u(t, x) dx = 0

を満たす方程式 (5.1.1)の解 (v(t, · ), u(t, · ))の挙動を考える. このために, 平衡解からの擾乱を

ϕ(t, x) = v(t, x)− ṽ(x), ψ(t, x) = u(t, x)

により導入し, 擾乱の振幅 ∥ϕ(t, · )∥L∞ , ∥ψ(t, · )∥L∞ が小さいものとして E(t)を ϕ(t, · ), ψ(t, · )に
関して展開して表す.

一般に, ϕ̄ = 0を満たし, ノルム ∥ϕ∥L∞ が十分に小さい L-周期関数に対して,

γ = 1のとき,

log
ṽ(x) + ϕ(x)

ṽ(x)
=
ϕ(x)

ṽ(x)
− 1

2

ϕ(x)2

ṽ(x)2
+O(|ϕ(x)|3),

γ > 1のとき,

(ṽ(x) + ϕ(x))1−γ − ṽ(x)1−γ

1− γ
=

ϕ(x)

ṽ(x)γ
− γ

2

ϕ(x)2

ṽ(x)γ+1
+O(|ϕ(x)|3)

が成り立つから, ¯̃v = V とおくと, γ > 1の場合,

E(ṽ + ϕ)

= E(ṽ)− a

∫ L

0

(ṽ(x) + ϕ(x))1−γ − ṽ(x)1−γ

1− γ
dx

− 2πG

V

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y) {(ṽ(x) + ϕ(x)− V )(ṽ(y) + ϕ(y)− V )− (ṽ(x)− V )(ṽ(y)− V )} dxdy

= E(ṽ) +
∫ L

0

(
− a

ṽ(x)γ
− 4πG

V

∫ L

0

KL(x, y)(ṽ(y)− V ) dy

)
ϕ(x) dx

+
aγ

2

∫ L

0

ϕ(x)2

ṽ(x)γ+1
dx− 2πG

V

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)ϕ(x)ϕ(y) dxdy +O(∥ϕ∥L∞)∥ϕ∥2L2 (5.2.1)

と表せる. γ = 1の場合も同様の結果を得る. ここで, 平衡解 (ṽ, 0)が

∂x

(
−aṽ(x)−γ − 4πG

V

∫ L

0

KL(x, y)(ṽ(y)− V ) dy

)
= 0
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を満たし, 定数 C があって

−aṽ(x)−γ − 4πG

V

∫ L

0

KL(x, y)(ṽ(y)− V ) dy = C

が成り立つことに着目する. 辺々を区間 [0, L]上で積分し, (2.2.6)より∫ L

0

KL(x, y) dx = 0

に注意すると,

−
∫ L

0

aṽ(x)−γ dx = LC

となり, 平衡解の方程式 (5.1.2)の別形が得られる:

−aṽ(x)−γ + 1

L

∫ L

0

aṽ(y)−γ dy − 4πG

V

∫ L

0

KL(x, y)(ṽ(y)− V ) dy = 0. (5.2.2)

これを用いると, (5.2.1)は次のように整理できる:

E(ṽ + ϕ) = E(ṽ) + 1

2
Q[ϕ] +O(∥ϕ∥L∞)∥ϕ∥2L2 . (5.2.3)

ここで, Qは φ̄ = 0を満たす L-周期関数にたいする 2次形式を表す:

Q[φ] = aγ

∫ L

0

φ(x)2

ṽ(x)γ+1
dx− 4πG

V

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)φ(x)φ(y) dxdy. (5.2.4)

(5.2.3)を ϕ = ϕ(t, · )に適用すると,

E(t) = E(ṽ + ϕ(t, · ), ψ(t, · ))

= E(ṽ) + 1

2
∥ψ(t, · )∥2L2 +

1

2
Q[ϕ(t, · )] +O(∥ϕ(t, · )∥L∞)∥ϕ(t, · )∥2L2

を得る. この表現は, E(t)の減少によってもたらされる擾乱の挙動について次のことを示唆している.

(i) Qが正定値, すなわち, 正定数 δがあって

Q[φ] ≥ δ∥φ∥2L2

が成り立つ場合,擾乱の振幅が小さい限り,擾乱のノルム ∥ϕ(t, · )∥L2 , ∥ψ(t, · )∥L2は減衰し得る.

(ii) Qが負の値をとる場合,

φ0 = 0, Q[φ0] < 0

を満たす φ0 をとれば, |ε| ̸= 0が十分小さいとき,

E(ṽ + εφ0, 0) =
1

2
ε2Q[φ0] +O(|ε|3) < E(ṽ, 0)

となり, 平衡解 (ṽ, 0)への初期擾乱 (ϕ, ψ) = (εφ0, 0)は減衰せず, 擾乱が成長し得る.

このことに鑑みて, 本論文では

(i)の場合, 平衡解は線形安定,

(ii)の場合, 平衡解は線形不安定,

とよぶことにする.
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5.2.2 定常問題の線形化とスペクトル

2次形式 Qは, 平衡解の方程式の別形 (5.2.2)と以下のように結びついている.

λ =
4πGV γ

a
, w̃(x) =

ṽ(x)− V

V

とおくと, 方程式 (5.2.2)は

− 1

(1 + w̃(x))γ
+

1

L

∫ L

0

dy

(1 + w̃(y))γ
− λ

∫ L

0

KL(x, y)w̃(y) dy = 0 (5.2.5)

と表せる. 関数空間 Y = {w ∈ C0
per ; w̄ = 0}の開集合 Ωを

Ω = {w ∈ Y ; w > −1}

と定め, R× Ω上で定義された Y 値写像を

Θ(λ,w)(x) = − 1

(1 + w(x))γ
+

1

L

∫ L

0

dy

(1 + w(y))γ
− λ

∫ L

0

KL(x, y)w(y) dy (5.2.6)

で定めると, w̃は関数方程式

Θ(λ, w̃) = 0

を満たす. 写像 Θは Fréchet微分可能で, wに関する Fréchet微分は

(DwΘ(λ,w)φ)(x)

=
γ

(1 + w(x))γ+1
φ(x)− 1

L

∫ L

0

γ

(1 + w(y))γ+1
φ(y) dy − λ

∫ L

0

KL(x, y)φ(y) dy, φ ∈ Y,

となる. これはヒルベルト空間H = {φ ∈ L2
per ; φ̄ = 0} 上の自己共役作用素 Tλ,w に一意的に拡張さ

れる:

(Tλ,wφ)(x)

=
γ

(1 + w(x))γ+1
φ(x)− 1

L

∫ L

0

γ

(1 + w(y))γ+1
φ(y) dy − λ

∫ L

0

KL(x, y)φ(y) dy, φ ∈ H.

ここで, 任意の φ,ψ ∈ Hに対して (Tλ,wφ,ψ)L2 は

(Tλ,wφ,ψ)L2 =

∫ L

0

γ

(1 + w̃(x))γ+1
φ(x)ψ(x) dx−

∫ L

0

γ

(1 + w̃(y))γ+1
φ(y) dy

∫ L

0

ψ(x) dx

− λ

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)φ(y)ψ(x) dydx

と表されるが, φ̄ = ψ̄ = 0とKL の対称性から,

=

∫ L

0

γ

(1 + w̃(x))γ+1
ψ(x)φ(x) dx−

∫ L

0

γ

(1 + w̃(y))γ+1
ψ(y) dy

∫ L

0

φ(x) dx

− λ

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)ψ(y)φ(x) dydx
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とも表され,

(Tλ,wφ,ψ)L2 = (φ, Tλ,wψ)L2

が成り立つことから, Tλ,w の自己共役性がしたがう. 2次形式 Qは, 作用素 Tλ,w̃ を用いて

Q[φ] =
a

V γ+1

∫ L

0

(Tλ,w̃φ)(x)φ(x) dx

と表せる.

一般に,ヒルベルト空間H 上の自己共役作用素 T に対してそのスペクトルを σ(T )で表すとき, 次

が成り立つ. [13]を参照のこと.

補題 5.2.1 inf
∥φ∥H=1

(Tφ, φ)H = inf σ(T )

この補題により, 2次形式 Qの符号を考えるうえで, H上の自己共役作用素 Tλ,w̃ のスペクトルの

下限を調べられることが鍵となる. その際, 有用な事実を以下, 本小節でまとめておく. 一般に,ヒル

ベルト空間H 上の自己共役作用素 T に対してその固有値全体を σp(T )で表す.

補題 5.2.2 w ∈ Ωとし, α ∈ Rに対して, wα ∈ Ωを

wα(x) = w(x− α)

で定める. このとき, 次の (i), (ii)が成り立つ.

(i) σ(Tλ,wα) = σ(Tλ,w)

(ii) σp(Tλ,wα) = σp(Tλ,w)

証明 (i)スペクトルσ(Tλ,wα), σ(Tλ,w)の一致を示すには,レゾルベント集合ϱ(Tλ,wα) = C\σ(Tλ,wα),

ϱ(Tλ,w) = C\σ(Tλ,w)の一致を示せばよい. このために, ψ ∈ H, Λ ∈ Cに対して, Hにおける方程式

Tλ,wαφ− Λφ = ψ (5.2.7)

の一意可解性を考える. 方程式 (5.2.7)は,

γ

(1 + w(x− α))γ+1
φ(x)− 1

L

∫ L

0

γ

(1 + w(y − α))γ+1
φ(y) dy

− λ

∫ L

0

KL(x, y)φ(y) dy − Λφ(x) = ψ(x)

と表せる. xを x+ αに置き換えると,

γ

(1 + w(x))γ+1
φ(x+ α)− 1

L

∫ L

0

γ

(1 + w(y − α))γ+1
φ(y) dy

− λ

∫ L

0

KL(x+ α, y)φ(y) dy − Λφ(x+ α) = ψ(x+ α).
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(2.2.6)より, KL(x, y) は変数 y に関して L-周期的で KL(x + α, y + α) = KL(x, y) を満たす. これ

と w, φの L-周期性を用いると,∫ L

0

γ

(1 + w(y − α))γ+1
φ(y) dy =

∫ L

0

γ

(1 + w(y))γ+1
φ(y + α) dy,∫ L

0

KL(x+ α, y)φ(y) dy =

∫ L

0

KL(x+ α, y + α)φ(y + α) dy =

∫ L

0

KL(x, y)φ(y + α) dy

と書き換えられる. φ−α = φ( · + α), ψ−α = ψ( · + α)とおくと, (5.2.7)と同値な次の方程式が得ら

れた:

Tλ,wφ−α − Λφ−α = ψ−α.

ここで, Λ ∈ ϱ(Tλ,w)とすると,

φ−α = (Tλ,w − Λ)−1ψ−α

である. したがって, 任意の ψ ∈ Hに対して方程式 (5.2.7)は一意解

φ = ((Tλ,w − Λ)−1ψ−α)( · + α)

をもち, Λ ∈ ϱ(Tλ,wα)となる. これより, ϱ(Tλ,w) ⊂ ϱ(Tλ,wα)がしたがう. w = (wα)−α であるから,

ϱ(Tλ,wα) ⊂ ϱ(Tλ,w)もしたがい, ϱ(Tλ,wα) = ϱ(Tλ,w)を得る.

(ii) Λ ∈ σp(Tλ,w)とし, φ ∈ H, φ ̸= 0を固有値 Λに付随する固有関数とする.

Tλ,wφ− Λφ = 0,

すなわち,

γ

(1 + w(x))γ+1
φ(x)− 1

L

∫ L

0

γ

(1 + w(y))γ+1
φ(y) dy − λ

∫ L

0

KL(x, y)φ(y) dy − Λφ(x) = 0

が成り立つ. xを x− αに置き換えると,

γ

(1 + w(x− α))γ+1
φ(x− α)− 1

L

∫ L

0

γ

(1 + w(y))γ+1
φ(y) dy

− λ

∫ L

0

KL(x− α, y)φ(y) dy − Λφ(x− α) = 0.

さらに, w, φ, KL の周期性, ならびに, KL(x− α, y − α) = KL(x, y) を用いると,∫ L

0

γ

(1 + w(y))γ+1
φ(y) dy =

∫ L

0

γ

(1 + w(y − α))γ+1
φ(y − α) dy,∫ L

0

KL(x− α, y)φ(y) dy =

∫ L

0

KL(x− α, y − α)φ(y − α) dy =

∫ L

0

KL(x, y)φ(y − α) dy

と書き換えられるから, φα = φ( · − α)とおくと,

Tλ,wαφα − Λφα = 0
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が成り立つ. これは, Λ ∈ σp(Tλ,wα)であり, φαが Tλ,wα の固有値 Λに付随する固有関数であること

を示している. よって, σp(Tλ,w) ⊂ σp(Tλ,wα). w = (wα)−α であるから, σp(Tλ,wα) ⊂ σp(Tλ,w)もし

たがい, σp(Tλ,wα) = σp(Tλ,w)が得られる. �

次の補題は, Tλ,wのスペクトルの下限を調べるうえで作用素の固有値が重要な役割を果たすことを

示している.

補題 5.2.3 σ(Tλ,w) ∩ (−∞, γ(1 + maxw)−γ−1)は Tλ,w の固有値からなる.

証明 Λ < γ(1 + maxw)−γ−1 に対して, 作用素 Tλ,w − Λの可逆性を考える. このために, ψ ∈ Hを
任意に与えて, Hにおける方程式

(Tλ,w − Λ)φ = ψ,

すなわち, {
γ

(1 + w(x))γ+1
− Λ

}
φ(x)− 1

L

∫ L

0

γ

(1 + w(y))γ+1
φ(y) dy

− λ

∫ L

0

KL(x, y)φ(y) dy = ψ(x) (5.2.8)

を考える. この方程式を Riesz-Schauderの交代定理が適用可能な形に書き直す. まず, (5.2.8)の左辺

の第 1項,第 2項を取り出してH上の作用素 PΛ を定める:

(PΛφ)(x) =

{
γ

(1 + w(x))γ+1
− Λ

}
φ(x)− 1

L

∫ L

0

γ

(1 + w(y))γ+1
φ(y) dy.

この作用素は任意の φ1, φ2 ∈ H に対して (PΛφ1, φ2)L2 = (φ1, PΛφ2)L2 を満たすから自己共役作用

素で, さらに,

(PΛφ,φ)L2 =

∫ L

0

{
γ

(1 + w(x))γ+1
− Λ

}
φ(x)2 dx ≥

{
γ(1 + max

x
w)−γ−1 − Λ

}∫ L

0

φ(x)2 dx

より正定値であり, 有界な逆をもつ. 次に, 作用素 Kを

(Kφ)(x) =
∫ L

0

KL(x, y)φ(y) dy

と定める. ∥φ∥L2 ≤ 1を満たす φ ∈ Hに対して,

|(Kφ)(x)| ≤

(∫ L

0

KL(x, y)
2 dy

)1/2(∫ L

0

φ(y) dy

)1/2

≤

(∫ L

0

KL(x, y)
2 dy

)1/2

.

同様にして

|(Kφ)(x1)− (Kφ)(x2)| ≤

(∫ L

0

(KL(x1, y)−KL(x2, y))
2
dy

)1/2

であるから, 作用素 KによるHの単位球の像 {Kφ ; ∥φ∥L2 ≤ 1} は一様有界かつ同程度連続である.

したがって, Ascoli-Arzelaの定理より, {Kφ ; ∥φ∥L2 ≤ 1} から一様収束する列を選び出すことがで
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きる. この列は L2
perにおいても強収束するから, KはH上のコンパクト作用素である. これら PΛと

Kを用いて (5.2.8)を表すと,

PΛφ− λKφ = ψ

となり, さらに両辺に P−1
Λ を作用させると,

φ− λP−1
Λ Kφ = P−1

Λ ψ,

よって, S = λP−1
Λ Kとおくと,

(I − S)φ = P−1
Λ ψ

を得る. ここで, Kがコンパクト作用素, P−1
Λ が有界作用素であるから, S = λP−1

Λ Kはコンパクト
作用素となる. コンパクト作用素 SにRiesz-Schauderの交代定理 ([39]を参照のこと)を適用すると,

次の (i), (ii)のいずれかが成り立つ.

(i) I − S は有界な逆作用素をもつ.

(ii) I − S は可逆でない, すなわち, ker(I − S) ̸= {0}.

(i)の場合, 任意の ψ ∈ Hに対して方程式 (5.2.8)は一意解

φ = (I − S)−1P−1
Λ ψ

をもつ. H上の有界作用素 (I−S)−1P−1
Λ が対応 ψ 7→ φを定め, Tλ,w−Λの有界な逆作用素を与える:

(Tλ,w − Λ)−1 = (I − S)−1P−1
Λ .

したがって, Λ は作用素 Tλ,w のレゾルベント集合に属している.

(ii)の場合, (I−S)φ = 0を満たすHの元φ ̸= 0が存在する. 両辺にPΛを作用させると, (PΛ−λK)φ =

0, すなわち, (Tλ,w − Λ)φ = 0 が得られる. これは Tλ,w − Λが可逆ではなく, Λが Tλ,w の固有値で

あることを示している.

以上のことから, σ(Tλ,w) ∩
(
−∞, γ(1 + maxw)−γ−1

)
は作用素 Tλ,w の固有値のみからなる. �

5.2.3 スペクトルの下限

本小節では, 方程式 (5.2.5)の解 w̃に対して, ヒルベルト空間H = {φ ∈ L2
per ; φ̄ = 0}上の自己共

役作用素

(Tλ,w̃φ)(x) =
γ

(1 + w̃(x))γ+1
φ(x)− 1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃(y))γ+1
φ(y) dy − λ

∫ L

0

KL(x, y)φ(y) dy

のスペクトルの下限を調べる.

はじめに, 自明解 w̃ = 0の場合を調べる. この場合, Tλ,w̃ のスペクトルは具体的に求まる.

補題 5.2.4 σ(Tλ,0) = σp(Tλ,0) ∪ {γ}, σp(Tλ,0) =
{
γ − λ

L2

4π2n2
; n = 1, 2, . . . ,

}
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証明 φ ∈ Hに対して,

(Tλ,0φ)(x) = γφ(x)− 1

L

∫ L

0

γφ(y) dy − λ

∫ L

0

KL(x, y)φ(y) dy

= γφ(x)− λ

∫ L

0

KL(x, y)φ(y) dy

であり,作用素 (Kφ)(x) =
∫ L
0
KL(x, y)φ(y) dyがH上のコンパクト作用素であるから, Riesz-Schauder

の交代定理より, γ を除いて σ(Tλ,0)は Tλ,0 の固有値からなる. そこで固有値問題

Tλ,0φ = Λφ (5.2.9)

を考える. 方程式 (5.2.9)の両辺に −∂2x を施すと, −∂2x
∫ L
0
KL(x, y)φ(y) dy = φ(x)より,

γ∂2xφ+ λφ = Λ∂2xφ,

すなわち,

(γ − Λ)∂2xφ+ λφ = 0 (5.2.10)

が得られる. Λ = γ のとき, 明らかに φ = 0. Λ ̸= γ のとき, 方程式 (5.2.10)の解は,

φ(x) =


c1 cos

√
λ

γ − Λ
x+ c2 sin

√
λ

γ − Λ
x, Λ < γ,

c1 exp

(√
λ

Λ− γ
x

)
+ c2 exp

(
−

√
λ

Λ− γ
x

)
, Λ > γ,

と表せる.

Λ > γ の場合, φが L-周期性をもつのは c1 = c2 = 0, したがって, φ = 0の場合に限られる.

Λ < γ の場合, φが L-周期性を満たすための条件は,

2π√
λ

γ−Λ

=
L

n

を満たす自然数 nが存在することである. これを Λについて解くと, 作用素 Tλ,0 の固有値が求まる:

Λ = γ − λ
L2

4π2n2
, n = 1, 2, 3, . . . . (5.2.11)

以上より, 作用素 Tλ,0 のスペクトルは固有値 (5.2.11)にその集積点 γ をあわせた

σ(Tλ,0) =

{
γ − λ

L2

4π2n2
; n = 1, 2, . . . ,

}
∪ {γ}

である. �

補題5.2.4より直ちに, 作用素 Tλ,0 のスペクトルの下限は固有値 γ − λ L2

4π2 である.
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k = 1, 2, . . . ,に対して,

λk =
4γπ2k2

L2
, Λk =


∞, γ = 1,

2Iγ((γ − 1)−1/2 − 0)2k2

L2
, 1 < γ < 2,

とおく. 5.1.2 節の条件 (5.1.35) で導かれているように, λk ≤ λ < Λk に対して, 定常問題の別形

(5.2.5)は最小周期 L/kの周期解をもつ. 周期解のグラフは変数のシフトで重なり合う. このような

周期解のうちでmaxx w̃ = w̃(0)を満たす (唯ひとつの)解を w̃λ とかく. DwΘ(λ, w̃λ)のH上への拡
張 Tλ,w̃λ

を簡単のため, Tλ と記すことにする. 作用素 Tλ のスペクトルの下限の符号を調べたい. 補

題5.2.4により,

σ(Tλk
) =

{
γ

(
1− k2

n2

)
; n = 1, 2, . . . ,

}
∪ {γ}

であるから,

inf σ(Tλk
) = γ(1− k2)

となる. 以下, これを手がかりに λk ≤ λ < Λk に対して inf σ(Tλ)の符号を調べる.

まず, 注目すべきことは, σ(Tλ)の下限が λに関して連続的に変化することである.

補題 5.2.5 区間 [λk,Λk)上の関数 λ 7→ inf σ(Tλ) は連続である.

証明 補題5.2.1から

inf
∥φ∥L2=1

(Tλφ,φ)L2 ,

つまり,

inf
∥φ∥L2=1

(∫ L

0

γφ(x)2

(1 + w̃λ(x))γ+1
dx− λ

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)φ(x)φ(y) dxdy

)

が λの連続関数となることを示せばよい. このために, λk ≤ λ < Λk, φ ∈ Hに対して,

J(λ, φ) =

∫ L

0

γφ(x)2

(1 + w̃λ(x))γ+1
dx− λ

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)φ(x)φ(y) dxdy

と定める. λk ≤ λ, λ′ < Λk のとき, J(λ, φ)と J(λ′, φ)の差は,

|J(λ, φ)− J(λ′, φ)| =

∣∣∣∣∣
∫ L

0

{
γφ(x)2

(1 + w̃λ(x))γ+1
− γφ(x)2

(1 + w̃λ′(x))γ+1

}
dx

−(λ− λ′)

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)φ(x)φ(y) dxdy

∣∣∣∣∣
≤
∫ L

0

∣∣∣∣ 1

(1 + w̃λ(x))γ+1
− 1

(1 + w̃λ′(x))γ+1

∣∣∣∣ γφ(x)2 dx
+ |λ− λ′|

∫ L

0

∫ L

0

|KL(x, y)φ(x)φ(y)| dxdy



5.2. 平衡解の線形化安定性 83

≤ γ sup
x

∣∣∣∣ 1

(1 + w̃λ(x))γ+1
− 1

(1 + w̃λ′(x))γ+1

∣∣∣∣ ∫ L

0

φ(x)2 dx

+ |λ− λ′|

(∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y) dxdy

)1/2 ∫ L

0

φ(x)2 dx (5.2.12)

と評価される. ここで, f(ξ) = ξ−γ−1 とおくと, 1 + w̃λ(x)と 1 + w̃λ′(x)のあいだの数 cを用いて∣∣∣∣ 1

(1 + w̃λ(x))γ+1
− 1

(1 + w̃λ′(x))γ+1

∣∣∣∣
= |f(1 + w̃λ(x))− f(1 + w̃λ′(x))|

= |f ′(c)||(1 + w̃λ(x))− (1 + w̃λ′(x))|

≤ (γ + 1)maxx |w̃λ − w̃λ′ |
(1 + min{minx w̃λ,minx w̃λ′})γ+2

と評価できる. M =
(∫ L

0

∫ L
0
KL(x, y) dxdy

)1/2
とおくと, ∥φ∥L2 = 1 のとき, (5.2.12)から

|J(λ, φ)− J(λ′, φ)| ≤ Hλ,λ′ ≡ γ(γ + 1)maxx |w̃λ − w̃λ′ |
(1 + min{minx w̃λ,minx w̃λ′})γ+2

+M |λ− λ′| (5.2.13)

がしたがう.

ここで, C0
perにおいて w̃λが λに連続的に依存していることを示す. 5.1.2節で示したように, 方程

式 (5.1.6)の解 rについて, 解軌道のエネルギー E と rの最大値 rmax のあいだには関係

E = λF+(rmax)

が成り立ち, rmax は

rmax = F−1
+

(
E

λ

)
と表される. F−1

+ の連続性により, rmaxは λ, Eに関して連続であり, 解 rの軌道は λ, Eに連続的に

依存する. 解 rの周期 T は, (5.1.21), (5.1.22), (5.1.23)で定義される関数 Iγ を用いて

T =

√
2

λ
Iγ

(√
E

λ

)

と表せるから, T = L/kの場合,

E = λ

(
I−1
γ

(√
λL2

2k2

))2

となり, Eはλの連続関数である. 以上のことから,方程式 (5.1.16)の周期L/kの解 rλ = (1+w̃λ)
−γ−1

は λに関して C0
perにおいて連続であり, したがって, w̃λ = (1+ rλ)

−1/γ − 1 も λに関して C0
perにお

いて連続である. このことから直ちに, λ→ λ′ のとき, Hλ,λ′ → 0がしたがう.

これをもとに, inf∥φ∥L2=1 J(λ, φ)の λに関する連続性を示す. ∥φ∥L2 = 1 を満たす φ ∈ H に対し
て, J(λ, φ) = J(λ, φ)− J(λ′, φ) + J(λ′, φ) と表すと, (5.2.13)より

J(λ, φ) ≤ Hλ,λ′ + J(λ′, φ)
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を得る. よって,

inf
∥φ∥L2=1

J(λ, φ) ≤ Hλ,λ′ + inf
∥φ∥L2=1

J(λ′, φ),

すなわち,

inf
∥φ∥L2=1

J(λ, φ)− inf
∥φ∥L2=1

J(λ′, φ) ≤ Hλ,λ′

が成り立つ. 全く同様にして,

inf
∥φ∥L2=1

J(λ′, φ)− inf
∥φ∥L2=1

J(λ, φ) ≤ Hλ′,λ = Hλ,λ′

が成り立つから, ∣∣∣∣ inf
∥φ∥L2=1

J(λ, φ)− inf
∥φ∥L2=1

J(λ′, φ)

∣∣∣∣ ≤ Hλ,λ′

となり, λ→ λ′ のとき, ∣∣∣∣ inf
∥φ∥L2=1

J(λ, φ)− inf
∥φ∥L2=1

J(λ′, φ)

∣∣∣∣→ 0

が得られる. これは, inf∥φ∥L2=1 J(λ, φ) = inf σ(Tλ) が λの連続関数であることを示している. �

次に注目すべきことは, λk ≤ λ < Λk において, Tλ が常に 0を固有値にもつことである. λ = λk

の場合は補題5.2.4より明らか. λk < λ < Λk の場合, 方程式 (5.2.5)の解は平行移動しても解である

ことから, 定数 αに対して w̃λ(x+ α)は

− 1

(1 + w̃λ(x+ α))γ
+

1

L

∫ L

0

dy

(1 + w̃λ(y + α))γ
− λ

∫ L

0

KL(x, y)w̃λ(y + α) dy = 0

を満たす. 両辺を αで微分して α = 0を代入すると,

γ

(1 + w̃λ(x))γ+1
w̃′
λ(x)−

1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃λ(y))γ+1
w̃′
λ(y) dy − λ

∫ L

0

KL(x, y)w̃
′
λ(y) dy = 0

となり, Tλw̃
′
λ = 0が成り立つからである. w̃′

λ ̸= 0は固有値 0に付随する固有関数となる. このこと

から inf σ(Tλ) ≤ 0であり, 補題5.2.3より inf σ(Tλ)は Tλ の固有値であることもわかる.

Tλ の最小の固有値の符号を調べるために, ヒルベルト空間 H = {φ ∈ L2
per; φ̄ = 0} を奇関数から

なる閉部分空間

Ho = {φ ∈ H;φ(−x) = −φ(x)}

と偶関数からなる閉部分空間

He = {φ ∈ H;φ(−x) = φ(x)}

の直和に分解する:

H = Ho ⊕He

補題 5.2.6 φ ∈ Ho のとき, Tλφ ∈ Ho. φ ∈ He のとき, Tλφ ∈ He.
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証明 w̃λ が偶関数であるから, γ(1 + w̃λ)
−γ−1 もまた偶関数であることに注意する.

φ ∈ Ho のとき,
∫ L
0

γ
(1+w̃λ(y))γ+1φ(y) dy = 0より,

(Tλφ)(−x) = − γ

(1 + w̃λ(x))γ+1
φ(x)− λ

∫ L

0

KL(−x, y)φ(y) dy

である. 変数変換 y = −zを行い, (2.2.6)よりKL(−x,−z) = KL(x, z)に注意すると,∫ L

0

KL(−x, y)φ(y) dy = −
∫ −L

0

KL(−x,−z)φ(−z) dz

=

∫ −L

0

KL(x, z)φ(z) dz

= −
∫ L

0

KL(x, z)φ(z) dz

と表せ, (Tλφ)(−x) = −(Tλφ)(x)となり, Tλφは奇関数である.

次に, φ ∈ He のとき,

(Tλφ)(−x) =
γ

(1 + w̃λ(x))γ+1
φ(x)− 1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃λ(y))γ+1
φ(y) dy − λ

∫ L

0

KL(−x, y)φ(y) dy

となるが, 右辺第 3項は∫ L

0

KL(−x, y)φ(y) dy = −
∫ −L

0

KL(−x,−z)φ(−z) dz

= −
∫ −L

0

KL(x, z)φ(z) dz

=

∫ L

0

KL(x, z)φ(z) dz

となるから, Tλφは偶関数である. �

補題5.2.6 より, Tλ を Ho, He 上に制限すれば, それぞれ Ho, He 上の作用素 T o
λ , T

e
λ が得られ

る. これらの作用素に対して, 補題5.2.3の証明を繰り返せば, σ(T o
λ) ∩ (−∞, γ(1 + max w̃λ)

−γ−1),

σ(T e
λ) ∩ (−∞, γ(1 + max w̃λ)

−γ−1) がそれぞれ, T o
λ , T

e
λ の固有値からなることが示され, 補題5.2.5

の証明を繰り返せば, 作用素 T o
λ , T

e
λ のスペクトルの下限が区間 [λk,Λk) 上連続であることも示され

る. さらに,

inf σ(Tλ) = min{inf σ(T e
λ), inf σ(T

o
λ)}

が成り立つ. inf σ(Tλ) ≥ min{inf σ(T e
λ), inf σ(T

o
λ)} を示せばよい. µλ = inf σ(Tλ)は Tλ の固有値で

あるから, 付随する固有関数 φλ ̸= 0がある: Tλφλ = µλφλ.

φλ = φe
λ + φo

λ, φe
λ ∈ He, φo

λ ∈ Ho,

と分解すると, Tλ(φ
e
λ + φo

λ) = µλ(φ
e
λ + φo

λ) より,

T e
λφ

e
λ − µλφ

e
λ = −(T o

λφ
o
λ − µλφ

o
λ)

が得られる. 等式の左辺は偶関数,右辺は奇関数だから, T e
λφ

e
λ = µλφ

e
λ, T

o
λφ

o
λ = µλφ

o
λとなる. φλ ̸= 0

より φe
λ, φ

o
λ が同時に 0になることはない. したがって, µλ は T e

λ もしくは T o
λ の固有値である.

以上により, 問題は T o
λ , T

e
λ のスペクトルの下限を調べることに帰着された. 次の命題が成り立つ.
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命題 5.2.1 (i) T o
λ のスペクトルの下限に関して,

• k = 1のとき, inf σ(T o
λ) = 0, λ1 ≤ λ < Λ1,

• k = 2, 3, . . . ,のとき, inf σ(T o
λ) < 0, λk ≤ λ < Λk.

(ii) T e
λ のスペクトルの下限に関して,

• k = 1のとき,

{
inf σ(T e

λ) = 0, λ = λ1,

inf σ(T e
λ) > 0, λ1 < λ < Λ1,

• k = 2, 3, . . . ,のとき, inf σ(T e
λ) < 0, λk ≤ λ < Λk.

証明 (i) まず k = 1の場合を考える. λ = λk のときは,

σ(T o
λ1
) =

{
γ

(
1− 1

n2

)
; n = 1, 2, . . . ,

}
∪ {γ}

より, inf σ(T o
λ1
) = 0である.

次に, λ1 < λ < Λ1のとき, w̃′
λ ∈ Hoより, T o

λ が固有値 0をもつことに着目してこれがスペクトル

の下限を与えることを示す. 背理法によることとし, ある λ̃ ∈ (λ1,Λ1)について

inf σ(T o
λ̃
) < 0 (5.2.14)

を仮定する. inf σ(T o
λ)は λの連続関数であるから, 区間 [λ1, λ̃)に含まれる inf σ(T o

λ)の零点のうち最

大のものがある. これを λ∗ とおくと,

inf σ(T o
λ∗
) = 0, inf σ(T o

λ) < 0, λ∗ < λ ≤ λ̃,

が成り立つ. λ∗ < λ ≤ λ̃に対して µλ = inf σ(T o
λ)とおき, φλ を T o

λ の負の固有値 µλ に付随する固

有関数で ∥φλ∥L2 = 1を満たすものとする. n0 ∈ Nを n0 > (λ̃ − λ∗)
−1 ととると, {φλ∗+1/n;n =

n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . , }は Ho の有界列を成すから, ある部分列 {nk}∞k=1 と φλ∗ ∈ Ho が存在して,

{φλ∗+1/nk
; k = 1, 2, . . . , }は φλ∗ に弱収束する. このとき, φλ∗ が作用素 Tλ∗ の固有値 0に付随する

固有関数となることを示す. T o
λφλ = µλφλ を具体的に表現すると,

γ

(1 + w̃λ(x))γ+1
φλ(x)−

1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃λ(y))γ+1
φλ(y) dy − λ

∫ L

0

KL(x, y)φλ(y) dy = µλφλ(x)

である. 部分列 {λ∗ + 1/nk; k = 1, 2, . . . , } に沿って極限をとるとき, 各項が L2
per で強収束すること

が以下のようにして確かめられる. まず, 左辺第 2項は奇関数の積分で 0. 左辺第 3項は, 作用素Kの
コンパクト性からある L2

perの元に強収束する. また, µλ → 0より, 右辺は L2
perにおいて 0に強収束

する. よって, 左辺第 1項も L2
per で強収束する.

φλ =
γ

(1 + w̃λ)γ+1
φλ ×

(1 + w̃λ)
γ+1

γ

と表すと, γ
(1+w̃λ)γ+1φλ は L2

per において強収束し, (1+w̃λ)
γ+1

γ は C0
per で収束するから, φλ は L2

per に

おいて強収束する. したがって, ∥φλ∗∥L2 = 1 であって,

γ

(1 + w̃λ∗(x))
γ+1

φλ∗(x)−
1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃λ∗(y))
γ+1

φλ∗(y) dy − λ∗

∫ L

0

KL(x, y)φλ∗(y) dy = 0
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が成り立ち, φλ∗ は作用素 T o
λ∗
の固有値 0に付随する固有関数となる.

次に, λ1 < λ < Λ1 に対して ψλ =
w̃′

λ

∥w̃′
λ∥L2

とおく. ψλ は T o
λ の固有値 0に付随する固有関数で

∥ψλ∥L2 = 1を満たすから, これまでと同様の議論により, 必要なら部分列 {nk}∞k=1 を取り直すこと

によって, 列
{
ψλ∗+1/nk

; k = 1, 2, . . . ,
}
を T o

λ∗
の固有値 0に付随する固有関数 ψλ∗ に L2

per において

強収束させることができる. ここで, λ∗ < λ ≤ λ̃のとき,

µλ(ψλ, φλ)L2 = (ψλ, µλφλ)L2 = (ψλ, Tλφλ)L2 = (Tλψλ, φλ)L2 = 0

であるから, (ψλ, φλ)L2 = 0. さらに, 部分列に沿って極限をとると (ψλ∗ , φλ∗)L2 = 0 を得る. とく

に, φλ∗ と ψλ∗ は線形独立となるが, これは以下に述べるように矛盾を引き起こす.

まず, T o
λ∗
ψλ∗ = 0, すなわち,

γ

(1 + w̃λ∗(x))
γ+1

ψλ∗(x)−
1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃λ∗(y))
γ+1

ψλ∗(y) dy − λ

∫ L

0

KL(x, y)ψλ∗(y) dy = 0

に対して両辺に ∂2x を施すと, ψλ∗ に関する次の 2階線形微分方程式が得られる:

∂2x

{
γ

(1 + w̃λ∗(x))
γ+1

ψλ∗(x)

}
+ λψλ∗(x) = 0.

ψλ∗ は奇関数であるから ψλ∗(0) = 0であるが, ψλ∗ ̸= 0より ψ′
λ∗
(0) ̸= 0である. 同様に, T o

λ∗
φλ∗ = 0

より, φλ∗ は ψλ∗ と同じく 2階線形微分方程式

∂2x

{
γ

(1 + w̃λ∗(x))
γ+1

φλ∗(x)

}
+ λ∗φλ∗(x) = 0

を満たし, φλ∗ は奇関数であるから φλ∗(0) = 0 となる. c =
φ′

λ∗ (0)

ψ′
λ∗

(0) とおくと, x = 0における初期値

に線形従属関係

φλ∗(0) = cψλ∗(0) = 0, φ′
λ∗
(0) = cψ′

λ∗
(0)

が成り立つ. したがって, 方程式の線形性と初期値問題の解の一意性により, ふたつの解 φλ∗ , ψλ∗ の

あいだには線形従属関係 φλ∗ = cψλ∗ が成り立つ. しかしながら, これは矛盾である. 仮定 (5.2.14)に

誤謬があり, 背理法により, λ1 < λ < Λ1 に対して inf σ(T o
λ) = 0が結論される.

次に, k = 2, 3, . . . ,の場合を考える. ある λ̃ ∈ (λk,Λk)に対して

inf σ(T o
λ̃
) ≥ 0

を仮定すると, inf σ(T o
λ) の連続性と inf σ(T o

λk
) = γ

(
1− k2

)
< 0 により,

inf σ(T o
λ) < 0, λk ≤ λ < λ∗, inf σ(T o

λ∗
) = 0

を満たす λ∗ ∈ (λk,Λk)が存在する. λk < λ < λ∗ に対して, T o
λ の負の固有値 µλ = inf σ(T o

λ)に

付随する固有関数 φλ を, ∥φλ∥L2 = 1を満たすようにとる. n0 ∈ N を n0 > (λ∗ − λk)
−1 ととれ

ば, {φλ∗−1/n;n = n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . }は Ho の有界列を成し, ある部分列 {nk}∞k=1 が存在して

{φλ∗−1/nk
; k = 1, 2, . . . , }は φλ∗ ∈ Hoに弱収束する. k = 1の場合と同じ議論により, この収束は実

は L2
per における強収束で, ∥φλ∗∥L2 = 1 が成り立ち, φλ∗ は T o

λ∗
の固有値 0に付随する固有関数と

なる.
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一方, λk < λ < Λk に対して, w̃′
λ は T o

λ の固有値 0に付随する固有関数であるから, k = 1の場合

と同様の議論により, λk < λ < λ∗のとき, µλ(w̃
′
λ, φλ)L2 = 0となり, (w̃′

λ, φλ)L2 = 0が得られる. 部

分列に沿って極限をとれば (w̃′
λ∗
, φλ∗)L2 = 0であり, w̃′

λ∗
と φλ∗ は線形独立である. ところが, k = 1

のときと同様, w̃′
λ∗
と φλ∗ は同じ 2階線形微分方程式を満たし, 初期条件が線形従属となることから,

w̃′
λ∗
と φλ∗ は線形従属となって矛盾が生じる. 背理法により, λk < λ < Λk に対して inf σ(T o

λ) < 0

を得る.

(ii) つづいて, T e
λ のスペクトルの下限を調べる. 次の補題が示すように, T o

λ との違いは, λ ̸= λk のと

き, T e
λ が 0を固有値に持たないことである.

補題 5.2.7 λk < λ < Λk のとき, T e
λ は 0を固有値にもたない.

証明 背理法で示す. T e
λ が 0を固有値にもつと仮定し, 固有値 0に付随する固有関数を φλ とする.

T e
λφλ = 0の両辺に ∂2x を施すと, 方程式

∂2x

{
γ

(1 + w̃λ(x))γ+1
φλ(x)

}
+ λφλ(x) = 0

が得られる. φλ は偶関数だから, ∂xφλ(0) = 0である. 一方, 微分方程式の初期値問題
∂2x
{
−(1 + w)−γ

}
+ λw = 0,

w(0) = ξ > 0,

∂xw(0) = 0

(5.2.15)

の解を w(x, ξ)と記すと, ψ(x, ξ) = ∂ξw(x, ξ)は変分方程式
∂2x

{
γ

(1 + w(x, ξ))γ+1
ψ(x, ξ)

}
+ λψ(x, ξ) = 0,

ψ(0, ξ) = 1,

∂xψ(0, ξ) = 0

を満たす. したがって, w̃λ(x) = w(x, ξ)を満たす ξ に対して, φλ(x)は ψ(x, ξ)と同じ 2階線形微分

方程式の解となり, 両者の x = 0における初期条件の線形従属関係により, φλ(x) = φλ(0)ψ(x, ξ) が

成り立つことになる.

このような ξを決定するために, r(x) = (1 + w(x, ξ))−γ − 1が
∂2xr + λ

{
1− (1 + r)−1/γ

}
= 0,

r(0) = (1 + ξ)−γ − 1,

∂xr(0) = −γ(1 + w(0))−γ−1∂xw(0) = 0

を満たすことに着目する. 解 rの解軌道のエネルギーは ξの関数

E(ξ) = λ

∫ (1+ξ)−γ−1

0

{
1− (1 + s)−1/γ

}
ds (5.2.16)
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で与えられる. 5.1.2節で示したように, r, したがって, w( · , ξ)が最小周期 L/kをもつような解軌道

のエネルギーの値 Eλ が一意に決まり, E(ξλ) = Eλ により ξλ > 0を定めると, w̃λ(x) = w(x, ξλ)と

なって,

φλ(x) = φλ(0)ψ(x, ξλ)

が成り立つ.

実は ψ( · , ξλ)が Lを周期にもたず, したがって, φλ は Lを周期にもちえず, 矛盾が生じることを

示す. ξ が ξλ の近傍を動くとき, w(x, ξ)は方程式の (5.2.15)の周期解となる. その最小周期を L(ξ)

とすると, kL(ξ)もまた周期となるから{
w(0, ξ) = w(kL(ξ), ξ) = ξ,

(∂xw)(0, ξ) = (∂xw)(kL(ξ), ξ) = 0
(5.2.17)

が成り立つ. (5.2.17)の第 1式を ξで微分すると,

(∂ξw)(0, ξ) = (∂xw)(kL(ξ), ξ)kL
′(ξ) + (∂ξw)(kL(ξ), ξ) = 1

となり,第2式を用いてψ(0, ξ) = ψ(kL(ξ), ξ) = 1を得る. 同様に, (∂xw)(0, ξ) = 0より, (∂xψ)(0, ξ) =

0がしたがう. ところが, (∂xψ)(kL(ξ), ξ) ̸= 0である. これを示す. (5.2.15)の第 1式を展開すると,

−γ(γ + 1)(1 + w(x, ξ))−γ−2(∂xw(x, ξ))
2 + γ(1 + w(x, ξ))−γ−1(∂2xw)(x, ξ) + λw(x, ξ) = 0

となり, これに x = kL(ξ)を代入すると (5.2.17)より,

γ(1 + ξ)−γ−1(∂2xw)(kL(ξ), ξ) + λξ = 0

となるから,

(∂2xw)(kL(ξ), ξ) = −λξ
γ
(1 + ξ)γ+1 (5.2.18)

を得る. (5.2.17)の第 2式を ξで微分すると,

(∂2xw)(kL(ξ), ξ)kL
′(ξ) + (∂x∂ξw)(kL(ξ), ξ) = 0

となり, (5.2.18)とあわせて

(∂xψ)(kL(ξ), ξ) = −(∂2xw)(kL(ξ), ξ)kL
′(ξ) =

kλ

γ
ξ(1 + ξ)γ+1L′(ξ)

を得る. ここで, (5.1.21), (5.1.22), (5.1.23)で定まる関数 Iγ を用いると,

L(ξ) =

√
2

λ
Iγ(θ), θ =

√
E(ξ)

λ

と表せるから,

L′(ξ) =

√
2

λ
I ′γ(θ)

dθ

dξ
=

1

λ
I ′γ(θ)

E′(ξ)√
2E(ξ)

となる. 5.1.2節の結果より, I ′γ(θ) > 0であるから, L′(ξ)の符号は E′(ξ)の符号と一致する. (5.2.16)

より,

E′(ξ) = −γλ {1− (1 + ξ)} (1 + ξ)−γ−1 = λγξ(1 + ξ)−γ−1 > 0



90 第 5章 平衡解と安定性

となり, L′(ξ) > 0, したがって, (∂xψ)(kL(ξ), ξ) > 0 である.

以上で得られた関係

(∂xψ)(0, ξ) = 0 ̸= (∂xψ)(kL(ξ), ξ)

において, ξ = ξλ ととれば, (∂xψ)(0, ξλ) ̸= (∂xψ)(L, ξλ)となり, ψ( · , ξλ)は周期 Lをもたない. �

補題5.2.7を用いて, T e
λ のスペクトルの下限の符号を調べる. まず k = 1の場合を考える. 関数

λ 7→ inf σ(T e
λ)は連続で λ1 < λ < Λ1に零点をもたないから, inf σ(Tλ)の符号はこの区間で正か負か

のいずれかで一定である.

inf σ(Tλ) < 0, λ1 < λ < Λ1,

を仮定する. T e
λ の負の固有値 µλ = inf σ(T e

λ) に付随する固有関数 φλ を ∥φλ∥L2 = 1 を満たす

ようにとり, 部分列 {nk}∞k=1 と φλ1 ∈ He を選んで {φλ1+1/nk
; k = 1, 2, . . . , } を φλ1 に弱収束さ

せる. (i) における議論と同じく, 部分列に沿って方程式 T e
λφλ = µλφλ の各項の極限をとる. 項

1
L

∫ L
0

γ
(1+w̃λ(y))γ+1φλ(y) dyについては, w̃λ1 = 0と φλ = φλ1 = 0を用いて

1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃λ(y))γ+1
φλ(y) dy −

1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃λ1(y))
γ+1

φλ1(y) dy

=
1

L

∫ L

0

γ

{
1

(1 + w̃λ(y))γ+1
− 1

}
φλ(y) dy

と表すと, λ→ λ1 + 0のとき, 1
(1+w̃λ)γ+1 − 1が一様に 0に収束するから,

lim
λ→λ1+0

1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃λ(y))γ+1
φλ(y) dy =

1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃λ1(y))
γ+1

φλ1(y) dy = 0

である. 残りの項は, (i)と同様の議論により部分列に沿って L2
perにおいて強収束するから, φλは φλ1

に強収束し, ∥φλ1∥L2 = 1, および, T e
λ1
φλ1 = 0が成り立つ.

一方, λ− λ1 > 0が十分小さいとき, T e
λ は, lim

λ→λ1+0
µ̂λ = 0 をみたす固有値 µ̂λ > 0をもつ. これを

示すために, (5.2.6)で定められる写像を偶関数からなる空間

Y e =
{
w ∈ C0

per;w(−x) = w(x), w̄ = 0
}

に制限したものをΘeと定め, 5.1.1節においてパラメータ sの 0近傍で定められた関数方程式 (5.1.7)

の局所分岐解 (λ1(s), r1(s, · )) に対して,

w1(s, x) = (1 + r1(s, x))
−γ − 1

とおく. すると, (λ1, w1(s, · ))は, 方程式

Θe(λ,w) = 0

の自明解 (λ, 0) から分かれ出る分岐解を与えている. 補題5.2.4 の証明によれば, Fréchet 微分

DwΘ
e(λ1, 0) は単純固有値 0をもつから, Crandall-Rabinowitz[6]による固有値の摂動論によれば,

作用素DwΘ
e(λ1(s), w1(s, · ))は sに関して C∞級で lim

s→0
µ̂(s) = 0 を満たす単純固有値 µ̂(s)をもつ.

さらに, (5.1.3)より λ′1(0) = 0, (5.1.5)より 1 ≤ γ < 2の場合, λ′′1(0) > 0 であるから, µ̂(s) > 0とと
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れることも示されている. [15], Proposition I. 7. 2も参照のこと. 同じ理由によって, λ− λ1 > 0が

十分小さいとき, λ = λ1(sλ), および, lim
λ→λ1+0

sλ = 0 を満たす sλを w1(sλ, · )が w̃λ に一致するよう

に選ぶことができる. このとき, T e
λ は DwΘ

e(λ, w̃λ) = DwΘ
e(λ1(sλ), w1(sλ, · )) の拡張となるから,

µ̂λ = µ̂(sλ) が求める固有値である.

固有値 µ̂λに付随する固有関数ψλを ∥ψλ∥L2 = 1ととり,適当な部分列に沿って方程式Tλψλ = µ̂λψλ

の各項の極限をとれば, ψλが T e
λ1
の固有値 0に付随する固有関数 ψλ1 に L2

perにおいて強収束するこ

とが示せる.

µλ(φλ, ψλ)L2 = (µλφλ, ψλ)L2 = (Tλφλ, ψλ)L2 = (φλ, Tλψλ)L2 = (φλ, µ̂λψλ)L2 = µ̂λ(φλ, ψλ)L2

と µλ < 0 < µ̂λ から, (φλ, ψλ)L2 = 0が成り立つ. 部分列に沿って極限をとれば, (φλ1 , ψλ1)L2 = 0

となり, φλ1 と ψλ1 は線形独立である. ところが, T e
λ1
φλ1 = 0, T e

λ1
ψλ1 = 0より, φλ1 と ψλ1 は定数

係数 2階線形微分方程式 ∂2xφ + λ1φ = 0 の偶関数解である. 両者は cos 2π
L xの定数倍で表されるが

これは矛盾である. 背理法により, λ1 < λ < Λ1 に対して, inf σ(T e
λ) > 0がしたがう.

最後に, k = 2, 3, . . . ,の場合を考える. k = 1の場合と同様, 補題5.2.7と関数 λ 7→ inf σ(T e
λ)の連

続性により, λk < λ < Λk において inf σ(T e
λ)の符号は一定である. λ = λk のとき,

inf σ(Tλk
) = γ(1− k2) < 0

であるから, inf σ(T e
λ) < 0である.ゆえに命題 5.2.1が示せた. �

平衡解の線形化安定性 以上, スペクトルの下限に関して得られた結果を用いて平衡解の安定性を判

定する.

方程式 (5.2.5)の自明解については, 補題5.2.4により,

inf σ(Tλ,0) = γ − λ
L2

4π2

であって. したがって, 自明な平衡解 (V, 0)の安定性について次の結果を得る:

• γ > λ L2

4π2 のとき, すなわち, V <
(
aγπ
GL2

)1/γ
のとき, 線形安定

• γ < λ L2

4π2 のとき, すなわち, V >
(
aγπ
GL2

)1/γ
のとき, 線形不安定

γ = λ L2

4π2 , すなわち, V =
(
aγπ
GL2

)1/γ
の場合は, inf σ(Tλ,0) = 0 となり, 自明解の線形安定性は判定不

能であることを注意しておく.

次に非自明な平衡解の安定性を判定する. k = 1, 2, 3, . . . ,とし, λk < λ < Λkに対して, 1
L

∫ L
0
ṽ(x) dx =

V を満たし, 最小周期が L/kで x = 0において値が最大となる非自明な平衡解を (ṽλ, 0)と記す. こ

の解は, 方程式 (5.2.5)の解 w̃λ を用いて ṽλ = V (1 + w̃λ)と表され, 1
L

∫ L
0
ṽ(x) dx = V を満たす最小

周期 L/kの平衡解の全体は集合

S
(k)
λ =

{
(ṽαλ , 0) ; 0 ≤ α <

L

k

}
となる. ここに, ṽαλ = ṽλ( · − α)である.

w̃αλ =
ṽαλ − V

V
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とおき, H上の作用素 Tλ,w̃α
λ
を Tαλ と記す. 補題5.2.2により

inf σ(Tαλ ) = inf σ(Tλ)

である. 命題5.2.1により,

• k = 2, 3, . . . ,の場合, inf σ(Tλ) < 0 であるから, inf σ(Tαλ )は作用素 Tαλ の負の固有値である.

したがって, 平衡解 (ṽαλ , 0)は線形不安定である.

ところが,

• k = 1の場合, inf σ(Tλ) = 0 であるから, (5.2.4)で定められる 2次形式Qは非負だが正定値で

はない. したがって, 個々の平衡解 (ṽαλ , 0)は線形安定とはいえない.

しかしながら, 平衡解の族 S
(1)
λ は以下に示す意味で線形安定である.

5.2.4 平衡解族の安定性

方程式 (5.1.1)の解軌道上の点 (v(t, · ), u(t, · )) が平衡解の族 S
(1)
λ の小さな近傍内にあるとき, α0 ∈

[0, L)を

min
α

∥v(t, · )− ṽαλ∥L2 = ∥v(t, · )− ṽα0

λ ∥L2

を満たすようにとり, エネルギー形式の値 E(t) = E(v(t, · ), u(t, · )) を平衡解 (ṽα0

λ , 0)のまわりの小

さな擾乱 (v(t, · )− ṽα0

λ , u(t, · )) に関して展開して表すと,

E(t) = E(ṽα0

λ ) +
1

2
∥u(t, · )∥2L2 +

1

2

a

V γ+1
(Tα0

λ (v(t, · )− ṽα0

λ ), v(t, · )− ṽα0

λ )L2 + (高次項) (5.2.19)

が成り立つ. 一般に, v ∈ C0
per, v > 0 に対して, E(v( · − α)) の値は E(v) に等しい. なぜなら,

v( · − α) = v̄ より,

E(v( · − α)) =

∫ L

0

Φ(v( · − α)) dx− 2πG

v̄

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(v(x− α)− v̄)(v(y − α)− v̄) dxdy

と表されるが, 右辺第 1項は v の周期性より
∫ L
0
Φ(v) dxに等しく, 第 2項については v, KL の周期

性とKL(x+ α, y + α) = KL(x, y)より∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(v(x− α)− v̄)(v(y − α)− v̄) dxdy

=

∫ L

0

∫ L

0

KL(x+ α, y + α)(v(x)− v̄)(v(y)− v̄) dxdy

=

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(v(x)− v̄)(v(y)− v̄) dxdy

となるからである. したがって, E(ṽα0

λ ) = E(ṽλ)である. また, α 7→ ∥v(t, · )− ṽαλ∥2L2 が α = α0で最

小となることと,

d

dα
∥v(t, · )− ṽαλ∥2L2 =

d

dα

∫ L

0

(v(t, x)− ṽλ(x− α))2 dx
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= 2

∫ L

0

(v(t, x)− ṽλ(x− α))ṽ′λ(x− α) dx

= 2V

∫ L

0

(v(t, x)− ṽλ(x− α))w̃′
λ(x− α) dx

より, ∫ L

0

(v(t, x)− ṽλ(x− α0))w̃
′
λ(x− α0) dx = 0 (5.2.20)

が成り立つ. これは, v(t, · )− ṽα0

λ が Tα0

λ の固有値 0に付随する固有関数 w̃′
λ( · − α0)と直交するこ

とを示している. 作用素 Tα0

λ の零空間は w̃′
λ( · − α0) によって張られるから, v(t, · )− ṽα0

λ はこの零

空間の直交補空間に属している.

次の補題は, k = 1 のとき, 作用素 Tαλ をその零空間の直交補空間に制限すれば, 正定値となること

を示している.

補題 5.2.8 k = 1のとき, inf(σ(Tλ)\{0}) > 0.

証明 背理法で示す. inf(σ(Tλ)\{0}) = 0を仮定すると, 補題5.2.3より, µn > 0, lim
n→∞

µn = 0 を満

たす Tλの固有値 µnが存在する. µnに付随する固有関数 φnを ∥φn∥L2 = 1ととる. 必要ならば部分

列をとって {φn}∞n=1が φ ∈ H に弱収束するとしてよい. 実は φnは φに強収束する. Tλφn = µnφn

を具体的に表現すると

γ

(1 + w̃λ(x))γ+1
φn(x)−

1

L

∫ L

0

γ

(1 + w̃λ(y))γ+1
φn(y) dy − λ

∫ L

0

KL(x, y)φn(y) dy = µnφn

となるが, n → ∞とすると, 左辺第 2項, 第 3項は L2
per で強収束し, 右辺は L2

per において 0に強収

束するからである. これより, Tλφ = 0, ∥φ∥L2 = 1が成り立つ. φ = φo + φe, φo ∈ Ho, φe ∈ He と

表すと, Tλ(φo + φe) = 0より, Tλφo = −Tλφe となり, 左辺は奇関数, 右辺は偶関数であることから

Tλφo = −Tλφe = 0. 補題5.2.7より T e
λ は 0を固有値にもたないから, φe = 0, すなわち, φ = φo と

なり, φは奇関数である. 一方, T o
λ は固有値 0をもち, 固有関数 w̃′

λ が付随している. このことから,

n = 1, 2, . . . ,に対して,

µn(w̃
′
λ, φn) = (w̃′

λ, µnφn) = (w̃′
λ, Tλφn) = (Tλw̃

′
λ, φn) = 0,

よって, (w̃′
λ, φn) = 0が成り立ち, 部分列に沿って極限をとって (w̃′

λ, φ) = 0を得る. これは, φと

w̃′
λ が線形独立であることを示している. ところが, Tλφ = 0, Tλw̃

′
λ = 0 より, 5.2.3節の論法により,

φと w̃′
λ は同じ 2階線形微分方程式の奇関数解で線形従属となるから矛盾が生じる. 背理法により

inf(σ(Tλ)\{0}) > 0を得る. �

補題5.2.8より,

κλ = inf(σ(Tλ)\{0})

で正数 κλ を定めると, 補題5.2.2により

inf(σ(Tα0

λ )\{0}) = κλ
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である. Tα0

λ の零空間は w̃′
λ( · − α0)によって張られるから, 直交関係 (5.2.20)を用いると,

(Tα0

λ (v(t, · )− ṽα0

λ ), v(t, · )− ṽα0

λ )L2

≥ κλ∥v(t, · )− ṽα0

λ ∥2L2

= κλ

(
min
α

∥v(t, · )− ṽαλ∥L2

)2
が成り立つ. これと (5.2.19)から,

E(t) ≥ E(ṽλ) +
1

2
∥u(t, · )∥2L2 +

1

2

aκλ
V γ+1

(
min
α

∥v(t, · )− ṽαλ∥L2

)2
+ (高次項)

が得られる. このことは, エネルギー形式の値 E(t)の減少により, ∥u(t, · )∥L2 , min
α

∥v(t, · )− ṽαλ∥L2

が小さく保たれ, 解軌道 (v(t, · ), u(t, · ))が平衡解の集合 S
(1)
λ の近傍にとどまり, 平衡解のプロフィー

ルは安定に保たれうることを示している. 本論文では, この意味で, 平衡解の族 S
(1)
λ を線形安定とよ

ぶことにする.
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第6章 非有界な解の存在

方程式 (5.1.1)の解の軌道に沿ってエネルギー形式の値は減少する. このことは解の軌道が近づき

得る平衡解を制限する. とくに, エネルギー形式の値が平衡解におけるエネルギー形式のどの値より

も小さい状態があれば, このような状態を始点とする解軌道は平衡解に近づき得ず, 解軌道は自ら非

有界となる. 本章では, エネルギー形式の値を最小にする平衡解を求め, その安定性からこのような

状態の存在を保証する条件を与える.

6.1 平衡解のエネルギー準位

正のパラメータ V に対して,

MV = {(v, u) ∈ H1
per ×H1

per; v̄ = V, ū = 0, v > 0}

とおく. 5.1.2節の結果によれば, MV 上に自明解 (V, 0)のほかに, 最小周期が異なる平衡解が複数存

在する場合がある. 本節では, このような場合に, MV 上にある平衡解各々におけるエネルギー形式

の値の大小を比較して, エネルギー形式の値を最小にする平衡解を求める.

6.1.1 γ = 1の場合

λ = 4πGV
a とおく. 方程式 (5.1.16)の L-周期解の存在条件 (5.1.35)により, MV 上の平衡解は, シ

フトで重なり合うものを除けば,

• λ ≤ 4π2

L2 のとき, 自明解 (V, 0)のみ,

• 自然数 k = 1, 2, . . . , に対して, 4π2k2

L2 < λ ≤ 4π2(k+1)2

L2 のとき, 自明解 (V, 0), ならびに, 最小周

期が L/j の解 (ṽ(j), 0), j = 1, . . . , k,

である. 後者の場合, これらの平衡解においてエネルギー形式の値をとると,

E(V ) = 0,

E(ṽ(j))= a

∫ L

0

(
ṽ(j)(x)

V
− 1− log

ṽ(j)(x)

V

)
dx

− 2πG

V

∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(ṽ
(j)(x)− V )(ṽ(j)(y)− V ) dxdy, j = 1, . . . , k, (6.1.1)

となる. これらの値の大小を比較する.
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はじめに, 関数 ṽ(j)を区間 [0, L/j]上に制限して値 E(ṽ(j))を表す. まず, (6.1.1)の右辺第 1項につ

いて, ṽ(j) の L/j-周期性によれば,∫ L

0

(
ṽ(j)(x)

V
− 1− log

ṽ(j)(x)

V

)
dx

=

(∫ L/j

0

+ · · ·+
∫ L

(j−1)L/j

)(
ṽ(j)(x)

V
− 1− log

ṽ(j)(x)

V

)
dx

= j

∫ L/j

0

(
ṽ(j)(x)

V
− 1− log

ṽ(j)(x)

V

)
dx

を得る. 第 2項について, 等式∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(ṽ
(j)(x)− V )(ṽ(j)(y)− V ) dxdy

= j

∫ L/j

0

∫ L/j

0

KL/j(x, y)(ṽ
(j)(x)− V )(ṽ(j)(y)− V ) dxdy (6.1.2)

が以下のようにして示される. (6.1.2)式左辺の [0, L]× [0, L] 上の積分を 1辺の長さが L/j の正方領

域上の積分に分割すると,∫ L

0

∫ L

0

KL(x, y)(ṽ
(j)(x)− V )(ṽ(j)(y)− V ) dxdy

=

j−1∑
m,n=0

∫ (m+1)L/j

mL/j

∫ (n+1)L/j

nL/j

KL(x, y)(ṽ
(j)(x)− V )(ṽ(j)(y)− V ) dxdy

=

∫ L/j

0

∫ L/j

0

j−1∑
m,n=0

KL

(
x+

mL

j
, y +

nL

j

)(
ṽ(j)

(
x+

mL

j

)
− V

)(
ṽ(j)

(
y +

nL

j

)
− V

)
dxdy

である. ṽ(j) は周期 L/j をもつから,

=

∫ L/j

0

∫ L/j

0

j−1∑
m,n=0

KL

(
x+

mL

j
, y +

nL

j

)
(ṽ(j)(x)− V )(ṽ(j)(y)− V ) dxdy

となる. ここで, 0 ≤ x, y ≤ L/j, m,n = 0, . . . , j − 1のとき, 0 ≤ x+mL/j, y + nL/j ≤ L となるこ

とに注意して (2.2.7)を用いると,

j−1∑
m,n=0

KL

(
x+

mL

j
, y +

nL

j

)

= −1

2

j−1∑
m,n=0

∣∣∣∣x− y +
m− n

j
L

∣∣∣∣+ 1

2L

j−1∑
m,n=0

(
x− y +

m− n

j
L

)2

+
1

12
Lj2

= −1

2

[∑
m=n

|x− y|+
∑
m>n

(
x− y +

m− n

j
L

)
+
∑
m<n

{
−
(
x− y +

m− n

j
L

)}]

+
1

2L

j−1∑
m,n=0

{
(x− y)2 +

2(m− n)

j
L(x− y) +

(
m− n

j
L

)2
}

+
1

12
Lj2
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= −1

2

(
j|x− y|+ 2

∑
m>n

m− n

j
L

)
+

1

2L

{
j2(x− y)2 + 2

∑
m>n

(
m− n

j
L

)2
}

+
1

12
Lj2

= −1

2
j|x− y|+ 1

2L
j2(x− y)2 +

∑
m>n

{(
m− n

j

)2

− m− n

j

}
L+

1

12
Lj2 (6.1.3)

である. さらに,

∑
m>n

{(
m− n

j

)2

− m− n

j

}
L

=

j−1∑
m=1

m−1∑
n=0

(
m2 − 2mn+ n2

j2
− m− n

j

)
L

=

j−1∑
m=1

{
m3

j2
− 2m

j2
1

2
m(m− 1) +

1

j2
1

6
m(m− 1)(2m− 1)− m2

j
+

1

j

1

2
m(m− 1)

}
L

=

j−1∑
m=1

(
m3

3j2
+
m2

2j2
− m2

2j
+

m

6j2
− m

2j

)
L

=

[
1

3j2

{
1

2
j(j − 1)

}2

+

(
1

2j2
− 1

2j

)
1

6
j(j − 1)(2j − 1) +

(
1

6j2
− 1

2j

)
1

2
j(j − 1)

]
L

=

(
− 1

12
j2 +

1

12

)
L

であるから, (6.1.3)とあわせて

j−1∑
m,n=0

KL

(
x+

mL

j
, y +

nL

j

)
= −1

2
j|x− y|+ 1

2L
j2(x− y)2 − 1

12
Lj2 +

1

12
L+

1

12
Lj2

= j

(
−1

2
|x− y|+ 1

2Lj
(x− y)2 +

1

12

L

j

)
= jKL/j(x, y)

が得られる. これで, (6.1.2)が示せた.

以上より, 平衡解 (ṽ(j), 0)においてエネルギー形式の値が,

E(ṽ(j)) = j

{
a

∫ L/j

0

(
ṽ(j)(x)

V
− 1− log

ṽ(j)(x)

V

)
dx

−2πG

V

∫ L/j

0

∫ L/j

0

KL/j(x, y)(ṽ
(j)(x)− V )(ṽ(j)(y)− V ) dxdy

}
と表せた.

ここで, 周期長をパラメータとみて, 一般に, l > 0に対して, l周期条件のもとで方程式

−aṽ(x)−1 +
1

l

∫ l

0

aṽ(y)−1 dy − 4πG

V
∂x

∫ l

0

Kl(x, y)(ṽ(y)− V ) dy = 0 (6.1.4)
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を考える. 未知関数の変換

rl(x) = V ṽl(x)
−1 − 1

により, 方程式 (6.1.4)を

∂2xrl(x) + λ
{
1− (1 + rl(x))

−1
}
= 0, λ =

4πGV

a
(6.1.5)

に書き換えて 5.1.2節の条件 (5.1.35)を適用すると,

l >

√
πa

GV
(6.1.6)

を満たす lに対して, 方程式 (6.1.4)には最小周期が lで x = 0において最大値をとる正値非自明解 ṽl

が唯ひとつ存在する.
1

l

∫ l

0

ṽl(x) dx = V

も成り立つ. この解 ṽl に周期 lの周期条件のもとで定められる平衡解のエネルギー形式の値

ε(l) = a

∫ l

0

(
ṽl(x)

V
− 1− log

ṽl(x)

V

)
dx− 2πG

V

∫ l

0

∫ l

0

Kl(x, y)(ṽl(x)− V )(ṽl(y)− V ) dxdy

を対応させて区間 (6.1.6)上の関数 ε(l)を定める. j = 1, 2, . . . , kのとき, L/j ≥ L/k >
√

aπ
GV に注意

すると, ṽ(j) = ṽL/j であり, E(ṽ(j)) = jε(L/j)と表せる. したがって, j1 ̸= j2 に対して E
(
ṽ(j1)

)
と

E
(
ṽ(j2)

)
の大小を比較するには, j1ε(L/j1)と j2ε(L/j2)の大小, つまり, 1

L/j1
ε(L/j1)と 1

L/j2
ε(L/j2)

の大小を比較すればよいことになる.

このために, 関数 l 7→ ε(l)/lの増減を調べる.(
ε(l)

l

)′

=
ε′(l)l − ε(l)

l2

より, ε′(l)l − ε(l)の符号を調べればよく, このために ε′(l)l − ε(l)の増減を考えることにすれば,

(ε′(l)l − ε(l))′ = ε′′(l)l

より, ε′′(l)の符号を調べることが問題となる.

まず, ε(l)を微分すると

ε′(l) = −a
∫ l

0

∂lṽl(x)

ṽl(x)
dx− a log

ṽl(l)

V

− 2πG

V

∫ l

0

∂l

∫ l

0

Kl(x, y)(ṽl(x)− V )(ṽl(y)− V ) dxdy

− 2πG

V

∫ l

0

Kl(x, l)(ṽl(x)− V )(ṽl(l)− V ) dx. (6.1.7)

ṽl の周期性より, (6.1.7)の第 2項は,

−a log ṽl(0)
V

,
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第 4項は,

−2πG

V

∫ l

0

Kl(x, l)(ṽl(x)− V ) dx (ṽl(0)− V ).

第 3項を計算すると,

− 2πG

V

∫ l

0

∂l

∫ l

0

Kl(x, y)(ṽl(x)− V )(ṽl(y)− V ) dxdy

= −2πG

V

∫ l

0

{∫ l

0

(∂lKl(x, y)(ṽl(x)− V )(ṽl(y)− V )

+Kl(x, y)(∂lṽl)(x)(ṽl(y)− V ) +Kl(x, y)(ṽl(x)− V )(∂lṽl)(y)

)
dx

}
dy

− 2πG

V

∫ l

0

Kl(l, y)(ṽl(y)− V ) dy (ṽl(0)− V ).

さらに, 対称性Kl(x, y) = Kl(y, x)を用いると,

ε′(l) = −a
∫ l

0

∂lṽl(x)

ṽl(x)
dx− a log

ṽl(0)

V

− 2πG

V

{∫ l

0

∫ l

0

∂lKl(x, y)(ṽl(x)− V )(ṽl(y)− V ) dxdy

+ 2

∫ l

0

∫ l

0

Kl(x, y)(∂lṽl)(x)(ṽl(y)− V ) dxdy

+2

∫ l

0

Kl(l, y)(ṽl(y)− V ) dy (ṽl(0)− V )

}

= −a log ṽl(0)
V

+ (I) + (II)

と書き換えられる. ここで,

(I) =

∫ l

0

{
−aṽl(x)−1 − 4πG

V

∫ l

0

Kl(x, y)(ṽl(y)− V ) dy

}
∂lṽl(x) dx

− 4πG

V

∫ l

0

Kl(l, y)(ṽl(y)− V ) dy (ṽl(0)− V ),

(II) = −2πG

V

∫ l

0

∫ l

0

∂lKl(x, y)(ṽl(x)− V )(ṽl(y)− V ) dxdy.

(I)について: 方程式 (6.1.4)より, 第 1項は∫ l

0

{
−aṽl(x)−1 − 4πG

V

∫ l

0

Kl(x, y)(ṽl(y)− V ) dy

}
∂lṽl(x) dx = −

∫ l

0

∂lṽl(x) dx

(
1

l

∫ l

0

aṽl(y)
−1 dy

)

となる. ここで,
∫ l
0
ṽl(x) dx = V lの両辺を lで微分すると,∫ l

0

∂lṽl(x) dx+ ṽl(l) = V
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より, ∫ l

0

∂lṽl(x) dx = V − ṽl(0) (6.1.8)

となり,

(I) =

(
1

l

∫ l

0

aṽl(y)
−1 dy − 4πG

V

∫ l

0

Kl(l, y)(ṽl(y)− V ) dy

)
(ṽl(0)− V )

を得る. さらに, 方程式 (6.1.4)の値を x = lでとって用いると,

(I) =
a(ṽl(0)− V )

ṽl(0)

と整理される.

(II)について: Kl(x, y)の表現 (2.2.7)より

∂lKl(x, y) = − 1

2l2
(x− y)2 +

1

12

である. したがって,

(II) = −2πG

V

∫ l

0

∫ l

0

{
− 1

2l2
(x− y)2 +

1

12

}
(ṽl(x)− V )(ṽl(y)− V ) dxdy

=
πG

V l2

∫ l

0

∫ l

0

(x− y)2(ṽl(x)− V )(ṽl(y)− V ) dxdy

=
πG

V l2

∫ l

0

∫ l

0

(x2 − 2xy + y2)(ṽl(x)− V )(ṽl(y)− V ) dxdy

= −2πG

V l2

(∫ l

0

x(ṽl(x)− V ) dx

)2

.

ここで, ṽl(−z + l/2) = ṽl(z + l/2)に注意すると, z 7→ zṽl(z + l/2)は奇関数となるから,∫ l

0

x(ṽl(x)− V ) dx =

∫ l/2

−l/2

(
z +

l

2

)
(ṽl (z + l/2)− V ) dz

=

∫ l/2

−l/2

l

2
(ṽl (z + l/2)− V ) dz

= 0,

したがって, (II) = 0となる.

以上をあわせて,

ε′(l) = a

(
log

V

ṽl(0)
− V

ṽl(0)
+ 1

)
< 0

を得る. さらに微分すると,

ε′′(l) = a

(
− V

ṽl(0)

∂lṽl(0)

V
+
V ∂lṽl(0)

ṽl(0)2

)
=
a(V − ṽl(0))∂lṽl(0)

ṽl(0)2
.
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ここで, ṽl は x = 0で最大となるから V − ṽl(0) < 0となり, ε′′(l)の符号は, −∂lṽl(0)の符号と一致
する. ∂lṽl(0)の符号を方程式 (6.1.5)の解 rl の l依存性と関連付けて調べる. まず,

ṽl(0) =
V

1 + rl(0)

より,

∂lṽl(0) = − V (∂lrl)(0)

(1 + rl(0))2

となり, ∂lṽl(0)の符号は−∂lrl(0)の符号と一致する. rlは x = 0において最小で ∂xrl(0) = 0となる

から, rl(0)と解 rl の軌道のエネルギー El との関係は,

El = λ {rl(0)− log(1 + rl(0))}

で与えられる. これを微分すると,

∂lEl = λ

(
∂lrl(0)−

1

1 + rl(0)
∂lrl(0)

)
= λ

rl(0)

1 + rl(0)
∂lrl(0)

となり, 1 + rl(0) > 0に注意すると, ∂lrl(0)の符号は, rl(0)ならびに ∂lEl の符号で決まることにな

る. ṽl(0) > V より

rl(0) = V ṽl(0)
−1 − 1 < 0

である. また, (5.1.21), (5.1.22), (5.1.23)が定める関数 Iγ を用いると,

l =

√
2

λ
Iγ(θl), θl =

√
El
λ

が成り立ち, 両辺を微分すると,

1 =

√
2

λ
I ′γ(θl)∂lθl =

I ′γ(θl)

λ
√
2El

∂lEl

となる. 5.1.2節の結果より I ′γ(θl) > 0であるから,

∂lEl =
λ
√
2El

I ′γ(θl)
> 0 (6.1.9)

が得られる. 以上より, ∂lrl(0) < 0 となり, ∂lṽl(0) > 0, ε′′(l) < 0 がしたがう. このことから

ε′(l)l − ε(l)は単調減少する.

最後に, l →
√

aπ
GV + 0のとき, rl は 0に一様収束するから, ṽl は V に一様収束する. したがって,

lim
l→

√
aπ
GV +0

(ε′(l)l − ε(l)) = lim
l→

√
aπ
GV +0

{(
log

V

ṽl(0)
− V

ṽl(0)
+ 1

)
l − ε(l)

}
= 0

となり, l >
√

πa
GV において ε′(l)l − ε(l) < 0 となる.

以上をあわせて (
ε(l)

l

)′

< 0, l >

√
aπ

GV
,

を得る. 関数 l 7→ ε(l)/lが狭義単調減少である.

この結果を l = L/j, j = 1, . . . , k, に適用して次の補題を得る.
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補題 6.1.1 自然数 k = 1, 2, . . . ,に対して, aπk
2

GL2 < V ≤ aπ(k+1)2

GL2 のとき,

E(ṽ(1)) < E(ṽ(2)) < · · · < E(ṽ(k)) < E(V ) = 0

が成り立つ.

6.1.2 1 < γ < 2の場合

λ = 4πGV γ

a とおく. 方程式 (5.1.16)の L-周期解の存在条件 (5.1.35)により, MV 上の平衡解は, シ

フトで重なり合うものを除けば,

• λ ≤ 4γπ2

L2 のとき, 自明解 (V, 0)のみ,

• λ > 4γπ2

L2 のとき, 自明解 (V, 0), ならびに,

4γπ2j2

L2
< λ <

2Iγ((γ − 1)−1/2 − 0)2j2

L2
,

すなわち,

2π

√
γ

λ
<
L

j
<

√
2

λ
Iγ((γ − 1)−1/2 − 0)

を満たす整数 j が存在すれば, その最小値を kmin, 最大値を kmaxとして, 最小周期が L/j の解

(ṽ(j), 0), j = kmin, . . . , kmax,

である. これらの平衡解におけるエネルギー形式の値を比較するために, γ = 1の場合と同様に, 一般

に, l > 0に対して方程式

−aṽ(x)−γ + 1

l

∫ l

0

aṽ(y)−γ dy − 4πG

V
∂x

∫ l

0

Kl(x, y)(ṽ(y)− V ) dy = 0 (6.1.10)

を考え, 最小周期 lで x = 0で最大値をとる正値の非自明解を ṽl とする. ṽl は,

4γπ2

l2
< λ <

2Iγ((γ − 1)−1/2 − 0)2

l2
,

すなわち, √
aγπ

GV γ
< l <

√
aIγ((γ − 1)−1/2 − 0)2

2πGV γ

を満たす lに対して定義される.

ε(l) = a

∫ l

0

(
ṽl(x)− V

V γ
− ṽl(x)

1−γ − V 1−γ

1− γ

)
dx

− 2πG

V

∫ l

0

∫ l

0

Kl(x, y)(ṽl(x)− V )(ṽl(y)− V ) dxdy
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と定めると, γ = 1の場合と全く同様にして , E(ṽ(j)) = jε (L/j), j = kmin, . . . , kmax, が成り立つか

ら, lの関数 l 7→ ε(l)/l の増減を調べればよいことになる. このためには,(
ε(l)

l

)′

=
ε′(l)l − ε(l)

l2

より, ε′(l)l− ε(l)の符号を調べればよく, そのためには, (ε′(l)l− ε(l))′ = ε′′(l)l より, ε′′(l)の符号が

重要となる.

まず, γ = 1の場合と同様の議論により,

ε′(l) = a

(
− ṽl(0)

−γ+1 − V −γ+1

1− γ
+

1

ṽl(0)γ−1
− V

ṽl(0)γ

)
< 0

がしたがう. γ = 1の場合と異なるのは,

d

dl

∫ l

0

a

(
ṽl(x)− V

V γ
− ṽl(x)

−γ+1 − V −γ+1

1− γ

)
dx

= −a

(∫ l

0

∂lṽl(x)

ṽl(x)γ
dx+

ṽl(0)
−γ+1 − V −γ+1

1− γ

)
(6.1.11)

となること, (6.1.8)と方程式 (6.1.10)を用いると, (6.1.11)の右辺第2項を除くε′(l)の部分がaṽl(0)
−γ(ṽl(0)−

V )とまとめられる箇所のみである. さらに微分すると,

ε′′(l) =
aγ(V − ṽl(0))∂lṽl(0)

ṽl(0)γ+1

となり, ε′′(l)の符号は −∂lṽl(0)の符号と一致する. γ = 1の場合と同様に, ṽl の方程式 (6.1.10)を

rl(x) = (V/ṽl(x))
γ − 1の方程式

∂2xrl(x) + λ
{
1− (1 + rl(x))

−1/γ
}
= 0, λ =

4πGV γ

a

に変換し, 解軌道のエネルギー

El = λ

(
rl(0)−

γ

γ − 1
(1 + rl(0))

1−1/γ

)
の l依存性をもとに ∂lṽl(0)の符号を調べる. まず,

∂lEl = λ
{
1− (1 + rl(0))

−1/γ
}
∂lrl(0)

である. ここで, (1+ rl(0))
−1/γ = ṽl(0)

V > 1であり, γ = 1の場合と全く同様に, (6.1.9)より ∂lEl > 0

となるから ∂lrl(0) < 0を得る. ṽl(0) = V (1 + rl(0))
−1/γ より

∂lṽl(0) = − V ∂lrl(0)

γ(1 + rl(0))1+γ/γ
> 0

となって ε′′(l) < 0を得る. よって, ε′(l)l − ε(l)は単調減少である. l →
√

aγπ
GV γ + 0のとき, ṽl は V

に一様収束するから,

lim
l→

√
aγπ
GV γ +0

(ε′(l)l − ε(l)) = 0

がしたがい, ε′(l)l − ε(l) < 0となって, ε(l)/lは狭義単調減少する.

以上により, 次の補題を得る.
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補題 6.1.2 1 < γ < 2 とする. V >
(
aγπ
GL2

)1/γ
のとき,√

aγπ

GV γ
<
L

j
<

√
aIγ((γ − 1)−1/2 − 0)2

2πGV γ
(6.1.12)

を満たす整数 j が存在すれば, その最小値を kmin, 最大値を kmax とする. このとき,

E(ṽ(kmin)) < · · · < E(ṽ(kmax)) < E(V ) = 0

が成り立つ.

6.2 初期条件と解の非有界性

補題6.1.2は, 1 < γ < 2のとき, MV 上でエネルギー形式の値がどの平衡解よりも小さい状態の集

合が

AV =

{
(v, u) ∈MV ; E(v, u) <

{
E(ṽ(kmin), (6.1.12)を満たす整数 j がある場合,

0(= E(V )), (6.1.12)を満たす整数 j がない場合

}
(6.2.1)

によって与えられることを示している. 方程式 (5.1.1)の解の軌道に沿ってエネルギー形式の値は減

少するから, 集合 AV に属する状態 (v0, u0)を始点とする解 (v, u)の軌道は, どの平衡解にも近づき

えず, したがって有界ではありえない:

sup
t,x

v(t, x) = ∞.

残された問題は, 集合AV が空ではなく, 初期条件 (v0, u0) ∈ AV が意味をなすかどうかである. 本節

では, 5.2節で調べた平衡解の安定性をもとに, AV が空にならないための V に関する条件を考察し,

方程式 (5.1.1)の初期値問題の解が非有界になるためのひとつの条件を提示する.

(i) V <
(
aγπ
GL2

)1/γ
の場合, 方程式 (5.1.16)の L-周期解の存在条件 (5.1.35)によれば, MV 上の平衡

解は自明解 (V, 0)のみである. この場合, 5.2.3節の結果より自明解は線形安定であるから, 　

少なくともその小近傍には AV の要素は存在しない.

(ii)
(
aγπ
GL2

)1/γ
< V <

(
aIγ((γ−1)−1/2−0)2

2πGL2

)1/γ
の場合, (5.1.35)によれば, 条件 (6.1.12)は j = 1で

成立し, したがって, kmin = 1 である. 5.2.4節により, 平衡解の族 S
(1)
V = {(ṽ(1)( · −α), 0); 0 ≤

α < L} が線形安定であるから, その小近傍に AV の要素を見出すことは期待できない.

(iii) V ≥
(
aIγ((γ−1)−1/2−0)2

2πGL2

)1/γ
の場合, （5.1.35)により,

(a) 条件 (6.1.12)を満たす整数 jが存在する場合, j ≥ 2となり, したがって, kmin ≥ 2である.

このとき, 5.2.3節の結果より, 平衡解 (ṽ(kmin), 0)は線形不安定である.

(b) 条件 (6.1.12)を満たす整数 j が存在しない場合, MV 上の平衡解は自明解 (V, 0)に限られ

るが, V >
(
aγπ
GL2

)1/γ
であるから, 5.2.3節の結果より, 自明解は線形不安定である.
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平衡解の線形不安定性により, (a)の場合, 平衡解 (ṽ(kmin), 0)の小近傍に, (b)の場合, 自明解

(V, 0)の小近傍に, それぞれ AV の要素が存在する.

以上の考察において, (i), (ii)の場合, 平衡解の小近傍に限らずMV 全体で探索すれば, AV の要素が

存在する可能性は残されている. また, 自明解 (V, 0)の線形安定性が不明な V =
(
aγπ
GL2

)1/γ
の場合も

AV が空か否かは未解決である. なお, γ = 1の場合は, 方程式 (5.1.1)の解はすべて有界であるから,

どのような V > 0に対しても AV に相当する集合は空である.

以上, 非有界な解の存在を保証する初期条件について, 定理としてまとめておく.

定理 6.2.1 1 < γ < 2 とし,

V ≥
(
aIγ((γ − 1)−1/2 − 0)2

2πGL2

)1/γ

(6.2.2)

を仮定する. このとき,

(i) (6.2.1)が定める集合 AV は空ではない.

(ii) 初期条件 (v0, u0) ∈ AV を満たす方程式 (5.1.1)の解 (v, u)は非有界である:

sup
t,x

v(t, x) = ∞. (6.2.3)

定理における条件 (6.2.2)をオイラー座標系における周期 l = LV と平均密度 ρ̄ = 1/V を用いて書

き直すと,

ρ̄ ≥
(
aIγ((γ − 1)−1/2 − 0)2

2πGl2

)1/(2−γ)

となる. 流体の平均密度に関する本条件のもと, (6.2.3)が意味することは, 時間の経過とともに密度

がいくらでも小さな値をとる状態が出現することである.
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本章では, 本論文を総括し, 今後の研究の展望について述べる.

7.1 総括

宇宙空間において一様に分布する星間ガスがその自己重力により凝集を起こし, 孤立したガス塊の

集まりへと状態遷移すると説く重力不安定仮説の可否をみるために, 本論文では星間ガスを一種の圧

縮性流体とみなして自己重力流体の数学モデルをたて, モデル方程式の解の振る舞いを考察した. 無

限一様に分布する圧縮性流体に平面波攪乱が入射して流れを生じる状況を想定し, 空間 1次元周期的

な流体運動に現れる重力現象を扱った. とくに注目して解析したのは, 圧力が密度に比例する等温流,

および, 圧力が密度のべき乗に比例する等エントロピー流, 双方のモデル方程式の解の長時間挙動で

ある. 以下, その概要を振り返る.

第 2章では, ニュートンの重力則をもとに空間 1次元周期流に対する自己重力のモデルを導出した.

これを圧縮性粘性流体のバロトロピック流の方程式に組み込み, さらに, 方程式の記述をオイラー座

標系からラグランジュ質量座標系に変換して, 本論文で扱う自己重力流体の等温流および等エントロ

ピー流のモデル方程式を得た.

第 3章では, 一般の外力項をもつ等温流および等エントロピー流方程式の初期値問題に対して, 周

期条件のもとで解の存在と一意性を示した. 適切な関数空間において縮小写像の原理を適用して局所

解を構成し, つづいて解のアプリオリ評価を導出して, これらをあわせて解の延長を行って大域解を

構成した. また, この解の構成法が自己重力流体のモデル方程式に直ちに適用可能であることを説明

した.

第 4章では, 一般の外力項をもつ等温流および等エントロピー流の方程式について, 外力項の有界

性を仮定して解の長時間挙動を調べた. 等温流モデルについては無条件に, 等エントロピー流につい

ては状態方程式に関する仮定, および, 解の有界性の仮定のもとに, 解軌道のある種のコンパクト性を

導き出した. この結果を自己重力流体のモデル方程式に適用して, 有界な解のオメガ極限集合が空で

はなく, モデル方程式の平衡解の集合に包含されることを示した.

第 5章では, モデル方程式の平衡解を, ひとつには, Crandall-Rabinowitzの分岐理論を応用して,

もうひとつには, モデル方程式の定常問題をある非線形常微分方程式の周期解に係る問題に書き換え

て, それぞれ求め, 平衡解全体の構造を明らかにした. 次に, モデル方程式に付随するエネルギー形式

の値が解軌道に沿って減少するという事実をふまえて, エネルギー形式の展開により平衡解または平

衡解族の線形安定性の概念を導入した. これを平衡解の方程式に係る非線形作用素のスペクトル問題

と結びつけて, 平衡解および平衡解族の線形安定性を判定した.

第 6章では, モデル方程式の保存量に係る拘束下で併存する平衡解に対して, 各平衡解おけるエネ

ルギー形式の値の大小を比較し, エネルギー値が最小の平衡解を特定した. 平衡解の安定性に関する
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結果と照合してこの最小値を下回るエネルギー値の実現性を調べ, 解軌道に沿うエネルギー形式の値

の減少という事実とあわせて, 等エントロピー流のモデル方程式の解が非有界となるための初期条件

を提示した.

モデル方程式の解が非有界になる状況を星間ガスに当てはめて解釈すると, 星間ガスの平均密度が

ある臨界値以上の場合, 初期状態により必然的に, ガスの希薄化が限りなく進行する部分が現れるこ

とになる. 本論文のモデル解析の結果は, 星間ガスが孤立したガス塊に分裂して進化するという, 天

文物理学が説く重力現象が起こり得ると支持を与えている.

7.2 今後の課題

まず, 本論文で扱ったモデル方程式に関して残された課題をあげる.

1. 本論文では線形安定性の概念を導入して平衡解の安定性の議論をしたが, 安定性の評価にモデ

ル方程式の非線形性を取り入れることは解の挙動を正確につかむためにも重要である. 線形安

定と判定される平衡解もしくは平衡解の族が実際に非線形安定かどうかを調べることが, まず

取り組むべき課題である.

2. 等エントロピー流のモデル方程式に関して, 本論文では, 平衡解の近傍における解の挙動のみに

着目して非有界な解の存在を論じた. その結果, エネルギー形式の値が最小の平衡解もしくは

平衡解の族が線形安定である場合, 非有界な解の有無について判断が下せなかった. この場合

に立ち入るには解軌道全般にわたる情報が不可欠である. 解の評価をもとにした従来の方法に

加えて, 無限次元空間内にエネルギー形式のグラフを描き出し, その幾何構造を調べて解軌道の

流れを読み取るなど, 斬新な手法の開発が望まれる.

3. 解が非有界になる過程を詳らかにすることも残された課題である. 解が振動を繰り返しつつ振

幅を増大させる可能性も残されているが, 解が一定のプロフィールをもって発散することにな

れば, 星間ガスが真空の領域を含む特異な平衡に状態遷移することを強く支持する結果となる.

次に, 本論文のモデルの修正と拡張に関する課題をあげる.

1. 本論文では, バロトロピック流の方程式をもとにモデル解析を行い, エネルギーの保存関係は考

慮に入れなかった. 流体の熱放射や化学反応など様々な要因により, 等温流や等エントロピー

流とは異なる熱力学的過程にしたがって重力不安定が進行することは十分に考えられることで

ある. この方向で注目すべき研究として, 本論文とは趣が異なる, 流体の自己重力モデルを扱っ

た [26]があげられる. 本論文で導いた自己重力モデルに則り, 流体の温度の分布, 流れによる熱

の輸送なども考慮に入れたモデル解析は有望な課題と考えられる.

2. 大きな課題としては, 流れの記述として自然な高次元流に対するモデル解析があげられる. 容易

に予想されるように, 本論文で採用した 1次元流に対する解析手法, とくに, 平衡解全体の構造

や平衡解の線形安定性を導くために駆使した, 常微分方程式および常微分作用素のスペクトル

に特有な議論はもはや有効ではなく, 代わりに解析が困難な非線形楕円型偏微分方程式および

これに関連した偏微分作用素のスペクトル問題に向き合う必要が出てくる. これらの問題, お

よび, 流体力学方程式に対する数学解析の現状に鑑み, 高次元流モデルの全体像は関連研究の
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成熟を待って描き出すこととし, 本論文と関わりある課題, 例えば, すでに本論文で得られてい

る, 1次元的な質量分布をもつ平衡解が高次元流モデルにおいても安定性を保つかどうかなど,

モデルの周辺から解析を進めるのが現実的と考えられる.
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