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研究概要

本論文では，真空と光の相互作用と物質と光の相互作用の違いを明らかにすることを目的と

し，真空中にレーザー光が照射された場合に誘起される分極と磁化や真空から放射される光の

光子数が，光の偏光状態や開口角，幾何学配置などにどのように依存するのかを調べた．

第 1章は序論であり，本研究の背景として真空と光の相互作用に関する研究の概要と，真空

非線形光学現象を通して真空を調べることの意義について述べた．また，従来の研究における

問題点を指摘し，レーザー光をベクトル場として扱った上で真空と光の相互作用を考えること

の必要性を述べた．

第 2章では，シュインガー極限よりも十分強度の低い一様電磁場が真空中に存在する場合の

ラグランジアン密度の導出過程について述べた．

第 3章では，第 2章で導出したラグランジアン密度を用いて真空中におけるMaxwell方程式

を導出し，物質中におけるMaxwell方程式との比較により真空中の分極と磁化を定義した．ま

た，レーザー光が照射された場合に真空から放射される光の電磁場を，レーザー光よりも放射

光の方が十分強度が低いという仮定の下で計算した．

第 4章では，ベクトル場の回折積分について述べ，これを用いて直線偏光と軸対称偏光のレー

ザー光を集光した場合の電磁場を求めた．

第 5章では，直線偏光と軸対称偏光のレーザー光を集光することで生じる真空中の分極・磁

化と真空からの放射光子数を計算した．分極と磁化の計算から，軸対称偏光のレーザー光によ

り誘起される分極と磁化はその電磁場と類似した分布になるが，直線偏光のレーザー光を集光

した場合に生じる分極と磁化はもとの電磁場とは全く異なる分布になるという結果が得られた．

また，真空からの放射光子数の計算結果より，入射レーザー光の偏光状態は光子数に大きな影

響を与えないが，開口角を 15◦ から 100◦ に変化させることで光子数は約 7桁増加することが分

かった．

第 6章では，反対方向に伝搬する 2つの直線偏光のレーザー光を 1点に集光することで生じ

る真空中の分極・磁化と真空からの放射光子数を計算し，直線偏光の 1ビームを集光した場合

の計算結果と比較した．分極と磁化の計算から，対向するレーザー光により誘起される分極と

磁化はもとの電磁場と非常に似た分布をもつという結果が得られた．また，レーザー光の強度

や出力を一定にした場合でも分極と磁化の振幅は 1 ビームの場合と比べて非常に大きくなり，

その結果として放射光子数も 1ビームの場合と比べて 3桁以上増加するという結果が得られた．

以上の結果から，物質中の分極と磁化は光の偏光状態や幾何学配置に関わらず電磁場と同様

の分布になるが，真空中の分極と磁化は特定の偏光状態をもつ光が照射された場合にはその電

磁場と異なる分布になることが分かった．また，物質と光の相互作用の大きさは光の強度以外
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にはあまり依存しないが，真空と光の相互作用の大きさは光の強度やエネルギーが一定の場合

でも開口角やビームの幾何学配置によって大きく変化することが明らかになった．
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第 1章

序論

1.1 研究の背景

ディラックにより相対論的な量子力学 [1] が生み出されてから今日に至るまで，光との相互

作用を通して真空を理解しようとする試みが多くなされてきた．最も有名なのは γ 線による電

子-陽電子対の生成であり [2]，この現象を通して与えられたエネルギーに相当する質量の粒子-

反粒子対を生成するという真空の性質が明らかになった．近年ではレーザー技術の発達により

実験的に実現可能な可視から近赤外領域の光の強度が年々増加しているため [3–5]，高強度レー

ザー光と真空の相互作用に関する研究が注目を集めつつある [6]．この相互作用により起こる

と予想される代表的な現象は，シュインガー極限 Isch = cE2
sch/4π ∼ 1029W/cm2 程度の超高

強度光による多数の電子-陽電子対生成であり，真空崩壊と呼ばれる [7–10]．ここで，cは光速

度，Esch = m2c3/|e|~はシュウィンガー極限に相当する電場強度，~ = h/2π は換算プランク

定数，hはプランク定数，|e|は電荷素量，mは電子の質量である (本論文では cgs単位系を用

いる)．真空崩壊の生成機構は量子トンネル効果で説明できると考えられており，実験が実現す

れば対生成過程を含む電子-陽電子プラズマの集団運動に関する物理が明らかになると期待され

ている．γ 線による対生成と超高強度レーザー光による真空崩壊はいずれも対生成を引き起こ

すような高いエネルギー密度をもつ光と真空の相互作用によるものであるが，一方，シュイン

ガー極限よりもはるかに低い強度の光であっても真空と非線形に相互作用することが予想され

ている．これは，光と真空の量子ゆらぎが相互作用することによって非線形な分極と磁化が誘

起されるためであり，光は古典的な真空中とは異なる振舞いを示すことになる．このような真

空中の分極と磁化により生じる現象を真空非線形光学現象という．真空の量子ゆらぎはエネル

ギーと時間の不確定性関係∆E∆t ∼ ~ に起因すると考えられており，量子論の計算における仮
想粒子に対応しているほか宇宙の誕生にも関係するといわれているが，その実態はよく分かっ

ていない．真空非線形光学現象は真空崩壊などとは異なり実粒子が生成されない物理過程であ

るため，観測が実現すれば真空の量子ゆらぎに関する新たな知見が得られると期待されている．
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物質中の分極と磁化は通常それぞれ電場 E と磁場 B の大きさに依存しているが，真空中の

分極と磁化はこれとは異なり，2 つのローレンツ変換に対する不変量 (以下，ローレンツ不変

量) F = (|B|2 − |E|2)/2と G = E ·B の値に大きく依存することが分かっている．よって，電
場と磁場の大きさが等しく直交している平面電磁波に対しては，F と G の値はどちらも 0 に

なり，真空中には分極も磁化も生成されない．このため，これまで行われてきた真空非線形光

学現象に関する理論的研究はその全てが，レーザー光の電磁場を 1成分のスカラー場と仮定し

た上で，複数のビームを多方向から真空中に入射させた場合の効果を計算するというものだっ

た [11–16]．しかしながら，レーザー光の電磁場を厳密に 3成分のベクトル場として扱うと集光

による光の電磁場の変化が考慮され，1ビームの場合でもローレンツ不変量は 0ではなくなる．

これは，1ビームの照射でも真空中に分極と磁化が誘起されることを示すと同時に，電磁場を 1

成分のスカラー場として扱っていたこれまでの方法では，レーザー光と真空との相互作用を正

確に考えることが困難であることを示している．

1.2 本研究の目的

本研究では，ベクトル場の波動光学を取り入れて計算を行うことにより，真空中に誘起され

る分極と磁化や真空から放射される光の光子数が，集光光学系の開口角や光の偏光状態，また

レーザー光の幾何学配置などにどのように依存するのかを調べた．この結果から，量子ゆらぎ

に起因する真空と光の相互作用が，通常の物質と光の相互作用とどのように異なるのかを明ら

かにすることを目指した．

1.3 本論文の構成

本論文は，以下の 7章で構成される．

第 1章は序論であり，本研究の背景として真空と光の相互作用に関する研究の概要と，真空

非線形光学現象を通して真空を調べることの意義について述べた．また，従来の研究における

問題点を指摘し，レーザー光をベクトル場として扱った上で真空と光の相互作用を考えること

の必要性を述べた．

第 2 章では，まず相対論的な量子力学の基礎方程式であるディラック方程式について述べ，

それを用いてシュインガー極限よりも十分強度の低い一様電磁場が真空中に存在する場合のラ

グランジアン密度を導出した．

第 3 章では，シュインガー極限よりも十分強度の低い光と真空の相互作用を計算するため

の理論モデルについて述べた．前章で得られたラグランジアン密度を用いて真空中における

Maxwell方程式を導出し，物質中におけるMaxwell方程式との比較により，真空中の分極と磁

化を定義した．また，レーザー光が照射された場合に真空から放射される光の電磁場を計算し
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た．この章の計算で得られた結果は，第 5章以降で使用される．

第 4章では，ベクトル場の回折積分 [17]を用いることで，直線偏光と軸対称偏光 [18] のレー

ザー光を集光した場合の電磁場を計算した．この章の計算で得られた結果は，次章以降で使用

される．

第 5章では，直線偏光と軸対称偏光のレーザー光を集光した場合の電磁場のローレンツ不変

量とそのとき真空中に生じる分極と磁化，また真空からの放射光子数を計算した．分極と磁化

の計算により，軸対称偏光のレーザー光により誘起される分極と磁化はその電磁場と非常に類

似しているが，直線偏光のレーザー光に対する分極と磁化はもとの電磁場とは全く異なる分布

をもつという結果が得られた．また，真空からの放射光子数の計算結果から，入射レーザー光

の偏光状態は光子数に大きな影響を与えないが，開口角を大きくすることで放射光の光子数は

物質中では考えられないほど大幅に増加することが分かった．

第 6章では，反対方向に伝搬する 2つの直線偏光のレーザー光を 1点に集光した場合の電磁

場のローレンツ不変量とそのとき真空中に生じる分極と磁化，また真空からの放射光を計算し，

直線偏光の 1ビームを集光した場合の計算結果と比較した．分極と磁化の計算から，1ビーム

の場合とは異なり，対向するレーザー光により誘起される分極と磁化はもとの電磁場と非常に

似た分布をもつという結果が得られた．また，レーザー光の強度や出力は変わらないにも関わ

らず，分極と磁化の振幅は 1ビームの場合と比べて非常に大きくなり，その結果として放射光

の光子数も 1ビームの場合と比べて 3桁以上増加するという結果が得られた．

第 7章では本研究を総括し，結論を述べた．
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第 2章

真空中における電磁場のラグランジア
ン密度

対生成を引き起こす確率が無視できるほど強度の低い一様電磁場が真空中に存在する場合の

ラグランジアン密度は，量子電磁力学 (QED) の成立前にハイゼンベルグらによって初めて導

かれ [19]，その後シュインガーにより QEDを用いて計算しても同じ結果が得られることが示

された [20]．本章ではハイゼンベルグらと同様に，相対論的な量子力学における基礎方程式の

1つであるディラック方程式を用いてラグランジアン密度を導出する．

2.1 ディラック方程式

本節では，電子に関する相対論的な波動方程式であるディラック方程式を導く．ディラック

方程式に関する議論は文献 [21]を参考にした．

2.1.1 ローレンツ変換

空間座標 r = (x, y, z) = (x1, x2, x3)と時間座標 tを用いて，4次元座標

xµ = (x1, x2, x3, x4) = (r, ict) (2.1)

を導入する．ここで，cは光速度であり，虚数単位 iを用いて x4 = ix0 = ictとした (x0 = ct)．

以下では，特に断らない限りギリシャ文字の添字 µ, ν, λなどは 1から 4まで，イタリック文字

の添字 i, j, k などは 1から 3までの整数値をとるものとする．

ローレンツ変換は，4次元空間における量∑
µ

x2µ =
∑
i

x2i − x20 =
∑
i

x2i − (ct)2 (2.2)
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を不変に保つ線形変換

x′µ =
∑
ν

aµνxν (2.3)

として定義される．ここで，aµν はローレンツ変換の変換係数であり，ローレンツ変換の定義

∑
µ

x′2µ =
∑
µ

∑
ν

∑
λ

aµνxνaµλxλ =
∑
ν

∑
λ

(∑
µ

aµνaµλ

)
xνxλ

=
∑
ν

x2ν

(2.4)

より ∑
µ

aµνaµλ = δνλ (2.5)

が得られ，aµν の逆変換を (a−1)µν と表すと

(a−1)µν = aνµ (2.6)

が満たされることも分かる．よって，x′µ から xµ への変換は

xµ =
∑
ν

aνµx
′
ν (2.7)

と表される．

4次元空間におけるスカラー ϕ，ベクトル Aµ，2階のテンソル Tµν とは，xから x′ へのロー

レンツ変換のもとでそれぞれ次のように変換される量として定義される．

ϕ′ = ϕ, A′
µ =

∑
ν

aµνAν , T ′
µν =

∑
λ

∑
σ

aµλaνσTλσ. (2.8)

よって

∂ϕ

∂x′µ
=
∑
ν

∂xν
∂x′µ

∂ϕ

∂xν
=
∑
ν

aµν
∂ϕ

∂xν
(2.9)

より，偏微分 ∂ϕ/∂xµ はベクトルであり∑
µ

A′
µB

′
µ =

∑
µ

∑
ν

∑
λ

aµνAνaµλBλ =
∑
ν

∑
λ

δνλAνBλ =
∑
ν

AνBν (2.10)

より，ベクトルの内積 A · B =
∑
µ

AµBµ はスカラーである．ここで，4 次元ベクトル Aµ と

Bµ の内積を A ·B で表した．
ローレンツ変換は，(I) 特殊相対性原理: 電磁気学を含む古典物理学の基本法則は全ての慣性

系において同じ形で表される (これを，方程式が相対論的に共変であるという)，(II) 光速度不
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変の原理: 光の速さはどの慣性系でも同じである，という特殊相対性理論の 2つの要請を満た

すために導入された 4次元空間における座標変換である．実際，真空中における波動方程式(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
Aµ =

∑
ν

∂2Aµ

∂x2ν
= 0 (2.11)

は，
∑
ν

∂2Aµ/∂x
2
ν がベクトルであることにより相対論的に共変な形で表される．

2.1.2 電磁場中の電子のハミルトニアン

古典力学において，ベクトルポテンシャル A(r)とスカラーポテンシャル A0(r) で表される

電磁場中のスピンをもたない荷電粒子 (電荷 q，質量m)のハミルトニアンは，一般化座標 rと

一般化運動量 pを用いて次のように与えられる．

H(r,p) =
1

2m

(
p− q

c
A(r)

)2
+ qA0(r). (2.12)

ここで，r は通常の空間座標と一致しているが，p は通常の粒子の運動量とは一致しない．い

ま，rと pの各成分を正準交換関係

[x̂i, p̂j ] = i~δij (2.13)

を満たすエルミート作用素

x̂i = xi, p̂i = −i~ ∂

∂xi
(2.14)

に置き換える．式 (2.14)を用いると，式 (2.15)の H(r,p)に対応する作用素 Ĥ は

Ĥ = H(r̂, p̂) =
1

2m

(
−i~∇− q

c
A(r)

)2
+ qA0(r) (2.15)

のようなエルミート作用素となる．これが，非相対論的な量子力学におけるハミルトニアンで

ある．これより，シュレディンガー方程式は次のようになる．[
1

2m

(
−i~∇− q

c
A(r)

)2
+ qA0(r)

]
ψ(r) = i~

∂

∂t
ψ(r). (2.16)

いま，A(r)と A0(r)から 4次元ベクトル

Aµ = (A, iA0) (2.17)

を作ると，式 (2.16)は電磁場が存在しない場合のシュレディンガー方程式において次の置き換

えを行うことにより得られる．

−i~ ∂

∂xµ
→ −i~ ∂

∂xµ
− e

c
Aµ. (2.18)
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しかしながら荷電粒子がスピンをもつ場合，例えば電子 (電荷 e = −|e| < 0) の場合には，磁

場 B(r) = ∇ × A(r) と電子のスピンによる磁気モーメントの相互作用を考慮するために，

式 (2.15)のハミルトニアンに

Ĥs = − e~
2mc

σ̂ ·B(r) (2.19)

をつけ加える必要がある．ここで，σ̂はパウリ行列 (式 (A.13))である．電子と電磁場の相互作

用を考慮したハミルトニアンを式 (2.18)の置き換えのみで求められるようにするためには，電

磁場が存在しないときの運動エネルギーに対応する作用素

1

2m
p̂2 (2.20)

を次のような作用素で置き換えておけばよい．

1

2m
(σ̂ · p̂)(σ̂ · p̂). (2.21)

この置き換えは電磁場が存在しない場合には計算結果に何の影響も及ぼさないが，電磁場が存

在する場合には次のような違いが現れ，電磁場中の電子のハミルトニアンが得られる．

1

2m

[
σ̂ ·
(
p̂− e

c
A(r)

)] [
σ̂ ·
(
p̂− e

c
A(r)

)]
=

1

2m

(
p̂− e

c
A(r)

)2
− ie

2mc
σ̂ · (p̂×A(r) +A(r)× p̂)

=
1

2m

(
p̂− e

c
A(r)

)2
− e~

2mc
σ̂ ·B(r).

(2.22)

ここで

(p̂×A(r))ψ(r) = −i~∇×A(r)ψ(r)

= −i~ [(∇×A(r))ψ(r) + (∇ψ(r))×A(r)] ,

(A(r)× p̂)ψ(r) = i~(∇ψ(r))×A(r)

(2.23)

より

p̂×A(r) +A(r)× p̂ = −i~(∇×A(r)) = −i~B(r) (2.24)

となることを用いた．

2.1.3 ディラック方程式の導出

電子の相対論的な波動方程式を導くために，特殊相対性理論におけるエネルギー E と運動量

の関係式

E2 = c2p2 + (mc2)2 (2.25)
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を用いる．この式を (
E

c
+ |p|

)(
E

c
− |p|

)
= (mc)2 (2.26)

と変形し，p̂とエネルギー作用素

Ê = i~
∂

∂t
= ic~

∂

∂x0
(2.27)

を用いた置き換え

E → Ê, p → σ̂ · p̂ (2.28)

を適用すると (
i~

∂

∂x0
+ σ̂ · i~∇

)(
i~

∂

∂x0
− σ̂ · i~∇

)
= (mc)2 (2.29)

となる．これを 2成分の波動関数 ϕL(x)に作用させると，次のような 2階の偏微分方程式が得

られる． (
i~

∂

∂x0
+ σ̂ · i~∇

)(
i~

∂

∂x0
− σ̂ · i~∇

)
ϕL(x) = (mc)2ϕL(x). (2.30)

ここで，波動関数の変数 x は (x1, x2, x3, x4) = (r, ict) を表すものとする．2 成分の波動関数

ϕR(x)を

ϕR(x) =
i~
mc

(
∂

∂x0
− σ̂ · ∇

)
ϕL(x) (2.31)

と定義すると，式 (2.30)は次の 2つの 1階偏微分方程式の組み合わせと等価になる．

i~
(
σ̂ · ∇ − ∂

∂x0

)
ϕL(x) = −mcϕR(x),

−i~
(
σ̂ · ∇+

∂

∂x0

)
ϕR(x) = −mcϕL(x).

(2.32)

ここで，ψA(x)と ψB(x)を

ψA(x) = ϕR(x) + ϕL(x), ψB(x) = ϕR(x)− ϕL(x) (2.33)

と定義し，式 (2.32)の 2式の和と差をとると

−i~
(
σ̂ · ∇ψB(x) +

∂

∂x0
ψA(x)

)
= −mcψA(x),

i~
(
σ̂ · ∇ψA(x) +

∂

∂x0
ψB(x)

)
= −mcψB(x)

(2.34)
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が得られる．式 (2.34)を簡潔に書き直すために，4成分の波動関数 ψ(x)と 4 × 4の行列で表

される 4つの作用素 γ̂µ(ガンマ行列)を次のように定義する．

ψ(x) =

(
ψA(x)
ψB(x)

)
=


ψ1(x)
ψ2(x)
ψ3(x)
ψ4(x)

 , (2.35)

γ̂k =

(
0 −iσ̂k
iσ̂k 0

)
, γ̂4 =

(
I2 0
0 −I2

)
. (2.36)

ここで，I2 は 2× 2の単位行列である．パウリ行列の性質により，ガンマ行列 γ̂µ は次のような

反交換関係

{γ̂µ, γ̂ν} = γ̂µγ̂ν + γ̂ν γ̂µ = 2δµν (2.37)

を満たす対角和 0のエルミート作用素である (†はエルミート共役を表す)．

γ̂†µ = γ̂µ. (2.38)

ψ(x)と γ̂µ を用いると，式 (2.34)は次のように書き換えられる．(∑
µ

γ̂µ
∂

∂xµ
+
mc

~

)
ψ(x) = 0. (2.39)

これが，電磁場が存在しない場合の電子の振舞いを記述するディラック方程式である．相対論

的な波動方程式であるためには，方程式が相対論的に共変であること，波動関数を用いて確率流

密度と確率密度を適当に定義した場合にそれらが連続の式を満たすこと，その連続の式が相対

論的に共変であること，確率密度が常に 0以上の値をとること，確率密度の全空間での積分が

定数になることなどが必要となるが，ディラック方程式はこれらを全て満たしている (付録 B)．

いま，γ̂µ により定義される作用素 α̂ = (α̂1, α̂2, α̂3)と β̂ を

α̂k = iγ̂4γ̂k =

(
0 σ̂k
σ̂k 0

)
, β̂ = γ̂4 (2.40)

と定義し，式 (2.39)に γ̂4 を作用させて変形すると，ディラック方程式はハミルトニアン Ĥ を

用いた形式で次のように書くことができる．

Ĥψ(r, t) = i~
∂

∂t
ψ(r, t), Ĥ = −ic~α̂ · ∇+mc2β̂ = cα̂ · p̂+mc2β̂. (2.41)

式 (2.41)のハミルトニアンは，式 (2.25)の E に対応している．また，式 (2.37)より α̂と β̂

は次のような反交換関係を満たす対角和 0のエルミート作用素である．

{α̂i, α̂j} = 2δij , {α̂i, β̂} = 0, β̂2 = I4. (2.42)
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ここで，I4 は 4× 4の単位行列である．電磁場中の電子に関するディラック方程式は，シュレ

ディンガー方程式の場合と同様に，式 (2.39)や式 (2.41)に式 (2.18)の置き換えを施すことに

よって得られる．

2.2 一様磁場が存在する場合のディラック方程式の解

本節では，式 (2.18)の置き換えを施したディラック方程式を解くことにより，一様磁場中に

おける電子のエネルギー固有値とエネルギー固有状態を求める．

2.2.1 1次元調和振動子

一様磁場が存在する場合のディラック方程式を解くための準備として，1 次元調和振動子の

エネルギー固有値とエネルギー固有状態を求める．

古典論において 1次元調和振動子のハミルトニアンは，一般化座標 q と一般化運動量 pを用

いて次のように与えられる．

H(q, p) =
1

2m
p2 +

mω2

2
q2. (2.43)

ここで，mと ω はそれぞれ粒子の質量と振動数である．q と pを正準交換関係

[q̂, p̂] = i~ (2.44)

を満たすエルミート作用素 q̂と p̂に置き換えると，式 (2.43)のH(q, p)に対応する作用素 Ĥ(以

下，単にハミルトニアン)は

Ĥ = H(q̂, p̂) =
1

2m
p̂2 +

mω2

2
q̂2 (2.45)

と与えられる．いま q̂ と p̂を，式 (2.44)を満たすように

q̂ = q, p̂ = −i~ d
dq

(2.46)

とおくと，1次元調和振動子のエネルギー固有値 E とエネルギー固有状態 φ(q)に対して成り立

つ固有値方程式

Ĥφ(q) = Eφ(q) (2.47)

は [
d2

dq2
−
(mω

~

)2
q2
]
φ(q) = −2mE

~2
φ(q) (2.48)
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という微分方程式に書き換えることができる．式 (2.48)を直接解くのは非常に難しいため，こ

こでは生成消滅作用素を用いて E と φ(q)を求める方法を示す．

まず，作用素 âを

â =

√
mω

2~
q̂ +

i√
2m~ω

p̂ (2.49)

と定義する．âとそのエルミート共役 â† の間には，交換関係

[â, â†] = 1 (2.50)

が成り立つ．âと â† を用いて，q̂ と p̂を

q̂ =

√
~

2mω
(â+ â†), p̂ = −i

√
m~ω
2

(â− â†) (2.51)

と表し，これを式 (2.45)に代入すると，Ĥ は

Ĥ =
~ω
2

(
ââ† + â†â

)
(2.52)

と書ける．よって，作用素 n̂を

n̂ = â†â (2.53)

と定義すると，Ĥ は

Ĥ = ~ω
(
n̂+

1

2

)
(2.54)

と書ける．

n̂† = (â†â)† = n̂より，n̂はエルミート作用素である．よって，n̂の固有値 nは実数であり，

その固有ベクトルを |n⟩とすると

n̂ |n⟩ = n |n⟩ (2.55)

が成り立つ．式 (2.55)より

n = ⟨n n̂ n⟩ =
⟨
n â†â n

⟩
= ∥â |n⟩ ∥2 ≥ 0 (2.56)

となり，固有値 nが 0以上の実数であることが分かる．また，式 (2.50)より，n̂と â，â† の交

換関係は次のようになる．

[n̂, â] = −[â, â†]â = −â, [n̂, â†] = â†[â, â†] = â†. (2.57)

式 (2.57)の右から |n⟩を作用させると，次の式が得られる．

n̂(â |n⟩) = (n− 1)(â |n⟩), n̂(â† |n⟩) = (n+ 1)(â† |n⟩). (2.58)
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これらより，â |n⟩と â† |n⟩はそれぞれ

â |n⟩ = an |n− 1⟩ , (2.59)

â† |n⟩ = a′n |n+ 1⟩ (2.60)

と書ける．ここで，an と a′n は規格化のための定数 (複素数)である．このように âと â† は量

子数 nを 1だけ増減させて |n⟩を |n− 1⟩と |n+ 1⟩に変化させる作用素であるため，それぞれ
消滅作用素，生成作用素と呼ばれる．式 (2.59) を式 (2.56) に代入すると n = |an|2 となるた
め，an =

√
nとおけば

â |n⟩ =
√
n |n− 1⟩ (2.61)

が得られる．また，式 (2.60) より a′n =
⟨
n+ 1 â† n

⟩
であるため，式 (2.61) を用いると

a′n =
√
n+ 1となり

â† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩ (2.62)

が得られる．式 (2.61)より，nが整数ではないと仮定すると，âを |n⟩に作用させ続けた場合に
は n < 0となるような状態 |n⟩が生じることになり，式 (2.56)と矛盾する．nが整数の場合，

âを |n⟩に作用させて â |1⟩ = |0⟩とし，もう一度 âを作用させると，
√
0 = 0より

â |0⟩ = 0 (2.63)

となり，n < 0となるような状態は生じない．このため，nは 0以上の整数である．よって，エ

ネルギー固有値を En とすると

Ĥ |n⟩ = ~ω
(
n+

1

2

)
|n⟩ (2.64)

より

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · · (2.65)

であり，エネルギー固有状態は |n⟩である．
次に，エネルギー固有状態 |n⟩の座標表示 (波動関数)φn(q) ≡ ⟨q n⟩を求める．ここで，|q⟩
は q̂ の固有状態を表す．式 (2.63)に p̂ = −i~d/dq を代入して座標表示すると(

d

dq
+
mω

~
q

)
φ0(q) = 0 (2.66)

が得られる．これより，φ0(q)は

φ0(q) = c0e
−mω

2~ q2 (2.67)
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と書ける (c0 は規格化定数)．|φ0(q)|2 を積分すると∫ ∞

−∞
dq|φ0(q)|2 = |c0|2

∫ ∞

−∞
dqe−

mω
~ q2 = |c0|2

√
π~
mω

= 1 (2.68)

となるため，c0 = (mω/π~) 1
4 とおけばよい．ここで，ガウスの積分公式∫ ∞

−∞
dqe−aq2 =

√
π

a
(2.69)

を用いた (aは任意の実数)．よって，規格化された φ0(q)は次のようになる．

φ0(q) =
(mω
π~

) 1
4

e−
mω
2~ q2 . (2.70)

次に，式 (2.62)を用いて得られる式

|n⟩ = 1√
n
â† |n− 1⟩ = · · · = 1√

n!

(
â†
)n |0⟩ (2.71)

を座標表示して変形すると，φn(q)は φ0(q)を用いて次のように表される．

φn(q) =
1√
n!

(√
mω

2~
q −

√
~

2mω

d

dq

)n

φ0(q). (2.72)

ここで，
√
mω/~q = Qとおき，式 (2.70)を用いると

φn(Q) =
1√
2nn!

(
Q− d

dQ

)n

φ0(Q) =
1√
2nn!

(mω
π~

) 1
4

(
Q− d

dQ

)n

e−
Q2

2 (2.73)

が得られる．いま，任意の関数 f(Q)に対して(
Q− d

dQ

)
f(Q) = −e

Q2

2
d

dQ

(
e−

Q2

2 f(Q)

)
(2.74)

が成り立つことを用いると，数学的帰納法により次の式が導かれる．(
Q− d

dQ

)n

f(Q) = (−1)ne
Q2

2
dn

dQn

(
e−

Q2

2 f(Q)

)
. (2.75)

これを用いると，φn(q)は

φn(q) =
1√
2nn!

(mω
π~

) 1
4

e−
Q2

2 (−1)neQ
2 dne−Q2

dQn

=
1√
2nn!

(mω
π~

) 1
4

e−
mω
2~ q2Hn

(√
mω

~
q

) (2.76)
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と求められる．ここで，Hn(Q)は

Hn(Q) = (−1)neQ
2 dne−Q2

dQn
(2.77)

であり，エルミート多項式という．式 (2.76)は，q = 0を中心に振動する (q = 0でポテンシャ

ルエネルギーが 0になる) 調和振動子のエネルギー固有関数であるが，q = q0 を中心に振動す

る調和振動子のエネルギー固有関数は，式 (2.76)で q を q− q0 で置き換えることにより得られ

る．また，エネルギー固有値は振動の中心を移動させても変化しない．本小節における議論は

文献 [22]を参考にした．

2.2.2 一様磁場中における電子のエネルギー固有値とエネルギー固有状態

ディラック方程式と 1次元調和振動子の解を用いて，一様磁場中における電子のエネルギー

固有値 E とエネルギー固有状態 ψ(r, t)を求める．

ハミルトニアン Ĥ を用いて表されたディラック方程式 (2.41)に式 (2.18)の置き換えを適用

すると

Ĥψ(r, t) = i~
∂

∂t
ψ(r, t), Ĥ = cα̂ ·

(
p̂− e

c
A(r)

)
+mc2β̂ + eA0(r) (2.78)

となる．ここで，A(r)と A0(r)を

A(r) = (−By, 0, 0), A0(r) = 0 (2.79)

とおくと，z 軸方向の一様磁場

B(r) = ∇×A(r) = (0, 0, B) (2.80)

が存在する場合のハミルトニアン

Ĥ = c
{
α̂x

(
p̂x +

e

c
By
)
+ α̂yp̂y + α̂z p̂z

}
+mc2β̂ (2.81)

が得られる．いま

Ĥψ(r, t) = Eψ(r, t) (2.82)

を式 (2.78)の第 1式に代入すると

∂

∂t
ψ(r, t) =

E

i~
ψ(r, t) (2.83)

となるため

ψ(r, t) = ψ(r, 0)e−iEt
~ (2.84)
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と書ける．よって，t = 0におけるエネルギー固有状態 ψ(r, 0)を計算すれば任意の時刻 tにお

ける ψ(r, t)が求められる．これを再び式 (2.82)に代入すると，固有値方程式

Ĥψ(r, 0) =
[
c
{
α̂x

(
p̂x +

e

c
By
)
+ α̂yp̂y + α̂z p̂z

}
+mc2β̂

]
ψ(r, 0) = Eψ(r, 0) (2.85)

が得られる．ここで，交換関係 [x̂i, p̂j ] = i~δij，[p̂i, p̂j ] = 0より

[Ĥ, p̂x] = [Ĥ, p̂z] = 0, [Ĥ, p̂y] ̸= 0 (2.86)

となるため，ψ(r, 0)は Ĥ，p̂x，p̂z の同時固有状態である．よって

p̂xψ(r, 0) = −i~ ∂

∂x
ψ(r, 0) = pxψ(r, 0), (2.87)

p̂zψ(r, 0) = −i~ ∂
∂z
ψ(r, 0) = pzψ(r, 0) (2.88)

が成り立ち

ψ(r, 0) = ϕ(y)ei
pxx+pzz

~ (2.89)

と書けるため，ψ(r, t)は

ψ(r, t) = ϕ(y)ei
pxx+pzz−Et

~ (2.90)

となる．式 (2.190)を式 (2.85)に代入すると次の式が得られる．[
c

{
α̂x

(
px +

eB

c
y

)
− α̂yi~

d

dy
+ α̂zpz

}
+mc2β̂

]
ϕ(y) = Eϕ(y). (2.91)

ここで

ϕ(y) =

(
ϕ1(y)
ϕ2(y)

)
(2.92)

のように ϕ(y)を 2つの 2成分スピノール ϕ1(y)と ϕ2(y)で表し，式 (2.91)に代入すると

ϕ1(y) =
c
{
σ̂x
(
px + eB

c y
)
− σ̂yi~ d

dy + σ̂zpz

}
E −mc2

ϕ2(y),

ϕ2(y) =
c
{
σ̂x
(
px + eB

c y
)
− σ̂yi~ d

dy + σ̂zpz

}
E +mc2

ϕ1(y)

(2.93)
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が得られる．まず ϕ1(y)を求める．式 (2.93)の第 2式を第 1式に代入すると[
E2 − (mc2)2

]
ϕ1(y)

= c2
[
σ̂x

(
px +

eB

c
y

)
− σ̂yi~

d

dy
+ σ̂zpz

] [
σ̂x

(
px +

eB

c
y

)
− σ̂yi~

d

dy
+ σ̂zpz

]
ϕ1(y)

= c2

[
σ̂2
x

(
px +

eB

c
y

)2

− σ̂2
y~2

d2

dy2
+ σ̂2

zp
2
z − {σ̂x, σ̂y}i~

(
px +

eB

c
y

)
d

dy

+ {σ̂x, σ̂z}pz
(
px +

eB

c
y

)
− {σ̂y, σ̂z}i~pz

d

dy
− i~σ̂yσ̂x

eB

c

]
ϕ1(y)

(2.94)

となる．ここで

d

dy

(
px +

eB

c
y

)
ϕ1(y) =

[
eB

c
+

(
px +

eB

c
y

)
d

dy

]
ϕ1(y) (2.95)

となることを用いた．パウリ行列の性質 (式 (A.16))を用いると

σ̂2
x = σ̂2

y = σ̂2
z = I2, {σ̂x, σ̂y} = 0, {σ̂y, σ̂z} = 0, {σ̂z, σ̂x} = 0, σ̂yσ̂x = −iσ̂z(2.96)

より

c2
[(
px +

e

c
By
)2

− ~2
d2

dy2
+ p2z −

e~B
c
σ̂z

]
ϕ1(y) =

[
E2 − (mc2)2

]
ϕ1(y) (2.97)

が得られる．ここで

K̂ = c2
[(
px +

e

c
By
)2

− ~2
d2

dy2
+ p2z −

e~B
c
σ̂z

]
(2.98)

とおくと，K̂ は

K̂ = F̂ + Ĝ

F̂ = F

(
y,

d2

dy2

)
= c2

[(
px +

e

c
By
)2

− ~2
d2

dy2
+ p2z

]
, Ĝ = G(σ̂z) = −e~cBσ̂z

(2.99)

のように y と y による微分を含む作用素 F̂ と，σ̂z を含む作用素 Ĝの和で表され

[K̂, F̂ ] = [K̂, Ĝ] = 0 (2.100)

が成り立つ．よって，ϕ1(y)を

ϕ1(y) = φ1(y)χs (2.101)

のように y の関数 φ1(y) と 2 成分スピノール χs に変数分離すると，付録 A.3 の方法により

式 (2.97)を次の 2つの固有値方程式に帰着させることができる．

F̂φ1(y) = c2
[(
px +

e

c
By
)2

− ~2
d2

dy2
+ p2z

]
φ1(y) = Krφ1(y), (2.102)
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Ĝχs = −e~cBσ̂zχs = Ksχs. (2.103)

ここで，Kr とKs は実数であり，次の式を満たす．

E2 = Kr +Ks + (mc2)2. (2.104)

まず，式 (2.103)について考える．σ̂z の 2つの固有状態を |+⟩，|−⟩とすると

σ̂z |±⟩ = ± |±⟩ , (以下，複合同順) (2.105)

であるため，χs とKs は次のように与えられる．

χs = |±⟩ , Ks = ∓e~cB = ±|e|~cB. (2.106)

次に，式 (2.102)について考える．式 (2.102)は次のような形に変形することができる．[
d2

dy2
−
(
|e|B
~c

)2(
y − cpx

|e|B

)2
]
φ1(y) =

(cpz)
2 −Kr

(c~)2
φ1(y). (2.107)

これは，1次元調和振動子の固有値方程式 (2.48)において ω と E を

ω =
|e|B
mc

, E = − ~2

2m

(cpz)
2 −Kr

(c~)2
(2.108)

と置き換え，振動の中心 y0 を

y0 =
cpx
|e|B

(2.109)

に移動させたものである．よって，式 (2.65)と式 (2.76)を用いることにより，Kr と φ1(y) =

φ1n(y)が得られる．

Kr = c2
[
p2z +

|e|~B
c

(2n+ 1)

]
,

φ1n(y) =
1√
2nn!

(
|e|B
π~c

) 1
4

e−
|e|B
2~c (y−y0)

2

Hn

(√
|e|B
~c

(y − y0)

)
, n = 0, 1, 2, · · · .

(2.110)

よって，式 (2.104)に式 (2.106)と式 (2.110)で与えられる Ks と Kr を代入することにより，

エネルギー固有値 E = Enσ は

Enσ = ±c
√
p2z + (mc)2 +

|e|~B
c

(2n+ 1 + σ), n = 0, 1, 2, · · · , σ = ±1 (2.111)

となる．ここで，σ = ±1 は σ̂z の固有状態を区別するための量子数である．また，ϕ1(y) =

ϕ1nσ(y)は規格化定数 Nn を用いて

ϕ1nσ(y) = Nne
− |e|B

2~c (y−y0)
2

Hn

(√
|e|B
~c

(y − y0)

)
|σ⟩ ,

n = 0, 1, 2, · · · , σ = ±1

(2.112)
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と表される．ϕ2(y) = ϕ2nσ(y)は式 (2.93)に ϕ1nσ(y) を代入することで得られるため，エネル

ギー固有状態 ψ(r, t)は式 (2.90)により求められる．

2.3 ハイゼンベルグ-オイラーラグランジアン

本節では，シュインガー極限よりも十分強度が低い一様電磁場が真空中に存在する場合のラ

グランジアン密度を導出する．まず，前節で得られた一様磁場中における電子のエネルギー固

有値を用いて，一様磁場のみが存在する場合のラグランジアン密度を求める．次に，このラグ

ランジアン密度が相対論的に不変であることを利用して，互いに平行な一様電場と一様磁場が

存在する場合のラグランジアン密度を導出する．得られるラグランジアン密度は電磁場のロー

レンツ不変量を用いて表すことができるため，対生成を引き起こさない任意の一様電磁場に対

して成り立つ．

2.3.1 電磁場中における真空のエネルギーとラグランジアン密度の関係

電磁場が存在する場合の真空の全エネルギー E0 は，電磁場中においてエネルギー固有状態

にある電子の負のエネルギー固有値を全て足し合わせることにより求められる．

E0 =
∑
n

E(−)
n . (2.113)

ここで，nはエネルギー固有値に関する量子数であり，E(−)
n は負のエネルギー固有値を表す．

また，E0 中には電磁場自身のエネルギーは含まれていない．一方，エネルギー固有値 E
(−)
n に

対する固有状態を ψ
(−)
n (r, t)とすると，スカラーポテンシャル A0(r)のために真空は期待値

⟨U0⟩ =
∑
n

∫ ∞

−∞
d3rψ(−)†

n (r, t)eA0(r)ψ
(−)
n (r, t) (2.114)

のポテンシャルエネルギーをもつ．これは真空の全電荷が 0であることに矛盾するため，E0 か

ら ⟨U0⟩を差し引いたものを真空のエネルギーW0 と定義し直す．

W0 = E0 − ⟨U0⟩ . (2.115)

次に，E0 を用いて ⟨U0⟩を表す．パラメータ λを含むハミルトニアンを Ĥ(λ)とし，その固

有値と規格化された固有状態を量子数 nを用いてそれぞれ En(λ)，ψn(r, t, λ)と書く．このと

き，固有値方程式

Ĥ(λ)ψn(r, t, λ) = En(λ)ψn(r, t, λ) (2.116)
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が成り立ち，両辺を λで微分すると

dĤ(λ)

dλ
ψn(r, t, λ) + Ĥ(λ)

∂ψn(r, t, λ)

∂λ
=
dEn(λ)

dλ
ψn(r, t, λ)

+ En(λ)
∂ψn(r, t, λ)

∂λ

(2.117)

となる．ここで，両辺に ψ†
n(r, t, λ)をかけて全空間で積分すると

dEn(λ)

dλ
=

∫ ∞

−∞
d3rψ†

n(r, t, λ)
dĤ(λ)

dλ
ψn(r, t, λ)

+

∫ ∞

−∞
d3rψ†

n(r, t, λ)
(
Ĥ(λ)− En(λ)

) ∂ψn(r, t, λ)

∂λ

=

∫ ∞

−∞
d3rψ†

n(r, t, λ)
dĤ(λ)

dλ
ψn(r, t, λ)

(2.118)

が得られる．いま，A0(r)により得られる電場 Eが空間的に一様であるとすると，A0(r)は

A0(r) = −E · r (2.119)

と書ける．よって，Eを λと同様にパラメータとして扱うと

∂E0(E)

∂Ei
=
∑
n

∫ ∞

−∞
d3rψ(−)†

n (r, t,E)
∂Ĥ(E)

∂Ei
ψ(−)
n (r, t,E)

=
∑
n

∫ ∞

−∞
d3rψ(−)†

n (r, t,E)
∂eA0(r)

∂Ei
ψ(−)
n (r, t,E)

=
∑
n

∫ ∞

−∞
d3rψ(−)†

n (r, t,E)(−exi)ψ(−)
n (r, t,E)

(2.120)

が得られ，これにより E0 と ⟨U0⟩の間に次の関係式が成り立つ．∑
i

Ei
∂E0(E)

∂Ei
= E ·

∑
n

∫ ∞

−∞
d3rψ(−)†

n (r, t,E)(−er)ψ(−)
n (r, t,E)

=
∑
n

∫ ∞

−∞
d3rψ(−)†

n (r, t,E)(−eE · r)ψ(−)
n (r, t,E)

=
∑
n

∫ ∞

−∞
d3rψ(−)†

n (r, t)eA0(r)ψ
(−)
n (r, t)

= ⟨U0⟩ .

(2.121)

よって，W0 は

W0 = E0 −
∑
i

Ei
∂E0

∂Ei
(2.122)
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となり，真空のエネルギー密度 w0 は E0 のエネルギー密度を E0 として次のように書くことが
できる．

w0 = E0 −
∑
i

Ei
∂E0
∂Ei

. (2.123)

式 (C.42)より，系の状態を記述する独立変数としてベクトルポテンシャルとスカラーポテン

シャルを合わせた 4次元ベクトル Aµ(r, t) = (A(r, t), iA0(r, t)) とその微分をとると，ラグラ

ンジアン密度 Lとハミルトニアン密度Hの間には

H =
∑
µ

Ȧµ

∂L
(
Aµ,

∂Aµ

∂xi
, Ȧµ

)
∂Ȧµ

− L
(
Aµ,

∂Aµ

∂xi
, Ȧµ

)
(2.124)

の関係が成り立つ．電場 E(r, t)と磁場 B(r, t)がA(r, t)と A0(r, t)を用いて

E(r, t) = −1

c

∂A(r, t)

∂t
−∇A0(r, t), B(r, t) = ∇×A(r, t) (2.125)

と書けることを用いると，古典的な真空中におけるラグランジアン密度 Lcl は

Lcl =
1

8π

(
E2(r, t)−B2(r, t)

)
=

1

8π

[(
1

c

∂A(r, t)

∂t
+∇A0(r, t)

)2

− (∇×A(r, t))2

]
(2.126)

のように Aµ(r, t)とその微分で表される．このラグランジアン密度を式 (2.124)に代入すると，

∂Lcl/∂Ȧ0 = 0と ∂Lcl/∂Ȧi = −Ei/4πcより，ハミルトニアン密度は

Hcl =
∑
i

Ȧi
∂Lcl

∂Ȧi

− Lcl

=
1

4π
(E(r, t) +∇A0(r, t)) ·E(r, t)− 1

8π

(
E2(r, t)−B2(r, t)

)
=

1

8π

(
E2(r, t) +B2(r, t)

)
+

1

4π
E(r, t) · ∇A0(r, t)

= wcl +
1

4π
E(r, t) · ∇A0(r, t)

(2.127)

となる．ここで，wcl は

wcl =
1

8π

(
E2(r, t) +B2(r, t)

)
(2.128)

であり，古典的な真空中における電磁場のエネルギー密度を表す．

∂Lcl

∂Ȧi

= −1

c

∂Lcl

∂Ei
(2.129)
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を用いると，wcl は

wcl = Hcl −
1

4π
E(r, t) · ∇A0(r, t) =

∑
i

Ei
∂Lcl

∂Ei
− Lcl (2.130)

と表される．よって，系の状態を記述する変数として電磁場やベクトルポテンシャル，スカラー

ポテンシャルを用いることができる場合，一般にエネルギー密度 w はラグランジアン密度を用

いて

w =
∑
i

Ei
∂L
∂Ei

− L (2.131)

と書ける．いま，真空中における電磁場のラグランジアン密度 Lを

L = Lcl + L′ (2.132)

のように Lcl と量子力学的な補正項 L′ の和で表すと，エネルギー密度 w は

w =
∑
i

Ei
∂Lcl

∂Ei
− Lcl +

∑
i

Ei
∂L′

∂Ei
− L′

= wcl +
∑
i

Ei
∂L′

∂Ei
− L′

(2.133)

となる．ここで，電磁場のみが存在する系全体のエネルギーが，真空のエネルギーと電磁場の

エネルギーの和で表されることを考慮すると

w = w0 + wcl (2.134)

が成り立つため，w0 は

w0 =
∑
i

Ei
∂L′

∂Ei
− L′ (2.135)

と表される．よって，式 (2.123)と式 (2.135)から L′ は

L′ = −E0 (2.136)

と書ける．よって，電磁場中における電子の負のエネルギー固有値の和を計算することで，真

空中における電磁場のラグランジアン密度が求められる．以下では，空間的にも時間的にも一

様な電磁場中におけるラグランジアン密度を，粒子対が生成されない，つまり

|E| ≪ Esch =
m2c3

|e|~
(2.137)

という条件の下で求める．
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2.3.2 一様磁場が存在する場合のラグランジアン密度

まず，一様磁場のみが存在する場合について考える．式 (2.111) より，z 方向の一様磁場

B = (0, 0, B)中における電子の負のエネルギー固有値 E
(−)
nσ は

E(−)
nσ = −c

√
p2z + (mc)2 +

|e|~B
c

(2n+ 1 + σ), n = 0, 1, 2, · · · , σ = ±1 (2.138)

と与えられる．ここで，エネルギー固有状態は Ĥ，p̂x，p̂z，σ̂z の同時固有状態であるため，エ

ネルギー固有値 E
(−)
nσ をもつ全ての状態のエネルギーの和は，p̂x と p̂z の固有値 px と pz につ

いて足し合わせた ∑
px

∑
pz

E(−)
nσ (2.139)

で与えられる．ここでは px と pz についての和を表すために
∑
を用いたが，実際には px と pz

は連続的な固有値なので積分で表される．いま，電子が体積 V の直方体中に閉じ込められてい

ると仮定すると，周期的境界条件より p̂x と p̂z の固有値が px ∼ px +∆px，pz ∼ pz +∆pz の

値をとるような状態の数は，それぞれ (Lx/2π~)∆px と (Lz/2π~)∆pz で与えられる．ここで，
Lx と Lz は立方体の xと z 方向の辺の長さである．エネルギー固有状態の導出過程で述べたよ

うに，φ1(y)が満たす固有値方程式は点 y = y0 = cpx/|e|B を中心に振動する 1次元調和振動

子の波動方程式と同じ形になる．よって，電子の y 軸方向の運動は，どのようなエネルギー固

有状態においても常に磁場 B と x軸方向の運動量固有値 px の大きさで決まる振動中心 y = y0

をもつ．よって，y = y0 は必ず直方体中に含まれる点でなければならないため，直方体の頂点

が座標の原点と一致している場合には

0 ≤ y0 ≤ Ly (2.140)

が成り立つ必要がある．これに y0 = cpx/|e|B を代入することで，px に対する条件

0 ≤ px ≤ |e|BLy

c
(2.141)

が得られる．よって，∆px → 0，∆pz → 0としてエネルギー固有値が E
(−)
nσ で与えられる全て

のエネルギー固有状態の数 N を求めると

N =

∫ |e|BLy
c

0

dpx
Lx

2π~

∫ ∞

−∞
dpz

Lz

2π~
=

|e|BV
(2π~)2c

∫ ∞

−∞
dpz (2.142)
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となる．このため，E0 は

E0 =
|e|B

(2π~)2c

∫ ∞

−∞
dpz

∞∑
n=0

∑
σ=±1

E(−)
nσ

= − |e|B
(2π~)2

∫ ∞

−∞
dpz

∞∑
n=0

[√
p2z + (mc)2 +

2|e|~B
c

n

+

√
p2z + (mc)2 +

2|e|~B
c

(n+ 1)

]

= − |e|B
2π2~2

∫ ∞

0

dpz

[√
p2z + (mc)2 + 2

∞∑
n=1

√
p2z + (mc)2 +

2|e|~B
c

n

]
(2.143)

となり，L′ は次のように書ける．

L′ = −E0

=
|e|B
2π2~2

∫ ∞

0

dpz

[√
p2z + (mc)2 + 2

∞∑
n=1

√
p2z + (mc)2 +

2|e|~B
c

n

]
.

(2.144)

式 (2.144)の右辺の積分は発散するため，繰り込みという手法を使ってこれを有限な値をも

つ量に置き換える必要がある．まず，パラメータ λと nの関数

F (n, λ) =

∫ ∞

0

dpz

√
p2z + (mc)2 +

2|e|~B
c

ne−λ

√
p2
z+(mc)2+

2|e|~B
c n (2.145)

を導入し，L′(λ)を

L′(λ) =
|e|B
2π2~2

(
F (0, λ) + 2

∞∑
n=1

F (n, λ)

)
=

|e|B
π2~2

(
1

2
F (0, λ) +

∞∑
n=1

F (n, λ)

)
(2.146)

と定義する．λ → 0で L′(λ)が有限な値をもつ L′ に収束するように関数 F (n, λ)を決定する．

オイラー-マクローリンの積分公式 [23]を F (n, λ)に対して適用すると，次の式が成り立つ．∫ N

0

dnF (n, λ) =
1

2
F (0, λ) +

N−1∑
n=1

F (n, λ) +
1

2
F (N,λ)

−
q∑

k=1

B2k

(2k)!

[
F (2k−1)(N,λ)− F (2k−1)(0, λ)

]
+

1

(2q)!

∫ 1

0

dnB2q(n)
N−1∑
ν=0

F (2q)(n+ ν, λ).

(2.147)

ここで，F (k)(n, λ)は F (n, λ)の nに関する k 階導関数であり，Bk と Bk(s)はそれぞれ

Bk =

[
dk

dxk

(
x

ex − 1

)]
x=0

,
xexs

ex − 1
=

∞∑
k=0

Bk(s)
xk

k!
(2.148)
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で定義されるベルヌーイ数 B0 = 1, B1 = −1/2, B2 = 1/6, B3 = 0, B4 = −1/30, · · · とベル
ヌーイ関数である．式 (2.147)において q → ∞とすると，次の式が得られる．

N−1∑
n=1

F (n, λ) = −1

2
F (0, λ)− 1

2
F (N,λ) +

∫ N

0

dnF (n, λ)

+

∞∑
k=1

B2k

(2k)!

[
F (2k−1)(N,λ)− F (2k−1)(0, λ)

]
.

(2.149)

また，式 (2.145)より

lim
n→∞

F (n, λ) = lim
n→∞

F (k)(n, λ) = 0 (2.150)

であるため，式 (2.149)で N → ∞とすると

∞∑
n=1

F (n, λ) = −1

2
F (0, λ) +

∫ ∞

0

dnF (n, λ)−
∞∑
k=1

B2k

(2k)!
F (2k−1)(0, λ) (2.151)

が得られる．よって，L′(λ)は次のように書ける．

L′(λ) =
|e|B
π2~2

[∫ ∞

0

dnF (n, λ)−
∞∑
k=1

B2k

(2k)!
F (2k−1)(0, λ)

]
. (2.152)

いま，式 (2.145)に

(mc)2 +
2|e|~B
c

n = κ2,

√
p2z + κ2

κ
= u (2.153)

を代入すると

F (n, λ) =

∫ ∞

0

dpz
√
p2z + κ2e−λ

√
p2
z+κ2

= κ2
∫ ∞

1

du
u2√
u2 − 1

e−λκu

=
d2

dλ2

∫ ∞

1

du
1√

u2 − 1
e−λκu =

d2

dλ2
K0(λκ)

(2.154)

と書ける．ここで，K0(x)は第 2種変形ベッセル関数

Kν(x) =

√
π(

ν − 1
2

)
!

(x
2

)ν ∫ ∞

1

dpe−xp(p2 − 1)ν−
1
2 , ν > −1

2
(2.155)

において ν = 0としたものであり，漸化式

Kν−1(x) +Kν+1(x) = −2K ′
ν(x), Kν−1(x)−Kν+1(x) = −2ν

x
Kν(x) (2.156)

と

K−ν(x) = Kν(x) (2.157)
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を満たす [24]．式 (2.156)と式 (2.157)を用いると

K ′
0(x) = −1

2
(K−1(x) +K1(x)) = −K1(x),

K ′
1(x) = −1

2
(K0(x) +K2(x)) = −1

2

[
K2(x)−

2

x
K1(x) +K2(x)

]
=

1

x
K1(x)−K2(x)

(2.158)

が得られるためK ′′
0 (x)は

K ′′
0 (x) = −K ′

1(x) = − 1

x
K1(x) +K2(x) (2.159)

となる．よって，式 (2.159)を式 (2.154)に代入すると，F (n, λ)は v = λκを用いて次のよう

に書ける．

F (n, λ) = κ2
d2

d(λκ)2
K0(λκ) = κ2

d2

dv2
K0(v)

= κ2
[
−1

v
K1(v) +K2(v)

]
= −κ

2

v
(K1(v)− vK2(v))

= − 1

λ2
(
vK1(v)− v2K2(v)

)
.

(2.160)

ここで，nに関する微分を v に関する微分に書き直すと

d

dn
=
dv

dn

d

dv
= λ

|e|~B
cκ

d

dv
= λ2

|e|~B
c

1

v

d

dv
(2.161)

となる．また，漸化式 (2.156)を用いると

1

v

d

dv
(vνKν(v)) =

1

v
(νvν−1Kν(v) + vνK ′

ν(v))

=
1

v

[
−v

ν

2
(Kν−1(v)−Kν+1(v))−

vν

2
(Kν−1(v) +Kν+1(v))

]
= −vν−1Kν−1(v)

(2.162)

となるため (
1

v

d

dv

)m

(vνKν(v)) = (−1)mvν−mKν−m(v) (2.163)

が成り立つ．式 (2.161)と式 (2.163)を用いて式 (2.160)を計算すると(
d

dn

)m

F (n, λ) =

(
λ2

|e|~B
c

)m(
1

v

d

dv

)m

F (n, λ)

= − 1

λ2

(
λ2

|e|~B
c

)m(
1

v

d

dv

)m

(vK1(v)− v2K2(v))

= (−1)m+1 1

λ2

(
λ2

|e|~B
c

)m (
v1−mK1−m(v)− v2−mK2−m(v)

)
(2.164)
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が得られる．よって，式 (2.152)に式 (2.160)と式 (2.164)を代入すると，L′(λ)は次のように

表される．

L′(λ) =
|e|B
π2~2

[
− 1

λ2

∫ ∞

0

dn
(
vK1(v)− v2K2(v)

)
−

∞∑
k=1

B2k

(2k)!
(−1)2k

1

λ2

(
λ2

|e|~B
c

)2k−1 (
v2−2kK2−2k(v)− v3−2kK3−2k(v)

)]

=
|e|B
π2~2

[
− 1

λ2

∫ ∞

mcλ

dv
cv

|e|~Bλ2
v (K1(v)− vK2(v))

−
∞∑
k=1

B2k

(2k)!

1

λ2

(
λ2

|e|~B
c

)2k−1 (
v2−2kK2−2k(v)− v3−2kK3−2k(v)

)]

= − 1

λ4
c

π2~3

∫ ∞

mcλ

dvv2 (K1(v)− vK2(v))

− |e|B
π2~2

∞∑
k=1

B2k

(2k)!

1

λ2

(
λ2

|e|~B
c

)2k−1 [
(λmc)2−2kK2−2k(λmc)

− (λmc)3−2kK3−2k(λmc)
]
.

(2.165)

式 (2.165)において L′(λ)は

L′(λ) = C0(λ) + C2(λ)(|e|B)2 +
∞∑
k=2

C2k(λ)(|e|B)2k (2.166)

のように |e|B のべき級数で表されているが，C0(λ)と C2(λ)は

C0(λ) = − 1

λ4
c

π2~3

∫ ∞

mcλ

dvv2 (K1(v)− vK2(v)) ,

C2(λ) = − B2

2π2~c
(K0(λmc)− λmcK1(λmc))

(2.167)

であり，v → 0でK0(v)とKm(v)がそれぞれ

K0(v) → − ln v, Km(v) → (m− 1)!2m−1v−m (m > 0) (2.168)

となることを用いると，λ→ 0のとき

C0(λ) = O(λ−4) → ∞, C2(λ) →
ln (λmc)

12π2~c
→ −∞ (2.169)

となり，C0(λ)と C2(λ)は発散する．ここで，式 (2.152)を用いて C0(λ)を運動量空間での積

分に書き直すと

C0(λ) =
|e|B
π2~2

∫ ∞

0

dnF (n, λ)

=
|e|B
π2~2

∫ ∞

0

dn

∫ ∞

0

dpz

√
p2z + (mc)2 +

2|e|~B
c

ne−λ

√
p2
z+(mc)2+

2|e|~B
c n.

(2.170)
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ここで，p2⊥ = (2|e|~B/c)nとおくと

C0(λ) =
c

2π2~3

∫ ∞

0

d

(
2|e|~B
c

n

)∫ ∞

0

dpz

√
p2z + (mc)2 +

2|e|~B
c

ne−λ

√
p2
z+(mc)2+

2|e|~B
c n

=
c

2π2~3

∫ ∞

0

dp2⊥

∫ ∞

0

dpz

√
p2z + p2⊥ + (mc)2e−λ

√
p2
z+p2

⊥+(mc)2

=
c

(2π~)3

∫ ∞

0

dp2⊥

∫ 2π

0

dφ

∫ ∞

−∞
dpz

√
p2z + p2⊥ + (mc)2e−λ

√
p2
z+p2

⊥+(mc)2

(2.171)

となり，dp2⊥/dp⊥ = 2p⊥ であることより

C0(λ) =
2c

(2π~)3

∫ ∞

0

p⊥dp⊥

∫ 2π

0

dφ

∫ ∞

−∞
dpz

√
p2z + p2⊥ + (mc)2

× e−λ
√

p2
z+p2

⊥+(mc)2

(2.172)

となる．ここで，px = p⊥ cosφ，py = p⊥ sinφとおくと，
∫ ∞

−∞
dpx

∫ ∞

−∞
dpy =

∫ ∞

0

p⊥dp⊥

∫ 2π

0

dφ

より

C0(λ) =
2

(2π~)3

∫ ∞

−∞
d3p
√

(pc)2 + (mc2)2e−λ
√

p2+(mc)2 (2.173)

が得られる．よって，Ck = lim
λ→0

Ck(λ)とすると，C0 は自由電子の負のエネルギー固有値の和

を全体積で割ったもの，つまり電磁場が存在しない真空のエネルギー密度に等しい．よって，電

磁場が存在しない場合の真空をエネルギーの基準にとって考えると，ラグランジアン密度 Lは

L = Lcl + L′ − C0

= Lcl + C2(|e|B)2 +

∞∑
k=2

C2k(|e|B)2k

= −(1− 8π|e|2C2)
B2

8π
+

∞∑
k=2

C2k(|e|B)2k

(2.174)

と書ける．ここで，式 (2.174)の −B2/8π の係数は 1 − 8π|e|2C2 となっているが，B が十分

小さい場合にはラグランジアン密度は −B2/8π と表されることが実験的に分かっている．よっ

て，いま

eR =
e√

1− 8π|e|2C2

, BR =
e

eR
B =

√
1− 8π|e|2C2B (2.175)

のように eR と BR を定義して式 (2.174)に代入すると，Lは

L = −B
2
R

8π
+

∞∑
k=2

C2k(|eR|BR)
2k = LclR + L′

R (2.176)
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と書くことができ，実験から求められるラグランジアン密度と同じ形になる．ここで用いた eR

と BR は実験的に観測される電荷と磁場の大きさであり，繰り込まれた電荷，磁場という．以

下では，式 (2.176)を単に

L = −B
2

8π
+

∞∑
k=2

C2k(|e|B)2k = Lcl + L′ (2.177)

と書き表すことにする．このように，電荷や場の振幅の大きさなどを実際の観測値と合うよう

に置き換える操作を繰り込みという．繰り込みにより，L′ は

L′ = lim
λ→0

∞∑
k=2

C2k(λ)(|e|B)2k

= − c

π2~3
lim
λ→0

∞∑
k=2

B2k

(2k)!
λ4k−4

(
|e|~B
c

)2k

(λmc)2−2k

× [K2k−2(λmc)− λmcK2k−3(λmc)]

(2.178)

と書ける．ここで，式 (2.157)を用いた．さらに式 (2.168)を用いると

L′ = − c

π2~3
lim
λ→0

∞∑
k=2

B2k

(2k)!
λ4k−4

(
|e|~B
c

)2k

(λmc)2−2k

×
[
(2k − 3)!22k−3(λmc)2−2k − (2k − 4)!22k−4(λmc)4−2k

]
= − c

π2~3
lim
λ→0

∞∑
k=2

B2k

(2k)!
(mc)4−4k

(
|e|~B
c

)2k

×
[
(2k − 3)!22k−3 − (2k − 4)!22k−4(λmc)2

]
= − c

8π2~3
∞∑
k=2

B2k(mc)
4−4k (2k − 3)!

(2k)!

(
2|e|~B
c

)2k

(2.179)

となる．ここで，ガンマ関数 [24]

Γ(x) =

∫ ∞

0

dηe−ηηx−1 = (x− 1)! (2.180)

を用いると，L′ は

L′ = − c

8π2~3
∞∑
k=2

B2k(mc)
4−4kΓ(2k − 2)

(2k)!

(
2|e|~B
c

)2k

= − c

8π2~3
∞∑
k=2

B2k(mc)
4−4k 1

(2k)!

(
2|e|~B
c

)2k ∫ ∞

0

dηe−ηη2k−3

= −m
2c2|e|B
8π2~2

∫ ∞

0

dη
e−η

η2

∞∑
k=2

22kB2k

(2k)!

(
|e|~B
m2c3

η

)2k−1

(2.181)
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と変形することができる．ここで，cothx = 1/ tanhxが

cothx =
1

x
+
x

3
− x3

45
+ · · · = 1

x
+
x

3
+

∞∑
k=2

22kB2k

(2k)!
x2k−1 (2.182)

とテイラー展開されることを用いると，L′ は次のようになる．

L′ = −m
2c2|e|B
8π2~2

∫ ∞

0

dη
e−η

η2

[
coth

(
|e|~B
m2c3

η

)
−
(
m2c3

|e|~Bη

)
− 1

3

(
|e|~B
m2c3

η

)]
=

m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3

[
− B

Bsch
η coth

(
B

Bsch
η

)
+ 1 +

1

3

(
B

Bsch
η

)2
]

=
m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3

[
−bη coth (bη) + 1 +

1

3
(bη)

2

]
.

(2.183)

ここで，Bsch = m2c3/|e|~，b = B/Bsch とおいた．これが一様磁場が存在する場合の補正項

L′ である．

2.3.3 一様電場が存在する場合のラグランジアン密度

次に一様電場のみが存在する場合の補正項 L′ について考える．電磁場の 2乗により得られる

ローレンツ不変量は

F =
1

2
(B2 −E2), G = E ·B (2.184)

であり (F と G のローレンツ不変性については式 (3.11)を参照のこと)，E = 0の場合には

F =
1

2
B2, G = 0, (2.185)

また，B = 0の場合には

F = −1

2
E2 =

1

2
(iE)2, G = 0 (2.186)

となるため，E = (0, 0, E)，B = 0の電磁場のローレンツ不変量と E = 0，B = (0, 0, iE)の

電磁場のローレンツ不変量は等しい．よって，ラグランジアン密度が相対論的に不変であるた

めに L′ がローレンツ不変量 F と G の関数で書かれていることを考慮とすると，E = (0, 0, E)，

B = 0の場合の L′ は式 (2.183)に B = iE を代入して

L′ =
m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3

[
− iE

Bsch
η coth

(
iE

Bsch
η

)
+ 1 +

1

3

(
iE

Bsch
η

)2
]

=
m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3

[
− E

Esch
η cot

(
E

Esch
η

)
+ 1− 1

3

(
E

Esch
η

)2
]

=
m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3

[
−aη cot (aη) + 1− 1

3
(aη)

2

]
(2.187)
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となる．ここで，Esch = Bsch = m2c3/|e|~，a = E/Esch とおき，coth(ix) = −i cotx を用
いた．

2.3.4 一様電磁場が存在する場合のラグランジアン密度

次に，互いに平行な一様電場と一様磁場が存在する場合の補正項 L′ について考える．ベ

クトルポテンシャル A(r) とスカラーポテンシャル A0(r) をそれぞれ A(r) = (−By, 0, 0)，
A0(r) = −Ez とおくと，電磁場は E = (0, 0, E)，B = (0, 0, B)となり，両方とも z 方向を向

く．ことのき，ハミルトニアン Ĥ は

Ĥ = c

{
α̂x

(
p̂x +

eB

c
y

)
+ α̂yp̂y + α̂z p̂z

}
+mc2β̂ − eEz (2.188)

で与えられるため，交換関係

[Ĥ, p̂x] = 0, [Ĥ, p̂y] ̸= 0, [Ĥ, p̂z] ̸= 0 (2.189)

より，t = 0におけるエネルギー固有状態 ψ(r, t)は Ĥ と p̂x の同時固有状態であり

ψ(r, t) = ϕ(y, z)ei
pxx−Et

~ (2.190)

と書ける．よって，一様磁場のみが存在する場合と同様に計算を進めると，ϕ(y, z)を式 (2.92)

のように 2つの 2成分スピノールに分けたときの ϕ1(y, z)は

ϕ1(y, z) = φE(z)φB(y)χs (2.191)

のように変数分離することができ，それに対するエネルギー固有値には式 (2.111) と同様に

(mc2)2 + |e|~cB (2n+ 1 + σ) という量が含まれることになる．よって，電子のすべてのエネ

ルギー固有状態の数 N が，一様磁場中の電子のエネルギー固有状態と同様に

N ∝
∫ |e|BLy

c

0

dpx ∝ |e|B (2.192)

のように |e|B に比例することを用いると，E0 は

E0 ∝ |e|B
∞∑

n=0

∑
σ=±1

∑
m

Enσ,m (2.193)

と表される．ここで，Enσ,m はエネルギー固有値であり，mは一様電場の印加により生じる量

子数を表す．いま，E と B の関数 Φ(E,B)を次のように定義する．

Φ(E,B) =
d2E0
dM2

. (2.194)
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ここで，M = (mc)2 である．次元に関する考察とエネルギー固有値の形から，Φ(E,B)は無次

元の関数 Λ(x)を用いて次のように書くことができる．

Φ(E,B) =
|e|c2B
~2

∞∑
n=0

∑
σ=±1

Λ
(

Mc2+|e|~cB(2n+1+σ)
|e|~cE

)
Mc2 + |e|~cB (2n+ 1 + σ)

=
|e|c2B
~2

∞∑
n=0

∑
σ=±1

Λ
(

(mc2)2+|e|~cB(2n+1+σ)
|e|~cE

)
(mc2)2 + |e|~cB (2n+ 1 + σ)

.

(2.195)

aと bを用いると，Φ(E,B)は

Φ(E,B) =
cb

~3
∞∑

n=0

∑
σ=±1

Λ
(

1+b(2n+1+σ)
a

)
1 + b (2n+ 1 + σ)

=
cb

~3
∞∑

n=0

Λ ( 1+2nb
a

)
1 + 2nb

+
Λ
(

1+2(n+1)b
a

)
1 + 2(n+ 1)b


=
cb

~3

[
Λ

(
1

a

)
+ 2

∞∑
n=1

Λ
(
1+2nb

a

)
1 + 2nb

]
(2.196)

と表される．ここで，b→ 0のとき

∞∑
n=1

2b
Λ
(
1+2nb

a

)
1 + 2nb

→
∫ ∞

0

d(2nb)
Λ
(
1+2nb

a

)
1 + 2nb

=

∫ ∞

0

dnb

Λ
(
1+nb

a

)
1 + nb

(2.197)

となる (nb = 2nb)ことを用いると，Φ(E, 0)は次のように書ける．

Φ(E, 0) = lim
B→0

Φ(E,B) =
c

~3

∫ ∞

0

dnb

Λ
(
1+nb

a

)
1 + nb

=
c

~3

∫ ∞

1
a

dz
Λ(z)

z
. (2.198)

ここで，z = (1 + nb)/aとおいた．

E0 がローレンツ変換に対して不変であることから，Φ(E,B)もローレンツ変換の下で値が変

化しないので，Φ(E,B)はローレンツ不変量 F と G の関数で表される．よって，E = (0, 0, E)，

B = 0に対するローレンツ不変量と E = 0，B = (0, 0, iE)に対するローレンツ不変量が等し

いことから

Φ(E, 0) = Φ(0, iE) (2.199)
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が成り立つ．よって，式 (2.143)より

Φ(0, B) = − |e|B
2π2~2

d2

dM2

∫ ∞

0

dpz

[√
p2z +M + 2

∞∑
n=1

√
p2z +M +

2|e|~B
c

n

]

=
|e|B
8π2~2

∫ ∞

0

dpz

[
(p2z +M)−

3
2 + 2

∞∑
n=1

(
p2z +M +

2|e|~B
c

n

)− 3
2

]

=
|e|B
8π2~2

(
1

M
+ 2

∞∑
n=1

1

M + 2|e|~B
c n

) (2.200)

が得られる．ここで，pz =M
1
2 tan θ とおき∫ ∞

0

dpz(p
2
z +M)−

3
2 =

∫ π
2

0

dθ
M

1
2

cos2 θ

1

M
3
2 (tan2 θ + 1)

3
2

=

∫ π
2

0

dθ
cos θ

M
=

1

M
(2.201)

を用いた．さらに ∫ ∞

0

dηe−Mη =
1

M
(2.202)

を用いると，Φ(0, B)は

Φ(0, B) =
|e|B
8π2~2

(∫ ∞

0

dηe−Mη + 2

∞∑
n=1

∫ ∞

0

dηe−(M+
2|e|~B

c n)η

)

=
|e|B
8π2~2

∫ ∞

0

dηe−Mη

(
2

∞∑
n=0

e−
2|e|~B

c nη − 1

)

=
|e|B
8π2~2

∫ ∞

0

dηe−Mη

(
2

1− e−
2|e|~B

c η
− 1

)
=

|e|B
8π2~2

∫ ∞

0

dηe−Mη coth

(
|e|~B
c

η

)
(2.203)

と変形することができるため，coth(ix) = −i cotxを用いると Φ(E, 0)が求められる．

Φ(E, 0) = Φ(0, iE)

=
|e|E
8π2~2

∫ ∞

0

dηe−Mη cot

(
|e|~E
c

η

)
=

c

~3
1

8π2

∫ ∞

0

dζe−
ζ
a cot ζ.

(2.204)

ここで，ζ = |e|~Eη/cとおいた．よって，式 (2.198)と式 (2.204)を比較すると次の式が得ら

れる． ∫ ∞

1
a

dx
Λ(x)

x
=

1

8π2

∫ ∞

0

dxe−
x
a cotx. (2.205)
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ここで，s = 1/aとおき，式 (2.205)の両辺を sで微分すると

Λ(s) =
s

8π2

∫ ∞

0

dxe−sxx cotx (2.206)

が得られるため，これを式 (2.196)に代入すると

Φ(E,B) =
c

8π2~3
b

a

[∫ ∞

0

dxe−
x
a x cotx+ 2

∞∑
n=1

∫ ∞

0

dxxe−
1+2nb

a x cotx

]

=
c

8π2~3
b

a

∫ ∞

0

dxe−
x
a x cotx

(
2

∞∑
n=0

e−
2bx
a n − 1

)

=
c

8π2~3
b

a

∫ ∞

0

dxe−
x
a x cotx

(
2

1− e−
2bx
a

− 1

)
=

c

8π2~3
b

a

∫ ∞

0

dxe−
x
a x cotx coth

(
b

a
x

)
=

c

8π2~3
B

E

∫ ∞

0

dxe−
Mc

|e|~E
xx cotx coth

(
B

E
x

)

(2.207)

が得られる．よって，Φ(E,B) = d2E0/dM2 = −d2L′/dM2 より

dL′

dM
= a1 −

c

8π2~3
B

E

∫ ∞

0

dx

(
−|e|~E

cx
e−

Mc
|e|~E

x + b1

)
x cotx coth

(
B

E
x

)
, (2.208)

L′ = a1M + a2 −
c

8π2~3
B

E

∫ ∞

0

dx

[(
|e|~E
cx

)2

e−
Mc

|e|~E
x + b1M + b2

]

× x cotx coth

(
B

E
x

) (2.209)

となる．ここで

C1 = c2
[
a1 −

cb1
8π2~3

B

E

∫ ∞

0

dxx cotx coth

(
B

E
x

)]
,

C2 = a2 −
cb2

8π2~3
B

E

∫ ∞

0

dxx cotx coth

(
B

E
x

) (2.210)

とおくと，C1 と C2 はmに依存しない定数であり，L′ は C1 と C2 を用いて

L′ = − c

8π2~3
B

E

∫ ∞

0

dx

(
|e|~E
c

)2
e−

m2c3

|e|~E
x

x
cotx coth

(
B

E
x

)
+ C1m

2 + C2 (2.211)

と書ける．ここで，L′ の積分を展開した式が aと bのべき級数で表されることと，L′ がエネル

ギー密度の次元をもつことを考慮すると，L′ は無次元の関数 f(a, b) を用いて次のように表さ

れる．

L′ =
m4c5

~3
f(a, b) =

m4c5

~3
f

(
|e|~
m2c3

E,
|e|~
m2c3

B

)
. (2.212)
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よって，C1 と C2 はmに依存しない定数 C ′
1，C

′′
1，C

′
2，C

′′
2，C

′′′
2 を用いて

C1 =
(mc

~

)2
|e|(C ′

1E + C ′′
1B), C2 =

|e|2

~c
(C ′

2E
2 + C ′′

2B
2 + C ′′′

2 EB) (2.213)

と書けるが，C1 は mに依存しないため，C1 = C ′
1 = C ′′

1 = 0となる．いま，η = x/aとおい

て L′ を

L′ = − m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3
aη cot(aη)bη coth(bη) + C2 (2.214)

と表し

x cotx = x
∞∑
k=0

(−1)k22kB2k

(2k)!
x2k−1 =

∞∑
k=0

(−1)k22kB2k

(2k)!
x2k

x cothx = x

(
1

x
+

∞∑
k=1

22kB2k

(2k)!
x2k−1

)
= 1 +

∞∑
k=1

22kB2k

(2k)!
x2k

(2.215)

を用いて L′ を項別積分すると

L′ = − m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3
+

|e|2

~c
(C ′

2E
2 + C ′′

2B
2 + C ′′′

2 EB)

− m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3

[
η2

3
(b2 − a2)− η4

9
a2b2 + · · ·

]
= − m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3
+ C ′′′

2

|e|2

~c
EB +

|e|2

~c

(
C ′

2 +
1

24π2

∫ ∞

0

dη
e−η

η

)
E2

+
|e|2

~c

(
C ′′

2 − 1

24π2

∫ ∞

0

dη
e−η

η

)
B2 +

m4c5

72π2~3

∫ ∞

0

dηe−η(ηa2b2 + · · · )

(2.216)

となる．ここで

C0 = − m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3
(2.217)

とおくと，Lcl + L′ は

Lcl + L′ = C0 + C ′′′
2

|e|2

~c
EB +

1

8π

[
1 +

8π|e|2

~c

(
C ′

2 +
1

24π2

∫ ∞

0

dη
e−η

η

)]
E2

− 1

8π

[
1− 8π|e|2

~c

(
C ′′

2 − 1

24π2

∫ ∞

0

dη
e−η

η

)]
B2

+
m4c5

72π2~3

∫ ∞

0

dηe−η(ηa2b2 + · · · )

(2.218)

と書ける．いま，E と B が十分小さい場合に L ≃ (E2−B2)/8πとなるように，定数 C ′
2，C

′′
2，

C ′′′
2 を

C ′
2 = − 1

24π2

∫ ∞

0

dη
e−η

η
, C ′′

2 =
1

24π2

∫ ∞

0

dη
e−η

η
, C ′′′

2 = 0 (2.219)
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とおき，Lを L = Lcl + L′ − C0 とすると，式 (2.214)より L′ は次のように表される．

L′ = − m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3
(aη cot(aη)bη coth(bη)− 1)

+
|e|2

24π2~c

∫ ∞

0

dη
e−η

η
(−a2 + b2)E2

sch

=
m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3

[
−aη cot(aη)bη coth(bη) + 1 +

η2

3
(b2 − a2)

]
.

(2.220)

これが互いに平行な一様電場と一様磁場が存在する場合の，真空中のラグランジアン密度に対

する補正項である．ここで

cotα cothβ = −i cotα cot(iβ)

= −i e
β+iα + e−(β+iα) + eβ−iα + e−(β−iα)

eβ+iα + e−(β+iα) − (eβ−iα + e−(β−iα))

= −icos(β + iα) + cos(β − iα)

cos(β + iα)− cos(β − iα)

= −icos
√
β2 − α2 + 2iαβ + cos

√
β2 − α2 − 2iαβ

cos
√
β2 − α2 + 2iαβ − cos

√
β2 − α2 − 2iαβ

(2.221)

を用いると

cot(aη) coth(bη) = −i
cos
(
η
√
b2 − a2 + 2iab

)
+ cos

(
η
√
b2 − a2 − 2iab

)
cos
(
η
√
b2 − a2 + 2iab

)
− cos

(
η
√
b2 − a2 − 2iab

)
= −i

cos
(

η
Esch

√
2(F + iG)

)
+ cos

(
η

Esch

√
2(F − iG)

)
cos
(

η
Esch

√
2(F + iG)

)
− cos

(
η

Esch

√
2(F − iG)

) (2.222)

より，L′ を

L′ =
m4c5

8π2~3

∫ ∞

0

dη
e−η

η3

×

[
iη2

G
E2

sch

cos
(

η
Esch

√
2(F + iG)

)
+ cos

(
η

Esch

√
2(F − iG)

)
cos
(

η
Esch

√
2(F + iG)

)
− cos

(
η

Esch

√
2(F − iG)

)
+ 1 +

2η2

3

F
E2

sch

] (2.223)

と表すことができる．これは条件 (2.137)を満たす任意の一様電磁場 (平行でなくても良い)に

対して成り立つ L′ の表式であり，ハイゼンベルグ-オイラーラグランジアンという．本節にお

ける議論は文献 [25,26]を参考にした．
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2.4 本章のまとめ

本章では，まず電子に関する相対論的な波動方程式であるディラック方程式について述べ，

一様磁場中における電子のエネルギー固有値とエネルギー固有状態を求めた．このエネルギー

固有値を用いることで，シュインガー極限よりも強度が十分低い一様電磁場が真空中に存在す

る場合のラグランジアン密度 (ハイゼンベルグ-オイラーラグランジアン) を導出した．本章で

得られたラグランジアン密度は，電子のコンプトン波長よりも十分長い波長をもつ光の電磁場

に対して良い近似となることが知られている．
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真空と光の相互作用を計算するための
理論モデル

本章では，シュインガー極限よりも十分強度の低い光と真空の相互作用を計算するための理

論モデルについて述べる．まず，前章で得られたハイゼンベルグ-オイラーラグランジアンを用

いて真空中における Maxwell方程式を導出し，物質中における Maxwell方程式との比較によ

り，真空中の分極と磁化を定義する．また，レーザー光が照射された場合に真空から放射され

る光の電磁場を，レーザー光よりも放射光の方が十分強度が低いという仮定の下で計算する．

3.1 真空中の分極と磁化

本節では電磁場の変数 (空間座標 rと時刻 t)を省略する．真空中における電磁場のラグラン

ジアン密度 Lを古典的な真空中におけるラグランジアン密度 Lcl とハイゼンベルグ-オイラーラ

グランジアン L′ の和 L = Lcl + L′ で表す．前章で述べたように，Lは振幅がシュインガー極
限に相当する電場強度 Esch よりも十分小さく，波長が電子のコンプトン波長 λ–c = ~/mc より
も十分長い電磁場に対して良い近似となることが知られている．式 (2.220)により与えられる

L′ の右辺の被積分関数に cotx = i coth(ix)と式 (2.182)を適用すると

e−η

η3

[
−aη cot(aη)bη coth(bη) + 1 +

η2

3
(b2 − a2)

]
=
e−η

η3

[
−iaη coth(iaη)bη coth(bη) + 1 +

η2

3
(b2 − a2)

]
=
e−η

η3

[
−iaη

(
1

iaη
+
iaη

3
− (iaη)3

45
+

2(iaη)5

945
+ · · ·

)

× bη

(
1

bη
+
bη

3
− (bη)3

45
+

2(bη)5

945
+ · · ·

)
+ 1 +

η2

3
(b2 − a2)

]
(3.1)
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のように，微小量 a と b に関してテイラー展開することができる．これを変形して得られる

関数

e−η

η3

[(
a4 + b4

45
+
a2b2

9

)
η4 +

{
a4b2 − a2b4

135
+

2(a6 − b6)

945

}
η6 + · · ·

]
=
e−η

η3

[
η4

45

{
(b2 − a2)2 + 7(ab)2

}
− η6

945
(b2 − a2)

{
2(b2 − a2)2 + 13(ab)2

}
+ · · ·

] (3.2)
を式 (2.220)に代入し，右辺を項別積分すると

L′ =
m4c5

360π2~3
[
(b2 − a2)2 + 7(ab)2

]
− m4c5

1260π2~3
(b2 − a2)

[
2(b2 − a2)2 + 13(ab)2

]
+ · · ·

=
α

360π2E2
sch

[(
B2 −E2

)2
+ 7 (E ·B)

2
]

− α

1260π2E4
sch

(
B2 −E2

) [
2
(
B2 −E2

)2
+ 13 (E ·B)

2
]
+ · · ·

=
α

360π2E2
sch

(
4F2 + 7G2

)
− α

630π2E4
sch

F
(
8F2 + 13G2

)
+ · · ·

(3.3)

のように L′ は F と G の級数で表される．ここで∫ ∞

0

dηηe−η = 1,

∫ ∞

0

dηη3e−η = 6 (3.4)

を用いた．α = e2/~c は微細構造定数である．L′ を電磁場に対する非線形項の和として

L′ =

∞∑
n=1

L′
n のように表すと，電磁場の強度が Esch よりも十分小さい場合には最低次数の非線

形項

L′
1 =

α

360π2E2
sch

(
4F2 + 7G2

)
(3.5)

のみを考えればよいため，本研究では L = Lcl + L′
1 として計算を行う．

次に，場のオイラー-ラグランジュ方程式 (C.36) を L に対して適用し，真空中における
Maxwell方程式を導く．ここでは，系の状態を記述する変数として 4次元ベクトルポテンシャ

ル Aµ = (A, iA0)を選ぶことにする．4次元テンソル Fµν を

Fµν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
(3.6)

と定義すると，Fµν は

Fνµ = −Fµν (3.7)

を満たす反対称テンソルであり，式 (2.125)より Fµν の各成分は次のように与えられる．

Fµν =


0 B3 −B2 −iE1

−B3 0 B1 −iE2

B2 −B1 0 −iE3

iE1 iE2 iE3 0

 . (3.8)
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式 (3.7)，式 (3.8)を用いると，Fµν の和に関して次の式が成り立つ．∑
µ

∑
ν

FµνFµν = −
∑
µ

∑
ν

FµνFνµ

= −Tr




0 B3 −B2 −iE1

−B3 0 B1 −iE2

B2 −B1 0 −iE3

iE1 iE2 iE3 0


2 = 2

(
B2 −E2

)
= 4F ,

(3.9)

∑
µ

∑
ν

∑
λ

∑
σ

FµνFνλFλσFσµ = Tr




0 B3 −B2 −iE1

−B3 0 B1 −iE2

B2 −B1 0 −iE3

iE1 iE2 iE3 0


4

= 2
(
B2 −E2

)2
+ 4 (E ·B)

2
= 8F2 + 4G2.

(3.10)

ここで，Trは行列の対角和を表す．式 (3.9)と式 (3.10)を用いると，F2 と G2 はそれぞれ次

のように表される．

F2 =
1

16

(∑
µ

∑
ν

FµνFµν

)2

,

G2 = −1

8

(∑
µ

∑
ν

FµνFµν

)2

+
1

4

∑
µ

∑
ν

∑
λ

∑
σ

FµνFνλFλσFσµ.

(3.11)

よって，式 (3.11)を用いると Lcl と L′
1 は

Lcl = − 1

16π

∑
µ

∑
ν

FµνFµν = − 1

16π

∑
µ

∑
ν

(
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν

)(
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν

)
,

L′
1 =

α

2880π2E2
sch

−5

(∑
µ

∑
ν

FµνFµν

)2

+ 14
∑
µ

∑
ν

∑
λ

∑
σ

FµνFνλFλσFσµ


=

α

2880π2E2
sch

[
−5

{∑
µ

∑
ν

(
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν

)(
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν

)}2

+ 14
∑
µ

∑
ν

∑
λ

∑
σ

(
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν

)(
∂Aλ

∂xν
− ∂Aν

∂xλ

)

×
(
∂Aσ

∂xλ
− ∂Aλ

∂xσ

)(
∂Aµ

∂xσ
− ∂Aσ

∂xµ

)]

(3.12)

のように，Aµ の微分 ∂Aµ/∂xν の関数として表される．よって

∂L
∂Aβ

=
∂Lcl

∂Aβ
+
∂L′

1

∂Aβ
= 0, β = 1, 2, 3, 4 (3.13)



40 第 3章 真空と光の相互作用を計算するための理論モデル

が成り立つため，式 (C.36)は

∑
γ

∂

∂xγ

 ∂L

∂
(

∂Aβ

∂xγ

)
 = 0, β = 1, 2, 3, 4 (3.14)

と書き直すことができる．式 (3.14)の左辺を計算すると

∑
γ

∂

∂xγ

 ∂L

∂
(

∂Aβ

∂xγ

)


=
∑
γ

∂

∂xγ

 ∂Lcl

∂
(

∂Aβ

∂xγ

)
+

∑
γ

∂

∂xγ

 ∂L′
1

∂
(

∂Aβ

∂xγ

)


=
1

4π

∑
γ

∂Fβγ

∂xγ

+
α

360π2E2
sch

∑
γ

∂

∂xγ

(
5Fβγ

∑
µ

∑
ν

FµνFµν − 14
∑
µ

∑
ν

FβµFγνFµν

)

=



1

4π

(
∇×B− 1

c

∂E

∂t

)
− ξ

[
∇×

{
2
(
B2 −E2

)
B+ 7 (E ·B)E

}
−1

c

∂

∂t

{
2
(
B2 −E2

)
E− 7 (E ·B)B

}]
, β = 1, 2, 3

i

[
1

4π
∇ ·E− ξ∇ ·

{
2
(
B2 −E2

)
E− 7 (E ·B)B

}]
, β = 4

(3.15)

となる．ここで，ξ = α/180π2E2
sch である．よって

P = ξ
{
7 (E ·B)B− 2

(
B2 −E2

)
E
}
= ξ (7GB− 4FE) ,

M = ξ
{
7 (E ·B)E+ 2

(
B2 −E2

)
B
}
= ξ (7GE+ 4FB)

(3.16)

とおくと，式 (3.14)と式 (3.15)より

∇×B =
1

c

∂E

∂t
+ 4π

(
∇×M+

1

c

∂P

∂t

)
, ∇ ·E = −4π∇ ·P (3.17)

が得られる．式 (2.125)より得られる

∇ ·B = 0, ∇×E = −1

c

∂B

∂t
(3.18)

と式 (3.17) を合わせたものが，量子力学的な効果を取り入れた真空中の Maxwell 方程式であ

る．誘電体中のMaxwell方程式 [27]との類似性から，式 (3.16)の PとMをそれぞれ真空中

の分極，磁化という．
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式 (3.16)に第 4章で導かれるレーザー光の電磁場を代入すると，集光強度が 1026W/cm2 以

下の場合には，P とM の振幅は L′
2 から導かれる分極と磁化の振幅よりも 3 桁以上大きくな

る．よって，L = Lcl + L′
1 の近似は妥当であるといえる．第 5章以降の計算では分極と磁化の

2次以上の項を無視し，式 (3.16)で与えられる最低次の分極と磁化のうち基本周波数で振動す

る項のみを考える．

3.2 真空中から放射される光の電磁場

前節で得られた式 (3.17)と式 (3.18)を用いると，E(r, t)とB(r, t)の伝搬を表す波動方程式

が得られる．

�E(r, t) = −Se(r, t), �B(r, t)= −Sb(r, t). (3.19)

ここで，� = ∇2 − ∂2/∂(ct)2 であり，Se(r, t) と Sb(r, t) はそれぞれ式 (3.16) の P(r, t) と

M(r, t)を用いて

Se(r, t) = 4π

[
∇ (∇ ·P(r, t))− 1

c2
∂2P(r, t)

∂t2
− 1

c
∇× ∂M(r, t)

∂t

]
,

Sb(r, t) = 4π

[
1

c
∇× ∂P(r, t)

∂t
+∇× (∇×M(r, t))

] (3.20)

と表される．いま，真空中に (Ei(r, t), Bi(r, t))で表される光が入射し，光と真空の相互作用に

よりその電磁場が (Er(r, t)，Br(r, t))だけ変化する場合を考えると，入射後の光の電磁場は次

のように表される．

E(r, t) = Ei(r, t) +Er(r, t), B(r, t) = Bi(r, t) +Br(r, t). (3.21)

ここで，Ei(r, t)と Bi(r, t)は古典的な真空における波動方程式の解であるため

�Ei(r, t) = 0, �Bi(r, t)= 0 (3.22)

が成り立つ．よって，次の方程式が得られる．

�Er(r, t) = −Se(r, t), �Br(r, t)= −Sb(r, t). (3.23)

P(r, t)とM(r, t)が E(r, t)と B(r, t)の多項式で表されることから，

|Ei(r, t)| ≫ |Er(r, t)|, |Bi(r, t)| ≫ |Br(r, t)| (3.24)

の場合には，Se(r, t)と Sb(r, t)は Ei(r, t)と Bi(r, t)のみに依存する項で近似することができ

る．よって，Er(r, t)と Br(r, t)は初期条件

lim
t→−∞

Er(r, t) = lim
t→−∞

Br(r, t) = 0 (3.25)
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と境界条件

lim
|r|→∞

Er(r, t) = lim
|r|→∞

Br(r, t) = 0 (3.26)

の下で線形な波動方程式を解くことにより求められるため，式 (D.34)を用いて次のように与え

られる．

Er(r, t) =

∫ ∞

−∞
d3r′

Se

(
r′, t− |r−r′|

c

)
4π|r− r′|

,

Br(r, t) =

∫ ∞

−∞
d3r′

Sb

(
r′, t− |r−r′|

c

)
4π|r− r′|

.

(3.27)

この電磁場 Er(r, t)と Br(r, t)からなる光を真空からの放射光という．

Er(r, t)と Se(r, t)のフーリエ変換をそれぞれ Er(r, ω)，Se(r, ω)とすると，Er(r, ω)は次の

ように表される．

Er(r, ω) =

∫ ∞

−∞
d3r′

1

4π|r− r′|

∫ ∞

−∞
dtSe

(
r′, t− |r− r′|

c

)
e−iωt. (3.28)

変数変換を用いることにより

Er(r, ω) =

∫ ∞

−∞
d3r′

e−iω
c |r−r′|

4π|r− r′|
Se (r

′, ω) (3.29)

が得られる．

真空中の分極 P(r, t)と磁化M(r, t)を，次のように周波数 ωl(l = 1, 2, · · · )で振動する成分
Pωl

(r, t)とMωl
(r, t)の和で表す．

P(r, t) =
∞∑
l=1

Pωl
(r, t), M(r, t)=

∞∑
l=1

Mωl
(r, t). (3.30)

また，分極と磁化の各周波数成分の複素振幅を P̃ωl
(r)，M̃ωl

(r) とし，Pωl
(r, t) とMωl

(r, t)

を次のようにおく．

Pωl
(r, t) =

1

2
P̃ωl

(r)e−iωlt + c.c., Mωl
(r, t)=

1

2
M̃ωl

(r)e−iωlt + c.c. (3.31)

ここで，c.c.は前項の複素共役 (complex conjugate)を表す．いま∫ ∞

−∞
dxδ(x)f(x) = f(0) (3.32)

により定義されるデルタ超関数 δ(x)と，その積分表示

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dkeikx (3.33)
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を用いると，Se(r, ω)は

Se(r, ω) =2π
∞∑
l=1

2π

[
δ(ω + ωl)

{
∇(∇ · P̃ωl

(r)) +
ω2
l

c2
P̃ωl

(r) +
iωl

c
∇× M̃ωl

(r)

}
+ δ(ω − ωl)

{
∇(∇ · P̃∗

ωl
(r)) +

ω2
l

c2
P̃∗

ωl
(r)− iωl

c
∇× M̃∗

ωl
(r)

}] (3.34)

と表される．ここで，∗は複素共役を表す．よって，式 (3.29)を逆フーリエ変換することにより

Er(r, t) =
∞∑
l=1

e−iωlt

2

∫ ∞

−∞
d3r′

ei
ωl
c |r−r′|

|r− r′|

[
∇′(∇′ · P̃ωl

(r′)) +
ω2
l

c2
P̃ωl

(r′)

+
iωl

c
∇′ × M̃ωl

(r′)

]
+ c.c.

(3.35)

が得られる．

次に，被積分関数が大きな値をとる領域から十分離れた点における電磁場の近似式を導く．

このためには，Er(r, t)のうち周波数 ω の成分 Er,ω(r, t)の複素振幅

Ẽr,ω(r) =

∫ ∞

−∞
d3r′

ei
ω
c |r−r′|

|r− r′|

[
∇′
(
∇′ · P̃ω(r

′)
)
+
ω2

c2
P̃ω(r

′) +
iω

c
∇′ × M̃ω(r

′)

]
(3.36)

を考えればよい．r = |r|が分極と磁化の存在する領域から十分離れているという仮定 r′/r ≪ 1

を適用すると，

ei
ω
c |r−r′| ≃ e

iω
c r

(
1− r̂·r′

r

)
,

1

|r− r′|
≃ 1

r
(3.37)

より

Ẽr,ω(r) ≃
eikr

r

∫ ∞

−∞
d3r′

[
∇′
(
∇′ · P̃ω(r

′)
)
+ k2P̃ω(r

′) + ik∇′ × M̃ω(r
′)

]
e−ikr̂·r′(3.38)

が得られる．ここで，r̂ = r/r，k = ω/cとした． lim
r→∞

P̃ω(r) = lim
r→∞

M̃ω(r) = 0より，ガウス

の発散定理と部分積分を用いて式 (3.38)の右辺を変形すると

Ẽr,ω(r) ≃
k2eikr

r

∫ ∞

−∞
d3r′

[
P̃ω(r

′)−
(
P̃ω(r

′) · r̂
)
r̂+ M̃ω(r

′)× r̂
]
e−ikr̂·r′ (3.39)

が得られる．同様の計算から，B̃r,ω(r)は次のように表される．

B̃r,ω(r) ≃
k2eikr

r

∫ ∞

−∞
d3r′

[
M̃ω(r

′)−
(
M̃ω(r

′) · r̂
)
r̂− P̃ω(r

′)× r̂
]
e−ikr̂·r′ . (3.40)

真空中への入射光として周波数 ω のレーザー光を仮定した場合，式 (3.39)と式 (3.40)で表さ

れる電磁場は，集光光学系の焦点から十分離れた点における放射光の電磁場の基本周波数成分

に相当する．
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3.3 本章のまとめ

本章では，シュインガー極限よりも十分強度の低い光と真空の相互作用を計算するための理

論モデルについて述べた．ハイゼンベルグ-オイラーラグランジアンを用いて真空中における

Maxwell方程式を導出し，物質中におけるMaxwell方程式との比較により，真空中の分極と磁

化を定義した．得られた式の形から，分極と磁化は 2つのローレンツ不変量 F と G に依存する
ことと，その振動方向が電場と磁場の両方に依存することが分かった．また，レーザー光が照

射された場合に真空から放射される光の電磁場を，入射光よりも放射光の方が十分強度が低い

という仮定の下で焦点から十分離れた点において計算した．
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第 4章

集光されたレーザー光の電磁場

集光されたレーザー光の電磁場は，通常電場と磁場をそれぞれ 1成分のスカラー場とみなし

た上で回折積分を用いることにより求められる．しかしながら，この方法で計算された電磁場

が実験値とよく一致するのは集光光学系の開口角が十分小さい場合に限られており，開口角が

大きい場合には電磁場をベクトル場として扱わなければ正確な値を得られないことが知られて

いる [28, 29]．また，スカラー場の回折積分では特殊な偏光状態や幾何学配置をもつレーザー光

を集光した場合の電磁場を求めることができない．本章では，ベクトル場の回折積分 [17]を用

いることで，直線偏光と軸対称偏光のレーザー光を集光した場合の電磁場を正確に計算する．

4.1 古典的な真空中における波動方程式の解

本節では，古典的な真空中における電磁波の伝搬を表わす波動方程式の一般解を求める．真

空中における波動方程式

�F(r, t) = 0 (4.1)

の解 F(r, t)を，空間座標のみに依存する複素振幅 F̃(r)を用いて

F(r, t) =
1

2
F̃(r)e−iωt + c.c. (4.2)

と表し，これを式 (4.1)に代入すると(
∇2 + k2

)
F(r, t) = Re

[(
∇2 + k2

)
F̃(r)e−iωt

]
= 0 (4.3)

が成り立つ．ここで，k = ω/cであり，Reは実部 (Imは虚部)を表す．式 (4.3)が任意の tに

対して成り立つには，F̃(r)がヘルムホルツ方程式(
∇2 + k2

)
F̃(r) = 0 (4.4)
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を満たす必要がある．

いま，̃F(r)が波数 k = |k|をもつ波の重ね合わせで表されるとする．ここで，k = (kx, ky, kz)

は波数ベクトルである．このとき，kz =
√
k2 − k2x − k2y は kx と ky を固定すると一意に決ま

るため，F̃(r)は独立変数 kx, ky, z をもつ関数 f(kx, ky, z)を用いて

F̃(r) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dkxdkyf(kx, ky, z)e

i(kxx+kyy) (4.5)

と表される．式 (4.5)を式 (4.4)に代入すると

d2f(kx, ky, z)

dz2
+ k2zf(kx, ky, z) = 0 (4.6)

となるため，この方程式の一般解として f(kx, ky, z)は次のように書ける．

f(kx, ky, z) = U(kx, ky)e
ikzz +V(kx, ky)e

−ikzz. (4.7)

ここで，U(kx, ky) と V(kx, ky) は，kx と ky を変数にもつ任意の関数である．式 (4.7) を

式 (4.5)に代入すると，F̃(r)は次のように表される．

F̃(r) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dkxdky[U(kx, ky)e

ikzz +V(kx, ky)e
−ikzz]ei(kxx+kyy). (4.8)

これが，波動方程式の解 F(r, t)を式 (4.2)のように表すことができると仮定した場合の，F(r, t)

の複素振幅である．本節における議論は文献 [30]を参考にした．

4.2 ベクトル場の回折積分による集光されたレーザー光の電磁場

の計算

レーザー光が無収差の光学系で集光される場合を考えると，図 4.1のように平面 S0 に入射し

た平面波 (伝搬方向は z 軸方向で，z 軸に対して垂直な方向に強度分布をもつ)は球面波に変換

されて球面 S1 に垂直な単位ベクトル sの方向に伝搬し，焦点 (原点)Oへと向かう．いま，集

光された周波数 ω のレーザー光の電磁場を

E(r, t) =
1

2
Ẽ(r)e−iωt + c.c., B(r, t) =

1

2
B̃(r)e−iωt + c.c. (4.9)

とおき，rに依存する複素振幅 Ẽ(r)と B̃(r)を求める．

まず，式 (4.8)より Ẽ(r)は次のように表すことができる．

Ẽ(r) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dsxdsy[U(sx, sy)e

ikszz +V(sx, sy)e
−ikszz]eik(sxx+syy). (4.10)
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図 4.1 レーザー光の集光．

ここで，k = ω/c = 2π/λは光の波数を表わす．また，sz は sx と sy を用いて

sz =


√
1− s2x − s2y, s2x + s2y ≤ 1

i
√
s2x + s2y − 1, s2x + s2y > 1

(4.11)

と表されるが，s2x + s2y > 1の場合は物理的に意味を成さないので

s2x + s2y ≤ 1 (4.12)

の場合について考えることにすると，式 (4.10)は次のように表される．

Ẽ(r) =

∫ ∫
s2x+s2y≤1

dsxdsy[U(sx, sy)e
ikszz +V(sx, sy)e

−ikszz]eik(sxx+syy). (4.13)

よって，開口内の球面 S1 上の点を r1 = (x1, y1, z1)とすると，変数変換

ux =
x

f
, uy =

y

f
, uz =

z

f
= −

√
1− u2x − u2y (4.14)

を用いることで，Ẽ(r1)は次のように表される．

Ẽ(r1) =

∫ ∫
s2x+s2y≤1

dsxdsy

[
U(sx, sy)e

ikfΦ+(sx,sy) +V(sx, sy)e
ikfΦ−(sx,sy)

]
. (4.15)

ここで，f は焦点距離であり Φ±(sx, sy)は

Φ±(sx, sy) = sxux + syuy ±
√
1− s2x − s2yuz (4.16)
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である．

kf ≫ 1，つまり f ≫ λという仮定の下で停留値法 (付録 E)を用いることにより，式 (4.15)

の右辺を近似的に計算する．式 (4.15)の第１項と第２項をそれぞれW1(r1)，W2(r1)とおき，

まずW1(r1)を計算する．

∂Φ+(sx, sy)

∂sx
= ux − sx√

1− s2x − s2y

uz = 0,

∂Φ+(sx, sy)

∂sy
= uy −

sy√
1− s2x − s2y

uz = 0

(4.17)

を満たす点を (sx0 , sy0)とすると

s2x0
= u2x, sy0 =

uy
ux
sx0 (4.18)

が成り立ち，sx0 < 0であることより

sx0 = −ux, sy0 = −uy (4.19)

が得られる．点 (sx0
, sy0

)のまわりで Φ+(sx, sy)を次のように展開する．

Φ+(sx, sy) =Φ+(sx0 , sy0) +
w1

2
(sx − sx0)

2

+
w2

2
(sy − sy0)

2 + w3(sx − sx0)(sy − sy0) + · · · .
(4.20)

ここで，式 (4.19)を用いて

w1 =
∂2Φ+

∂s2x
(sx0 , sy0) = −

1− u2y

(1− u2x − u2y)
3
2

uz,

w2 =
∂2Φ+

∂s2y
(sx0 , sy0) = − 1− u2x

(1− u2x − u2y)
3
2

uz,

w3 =
∂2Φ+

∂sx∂sy
(sx0 , sy0) = − uxuy

(1− u2x − u2y)
3
2

uz

(4.21)

とおいた．uz < 0より，w1 > 0，w2 > 0である．kf ≫ 1のときW1(r1)の値に大きく寄与す

るのは，点 (sx0 , sy0)付近の点における被積分関数の値である．よって，式 (E.2)と同様の近似

により，W1(r1)は次のように表される．

W1(r1) ≃U(sx0 , sy0)e
iKΦ+(sx0 ,sy0 )

×
∫ ∫

s2x+s2y≤1

dsxdsye
iK[w1

2 (sx−sx0 )
2+

w2
2 (sy−sy0 )

2+w3(sx−sx0 )(sy−sy0 )].
(4.22)
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ここで，K = kf とおいた．式 (4.22)の積分において，積分領域 s2x + s2y ≤ 1のうち積分値に

大きく寄与するのは微小領域 (sx − sx0)
2 + (sy − sy0)

2 ≤ ε (εは 1より十分小さい正の実数)

のみである．よって，sx − sx0 = εx，sy − sy0 = εy とおくと，W1(r1)は次のように書ける．

W1(r1) ≃ U(sx0 , sy0)e
iKΦ+(sx0 ,sy0 )

∫ ∫
ε2x+ε2y≤ε

dεxdεye
iK[w1

2 ε2x+
w2
2 ε2y+w3εxεy]

= U(sx0 , sy0)e
iKΦ+(sx0 ,sy0 )

∫ ε

−ε

dεy

∫ √
ε2−ε2y

−
√

ε2−ε2y

dεxe
iK[w1

2 ε2x+
w2
2 ε2y+w3εxεy].

(4.23)

ここで，X =
√
Kεx，Y =

√
Kεy とおくと，K ≫ 1であることより式 (4.23)は

W1(r1) ≃ U(sx0 , sy0)e
iKΦ+(sx0

,sy0 )
1

K

∫ ∞

−∞
dY

∫ ∞

−∞
dXei(

w1
2 X2+

w2
2 Y 2+w3XY ) (4.24)

と近似することができる．p = e−iπ
4

√
w1/2X，q = e−iπ

4

√
w2/2Y とおくと，式 (4.24)の右辺

の積分は ∫ ∞

−∞
dY

∫ ∞

−∞
dXei(

w1
2 X2+

w2
2 Y 2+w3XY )

=
2i

√
w1w2

∫ ∞

−∞
dq

∫ ∞

−∞
dpe

−
(
p2+2

w3√
w1w2

pq+q2
)

=
2i

√
w1w2

∫ ∞

−∞
dqe

−
[
1−

(
w3√
w1w2

)2
]
q2
∫ ∞

−∞
dpe

−
(
p+

w3√
w1w2

q
)2

=2i

√
π

w1w2

∫ ∞

−∞
dqe

−
[
1−

(
w3√
w1w2

)2
]
q2

=2i

√
π

w1w2

√√√√ π

1−
(

w3√
w1w2

)2 =
2πi√

w1w2 − w2
3

= −2πiuz

(4.25)

となる．ここで，ガウスの積分公式 (2.69)と

√
w1w2 − w2

3 =

√
1− u2x − u2y

u4z
=

1√
u2z

= − 1

uz
(4.26)

を用いた．式 (4.25)と

Φ+(sx0 , sy0) = Φ+(−ux,−uy) = −u2x − u2y +
√
1− u2x − u2yuz

= u2z − 1− u2z = −1
(4.27)

を式 (4.24)に代入することにより，W1(r1)は次のように書ける．

W1(r1) ≃
−2πiuz
kf

U(−ux,−uy)e−ikf . (4.28)
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同様の方法でW2(r1)も求めることができる．

W2(r1) ≃
2πiuz
kf

V(ux, uy)e
ikf . (4.29)

式 (4.28)と式 (4.29)を用いることにより，式 (4.15)は近似的に次のように書ける．

Ẽ(r1) =
2πi

kf
uz[−U(−ux,−uy)e−ikf +V(ux, uy)e

ikf ]. (4.30)

集光光学系に収差がない場合には

sx = −x1
f

= −ux, sy = −y1
f

= −uy, sz = −z1
f

= −uz (4.31)

が成り立つため，式 (4.30)は

Ẽ(r1) = −2πi

kf
sz[−U(sx, sy)e

−ikf +V(−sx,−sy)eikf ] (4.32)

と表すことができる．

次に，式 (4.30)の係数U(−ux,−uy)と V(ux, uy)を求める．球面波の波面の面積は中心か

らの距離の 2乗に比例するため，その強度は距離の 2乗に反比例し，振幅は距離に反比例する．

よって，Ẽ(r1)を焦点 Oに収束する球面波であると考えると，集光光学系に収差がない場合に

Ẽ(r1)は

Ẽ(r1) =
a1(sx, sy)

f
eikφ(r1) (4.33)

と書ける．ここで，a1(sx, sy)は空間座標に依存せず，面 S1 から焦点 Oに収束する光線に垂直

なベクトルである．また，φ(r1)は物空間の点 O’から r1 までの光路長であり，アイコナール

関数という．点 O’に波源をもつ球面波が点 r1 を通って焦点 Oに収束するまでの光路長を定数

C で表すと，φ(r1)は

φ(r1) = C − |r1| = C − f (4.34)

と書ける．よって，式 (4.32)に式 (4.33)を代入すると

ik

2π

a1(sx, sy)

sz
eikCe−ikf = −U(sx, sy)e

−ikf +V(−sx,−sy)eikf (4.35)

が得られる．式 (4.35)は f の値に関係なく成り立つため，U(sx, sy)と V(sx, sy)は次のよう

になる．

U(sx, sy) = − ik

2π

a1(sx, sy)

sz
eikC , V(sx, sy) = 0. (4.36)
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よって，式 (4.36)を式 (4.13)に代入することにより，Ẽ(r)は次のように与えられる．

Ẽ(r) = − ik

2π

∫ ∫
s2x+s2y≤1

dsxdsy
a1(sx, sy)

sz
eiks·r. (4.37)

ここで，点 O’は任意にとれることから，定数 eikC は無視した．同様の計算により，B̃(r)が得

られる．

B̃(r) = − ik

2π

∫ ∫
s2x+s2y≤1

dsxdsy
a2(sx, sy)

sz
eiks·r. (4.38)

次に，a1(sx, sy)と a2(sx, sy)を球座標の角度 (θ, φ)の関数として表す．面 S0 上の入射光の

電場から位相部分を除いたベクトルを e0(θ, φ)，球面 S1 上の入射光の電場から位相部分を除い

たベクトルを e1(θ, φ)，e0(θ, φ)と e1(θ, φ)に平行な単位ベクトルをそれぞれ ê0(φ)，ê1(θ, φ)

とする．e1(θ, φ)は焦点距離 f を用いて

e1(θ, φ) =
a1(θ, φ)

f
(4.39)

と表わされる．面 S0 上の円環状の微小面積を δS0，δS0 を球面 S1 に投影した面積を δS1 とす

ると，図 4.2より δS0 と δS1 の間には

δS0 = δS1 cos θ (4.40)

の関係が成り立つ．これを次のエネルギー保存則

|e0(θ, φ)|2δS0 = |e1(θ, φ)|2δS1 (4.41)

に代入すると

|e1(θ, φ)| = |e0(θ, φ)| cos
1
2 θ (4.42)

が得られる．よって，e1(θ, φ)は

e1(θ, φ) = |e0(θ, φ)| cos
1
2 θê1(θ, φ) (4.43)

と表わされる．

いま，２つベクトル g0(φ)と g1(θ, φ)を，それぞれ物空間における光線と像空間における光

線に垂直であり，光線と光軸の両方を通る面上にある単位ベクトルとする．図 4.3より，g0(φ)，

g1(θ, φ)，s(θ, φ)は次のように与えられる．

g0(φ) = cosφx̂+ sinφŷ,

g1(θ, φ) = sin
(π
2
− θ
)
cosφx̂+ sin

(π
2
− θ
)
sinφŷ + cos

(π
2
− θ
)
ẑ

= cos θ cosφx̂+ cos θ sinφŷ + sin θẑ,

s(θ, φ) = sin θ cos(φ+ π)x̂+ sin θ sin(φ+ π)ŷ + cos θẑ

= − sin θ cosφx̂− sin θ sinφŷ + cos θẑ.

(4.44)
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ここで，̂x，̂y，̂zはそれぞれ x，y，z方向の単位ベクトルである．また，式 (4.44)より g0(φ)× ẑ

と g1(θ, φ)× s(θ, φ)は

g0(φ)× ẑ = g1(θ, φ)× s(θ, φ) = sinφx̂− cosφŷ (4.45)

となる．ê0(φ)は ẑに垂直であるため

ê0(φ) = (ê0(φ) · g0(φ))g0(φ) + (ê0(φ) · (g0(φ)× ẑ))(g0(φ)× ẑ) (4.46)

と表わされる．e0(θ, φ)が e1(θ, φ)に変換されるとき，g0(φ)方向の成分は g1(θ, φ)方向の成

分に，g0(φ) × ẑ 方向の成分は g1(θ, φ) × s(θ, φ) 方向の成分にそれぞれ変換される．よって，
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式 (4.43)と式 (4.46)を用いると e1(θ, φ)は

e1(θ, φ) = |e0(θ, φ)| cos
1
2 θ
[
(ê0(φ) · g0(φ))g1(θ, φ)

+ (ê0(φ) · (g0(φ)× ẑ))(g1(θ, φ)× s(θ, φ))
] (4.47)

と書ける．|e0(θ, φ)|の値は光軸からの距離 hに依存するが，無収差集光光学系において hは

h = f sin θ (4.48)

となるため (正弦条件)，|e0(θ, φ)|の最大値を e0 とし，相対振幅を θ の関数 l0(θ)で表わすと，

e0(θ, φ)は

e0(θ, φ) = e0l0(θ)ê0(φ) (4.49)

となる．よって，e1(θ, φ)は

e1(θ, φ) = e0l0(θ) cos
1
2 θ
[
(ê0(φ) · g0(φ))g1(θ, φ)

+ (ê0(φ) · (g0(φ)× ẑ))(g1(θ, φ)× s(θ, φ))
] (4.50)

となるため，式 (4.39)より a1(θ, φ)は

a1(θ, φ) = fe0l0(θ) cos
1
2 θ
[
(ê0(φ) · g0(φ))g1(θ, φ)

+ (ê0(φ) · (g0(φ)× ẑ))(g1(θ, φ)× s(θ, φ))
] (4.51)

となる．a1(θ, φ)と a2(θ, φ)の間には

a2(θ, φ) = s(θ, φ)× a1(θ, φ) (4.52)

の関係が成り立つため，a2(θ, φ)は

a2(θ, φ) = fe0l0(θ) cos
1
2 θ
[
(ê0(φ) · (g0(φ)× ẑ))g1(θ, φ)

− (ê0(φ) · g0(φ))(g1(θ, φ)× s(θ, φ))
] (4.53)

となる．また，円柱座標 (ρ, φ, z)を用いて rを r = ρ cosφx̂+ρ sinφŷ+zẑと表すと，式 (4.44)

より s(θ′, φ′) · rは

s(θ′, φ′) · r = −ρ sin θ′(cosφ′ cosφ+ sinφ′ sinφ) + z cos θ′

= z cos θ′ − ρ sin θ′ cos(φ′ − φ)
(4.54)

と書ける．よって

∂(sx, sy)

∂(θ′, φ′)
= sin θ′ cos θ′, sz = cos θ′,

dsxdsy
sz

= sin θ′dθ′dφ′ (4.55)
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を用いて，式 (4.37)と式 (4.38)を

Ẽ(r) = − ik

2π

∫ θf
2

0

dθ′
∫ 2π

0

dφ′a1(θ
′, φ′) sin θ′eik[z cos θ′−ρ sin θ′ cos(φ′−φ)], (4.56)

B̃(r) = − ik

2π

∫ θf
2

0

dθ′
∫ 2π

0

dφ′a2(θ
′, φ′) sin θ′eik[z cos θ′−ρ sin θ′ cos(φ′−φ)] (4.57)

と書くと，ê0(φ)と l0(θ)を決めれば Ẽ(r)と B̃(r)を求めることができる．ここで，θf は集光

光学系の開口角である．本節における議論は文献 [17, 31]を参考にした．

4.3 直線偏光のレーザー光を集光したときの電磁場

入射光が直線偏光の場合，e0(θ)は

e0(θ) = e0lg(θ)x̂ (4.58)

と表される．ここで，lg(θ)はガウス分布

lg(θ) = exp

[
−β2

(
sin θ

sin(θf/2)

)2
]

(4.59)

であり，本研究では β = 1とした．ê0(φ) = x̂と l0(θ) = lg(θ)を式 (4.51)と式 (4.53)に代入

すると，a1(θ, φ)と a2(θ, φ) のデカルト座標成分は

a1,x(θ, φ) = fe0lg(θ) cos
1
2 θ[cos θ + sin2 φ(1− cos θ)],

a1,y(θ, φ) = fe0lg(θ) cos
1
2 θ(cos θ − 1) cosφ sinφ,

a1,z(θ, φ) = fe0lg(θ) cos
1
2 θ sin θ cosφ,

(4.60)

a2,x(θ, φ) = fe0lg(θ) cos
1
2 θ(cos θ − 1) cosφ sinφ,

a2,y(θ, φ) = fe0lg(θ) cos
1
2 θ[1− sin2 φ(1− cos θ)],

a2,z(θ, φ) = fe0lg(θ) cos
1
2 θ sin θ sinφ

(4.61)

となる．よって，式 (4.60)と式 (4.61)を式 (4.56)と式 (4.57) に代入することによって，Ẽ(r)

と B̃(r)のデカルト座標成分が得られる．

Ẽx(ρ, φ, z) = −iA (I0(ρ, z) + cos 2φI2(ρ, z)) ,

Ẽy(ρ, φ, z) = −iA sin 2φI2(ρ, z),

Ẽz(ρ, φ, z) = −2A cosφI1(ρ, z),

B̃x(ρ, φ, z) = −iA sin 2φI2(ρ, z),

B̃y(ρ, φ, z) = −iA (I0(ρ, z)− cos 2φI2(ρ, z)) ,

B̃z(ρ, φ, z) = −2A sinφI1(ρ, z).

(4.62)
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ここで，A = kfe0/2であり，In(ρ, z) (n = 0, 1, 2)は次の関数を表す．

I0(ρ, z) =

∫ θf
2

0

dθ′lg(θ
′) cos

1
2 θ′ sin θ′(1 + cos θ′)J0 (kρ sin θ

′) eikz cos θ′
,

I1(ρ, z) =

∫ θf
2

0

dθ′lg(θ
′) cos

1
2 θ′ sin2 θ′J1 (kρ sin θ

′) eikz cos θ′
,

I2(ρ, z) =

∫ θf
2

0

dθ′lg(θ
′) cos

1
2 θ′ sin θ′(1− cos θ′)J2 (kρ sin θ

′) eikz cos θ′
.

(4.63)

Jn(kρ sin θ
′) (n = 0, 1, 2)は第一種ベッセル関数であり，式 (4.62)の導出では Jn(t)に関して∫ 2π

0

dφ cos(nφ)eit cos(φ−γ) = 2πinJn(t) cos(nγ),∫ 2π

0

dφ sin(nφ)eit cos(φ−γ) = 2πinJn(t) sin(nγ)

(4.64)

及び ∫ 2π

0

dφ cos(nφ)e−it cos(φ−γ) =

∫ 2π

0

dφ cos(nφ)eit cos[φ−(γ+π)]

= 2πinJn(t) cos[n(γ + π)],∫ 2π

0

dφ sin(nφ)e−it cos(φ−γ) =

∫ 2π

0

dφ sin(nφ)eit cos[φ−(γ+π)]

= 2πinJn(t) sin[n(γ + π)]

(4.65)

が成り立つことを用いた [24]．

4.4 軸対称偏光のレーザー光を集光したときの電磁場

軸対称偏光とは，光軸 (ここでは z 軸)に対して空間的に対称な偏光分布であり，代表的なも

のとして，ビーム中心から半径方向を向く径偏光 (図 4.4 (a))と，方位角方向を向く方位角偏光

(図 4.4 (b))の 2つの偏光モードがある [18]．以下では，この 2つの偏光のみを考える．e0 の

径偏光成分を er,0，方位角偏光成分を ea,0 とすると，er,0 と ea,0 は定数 ϕ0 を用いて次のように

表される．

er,0 = e0 cosϕ0, ea,0 = e0 sinϕ0. (4.66)

ここで，ϕ0 = tan−1(ea,0/er,0)は各偏光モードの比率を表す指標である．

ϕ0 を用いると，e0(θ)は

e0(θ) = e0lbg(θ) (cosϕ0ρ̂− sinϕ0φ̂) (4.67)
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図 4.5 最大値を 1に規格化したガウス分布とベッセルガウス分布．

と表される (第 2項の符号を −にしたのは慣習的な理由による)．ここで，ρ̂と φ̂はそれぞれ径

方向と方位角方向の単位ベクトルであり，lbg(θ)はベッセルガウス分布 (図 4.5)

lbg(θ) = J1

(
2β sin θ

sin(θf/2)

)
exp

[
−β2

(
sin θ

sin(θf/2)

)2
]

(4.68)

である [18, 32]．本研究では β = 1 とした．ê0(φ) = cosϕ0ρ̂ − sinϕ0φ̂ と l0(θ) = lbg(θ) を
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式 (4.51)と式 (4.53)に代入し

ρ̂ = cosφx̂+ sinφŷ, φ̂ = − sinφx̂+ cosφŷ (4.69)

を用いると，a1(θ, φ)と a2(θ, φ)のデカルト座標成分は

a1,x(θ, φ) = fe0lbg(θ)
[
cosϕ0 cos

3
2 θ cosφ+ sinϕ0 cos

1
2 θ sinφ

]
,

a1,y(θ, φ) = fe0lbg(θ)
[
cosϕ0 cos

3
2 θ sinφ− sinϕ0 cos

1
2 θ cosφ

]
,

a1,z(θ, φ) = fe0lbg(θ) cosϕ0 cos
1
2 θ sin θ,

(4.70)

a2,x(θ, φ) = fe0lbg(θ)
[
sinϕ0 cos

3
2 θ cosφ− cosϕ0 cos

1
2 θ sinφ

]
,

a2,y(θ, φ) = fe0lbg(θ)
[
sinϕ0 cos

3
2 θ sinφ+ cosϕ0 cos

1
2 θ cosφ

]
,

a2,z(θ, φ) = fe0lbg(θ) sinϕ0 cos
1
2 θ sin θ

(4.71)

となる．このとき，Ẽ(r)と B̃(r)のデカルト座標成分は次のようになる．

Ẽx(ρ, φ, z) = −2A [cosϕ0 cosφU0(ρ, z) + sinϕ0 sinφU2(ρ, z)] ,

Ẽy(ρ, φ, z) = −2A [cosϕ0 sinφU0(ρ, z)− sinϕ0 cosφU2(ρ, z)] ,

Ẽz(ρ, z) = −2iA cosϕ0U1(ρ, z),

B̃x(ρ, φ, z) = −2A [sinϕ0 cosφU0(ρ, z)− cosϕ0 sinφU2(ρ, z)] ,

B̃y(ρ, φ, z) = −2A [sinϕ0 sinφU0(ρ, z) + cosϕ0 cosφU2(ρ, z)] ,

B̃z(ρ, z) = −2iA sinϕ0U1(ρ, z).

(4.72)

ここで，Un(ρ, z) (n = 0, 1, 2)は次の関数を表す．

U0(ρ, z) =

∫ θf
2

0

dθ′lbg(θ
′) sin θ′ cos

3
2 θ′J1 (kρ sin θ

′) eikz cos θ′
,

U1(ρ, z) =

∫ θf
2

0

dθ′lbg(θ
′) sin2 θ′ cos

1
2 θ′J0 (kρ sin θ

′) eikz cos θ′
,

U2(ρ, z) =

∫ θf
2

0

dθ′lbg(θ
′) sin θ′ cos

1
2 θ′J1 (kρ sin θ

′) eikz cos θ′
.

(4.73)

デカルト座標成分と円柱座標成分の間に

Ẽρ(ρ, φ, z) = Ẽx(ρ, φ, z) cosφ+ Ẽy(ρ, φ, z) sinφ,

Ẽφ(ρ, φ, z) = −Ẽx(ρ, φ, z) sinφ+ Ẽy(ρ, φ, z) cosφ,

B̃ρ(ρ, φ, z) = B̃x(ρ, φ, z) cosφ+ B̃y(ρ, φ, z) sinφ,

B̃φ(ρ, φ, z) = −B̃x(ρ, φ, z) sinφ+ B̃y(ρ, φ, z) cosφ

(4.74)



58 第 4章 集光されたレーザー光の電磁場

の関係が成り立つことを用いると，Ẽ(r)と B̃(r)の円柱座標成分が得られる．

Ẽρ(ρ, z) = −2A cosϕ0U0(ρ, z),

Ẽφ(ρ, z) = 2A sinϕ0U2(ρ, z),

Ẽz(ρ, z) = −2iA cosϕ0U1(ρ, z),

B̃ρ(ρ, z) = −2A sinϕ0U0(ρ, z),

B̃φ(ρ, z) = −2A cosϕ0U2(ρ, z),

B̃z(ρ, z) = −2iA sinϕ0U1(ρ, z).

(4.75)

4.5 本章のまとめ

本章では，ベクトル場の回折積分を用いて集光されたレーザー光の電磁場を計算する方法に

ついて述べ，直線偏光と軸対称偏光のレーザー光を集光した場合の電磁場を求めた．
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第 5章

真空非線形光学現象の偏光状態と開口
角に対する依存性

本章では，直線偏光と軸対称偏光のレーザー光を集光した場合の電磁場のローレンツ不

変量とそのとき真空中に生じる分極と磁化，また真空からの放射光を計算し，これらが偏

光状態や開口角を変えることでどのように変化するのかを調べる．以下では，特に断ら

ない限り λ = 1µm，θf = 100◦ とする．また，直線偏光のレーザー光を集光したときの

光の電磁場を (EL(r, t),BL(r, t))，軸対称偏光のレーザー光を集光したときの光の電磁場を

(EA(r, t, ϕ0),BA(r, t, ϕ0))とし，ローレンツ不変量と分極・磁化に対しても同様の添え字や変数

を用いて偏光状態を区別する．(例: 径偏光をもつレーザー光のローレンツ不変量は FA(r, t, 0
◦)

と GA(r, t, 0
◦))

5.1 レーザー光のローレンツ不変量と真空中の分極と磁化

図 5.1(a)-(h) は，それぞれ焦平面 (z = 0) における EL(r, t), EA(r, t, 0
◦), EA(r, t, 45

◦),

EA(r, t, 90
◦), BL(r, t), BA(r, t, 0

◦), BA(r, t, 45
◦), BA(r, t, 90

◦) の振幅の分布 (色) と向き

(矢印と × 印) を表す．ここで，ベクトル場 E(r, t) の振幅はその 2 乗時間平均値の平方根√
⟨|E(r, t)|2⟩ とした (⟨· · · ⟩ は時間平均値を表す)．直線偏光のレーザー光を集光した場合，電

磁場の振動方向はほとんど変化しないが，振幅の分布はガウス分布から楕円状の分布へと変化

し，電場と磁場は互いに異なる分布をもつようになる．一方，軸対称偏光ビームを集光すると，

ϕ0 = 0◦ の場合には電場が，ϕ0 = 90◦ の場合には磁場が，また ϕ0 = 45◦ の場合には電場と磁

場の両方が焦点付近で縦方向に振動するようになる．

図 5.2(a)-(h) は，それぞれ焦平面における |⟨FL(r, t)⟩|, |⟨FA(r, t, 0
◦)⟩|, |⟨FA(r, t, 45

◦)⟩|,
|⟨FA(r, t, 90

◦)⟩|, |⟨GL(r, t)⟩|, |⟨GA(r, t, 0
◦)⟩|, |⟨GA(r, t, 45

◦)⟩|, |⟨GA(r, t, 90
◦)⟩| の分布を表す．

まず直線偏光のレーザー光を集光したときのローレンツ不変量について考えると，|⟨FL(r, t)⟩|
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図 5.1 焦平面 (z = 0) における振幅の分布 (色) と向き (矢印と × 印)．(a) EL(r, t),

(b) EA(r, t, 0
◦), (c) EA(r, t, 45

◦), (d) EA(r, t, 90
◦), (e) BL(r, t), (f) BA(r, t, 0

◦), (g)

BA(r, t, 45
◦), (h) BA(r, t, 90

◦)．×印は z 軸方向を表す．

の分布は EL(r, t)とBL(r, t)の楕円分布の長軸がそれぞれ x軸と y軸であることに起因してお

り，|⟨GL(r, t)⟩|は |⟨FL(r, t)⟩| を焦平面上で 45◦回転させた分布になる．次に軸対称偏光のレー

ザー光を集光したときのローレンツ不変量を考える．ϕ0 = 0◦ の場合，焦点付近では縦方向の電

場のみが存在するため |FA(r, t, 0
◦)| ∼ |EA(r, t, 0

◦)|2/2となり F の絶対値が大きくなるが，焦
点以外では電磁場の直交関係が満たされているため GA(r, t, 0

◦) = 0となる．また ϕ0 = 90◦ の

場合，焦点付近では縦方向の磁場のみが存在するため |FA(r, t, 90
◦)| ∼ |BA(r, t, 90

◦)|2/2とな
り F の絶対値が大きくなるが，焦点以外では ϕ0 = 0◦ のときと同じ理由から GA(r, t, 90

◦) = 0

となる．一方，ϕ0 = 45◦ の場合，焦点付近では縦方向の電場と磁場が両方とも存在するため

|GA(r, t, 45
◦)| ∼ |EA(r, t, 45

◦)||BA(r, t, 45
◦)| となり G の絶対値が大きくなるが，電場と磁場

が各点で同じ振幅をもっているため FA(r, t, 45
◦) = 0となる．入射光が直線偏光の場合と軸対

称偏光の場合でローレンツ不変量を比較すると，軸対称偏光ビームのローレンツ不変量の最大

値は直線偏光の場合に比べて 2倍以上大きくなることが分かる．これは，直線偏光の場合には

焦点から離れた点で平面波の条件 |E| = |B|，E ·B = 0が崩れてローレンツ不変量が 0ではな

くなるのに対して，軸対称偏光の場合には電磁場の振幅が大きくなる焦点付近においてもこの

関係が崩れているためである．

図 5.3(a)-(h)は，それぞれ焦平面におけるPL(r, t), PA(r, t, 0
◦), PA(r, t, 45

◦), PA(r, t, 90
◦),

ML(r, t), MA(r, t, 0
◦), MA(r, t, 45

◦), MA(r, t, 90
◦) の振幅の分布 (色)と向き (矢印と ×印)



5.1 レーザー光のローレンツ不変量と真空中の分極と磁化 61

2012/10/20

1

(a)

(e)

y
(u

n
it

s 
o

f 
λ

)

- 1.5

0

1.5

- 1.5

0

1.5

x (units of λ)

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

(d)(c)

(h)(g)

- 1.5 0 1.5

(b)

(f)

- 1.5 0 1.5- 1.5 0 1.5- 1.5 0 1.5

図 5.2 焦平面 (z = 0) におけるローレンツ不変量の時間平均された絶対値の分布．(a)

|⟨FL(r, t)⟩|, (b) |⟨FA(r, t, 0
◦)⟩|, (c) |⟨FA(r, t, 45

◦)⟩|, (d) |⟨FA(r, t, 90
◦)⟩|, (e) |⟨GL(r, t)⟩|,

(f) |⟨GA(r, t, 0
◦)⟩|, (g) |⟨GA(r, t, 45

◦)⟩|, (h) |⟨GA(r, t, 90
◦)⟩|．

を表す．図 5.3(a), (e)から分かるように，直線偏光のレーザー光により誘起される分極と磁化

の振幅の分布には，電磁場 (図 5.1(a), (e))ではなくローレンツ不変量 (図 5.2(a), (e))の分布が

反映されている．また，分極と磁化が電場と磁場の両方に平行な成分をもっているため，振動

方向も電磁場とは全く異なるものになる．一方，図 5.3(b)-(d), (f)-(h)より，軸対称偏光のレー

ザー光により誘起される分極と磁化は振幅も振動方向も図 5.1(b)-(d), (f)-(h)で示された電磁場

と非常に類似していることが分かる．これは，GA(r, t, 0
◦) = FA(r, t, 45

◦) = GA(r, t, 90
◦) = 0

より，ϕ0 = 0◦, 45◦, 90◦ のそれぞれの場合に分極と磁化が

PA(r, t, 0
◦) = −4ξFA(r, t, 0

◦)EA(r, t, 0
◦),

MA(r, t, 0
◦) = 4ξFA(r, t, 0

◦)BA(r, t, 0
◦),

(5.1)

PA(r, t, 45
◦) = 7ξGA(r, t, 45

◦)BA(r, t, 45
◦),

MA(r, t, 45
◦) = 7ξGA(r, t, 45

◦)EA(r, t, 45
◦),

(5.2)

PA(r, t, 90
◦) = −4ξFA(r, t, 90

◦)EA(r, t, 90
◦),

MA(r, t, 90
◦) = 4ξFA(r, t, 90

◦)BA(r, t, 90
◦)

(5.3)

と表されるためである．このように，真空中の分極と磁化がレーザー光の電磁場と類似した分

布をもつかどうかは，レーザー光の偏光状態によって異なる．また，直線偏光と軸対称偏光と
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図 5.3 焦平面 (z = 0) における振幅の分布 (色) と向き (矢印と × 印)．(a) PL(r, t),

(b) PA(r, t, 0
◦), (c) PA(r, t, 45

◦), (d) PA(r, t, 90
◦), (e) ML(r, t), (f) MA(r, t, 0

◦), (g)

MA(r, t, 45
◦), (h) MA(r, t, 90

◦)．×印は z 軸方向を表す．

ではMA(r, t, 0
◦)と PA(r, t, 90

◦) を除いて軸対称偏光の方が分極と磁化の振幅が大きいが，こ

れは軸対称偏光の方がローレン不変量が大きいためである．同じ軸対称偏光でも ϕ0 = 0◦, 90◦

と 45◦ の場合を比較すると ϕ0 = 45◦ の方が分極・磁化ともに振幅が大きくなるが，これは

式 (3.16)における係数の違い (4と 7)によるものである．

上で述べたように，レーザー光を集光することにより真空中に分極と磁化が誘起されるのは

集光により |E| = |B|，E ·B = 0の関係が崩れるためである．このため，開口角 θf を大きくし

ていくと分極と磁化の振幅は大きくなることが予想される．図 5.4は，レーザー光の強度が一

定の場合に，分極 PA(r, t, 45
◦)の焦平面における振幅の最大値を θf の関数として表したもの

である．この図から，予想通り PA(r, t, 45
◦)の振幅は開口角の増加とともに非線形に大きくな

ることが分かる．他の分極や磁化の焦平面における振幅の最大値も，θf に対して PA(r, t, 45
◦)

と同様の依存性を示す．
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図 5.4 レーザー光の強度を一定としたときの，焦平面 (z = 0)における PA(r, t, 45
◦)の振

幅の最大値の開口角依存性．他の分極や磁化の焦平面における振幅の最大値も，θf に対して

PA(r, t, 45
◦)と同様の依存性を示す．

5.2 レーザー光の照射により真空から生じる放射光

本節では，前節で求めた分極と磁化を式 (3.39)，式 (3.40)に代入し，真空から放射される光

の電磁場を計算する．

図 5.5(a), (b)は，それぞれ直線偏光と軸対称偏光のレーザー光を照射したときに真空から生

じる放射光の強度分布を示している．ここで，軸対称偏光ビームに対する放射光の強度分布は

ϕ0 の値に関わらず同じである．直線偏光の場合には図 5.3(a), (e) の分極と磁化の分布が非常

によく反映されており，レーザー光の電磁場がもつガウス分布とは全く異なるリング状の強度

分布になる．一方，軸対称偏光の場合には分極と磁化がレーザー光の電磁場と類似した分布を

もつため，放射光もレーザー光と同様の強度分布 (l2bg(θ))をもつ．レーザー光の出力が 100PW

の場合，z = 500λの面上におけるレーザー光の最大強度は約 1022W/cm2，図 5.5の放射光の

最大強度は数十W/cm2 程度であるが，レーザー光の出力を 1EW に変化させると，レーザー

光の最大強度が 1桁しか増加しないのに対して放射光の最大強度は 3桁増加し，104W/cm2 か



64 第 5章 真空非線形光学現象の偏光状態と開口角に対する依存性

2012/10/20

1

- 103 0 103
- 103

0

103

- 103 0 103

1

0

(b)(a)
y

(u
n

it
s 

o
f 

λ
)

x (units of λ)

図 5.5 焦平面から 500µm離れた面 (z = 500λ)における (a)直線偏光と (b)軸対称偏光の

レーザー光を照射したときに真空から生じる放射光の強度分布．

ら 105W/cm2 程度の大きさになる．

次に，放射光の電磁場からその光子数を求める．光子数 N は，放射光のエネルギーを 1つの

光子がもつエネルギーで割ったものとして定義することができる．放射光のエネルギーは，放

射の方向に対して垂直な面上で放射光の強度を積分し，それをさらに時間に関して積分するこ

とにより求められる．よって，レーザー光の時間波形が矩形状のパルス (時間幅 τ)であると仮

定し，ポインティングベクトルが (c/4π)Er(r, t)×Br(r, t) であることを用いると

N =
τ

~ω

∫ ∞

−∞
d2r

∣∣∣⟨ c

4π
Er(r, t)×Br(r, t)

⟩∣∣∣ (5.4)

が得られる．以下では，τ = 100fsとする．

図 5.6は，軸対称偏光と直線偏光のレーザー光を照射したときの放射光子数の偏光状態に対

する依存性を，ϕ0 を変数にとって表したものである．ここで，レーザー光の出力は 100PWと

した．ϕ0 に対する光子数の変化から，入射光が軸対称偏光のレーザー光の場合には ϕ0 = 45◦

のときに光子数が最大になることが分かる．これは，ϕ0 = 45◦ の場合に真空中に誘起される分

極と磁化の振幅が最大になることと一致する．また，光子数は直線偏光の場合と比べて軸対称

偏光の方が最大で 3倍程度大きくなる．

図 5.7は，軸対称偏光 (ϕ0 = 45◦)と直線偏光のレーザー光を照射したときに真空から生じる

放射光子数をレーザー出力の関数として表し，同時に開口角 θf を変化させたときの光子数の変

化を示したものである．光子数は θf = 100◦ と 15◦ の場合に対して求められており，それぞれ

f値が 0.4と 4の場合に対応している．まず直線の傾きから，レーザー出力が 1桁増加するごと

に光子数は 3桁増加することが分かる．これは，式 (3.16)から明らかなように現在考えている
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のが 3次の非線形光学効果であり，分極と磁化がそれぞれレーザー光の電磁場の 3乗 (光の強

度の 3/2乗)に比例するためである．また，θf を 15◦ から 100◦ に変化させたとき，光子数は

約 7桁も増加していることが分かる．通常，レーザー光を集光したときのスポットサイズと焦

点深度から求まる相互作用の体積は f値の 4乗に比例し，放射光の通過する面積は f値の 2乗

に反比例する．このため，物質中の 3次の非線形光学効果であれば，レーザー光の集光強度が f

値の 2乗に反比例することを考慮しても，4から 0.4への f値の変化で光子数は 4桁程度しか増

加しない．よって，図 5.7に示されている残りの 3桁の増加は，レーザー強度が一定の下でも

θf を大きくするだけで分極と磁化が増加する (図 5.4)という真空中の分極と磁化に特有の性質

のためであると考えられる．
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図 5.6 軸対称偏光と直線偏光のレーザー光を照射したときに真空から生じる放射光子数の

ϕ0 に対する依存性．
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図 5.7 軸対称偏光 (ϕ0 = 45◦)と直線偏光のレーザー光を照射したときに真空から生じる放

射光子数のレーザー出力と開口角 θf に対する依存性．

5.3 本章のまとめ

本章では，直線偏光と軸対称偏光のレーザー光を集光した場合の電磁場のローレンツ不変量

とそのとき真空中に生じる分極と磁化，また真空からの放射光子数を計算した．

分極と磁化の計算により，軸対称偏光のレーザー光により誘起される分極と磁化はその電磁

場と類似した分布になるが，直線偏光の場合にはもとの電磁場とは全く異なる分布になるとい

う結果が得られた．これにより，真空中の分極と磁化は，特定の偏光状態をもつ光が照射された

場合にはその電磁場と異なる分布をもつことが分かった．これは分極と磁化のローレンツ不変

量に対する依存性のためである．また，真空からの放射光子数の計算結果から，入射レーザー

光の偏光状態は光子数に大きな影響を与えないが，開口角を 15◦ から 100◦ に変化させることで

光子数は約 7桁増加することが分かった．物質中の 3次の非線形光学効果であれば，この場合

の光子数の増加は 4桁程度であると考えられるため，真空からの放射光子数は開口角の増加に

対して物質中では考えられないほど大幅に増加する．これは，開口角の変化により物質と光の

相互作用が大きな影響を受けるのは光の強度が変化する場合に限られるのに対し，真空中の分

極と磁化は光の強度が一定の下でも開口角に強く依存しているためである．
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第 6章

対向レーザー光による真空非線形光学
現象

本章では，反対方向に伝搬する 2つの直線偏光のレーザー光を 1点に集光した場合の電磁場

のローレンツ不変量とそのとき真空中に生じる分極と磁化，また真空からの放射光を計算し，

直線偏光の 1ビームを集光した場合の計算結果 (前章)と比較する．以下では，2ビームの偏光

方向 (電場の振動方向)が同じ場合 (図 6.1 (a))のレーザー光の電磁場を (EL∥(r, t),BL∥(r, t))，

直交している場合 (図 6.1 (b))のレーザー光の電磁場を (EL⊥(r, t),BL⊥(r, t))とおき，この 2

つの場合についてのみ考える．また，ローレンツ不変量と分極・磁化に対しても同様の添え字

を用いることにする．

6.1 対向レーザー光の電磁場

直線偏光のレーザー光を等しいエネルギーをもつ 2つのビームに分け，反対方向に伝搬させ

て 1点に集光する場合，EL∥(r, t)と EL⊥(r, t)の複素振幅のデカルト座標成分は，レーザー光
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図 6.1 反対方向に伝搬する 2ビーム．
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を 1ビームのまま集光した場合の電場の複素振幅 ẼL(r)を用いて次のように表される．

ẼL∥,x(r) =
1√
2

{
ẼL,x(x, y, z) + ẼL,x(x,−y,−z)

}
,

ẼL∥,y(r) =
1√
2

{
ẼL,y(x, y, z)− ẼL,y(x,−y,−z)

}
,

ẼL∥,z(r) =
1√
2

{
ẼL,z(x, y, z)− ẼL,z(x,−y,−z)

}
,

(6.1)

ẼL⊥,x(r) =
1√
2

{
ẼL,x(x, y, z)− ẼL,y(−y,−x,−z)

}
,

ẼL⊥,y(r) =
1√
2

{
ẼL,y(x, y, z)− ẼL,x(−y,−x,−z)

}
,

ẼL⊥,z(r) =
1√
2

{
ẼL,z(x, y, z)− ẼL,z(−y,−x,−z)

}
．

(6.2)

ここで

tan−1

(
−y
x

)
= − tan−1

(y
x

)
= −φ,

tan−1

(
−x
−y

)
= tan−1

(
x

y

)
= tan−1

(
1

tanφ

)
= tan−1

(
− tan

(
φ− π

2

))
=
π

2
− φ

(6.3)

であることから，式 (6.1)と式 (6.2)は円柱座標を用いて次のように表される．

ẼL∥,x(ρ, φ, z) =
1√
2

{
ẼL,x(ρ, φ, z) + ẼL,x(ρ,−φ,−z)

}
,

ẼL∥,y(ρ, φ, z) =
1√
2

{
ẼL,y(ρ, φ, z)− ẼL,y(ρ,−φ,−z)

}
,

ẼL∥,z(ρ, φ, z) =
1√
2

{
ẼL,z(ρ, φ, z)− ẼL,z(ρ,−φ,−z)

}
,

(6.4)

ẼL⊥,x(ρ, φ, z) =
1√
2

{
ẼL,x(ρ, φ, z)− ẼL,y

(
ρ,
π

2
− φ,−z

)}
,

ẼL⊥,y(ρ, φ, z) =
1√
2

{
ẼL,y(ρ, φ, z)− ẼL,x

(
ρ,
π

2
− φ,−z

)}
,

ẼL⊥,z(ρ, φ, z) =
1√
2

{
ẼL,z(ρ, φ, z)− ẼL,z

(
ρ,
π

2
− φ,−z

)}
．

(6.5)

式 (4.63)より，In(ρ, z)について

In(ρ,−z) = I∗n(ρ, z) (6.6)
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が成り立つため，式 (4.62)より

ẼL∥,x(ρ, φ, z) = −2iA2 [Re{I0(ρ, z)}+ cos 2φRe{I2(ρ, z)}] ,

ẼL∥,y(ρ, φ, z) = −2iA2 sin 2φRe{I2(ρ, z)},

ẼL∥,z(ρ, φ, z) = −4iA2 cosφIm{I1(ρ, z)},

(6.7)

ẼL⊥,x(ρ, φ, z) = −iA2 [I0(ρ, z) + cos 2φI2(ρ, z)− sin 2φI∗2 (ρ, z)] ,

ẼL⊥,y(ρ, φ, z) = iA2 [I
∗
0 (ρ, z)− cos 2φI∗2 (ρ, z)− sin 2φI2(ρ, z)] ,

ẼL⊥,z(ρ, φ, z) = −2A2 [cosφI1(ρ, z)− sinφI∗1 (ρ, z)]

(6.8)

が得られる．ここで，A2 = A/
√
2である．磁場BL∥(r, t)とBL⊥(r, t)も式 (6.4)，式 (6.5)と

同様の式を用いて求めることができる．

B̃L∥,x(ρ, φ, z) = 2A2 sin 2φIm{I2(ρ, z)},

B̃L∥,y(ρ, φ, z) = 2A2 [Im{I0(ρ, z)} − cos 2φIm{I2(ρ, z)}] ,

B̃L∥,z(ρ, φ, z) = −4A2 sinφRe{I1(ρ, z)},

(6.9)

B̃L⊥,x(ρ, φ, z) = iA2 [I
∗
0 (ρ, z) + cos 2φI∗2 (ρ, z)− sin 2φI2(ρ, z)] ,

B̃L⊥,y(ρ, φ, z) = −iA2 [I0(ρ, z)− cos 2φI2(ρ, z)− sin 2φI∗2 (ρ, z)] ,

B̃L⊥,z(ρ, φ, z) = 2A2 [cosφI
∗
1 (ρ, z)− sinφI1(ρ, z)] .

(6.10)

以下では，2 ビームと 1 ビームの結果を比較する場合，対向する 2 ビームの合計のレー

ザー出力と 1 ビームのレーザー出力は常に等しいとする．図 6.2(a)-(f) は，それぞれ焦平

面における EL(r, t), EL∥(r, t), EL⊥(r, t), BL(r, t), BL∥(r, t), BL⊥(r, t) の振幅の分布 (色)

と向き (矢印と × 印) を表す．2 ビームの偏光方向が同じ場合には焦点付近で EL∥(r, t) ∼
√
2EL(r, t)，BL∥(r, t) ∼ 0 となり，一方偏光方向が直交している場合には |EL⊥(r, t)| ∼

|EL(r, t)|，|BL⊥(r, t)| ∼ |BL(r, t)| となって電場と磁場が同じ方向を向くため，レーザー光の
偏光方向に関わらずエネルギーの伝搬は生じない. また，電磁場の振幅の大きさは 1ビームの

場合と比べてほとんど変化しない．
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図 6.2 焦平面 (z = 0) における振幅の分布 (色) と向き (矢印と × 印)．(a) EL(r, t), (b)

EL∥(r, t), (c) EL⊥(r, t), (d) BL(r, t), (e) BL∥(r, t), (f) BL⊥(r, t)．× 印は z 軸方向を

表す．

6.2 対向レーザー光のローレンツ不変量と真空中の分極と磁化

図 6.3(a)-(f) は，それぞれ焦平面における |⟨FL(r, t)⟩|, |⟨FL∥(r, t)⟩|, |⟨FL⊥(r, t)⟩|,
|⟨GL(r, t)⟩|, |⟨GL∥(r, t)⟩|, |⟨GL⊥(r, t)⟩| の分布を表す．2 ビームの偏光方向が同じ場合には焦

点付近で FL∥(r, t) ∼ |EL|2 のように F が大きくなり，偏光方向が直交している場合には
|GL⊥(r, t)| ∼ |EL(r, t)||BL(r, t)|のように G が大きくなる．残りのローレンツ不変量について
は，⟨FL⊥(r, t)⟩ =

⟨
GL∥(r, t)

⟩
= 0のように，その時間平均値は完全に 0になる．1ビームの電

磁場のローレンツ不変量と FL∥(r, t)，GL⊥(r, t) の大きさを比べると，電磁場の振幅とは異な

り 2ビームを集光したときのローレンツ不変量は 1ビームの場合よりも 20倍程度大きくなる

ことが分かる．これは，2ビームの集光により定常波が生成されると，電磁場の振幅が大きくな

る焦点付近で |E| = |B|，E ·B = 0の関係が崩れるためである．

図 6.4(a)-(f) は，それぞれ焦平面における PL(r, t), PL∥(r, t), PL⊥(r, t), ML(r, t),

ML∥(r, t), ML⊥(r, t)の振幅の分布 (色)と向き (矢印と ×印)を表す．図 6.2と比べて分かる

ように，対向する 2ビームにより誘起される分極と磁化は，もとの電磁場と非常に類似した分

布をもつ．これは，FL⊥(r, t)と GL∥(r, t)の絶対値が FL∥(r, t)と GL⊥(r, t)よりも十分小さい
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図 6.3 焦平面 (z = 0) におけるローレンツ不変量の時間平均された絶対値の分布．(a)

|⟨FL(r, t)⟩|, (b) |⟨FL∥(r, t)⟩|, (c) |⟨FL⊥(r, t)⟩|, (d) |⟨GL(r, t)⟩|, (e) |⟨GL∥(r, t)⟩|, (f)

|⟨GL⊥(r, t)⟩|．

ため，それぞれの場合に分極と磁化が

PL∥(r, t) ≃ −4ξFL∥(r, t)EL∥(r, t), ML∥(r, t) ≃ 4ξFL∥(r, t)BL∥(r, t), (6.11)

PL⊥(r, t) ≃ 7ξGL⊥(r, t)BL⊥(r, t), ML⊥(r, t) ≃ 7ξGL⊥(r, t)EL⊥(r, t) (6.12)

と表され，これにより焦点付近の分極と磁化の大きさがそれぞれ∣∣PL∥(r, t)
∣∣ ∼ 4ξ |EL(r, t)|2

∣∣EL∥(r, t)
∣∣ ∼ 4

√
2ξ |EL(r, t)|3 ,∣∣ML∥(r, t)

∣∣ ∼ 4ξ |EL(r, t)|2
∣∣BL∥(r, t)

∣∣ ∼ 0,
(6.13)

|PL⊥(r, t)| ∼ 7ξ |EL(r, t)| |BL(r, t)| |BL⊥(r, t)| ∼ 7ξ |EL(r, t)|3 ,

|ML⊥(r, t)| ∼ 7ξ |EL(r, t)| |BL(r, t)| |EL⊥(r, t)| ∼ 7ξ |BL(r, t)|3
(6.14)

となるためである．また，対向する 2ビームにより誘起される分極と磁化の大きさは 1ビーム

の場合よりも 50倍近く大きくなるが，これは式 (6.13)，式 (6.14)のように分極と磁化の値が

焦点付近で大きくなるためである．
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図 6.4 焦平面 (z = 0) における振幅の分布 (色) と向き (矢印と × 印)．(a) PL(r, t), (b)

PL∥(r, t), (c) PL⊥(r, t), (d) ML(r, t), (e) ML∥(r, t), (f) ML⊥(r, t)．×印は z 軸方向を

表す．

6.3 対向レーザー光の照射により真空から生じる放射光

図 6.5(a), (b)は，それぞれ直線偏光の 1ビームと対向する直線偏光の 2ビームを照射したと

きに真空から生じる放射光の強度分布を示している．ここで，対向する 2ビームに対する放射

光の強度分布は，2 ビームの偏光方向がなす角度に関わらず同じである．前章でも述べた通り

直線偏光の場合には分極と磁化の分布が反映されてガウス分布とは全く異なるリング状の強度

分布になるが，2 ビームを集光した場合の分極と磁化はレーザー光の電磁場と同様の分布をも

つため，放射光の強度分布もレーザー光と同じガウス分布になる．また，2ビーム照射時に生じ

る放射光の最大強度は，1ビームの場合に比べて 3桁から 4桁程度大きくなる．

図 6.6は，直線偏光をもつ 1ビームと対向する直線偏光の 2ビームを照射したときに真空か

ら生じる放射光子数をレーザー出力の関数として表したものである．まず，3 次の非線形光学

効果を考えているため，ビーム数や偏光方向に関係なく放射光子数はレーザー出力の 3乗に比

例して増加する．次に，それぞれの場合における光子数を比較すると，対向する 2ビームの偏

光方向が直交している場合に光子数が最も多くなり，1ビームの場合と比べると 3桁以上増加

していることが分かる．1本のレーザー光を集光する場合と対向する 2ビームを集光する場合

ではレーザー光の電磁場の振幅はほとんど変わらない (図 6.2)ため，この光子数の増加はレー

ザー光の強度や出力が一定の下でも生じる，真空と光の相互作用に特有のものであると考えら

れる．
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図 6.5 焦平面から 500µm離れた面 (z = 500λ)における (a)直線偏光の 1ビームと (b)対

向する直線偏光の 2ビームを照射したときに真空から生じる放射光の強度分布．
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図 6.6 直線偏光をもつ 1ビームと対向する直線偏光の 2ビームを照射したときに真空から

生じる放射光子数のレーザー出力に対する依存性．
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6.4 本章のまとめ

本章では，反対方向に伝搬する 2つの直線偏光のレーザー光を 1点に集光した場合の電磁場

のローレンツ不変量とそのとき真空中に生じる分極と磁化，また真空からの放射光を計算し，

直線偏光の 1ビームを集光した場合の計算結果と比較した．

分極と磁化の計算から，1ビームの場合とは異なり，対向するレーザー光により誘起される分

極と磁化はもとの電磁場と非常に似た分布をもつという結果が得られた．また，レーザー光の

強度や出力は変わらないにも関わらず，分極と磁化の振幅は 1ビームの場合と比べて非常に大

きく，その結果として放射光の光子数も 1ビームの場合と比べて 3桁以上増加するという結果

が得られた．これにより，真空とレーザー光の相互作用の大きさは，光の強度やエネルギーだ

けでなく照射するビームの幾何学配置に大きく依存することが分かった．
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第 7章

結論

本研究では，真空と光の相互作用と物質と光の相互作用の違いを明らかにすることを目的と

して，真空中に誘起される分極と磁化や真空から放射される光の光子数が，光の偏光状態や開

口角，レーザー光の幾何学配置などにどのように依存するのかを調べた．

第 2章では，シュインガー極限よりも十分強度の低い一様電磁場が真空中に存在する場合の

ラグランジアン密度をディラック方程式から導出する方法について述べた．

第 3章では，第 2章で得られたラグランジアン密度を用いて真空中におけるMaxwell方程式

を導出し，物質中におけるMaxwell方程式との比較により真空中の分極と磁化を定義した．ま

た，レーザー光が照射された場合に真空から放射される光の電磁場を，レーザー光よりも放射

光の方が十分強度が低いという仮定の下で焦点から十分離れた点において計算した．

第 4章では，ベクトル場の回折積分を用いて集光されたレーザー光の電磁場を計算する方法

について述べ，直線偏光と軸対称偏光をもつレーザー光を集光した場合の電磁場を求めた．

第 5章では，直線偏光と軸対称偏光のレーザー光を集光した場合の電磁場のローレンツ不変

量とそのとき真空中に生じる分極と磁化，また真空からの放射光子数を計算した．分極と磁化

の計算から，軸対称偏光のレーザー光により誘起される分極と磁化はその電磁場と類似した分

布になるが，直線偏光のレーザー光を集光した場合に生じる分極と磁化はもとの電磁場とは全

く異なる分布になるという結果が得られた．また，真空からの放射光子数の計算結果より，入

射レーザー光の偏光状態は光子数に大きな影響を与えないが，開口角を 15◦ から 100◦ に変化さ

せることで光子数は約 7桁増加することが分かった．

第 6章では，反対方向に伝搬する 2つの直線偏光のレーザー光を 1点に集光した場合の電磁

場のローレンツ不変量とそのとき真空中に生じる分極と磁化，また真空からの放射光を計算し，

直線偏光の 1ビームを集光した場合の計算結果と比較した．分極と磁化の計算から，対向する

レーザー光により誘起される分極と磁化はもとの電磁場と非常に似た分布をもつという結果が

得られた．また，レーザー光の強度や出力を一定にした場合でも分極と磁化の振幅は 1ビーム
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の場合と比べて非常に大きくなり，その結果として放射光子数も 1ビームの場合と比べて 3桁

以上増加するという結果が得られた．

以上の結果から，物質中の分極と磁化は光の偏光状態や幾何学配置に関わらず電磁場と同様

の分布になるが，真空中の分極と磁化は特定の偏光状態をもつ光が照射された場合にはその電

磁場と異なる分布になることが分かった．また，物質と光の相互作用の大きさは光の強度以外

にはあまり依存しないが，真空と光の相互作用の大きさは光の強度やエネルギーが一定の場合

でも開口角やビームの幾何学配置によって大きく変化することが明らかになった．
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付録 A

スピンとパウリ行列

A.1 スピン作用素とその固有状態

~を単位として無次元化された角運動量の作用素を ĵ = (ĵx, ĵy, ĵz)，角運動量の大きさの 2乗

に対応する作用素を ĵ2 = ĵ2x + ĵ2y + ĵ2z と定義すると，ĵ2 と ĵz の同時固有状態 |j,m⟩に対して
次の固有値方程式が成り立つ．

ĵ2 |j,m⟩ = j(j + 1) |j,m⟩ , j は 0以上の整数 or半整数

ĵz |j,m⟩ = m |j,m⟩ , m = −j,−j + 1, · · · , j + 1, j.
(A.1)

軌道角運動量は j が整数の場合に制限されるが，式 (A.1)は j が半整数 1/2, 3/2, · · · となるよ
うな角運動量の固有状態も許容されることを示している．実際，様々な実験によって電子が軌

道角運動量以外に角運動量の大きさ ~/2に対応する 2つの状態しか存在しない内部自由度をも

つことが明らかになっており，これは電子が j = 1/2に相当する角運動量を軌道角運動量以外

にもつことを意味している．このような素粒子に固有の内部角運動量 (軌道角運動量以外の角

運動量)をスピンという．

以下では，スピンが ~/2の場合 (j = 1/2)を考える．スピン作用素 Σ̂を 3成分の作用素とし

て定義し，~を単位として Σ̂を無次元化した作用素 ŝ = Σ̂/~を考える．この無次元化されたス
ピン作用素の各成分は，軌道角運動量と同様に交換関係

[ŝi, ŝj ] = i
3∑

k=1

εijkŝk (A.2)

を満たす．ここで，εijk は

εijk =

 0, 2つ以上の添字が等しい場合
+1, ijk が 123の偶置換である場合
−1, ijk が 123の奇置換である場合

(A.3)
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を満たす反対称テンソルである．また，上で述べたようにスピンは粒子の内部自由度であり，

粒子の空間座標とは独立であるため，スピン作用素は運動量や軌道角運動量の作用素と可換で

ある．

ŝ は通常の物理量のように r̂ と p̂ を用いて表すことができないため，一般に内部自由度

の空間における行列で表される．このために，まずスピンの大きさの 2 乗の作用素 ŝ2 (固

有値 ~[(1/2)(1/2 + 1)]
1
2 ) とその 1 成分 (z 成分) の作用素 ŝz(固有値 ±~/2) の同時固有状態

|s = 1/2, sz = ±1/2⟩を導入し

|±⟩ =
∣∣∣∣s = 1

2
, sz = ±1

2

⟩
(A.4)

と定義する．式 (A.1)に，j = 1/2,m = ±1/2を代入すると

ŝ2 |±⟩ = 1

2

(
1

2
+ 1

)
|±⟩ ,

ŝz |±⟩ = ±1

2
|±⟩

(A.5)

が導かれる．

スピンの固有値は 2つであるため，ŝz の固有状態 |±⟩はスピンの状態を表す基底として用い
ることができる．よって，スピンを考慮した場合の電子の任意の状態 |ψ(t)⟩は

|ψ(t)⟩ = |ψ+(t)⟩ |+⟩+ |ψ−(t)⟩ |−⟩ (A.6)

と表される．このとき，sz = ±1/2の状態 |±⟩に粒子が見出される確率は，それぞれ ∥ |ψ±(t)⟩ ∥2

である．また，|ψ(t)⟩の座標表示 ψ(r, t) = ⟨r ψ(t)⟩は

ψ(r, t) = ψ+(r, t) |+⟩+ ψ−(r, t) |−⟩ (A.7)

となる．いま，|±⟩に対して

|+⟩ =
(
1
0

)
, |−⟩ =

(
0
1

)
(A.8)

のように大きさが 1で互いに直交する列ベクトルを対応させる．このとき，ψ(r, t)は

ψ(r, t) =

(
ψ+(r, t)
ψ−(r, t)

)
(A.9)

と表される．これを 2成分スピノールという．

式 (A.8)のように表された基底 |±⟩を用いると，スピン作用素の成分 ŝi は次のように 2× 2
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の行列で表される．

ŝi =
∑
j=±

∑
k=±

|j⟩ ⟨j| ŝi |k⟩ ⟨k|

= |+⟩ ⟨+| ŝi |+⟩ ⟨+|+ |+⟩ ⟨+| ŝi |−⟩ ⟨−|
+ |−⟩ ⟨−| ŝi |+⟩ ⟨+|+ |−⟩ ⟨−| ŝi |−⟩ ⟨−|

=

(
⟨+| ŝi |+⟩ ⟨+| ŝi |−⟩
⟨−| ŝi |+⟩ ⟨−| ŝi |−⟩

)
.

(A.10)

式 (A.10)を用いて ŝi を具体的に求めると

ŝx =
1

2

(
0 1
1 0

)
, ŝy =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, ŝz =

1

2

(
1 0
0 −1

)
(A.11)

となる．

A.2 パウリ行列

式 (A.11)で定数 1/2を除いたものを σ̂ と書き，パウリ行列と呼ぶ．σ̂ を用いると，元のス

ピン作用素 Σ̂は

Σ̂ = ~ŝ =
1

2
~σ̂ (A.12)

と表される．σ̂ の各成分は

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
(A.13)

であり，交換関係

[σ̂i, σ̂j ] = 2i

3∑
k=1

εijkσ̂k (A.14)

とともに，次の性質を満たす．

σ̂2
x = σ̂2

y = σ̂2
z = I2,

σ̂xσ̂y = −σ̂yσ̂x = iσ̂z およびその巡回置換.
(A.15)

これらの式はまとめて次のように書ける．

σ̂iσ̂j = δijI2 + i
3∑

k=1

εijkσ̂k. (A.16)
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A.3 波動関数の軌道部分とスピン部分の分離

ハミルトニアン Ĥ が座標 rと rによる微分を含む項 (軌道部分)と，σ̂ などのスピンに対応

する作用素を含む項 (スピン部分)の和で表される場合，波動関数を rに依存する関数 φ(r)と r

に依存しない 2成分スピノール χs に変数分離することで，波動方程式を φ(r)と χs のそれぞ

れについての 2つの方程式に分離することができる．以下，これを示す．

Ĥ が f(r,−i~∇)と g(σ̂)を用いて次のように表されるとする．

Ĥ = f(r,−i~∇) + g(σ̂). (A.17)

このとき，エネルギー固有値を E，エネルギー固有状態を ψ(r)として，固有値問題

Ĥψ(r) = Eψ(r) (A.18)

を考える．まず

[Ĥ, f(r,−i~∇)] = [Ĥ, g(σ̂)] = 0 (A.19)

であることより，ψ(r)は Ĥ，f(r,−i~∇)，g(σ̂)の 3つの作用素の同時固有状態である．よっ

て，固有状態 ψ(r)に対する作用素 f(r,−i~∇)と g(σ̂) の固有値をそれぞれ Er，Es とすると

f(r,−i~∇)ψ(r) = Erψ(r), g(σ̂)ψ(r) = Esψ(r) (A.20)

と書ける．式 (A.20)をエネルギー固有値方程式 (A.18)に代入すると

E = Er + Es (A.21)

が得られる．ここで，ψ(r)を

ψ(r) = φ(r)χs (A.22)

のように空間依存部 φ(r)と空間に依存しない 2成分スピノール χs の積で表し，式 (A.20)に

代入すると次の式が得られる．

f(r,−i~∇)φ(r) = Erφ(r), g(σ̂)χs = Esχs. (A.23)

このようにして，式 (A.18)を式 (A.23)の 2つの固有値問題に帰着させることができる．
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付録 B

ディラック方程式の性質

B.1 ディラック方程式の相対論的共変性

ディラック方程式 (2.39)が相対論的に共変な方程式であること，つまりローレンツ変換の下

で不変であることを示す．

ローレンツ変換の変換行列 aµν は，一般に

det(aµν) = ±1, a44 ≥ 1 or a44 ≤ −1 (B.1)

となるが，ここでは時間反転 a44 ≤ −1を含まない

det(aµν) = +1, a44 ≥ 1 (B.2)

と

det(aµν) = −1, a44 ≥ 1 (B.3)

の 2つの場合のみを考える．ここで，detは行列式を表す．式 (B.2)の変換は，3次元空間にお

ける座標系の回転とブーストという座標系の等速度移動からなり，本義ローレンツ変換と呼ば

れる．一方，式 (B.3)の変換は座標系の空間反転を表す．次に，それぞれの変換における具体

的な aµν の成分を求める．まず本義ローレンツ変換を，3軸 (z 軸)まわりの回転と 1軸 (x軸)

方向へのブーストを例にとって考える．1-2平面上で 3軸まわりに座標系を角度 θr だけ回転さ

せる変換 xµ → x′µ は

x′1 = x1 cos θr + x2 sin θr,

x′2 = −x1 sin θr + x2 cos θr
(B.4)

と表される．このとき aµν は次のように与えられ，det(aµν) = 1, a44 ≥ 1をみたす．

(aµν) =


cos θr sin θr 0 0
− sin θr cos θr 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 . (B.5)
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一方，1軸方向に速度 v = βcをもつ座標系へのブースト変換は，特殊相対性理論により次のよ

うに与えられる．

x′1 =
1√

1− β2
(x1 − βx0),

x′0 =
1√

1− β2
(x0 − βx1).

(B.6)

この変換は

θb = tanh−1 β (B.7)

なる実数 θb を用いると

x′1 = x1 cosh θb + ix4 sinh θb = x1 cos(iθb) + x4 sin(iθb),

x′0 = −ix1 sinh θb + x4 cosh θb = −x1 sin(iθb) + x4 cos(iθb)
(B.8)

と書けるため，1軸方向へのブーストは，1-4平面上での角度 iθb の回転であると見なせる．こ

のとき aµν は次のように与えられ，det(aµν) = 1, a44 ≥ 1をみたす．

(aµν) =


cos(iθb) 0 0 sin(iθb)

0 1 0 0
0 0 1 0

− sin(iθb) 0 0 cos(iθb)

 . (B.9)

また，空間反転は

r′ = −r, t′ = t (B.10)

なる変換なので，aµν は次のように与えられ，det(aµν) = −1, a44 ≥ 1をみたす．

(aµν) =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

 . (B.11)

座標系 xµ において成り立つディラック方程式 (2.39)が相対論的に共変であると仮定すると，

ローレンツ変換により得られる座標系 x′µ において(∑
µ

γ̂µ
∂

∂x′µ
+
mc

~

)
ψ′(x′) = 0. (B.12)

が成り立つ．ここで，ψ(x)が 4× 4の正則な行列 S(a)を用いて

ψ′(x′) = S(a)ψ(x) (B.13)
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と変換されるとすると，式 (B.12)に左から S−1(a)をかけて ∂/∂x′µ =
∑
ν

aµν∂/∂xν を用いる

ことにより ∑
ν

∑
µ

S−1(a)γ̂µS(a)aµν
∂

∂xν
ψ(x) +

mc

~
ψ(x) = 0 (B.14)

が得られる．よって ∑
µ

S−1(a)γ̂µS(a)aµν = γ̂ν (B.15)

が成り立てば，ディラック方程式が相対論的に共変であることが示される．式 (B.15)に aλν を

かけて ν についての和をとると，次のような式が得られる．

S−1(a)γ̂λS(a) =
∑
ν

γ̂νaλν . (B.16)

よって，式 (B.16)を満たすような S(a)が存在することが，ディラック方程式が共変であるた

めの十分条件である．以下では，それぞれの変換に対して行列 S(a)が存在することを示す．

上述した aµν の具体的な成分を用いて計算すると，3次元空間における k 軸まわりの角度 θr

の座標回転においては，行列 S(a)を

Sr(a) = cos
θr
2

+ iΣk sin
θr
2
, Σk =

(
σ̂k 0
0 σ̂k

)
(B.17)

とおいた場合に，また k 軸方向への速度 v = βc = c tanh θb のブーストでは，行列 S(a)を

Sb(a) = cosh
θb
2

− α̂k sinh
θb
2
, α̂k =

(
0 σ̂k
σ̂k 0

)
(B.18)

とおいた場合に式 (B.16)が成り立つ．よって，ディラック方程式 (2.39)は本義ローレンツ変

換に対して不変である．いま，Sr(a)と Sb(a)の逆行列は

S−1
r (a) = S†

r(a) = cos
θr
2

− iΣk sin
θr
2

= cos
θr
2

− iγ̂4Σkγ̂4 sin
θr
2

= γ̂4S
†
r(a)γ̂4,

S−1
b (a) = cosh

θb
2

+ α̂k sinh
θb
2

= cosh
θb
2

− γ̂4α̂kγ̂4 sinh
θb
2

= γ̂4Sb(a)γ̂4

= γ̂4S
†
b (a)γ̂4

(B.19)

であるため，本義ローレンツ変換の S(a)に対して次の式が成り立つ．

S−1(a) = γ̂4S
†(a)γ̂4, S†(a) = γ̂4S

−1(a)γ̂4. (B.20)

一方，空間反転の行列 S(a)を考える場合には式 (B.11)を用いて条件 (B.16)を

S−1
p (a)γ̂kSp(a) = γ̂kakk = −γ̂k, S−1

p (a)γ̂4Sp(a) = γ̂4a44 = γ̂4 (B.21)
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と書き直すことができ，この式は Sp(a)を

Sp(a) = γ̂4, S−1
p (a) = γ̂4 (B.22)

とおくと成り立つ．以上の議論により，ディラック方程式 (2.39)は相対論的に共変な方程式で

ある．本節における議論は文献 [21]を参考にした．

B.2 確率密度と確率流密度に関する連続の式

ディラック方程式を満たす 4成分波動関数 ψ(x)とそのエルミート共役 ψ†(x)を用いて，確

率密度 P (x)と確率流密度 s(x) = (s1(x), s2(x), s3(x))を

P (x) = ψ†(x)ψ(x), sk(x)= icψ†(x)γ4γkψ(x) (B.23)

と定義すると

P (x) =
∑
µ

|ψµ(x)|2 ≥ 0 (B.24)

より，P (x)は常に 0以上になる．また，ディラック方程式 (2.39)に左から ψ†(x)γ̂4 をかけて

得られる式 ∑
k

ψ†(x)γ̂4γ̂k
∂ψ(x)

∂xk
− i

c
ψ†(x)

∂ψ(x)

∂t
+
mc

~
ψ†(x)γ̂4ψ(x) = 0 (B.25)

から，式 (2.39)のエルミート共役に右から γ̂4ψ(x)をかけて得られる式

−
∑
k

∂ψ†(x)

∂xk
γ̂4γ̂kψ(x) +

i

c

∂ψ†(x)

∂t
ψ(x) +

mc

~
ψ†(x)γ̂4ψ(x) = 0 (B.26)

を引くと，P (x)と s(x)に関する連続の式

∂P (r, t)

∂t
+∇ · s(r, t) = 0 (B.27)

が得られる．ガウスの発散定理より∫ ∞

−∞
d3r∇ · s(r, t) =

∮
d2rn̂ · s(r, t) = 0 (B.28)

となるため，式 (B.27)の両辺を全空間で積分すると

d

dt

∫ ∞

−∞
d3rP (r, t) = 0 (B.29)

が得られる．よって，全確率
∫ ∞

−∞
d3rP (r, t) は定数であり，ψ(x) を規格化することにより 1

にすることができる．
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いま，P (x)と s(x)を合わせた 4成分の量として

sµ(x) = icψ†(x)γ̂4γ̂µψ(x) = (s(x), icP (x)) (B.30)

を定義すると，連続の式 (B.27)が相対論的に共変であるためには，sµ(x)が 4次元ベクトルで

あればよい．まず，本義ローレンツ変換の場合に式 (B.20)を用いて s′µ(x
′)を計算すると

s′µ(x
′) = icψ′†(x′)γ̂4γ̂µψ

′(x′) = icψ†(x)S†(a)γ̂4γ̂µS(a)ψ(x)

= icψ†(x)γ̂4S
−1(a)γ̂4γ̂4γ̂µS(a)ψ(x) = icψ†(x)γ̂4S

−1(a)γ̂µS(a)ψ(x)

= icψ†(x)γ̂4
∑
ν

γ̂νaµνψ(x) =
∑
ν

aµνsν(x)

(B.31)

となる．また，空間反転の場合に式 (B.22)と式 (B.11)を用いて s′µ(x
′)を計算すると

s′µ(x
′) = icψ†(x)γ̂4γ̂4γ̂µγ̂4ψ(x) = icψ†(x)γ̂µγ̂4ψ(x)

=

{
−sk(x)
s4(x)

=
∑
ν

aµνsν(x)
(B.32)

となる．よって，sµ(x)は 4次元ベクトルであり，連続の式 (B.27)は相対論的に共変である．

B.3 電磁場が存在しない場合のディラック方程式の解

ディラック方程式

Ĥψ(r, t) = i~
∂

∂t
ψ(r, t),

Ĥ = cα̂ · p̂+mc2β̂, α̂ =

(
0 σ̂
σ̂ 0

)
, β̂ = γ̂4, p̂ = −i~∇

(B.33)

を用いて，電磁場が存在しない場合の電子 (自由電子)のエネルギー固有値 E とエネルギー固有

状態 ψ(r, t)を求める．まず

Ĥψ(r, t) = Eψ(r, t) (B.34)

を式 (B.33)に代入すると

∂

∂t
ψ(r, t) =

E

i~
ψ(r, t) (B.35)

となるため

ψ(r, t) = ψ(r, 0)e−iEt
~ (B.36)

と書ける．これを再び式 (B.34)に代入すると，固有値方程式

Ĥψ(r, 0) = (cα̂ · p̂+mc2β̂)ψ(r, 0) = Eψ(r, 0) (B.37)
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が得られる．ここで，交換関係

[Ĥ, p̂i] = 0 (B.38)

より，ψ(r, 0)は Ĥ と p̂の同時固有状態なので

p̂ψ(r, 0) = −i~∇ψ(r, 0) = pψ(r, 0) (B.39)

が成り立ち

ψ(r, 0) = wse
ip·r

~ (B.40)

と書ける．これを式 (B.37)に代入し，左から cα̂ · p+mc2β̂ をかけると

(cα̂ · p+mc2β̂)(cα̂ · p+mc2β̂)wse
ip·r

~ = (cα̂ · p+mc2β̂)Ewse
ip·r

~

= E2wse
ip·r

~
(B.41)

であり

(cα̂ · p+mc2β̂)(cα̂ · p+mc2β̂) = [c2p2 + (mc2)2]I4 (B.42)

より，エネルギー固有値 E は

E = ±Ep, Ep = c
√
p2 + (mc)2 (B.43)

のように正負両方の値をとる．

いま，2成分スピノール χs と ζ を用いて ws を

ws =

(
χs

ζs

)
(B.44)

とおくと，式 (B.37)は (
mc2 cσ̂ · p
cσ̂ · p −mc2

)(
χs

ζs

)
= E

(
χs

ζs

)
(B.45)

と書け，これを解くと

χs =
cσ̂ · p
E −mc2

ζs, ζs =
cσ̂ · p
E +mc2

χs (B.46)

が得られる．式 (B.46)の第 1式に左から cσ̂ · p/(E +mc2) をかけると

cσ̂ · p
E +mc2

cσ̂ · p
E −mc2

= I2 (B.47)

を用いることにより，式 (B.46)の第 2式が得られる．よって，式 (B.46)の 2式は同じ解を表

す．しかし，p = 0 の場合には，E = Ep のとき E −mc2 = 0 となるため第 1 式は使えず，
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E = −Ep のとき E +mc2 = 0となるため第 2式は使えない．よって，E = Ep のときは第 2

式を用いて

ws =

(
χs

cσ̂·p
Ep+mc2χs

)
(B.48)

とし，E = −Ep のときは第 1式を用いて

ws =

(
− cσ̂·p

Ep+mc2χs

χs

)
(B.49)

のように ws を書き表すことにする．

以上の議論より，エネルギー固有値 E = Ep > 0のときのエネルギー固有状態 ψ+(r, t)は

ψ+(r, t) = N+

(
χs

cσ̂·p
Ep+mc2χs

)
ei

p·r−Ept

~ (B.50)

となり，E = −Ep < 0のときのエネルギー固有状態 ψ−(r, t)は

ψ−(r, t) = N−

(
− cσ̂·p

Ep+mc2χs

χs

)
ei

p·r+Ept

~ (B.51)

となる．ここで，χs は任意の 2成分スピノールであり，N+ とN− は規格化定数である．いま，

χs が

χ†
sχs = 1 (B.52)

のように規格直交化されているとすると，4成分スピノールの規格化条件∫
V

d3rψ†
+(r, t)ψ+(r, t) = |N+|2V

[
1 +

(
c|p|

Ep +mc2

)2
]
= 1,

∫
V

d3rψ†
−(r, t)ψ−(r, t) = |N−|2V

[(
c|p|

Ep +mc2

)2

+ 1

]
= 1

(B.53)

より，N+ と N− は

N+ = N− =

√
Ep +mc2

2EpV
(B.54)

とおくことができる．これにより，規格化されたエネルギー固有状態 ψ+(r, t)と ψ−(r, t)は

ψ+(r, t) =

√
Ep +mc2

2EpV

(
χs

cσ̂·p
Ep+mc2χs

)
ei

p·r−Ept

~ ,

ψ−(r, t) =

√
Ep +mc2

2EpV

(
− cσ̂·p

Ep+mc2χs

χs

)
ei

p·r+Ept

~

(B.55)
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と表される．2成分スピノール χs の自由度は 2なので，自由電子に対して 4つの 1次独立なエ

ネルギー固有状態が存在する．
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付録 C

場の解析力学

ここでは，場を対象とする解析力学について述べる．そのための準備として，まず粒子の運動

を考えるために系の状態を記述する独立変数を一般化座標と一般化速度，または一般化座標と

一般化運動量にとった場合の解析力学の形式について述べる．次に，系の状態を記述する独立

変数として場とその微分を採用した場合の解析力学について述べ，場のオイラー-ラグランジュ

方程式を導く．

C.1 ラグランジュ形式とハミルトン形式

古典的な系において粒子の運動を考える場合，時刻 t における系の状態を表すための独立

変数として，座標 qi = qi(t) (i = 1, 2, · · · , f) とその時間微分 q̇i = q̇i(t) = dqi(t)/dt (i =

1, 2, · · · , f) の組を用いることができる．qi と q̇i をそれぞれ一般化座標，一般化速度といい，

独立な一般化座標と一般化速度の組の数 f を系の自由度という．ここで，ラグランジアンと呼

ばれる一般化座標と一般化速度を変数とする関数

L = L(q1, q2, · · · , qf , q̇1, q̇2, · · · , q̇f , t) (C.1)

を導入すると，系の運動は Lの時間積分である作用

S =

∫ t2

t1

dtL(q1, q2, · · · , qf , q̇1, q̇2, · · · , q̇f , t) (C.2)

が極値をとる場合の qi(t) と q̇i(t) で表される．これを最小作用の原理という．逆にいう

と，S が極値を与えるような運動が実現されるように L を定めており，例えば系の全エネ

ルギーが運動エネルギー T = T (q1, q2, · · · , qf , q̇1, q̇2, · · · , q̇f , t) とポテンシャルエネルギー
V = V (q1, q2, · · · , qf , t)の和で表されている場合，Lは次の式で与えられる．

L = T − V. (C.3)
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S が極値をとるときの qi は，qi の変分 δqi(t)が

δqi(t1) = δqi(t2) = 0, i = 1, 2, · · · , f (C.4)

を満たす場合に，S の qi に対する変分 δS が 0になる，つまり

δS = δ

∫ t2

t1

dtL(q1, q2, · · · , qf , q̇1, q̇2, · · · , q̇f , t) = 0 (C.5)

という条件から求められる．ここで，δS は

δS =

f∑
i=1

∫ t2

t1

dt

[
∂L

∂qi
δqi(t) +

∂L

∂q̇i
δq̇i(t)

]
(C.6)

と表されるが，変数 qi と q̇i は q̇i(t) = dqi(t)/dt の関係で結ばれているため，変分 δqi(t) と

δq̇i(t)は独立ではない (qi と q̇i は独立)．時刻 tと t+∆tにおける qi(t)の差と δqi(t)の差をそ

れぞれ

∆qi(t) = qi(t+∆t)− qi(t), ∆(δqi(t)) = δqi(t+∆t)− δqi(t) (C.7)

とおくと，図 C.1より

∆qi(t) = QR, δ(∆qi(t)) = Q′R′ −QR, (C.8)

∆(δqi(t)) = QQ′ − PP ′ = Q′R−QR−RR′ = Q′R−QR− (Q′R−Q′R′)

= Q′R′ −QR = δ(∆qi(t)).
(C.9)

よって

∆(δqi(t))

∆t
=
δ(∆qi(t))

∆t
= δ

(
∆qi(t)

∆t

)
(C.10)

であり，∆t→ 0とすると

d(δqi(t))

dt
= δq̇i(t) (C.11)

が得られ，微分と変分の順序を交換できることが分かる．これにより，部分積分を用いると δS

は

δS =

f∑
i=1

∫ t2

t1

dt

[
∂L

∂qi
δqi(t) +

∂L

∂q̇i

d(δqi(t))

dt

]

=

f∑
i=1

[
∂L

∂q̇i
δqi(t)

]t2
t1

−
f∑

i=1

∫ t2

t1

dt

[
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi

]
δqi(t)

= −
f∑

i=1

∫ t2

t1

dt

[
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi

]
δqi(t)

(C.12)
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2012/11/7

1

t t + Δt

P

P’
R’

R

Q

Q’

qi(t) + δqi(t)

qi(t)

図 C.1 qi(t)の変分．

と変形することができ，δS = 0が任意の変分 δqi(t)に対して成り立つという条件から次の式が

得られる．

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, 2, · · · , f. (C.13)

これをオイラー-ラグランジュ方程式という．式 (C.13)を用いて任意の時刻 t1 における qi(t1)

と q̇i(t1) が求まれば，系の状態は完全に決まる．つまり，時刻 t1 における任意の物理量

A = A(qi(t1), q̇i(t1), t1)の値が一意に定まる．このように，一般化座標と一般化速度を独立変

数として系の状態を記述する形式をラグランジュ形式という．

独立変数のとり方を変えることにより，ラグランジュ形式は別の形式に書き換えることがで

きる．まず，qi と共役な一般化運動量 pi を

pi =
∂L

∂q̇i
, i = 1, 2, · · · , f (C.14)

と定義すると，pi は

pi = pi(q1, q2, · · · , qf , q̇1, q̇2, · · · , q̇f , t) (C.15)

のように一般化座標と一般化速度の関数で表すことができ，逆に q̇i も

q̇i = q̇i(q1, q2, · · · , qf , p1, p2, · · · , pf , t) (C.16)



92 付録 C 場の解析力学

のように一般化座標と一般化運動量の関数として表すことができる．いま，オイラー-ラグラン

ジュ方程式 (C.13)が満たされているとすると

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=
∂L

∂qi
(C.17)

であるため，ṗi = dpi(t)/dtは式 (C.18)より

ṗi =
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=
∂L

∂qi
, i = 1, 2, · · · , f (C.18)

と与えられる．ここで，H という量を

H =

f∑
i=1

piq̇i − L(q1, q2, · · · , qf , q̇1, q̇2, · · · , q̇f , t) (C.19)

とおき，これを式 (C.16)を用いて

H = H(q1, q2, · · · , qf , p1, p2, · · · , pf , t) (C.20)

のように一般化座標と一般化運動量の関数で書き表したものを，ハミルトニアンと定義する．

いま，式 (C.19)の両辺の全微分をとると

dH =

f∑
i=1

(q̇idpi + pidq̇i)−
f∑

i=1

(
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂q̇i
dq̇i

)
− ∂L

∂t
dt

=

f∑
i=1

(q̇idpi + pidq̇i − ṗidqi − pidq̇i)−
∂L

∂t
dt

=

f∑
i=1

(q̇idpi − ṗidqi)−
∂L

∂t
dt

(C.21)

となり，式 (C.20)の両辺の全微分をとると

dH =

f∑
i=1

(
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

)
+
∂H

∂t
dt (C.22)

となる．よって，式 (C.21)と式 (C.21)より

f∑
i=1

[(
ṗi +

∂H

∂qi

)
dqi −

(
q̇i −

∂H

∂pi

)
dpi

]
+

(
∂H

∂t
+
∂L

∂t

)
dt = 0 (C.23)

が得られる．ここで，qi(t)と pi(t)を時刻 tにおける系の状態を表す独立変数に採用すると，任

意の時刻において式 (C.23)が成り立つことから

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
(C.24)
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と

∂H

∂t
= −∂L

∂t
(C.25)

が導かれる．ここで，独立変数にとった qi と pi を正準変数といい，式 (C.24)を正準方程式と

いう．式 (C.24)を用いて任意の時刻 t1 における qi(t1)と pi(t1)が求まれば，系の状態は完全

に決まる．つまり，時刻 t1 における任意の物理量 A = A(qi(t1), pi(t1), t1) の値が一意に定ま

る．このように，正準変数を独立変数として系の状態を記述する形式をハミルトン形式という．

本節における議論は文献 [22,33]を参考にした．

C.2 場を変数とする解析力学の形式

第 C.1 節では，時刻 t における粒子の運動の状態を記述する変数として qi(t) と q̇i(t) (i =

1, 2, · · · , f)を採用できることを述べた．しかし，空間座標 rと時間の関数で表される場 ϕ(r, t)

が存在するときの時刻 tにおける系の状態を，空間座標 rを変数として記述することはできない．

これは，qi(t)が粒子の存在する位置を表しているのに対し，rは単に空間の 1点を指定するパラ

メータに過ぎず，系の状態について何の情報ももたないためである．代わりに rは，qi(t)の成分

の番号を指定する添字 iに対応している．よって，q1(t), q2(t), · · · , qf (t), q̇1(t), q̇2(t), · · · , q̇f (t)
に対応する量，つまりある時刻 tにおいて場が存在する系の状態を完全に記述する変数は，全て

の座標 rにおける ϕ(r, t)とその時間微分 ϕ̇(r, t) = ∂ϕ(r, t)/∂tの組である．このような ϕ(r, t)

と ϕ̇(r, t)の組を {ϕ(r, t), ϕ̇(r, t)}と表すと，形式的に

{ϕ(r, t), ϕ̇(r, t)} = ϕ(r1, t), ϕ(r2, t), ϕ(r3, t), · · · , ϕ̇(r1, t), ϕ̇(r2, t), ϕ̇(r3, t), · · ·

= ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t), · · · , ϕ̇1(t), ϕ̇2(t), ϕ̇3(t), · · ·
(C.26)

のように書ける．ここで，r1, r2, r3, · · · は 3 次元空間における全ての点を表しており，

ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t), · · · , ϕ̇1(t), ϕ̇2(t), ϕ̇3(t), · · · はそれぞれの点における ϕ(r, t)と ϕ̇(r, t)の値を

表す (空間座標は連続的なので，実際にはこのように表すことはできない)．このように，粒子

が運動している系を記述するために必要な独立変数は有限個 (f + f = 2f 個)であるのに対し，

場が存在する系の状態を記述するためには無限個の独立変数が必要になる．

無限個の独立変数の中に ϕ(r, t)の空間微分∇ϕ(r, t) = (∂ϕ(r, t)/∂x, ∂ϕ(r, t)/∂y, ∂ϕ(r, t)/∂z)

が含まれていないのは，全ての座標 rにおける ϕ(r, t)が分かれば，∇ϕ(r, t)は全ての rに対し

て自動的に決まるためである．一方，ϕ̇(r, t)はある時刻 tにおける ϕ(r, t)が分かっていても定

まらないため，ϕ(r, t)と ϕ̇(r, t)は互いに独立な変数である．

以上の議論を踏まえると，ラグランジアン Lは

L = L({ϕ(r, t), ϕ̇(r, t)}, t) (C.27)
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のように書くことができる．ここで，Lを次のような積分

L =

∫
V3

d3rL(ϕ(r, t),∇ϕ(r, t), ϕ̇(r, t), t) (C.28)

で表すと，被積分関数 L(ϕ(r, t),∇ϕ(r, t), ϕ̇(r, t), t)は点 rでの時刻 tにおける ϕ(r, t), ∇ϕ(r, t),
ϕ̇(r, t) の値を変数とする関数であり，ラグランジアン密度という．ラグランジアン密度 (もし

くはラグランジアン)は粒子の運動を考える場合と同様に，作用

S =

∫ t2

t1

dtL({ϕ(r, t), ϕ̇(r, t)}, t)

=

∫ t2

t1

dt

∫
V3

d3rL(ϕ(r, t),∇ϕ(r, t), ϕ̇(r, t), t)

=
1

c

∫
V4

d4rL
(
ϕ(x),

∂ϕ(x)

∂xα
, x0

) (C.29)

が極値をとる運動 (系の状態) が実現されるように定める．ここで，d4r = dx0dxdydz，x =

(x0, x, y, z), ∂ϕ(x)/∂xα = (∂ϕ(x)/∂x0,∇ϕ(x)) (α = 0, 1, 2, 3) とした．S が極値をとるとき

の ϕ(x)は，ϕ(x)の変分 δϕ(x)が 4次元積分の領域 V4 を囲む閉曲面上の全ての点において

δϕ(x) = 0 (C.30)

となる場合に，S の ϕ(x)に対する変分 δS が 0になる，つまり

δS =
1

c
δ

∫
V4

d4rL
(
ϕ(x),

∂ϕ(x)

∂xα
, x0

)
= 0 (C.31)

という条件から求められる．ここで，微分と変分が交換できることを用いると，δS は

δS =
1

c

∫
V4

d4r

∂L
∂ϕ

δϕ(x) +

3∑
α=0

∂L

∂
(

∂ϕ
∂xα

)δ(∂ϕ(x)
∂xα

)
=

1

c

∫
V4

d4r

∂L
∂ϕ

δϕ(x) +
3∑

α=0

∂L

∂
(

∂ϕ
∂xα

) ∂(δϕ(x))
∂xα


=

1

c

∫
V4

d4r

∂L
∂ϕ

δϕ(x) +
3∑

α=0

 ∂

∂xα

 ∂L

∂
(

∂ϕ
∂xα

)δϕ(x)
− ∂

∂xα

 ∂L

∂
(

∂ϕ
∂xα

)
 δϕ(x)




(C.32)

と表される．式 (C.30)を考慮すると，式 (C.32)の第 2項は 0になるため，δS は

δS = −1

c

∫
V4

d4r

 3∑
α=0

∂

∂xα

 ∂L

∂
(

∂ϕ
∂xα

)
− ∂L

∂ϕ

 δϕ(x) (C.33)
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となる．δS = 0が任意の変分 δϕ(x)に対して成り立つという条件から次の式が得られる．

3∑
α=0

∂

∂xα

 ∂L

∂
(

∂ϕ
∂xα

)
− ∂L

∂ϕ
= 0. (C.34)

ここで，x0 を x4 に置き換えても全く同様の式が成り立つため

4∑
µ=1

∂

∂xµ

 ∂L

∂
(

∂ϕ
∂xµ

)
− ∂L

∂ϕ
= 0 (C.35)

とも書ける．これを場のオイラー-ラグランジュ方程式という．式 (C.35) を用いて任意の座

標 r1 と時刻 t1 における ϕ(r1, t1)，∇ϕ(r1, t1)，ϕ̇(r1, t1) の値が求まれば，系の状態は完全
に決まる．つまり，座標 r1 での時刻 t1 における任意の物理量 A = A(ϕ(r1, t1),∇ϕ(r1, t1)，
ϕ̇(r1, t1), t1)の値が一意に定まる．ここでは 1成分の場 ϕ(r, t)について考えたが，複数の成分

をもつ場 ϕi(r, t) (i = 1, 2, · · · , n)に対しても全く同様の議論が成り立ち，場のオイラー-ラグ

ランジュ方程式は次のようになる．

4∑
µ=1

∂

∂xµ

 ∂L

∂
(

∂ϕi

∂xµ

)
− ∂L

∂ϕi
= 0, i = 1, 2, · · · , n. (C.36)

次に，独立変数のとり方を変えてラグランジュ形式をハミルトン形式に変更する．まず

π(r, t) =
∂L
∂ϕ̇

(C.37)

という場を，ϕ(r, t)と共役な一般化運動量と定義すると，π(r, t)は

π(r, t) = π(ϕ(r, t),∇ϕ(r, t), ϕ̇(r, t), t) (C.38)

のように ϕ(r, t)，∇ϕ(r, t)，ϕ̇(r, t) の関数で表すことができ，逆に ϕ̇(r, t)も

ϕ̇(r, t) = ϕ̇(ϕ(r, t),∇ϕ(r, t), π(r, t), t) (C.39)

のように ϕ(r, t)，∇ϕ(r, t)，π(r, t)の関数として表すことができる．いま，H を

H =

∫
V3

d3rπ(r, t)ϕ̇(r, t)− L(ϕ(r, t), ϕ̇(r, t), t) (C.40)

とおき，これを式 (C.39)を用いて

H = H(ϕ(r, t), π(r, t), t) (C.41)
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のように ϕ(r, t) と一般化運動量 π(r, t) の関数で書き表したものを，ハミルトニアンと定義す

る．式 (C.28)を用いると，H は

H =

∫
V3

d3r
[
π(r, t)ϕ̇(r, t)− L(ϕ(r, t),∇ϕ(r, t), ϕ̇(r, t), t)

]
=

∫
V3

d3rH
(C.42)

のように表すことができるが，π(r, t)ϕ̇(r, t) は ϕ(r, t)，∇ϕ(r, t)，π(r, t) の関数として書ける
ため，被積分関数Hを

H = H(ϕ(r, t),∇ϕ(r, t), π(r, t), t) (C.43)

のように書き表したものをハミルトニアン密度と定義する．ハミルトニアンは系の全エネル

ギーを表すが，ハミルトニアン密度は点 rでの時刻 tにおけるエネルギー密度を表す．本節に

おける議論は文献 [22, 34]を参考にした．
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付録 D

グリーン関数と波動方程式の解

D.1 グリーン関数

物理学の問題に現れる微分方程式の多くは

Lu(r) = −f(r) (D.1)

という形をしている．ここで，Lは線形作用素であり

L(u1(r) + u2(r)) = Lu1(r) + Lu2(r) (D.2)

を満たす．このとき

LG0(r, r
′) = −δ(r− r′) (D.3)

を満たす関数 G0(r, r
′)を式 (D.1)の同次方程式

Lu(r) = 0 (D.4)

の主要解という．ここで，G0(r, r
′)に同次方程式 (D.4) の解 u(r)を加えた

G0(r, r
′) + u(r) (D.5)

も式 (D.3)を満たすため主要解である．このように，主要解には不定性がある．

式 (D.1)を与えられた境界条件の下で解くのが境界値問題であるが，ここでは無限遠方で 0

になるという境界条件

lim
x→±∞

u(r) = lim
y→±∞

u(r) = lim
z→±∞

u(r) = 0 (D.6)

のみを考える．以下では，式 (D.6)を lim
|r|→∞

u(r) = 0と表す．式 (D.4)の主要解のうち，境界

条件 (D.6) を満足する関数 G(r, r′) を式 (D.4) のグリーン関数という．G(r, r′) を用いると，
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式 (D.1)に関する境界値問題の解は

u(r) =

∫ ∞

−∞
d3r′G(r, r′)f(r′) (D.7)

で与えられる．これは，式 (D.7) の u(r) に L を作用させると −f(r) になることと，G(r, r′)
が境界条件を満たしているために u(r)も境界条件を満たすことから確かめられる．本節におけ

る議論は文献 [35]を参考にした．

D.2 ヘルムホルツ方程式のグリーン関数

ヘルムホルツ方程式の主要解は

(∇2 + k2)G0(r, r
′) = −δ(r− r′) (D.8)

の解である．G0(r, r
′)のフーリエ変換を

G̃0(s, r
′) =

∫ ∞

−∞
d3rG0(r, r

′)e−is·r (D.9)

とおき，式 (D.8)の両辺をフーリエ変換すると∫ ∞

−∞
d3re−is·r∇2G0(r, r

′) + k2G̃0(s, r
′) = −e−is·r′ (D.10)

となる．ここで

G0(r, r
′) =

1

(2π)3

∫ ∞

−∞
d3sG̃0(s, r

′)eis·r (D.11)

なので，式 (3.33)を用いることにより∫ ∞

−∞
d3re−is·r∇2G0(r, r

′) = − 1

(2π)3

∫ ∞

−∞
d3re−is·r

∫ ∞

−∞
d3s′s′2G̃0(s

′, r′)eis
′·r

= − 1

(2π)3

∫ ∞

−∞
d3s′s′2G̃0(s

′, r′)

∫ ∞

−∞
d3rei(s

′−s)·r

= −
∫ ∞

−∞
d3s′s′2G̃0(s

′, r′)δ(s′ − s)

= −s2G̃0(s, r
′)

(D.12)

が得られる．よって，式 (D.10)と式 (D.12)より

G̃0(s, r
′) =

1

s2 − k2
e−is·r′ (D.13)
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が成り立つ．これを用いると，G0(r, r
′)は次のように表される．

G0(r, r
′) =

1

(2π)3

∫ ∞

−∞
d3s

1

s2 − k2
eis·(r−r′). (D.14)

s空間の z 方向を r− r′ の方向に一致させ，sを球座標 (s, θ, φ)で表すと

s · (r− r′) = s|r− r′| cos θ (D.15)

より

G0(r, r
′) =

1

(2π)3

∫ ∞

0

ds

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dφ
s2 sin θ

s2 − k2
eis|r−r′| cos θ

=
1

(2π)2

∫ ∞

0

ds

∫ π

0

dθ
s2 sin θ

s2 − k2
eis|r−r′| cos θ

(D.16)

であり，ここで p = cos θ とおくと

G0(r, r
′) =

1

(2π)2

∫ ∞

0

ds

∫ 1

−1

dp
s2

s2 − k2
eis|r−r′|p

=
1

2π2|r− r′|

∫ ∞

0

ds
s

s2 − k2
sin(s|r− r′|)

=
1

4π2|r− r′|

∫ ∞

−∞
ds

s

s2 − k2
sin(s|r− r′|)

=
1

4i

1

4π2|r− r′|

∫ ∞

−∞
ds

(
1

s− k
+

1

s+ k

)(
eis|r−r′| − e−is|r−r′|

)
=

1

2i

1

4π2|r− r′|

(∫ ∞

−∞
ds
eis|r−r′|

s− k
+

∫ ∞

−∞
ds
eis|r−r′|

s+ k

)
(D.17)

となる．

G0(r, r
′)を求めるために，式 (D.17)の第 1項と第 2項の積分を計算する．図 D.1 (a)のよ

うに積分路 C1，CR，Cε をとると∮
C1

dz
eiz|r−r′|

z − k

=

∫ k−ε

−R+k

dx
eix|r−r′|

x− k
+

∫ R+k

k+ε

dx
eix|r−r′|

x− k
+

∫
CR

dz
eiz|r−r′|

z − k
+

∫
Cε

dz
eiz|r−r′|

z − k

=0

(D.18)

が成り立つ．z − k = Reiθ (0 ≤ θ ≤ π)とおくと∣∣∣∣∣
∫
CR

dz
eiz|r−r′|

z − k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ π

0

dθei(k+Reiθ)|r−r′|
∣∣∣∣

≤
∫ π

0

dθ
∣∣∣ei(k+R cos θ)|r−r′|

∣∣∣ ∣∣∣e−R sin θ|r−r′|
∣∣∣→ 0 (R→ ∞).

(D.19)
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図 D.1 積分路．

また，z − k = εeiθ (0 ≤ θ ≤ π)とおくと∫
Cε

dz
eiz|r−r′|

z − k
= −ieik|r−r′|

∫ π

0

dθeiεe
iθ|r−r′| → −iπeik|r−r′| (ε→ 0) (D.20)

となる．よって，式 (D.18)において R→ ∞，ε→ 0とすることにより∫ ∞

−∞
dx
eix|r−r′|

x− k
= iπeik|r−r′| (D.21)

が得られ，式 (D.17)の第 1項の積分が求められる．同様に，積分路を図 D.1 (b)のようにとっ

て計算することにより，式 (D.17)の第 2項の積分が求められる．∫ ∞

−∞
dx
eix|r−r′|

x+ k
= iπe−ik|r−r′|. (D.22)

よって，G0(r, r
′)は次のようになる．

G0(r, r
′) =

1

2

1

4π|r− r′|

(
eik|r−r′| + e−ik|r−r′|

)
=

cos(k|r− r′|)
4π|r− r′|

. (D.23)

ここで，sin(k|r− r′|)/4π|r− r′|は式 (D.8)の同次方程式 (ヘルムホルツ方程式)の解であるた

め，式 (D.23)に sin(k|r− r′|)/4π|r− r′| を足し合わせることで得られる

G0(r, r
′) =

e±ik|r−r′|

4π|r− r′|
(D.24)

もヘルムホルツ方程式の主要解となる．式 (D.23)と式 (D.24)のG0(r, r
′)は lim

|r|→∞
G0(r, r

′) =

0を満たすため，境界条件 (D.6)に対するヘルムホルツ方程式のグリーン関数である．
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D.3 波動方程式のグリーン関数

波動方程式の主要解は(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
G0(r, r

′, t, t′) = −δ(r− r′)δ(t− t′) (D.25)

の解であるため，G0(r, r
′, t, t′)を r− r′ と t− t′ のみの関数 G0(r− r′, t− t′)であると仮定す

る．t− t′ = τ とおき，G0(r− r′, t− t′) = G0(r− r′, τ) のフーリエ変換を

G̃0(r− r′, ω) =

∫ ∞

−∞
dτG0(r− r′, τ)e−iωτ (D.26)

とする．式 (D.25)の両辺をフーリエ変換すると

∇2G̃0(r− r′, ω)− 1

c2

∫ ∞

−∞
dτe−iωτ ∂

2

∂t2
G0(r− r′, τ) = −δ(r− r′) (D.27)

となる．ここで

G0(r− r′, τ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dωG̃0(r− r′, ω)eiωτ (D.28)

なので，式 (3.33)を用いることにより∫ ∞

−∞
dτe−iωτ ∂

2

∂t2
G0(r− r′, τ) = − 1

2π

∫ ∞

−∞
dτe−iωτ

∫ ∞

−∞
dω′ω′2G̃0(r− r′, ω′)eiω

′τ

= − 1

2π

∫ ∞

−∞
dω′ω′2G̃0(r− r′, ω′)

∫ ∞

−∞
dτei(ω

′−ω)τ

= −
∫ ∞

−∞
dω′ω′2G̃0(r− r′, ω′)δ(ω′ − ω)

= −ω2G̃0(r− r′, ω)

(D.29)

が得られる．式 (D.27)と式 (D.29)より，G̃0(r− r′, ω)に対して次の式が成り立つ．(
∇2 +

ω2

c2

)
G̃0(r− r′, ω) = −δ(r− r′). (D.30)

これはヘルムホルツ方程式の主要解が満たす式 (D.8)と同じである．よって，波動方程式の主要

解はヘルムホルツ方程式の主要解を式 (D.28)に代入して逆フーリエ変換することにより得られ

る．ここで，波動方程式のグリーン関数G(r−r′, t−t′)について考えると，G(r−r′, t−t′)は因果
律を満たすように選ばれなければならない．このためには，t < t′の場合にG(r−r′, t− t′) = 0
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となる必要があり，この条件を遅延条件という．遅延条件を満たすためには G̃(r − r′, ω) を

式 (D.24)の e−iω
c |r−r′|/4π|r− r′|にとればよい．このとき，G(r− r′, t− t′)は

G(r− r′, t− t′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dω
e
iω

(
τ− |r−r′|

c

)
4π|r− r′|

=
δ
(
t′ −

(
t− |r−r′|

c

))
4π|r− r′|

(D.31)

となる．式 (D.31)の G(r− r′, t − t′)は t < t′ のとき 0になるため遅延条件を満たしており，

境界条件 lim
|r|→∞

G(r− r′, t− t′) = 0も満たす．よって，初期条件 (時間に対する境界条件)が

lim
t→−∞

u(r, t) = 0 (D.32)

で与えられるとき，波動方程式(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
u(r, t) = −f(r, t) (D.33)

の解は

u(r, t) =

∫ ∞

−∞
d3r′

∫ t

−∞
dt′G(r− r′, t− t′)f(r′, t′)

=

∫ ∞

−∞
d3r′

f
(
r′, t− |r−r′|

c

)
4π|r− r′|

(D.34)

となる．
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付録 E

停留値法

停留値法とは，物理学の問題を解く上で頻繁に現れる

I(x) =

∫ b

a

dtf(t)eixg(t) (E.1)

という形の積分を，x → ∞ の場合に求めるための手法である．停留値法を用いると，実関数

g(t)が積分領域 (a, b)で極値 t = c(a < c < b)をとる場合に，その漸近形 lim
x→∞

I(x)を次のよ

うな近似式で表すことができる．

lim
x→∞

I(x) ≃ f(c) lim
x→∞

eixg(c)
∫ ∞

−∞
dtei

x
2 g

′′(c)t2 . (E.2)

ここで

g′(c) = 0 (E.3)

であり，t = cを関数 g(t)の停留点という．

以下では文献 [36]を参考にして式 (E.2)の導出過程を示す．まず g(t)を t = cのまわりでテ

イラー展開すると，g′(c) = 0より展開式は次のように表される．

g(t) = g(c) +
g′′(c)

2
(t− c)2 + · · · . (E.4)

x → ∞のとき，eixg(t) の実部と虚部はどちらも f(t)に比べて非常に速く変化するため，I(x)

の被積分関数の実部と虚部はそれぞれ正と負の値を繰り返し，積分値としては大部分が打ち消

し合うことになる．しかしながら，停留点 t = cの付近では被積分関数の変化が緩やかになる

ため (例: 図 E.1)，停留点付近の点における被積分関数の値が積分 I(x)に対して大きく寄与す

ることになる．よって

lim
x→∞

I(x) ≃ lim
x→∞

∫ c+ε

c−ε

dtf(c)eix{g(c)+
1
2 g

′′(c)(t−c)2}

= lim
x→∞

∫ ε

−ε

dt′f(c)eixg(c)ei
x
2 g

′′(c)t′2 ≃ f(c) lim
x→∞

eixg(c)
∫ ∞

−∞
dtei

x
2 g

′′(c)t2
(E.5)
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2013/1/23
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図 E.1 停留点 t = 0.05をもつ関数 (t+ 1)eix(t−0.05)2 の実部 (x = 1000)．

のようにして近似式 (E.2)が得られる．ここで，εは任意の実数である．

I(x)が二重積分で表される場合には上記の場合よりも計算が複雑になるが，その漸近形は停

留点付近の点からの寄与のみを考慮して近似的に計算することができる．
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