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0. Introduction

Une importante litterature a ete consacree, ces 25 dernieres annees, a Γetude

des immersions isometriques, en particulier en codimension 1, a courbure moyenne

constante (CMC). (Cf. [1], [2], [6], [8], [9], [10], [14], [15] et [16]).

Lorsque Γespace d'arrivee est a courbure constante c, le formalisme developpe

par J. Simons (cf. [13]) a permis a K. Nomizu et B. Smith (cf. [9]) de montrer

que si / est une immersion isometrique a CMC d'une variete M de dimension n a

courbure sectionnelle non-negative dans une variete M alors

1) Si N = R(n+1), si M est complete et si la seconde forme fondamentale de

Γimmersion est de longueur constante, /(M) est de la forme Sp x Rn~p

2) Si TV — R(n+1) et si M est compacte, /(M) est une sphere de dimension n.

3) Si N = 5n+1, si M est complete et si la seconde forme fondamentale de Γim-

mersion est de longueur constante, ou bien si M est compacte, /(M) est de la

forme Sp x Sn~p ou bien /(M) est une hypersphere.

Ces resultats ont ete generalises par S.T. Yau (cf. [15] et [16]) en suppoέant

que la courbure de Ricci de M est non-negative.

Reprenant les formules de [9], Okumura (cf. [10]) a obtenu des resultats ana-

logues en remplacant la condition de positivite portant sur la courbure sectionnelle

par une condition de pincement de la seconde forme fondamentale B :

Si M est a courbure constante c > 0 et si

]\B\\2 < —ί- (traced)2 + 2c,
n — I

alors /(M) est une sphere.

Les etudes precedentes supposent que que la courbure c de M est non-negative.

Deux resultats plus recents traitent aussi du cas c negatif:

Pour les hypersufaces compactes d'un espace a coubure constante c, R. Walter

(cf. [14]) montre que si f ( M ) est a courbure moyenne constante et a courbure sec-

tionnelle non-negative alors /(M) est isoparametrique avec au plus deux courbures

principales distinctes.
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Le cas complet non-compact est traite dans [8] oύ il est etabli que si /(M) est
une hypersurface complete a courbure de Ricci non-negative et a courbure moyenne
constante de Γespace hyperbolique et dont ou bien Γame n'est pas reduite a un point
ou bien elle est reduite a un point et la norme de la courbure de Ricci est bornee
alors f ( M ) est un hypercylindre geodesique ou une horosphere.

Nous nous proposons, en reprenant les resultats figurant dans [12], d'etablir un
nouveau type de theoreme sur les hypersurfaces a CMC de Γespace hyperbolique, oύ
les conditions de signe portant sur la courbure sont remplacees par des conditions
de pincement portant sur les courbures principales.

On obtient en particulier ainsi une obstruction a Γexistence d'hypersurfaces
minimales compactes pincees non totalement geodesiques dans les quotients
compacts de H4.

Si M est une sous-variete de dimension n d'une variete riemannienne M, la
courbure R de M est reliee a la courbure R de M par Γequation de Gauss

(RUtVW,Z) - (Ru,vW,Z} = (BUtW,Bv,z) ~ (Bu,

oύ B est la seconde forme fondamentale.
La convention pour la courbure est ici

RuyW = V[UtV]W - [Vt/, VV]W.

L'equation de Codazzi s'ecrit

, W) - VVB(U, W) = -(Ru,vW)

Le membre de gauche est la differentielle exterieure de B vue comme 1— forme
a valeurs dans les 1— formes tordues par le fibre normal.

Si M est minimale, la trace de Γequation precedence donne

j=l 3=1

Ce resultat persiste si M est a courbure moyenne constante :

d'oύ le resultat en utilisant des coordonnees normales. On voit ainsi que dans les
deux situations precedentes, B est une 1— forme, a valeurs dans les 1— formes tordues
par le fibre normal, harmonique des que M est a courbure constante. Remarquons
que c'est encore le cas si M est symetrique car alors RuyW — [[£/, V], W] et pour
des vecteurs tangents a M, la contribution normale est nulle.
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1. Fibre de Dirac

Rappelons les resultats relatifs aux fibres de Dirac (cf. [7]) etablis dans [12].
On designe par Cl(M) le fibre en algebres de Clifford reelles de (M,#)). Con-

siderons un fibre vectoriel A en C7(M) -modules a gauche sur M. Si s est une section
de A, et si φ est une section de C7(M), on note φ.s Γ action de φ sur s.

DEFINITION. On dit que A est un fibre de Dirac sur (M, g) si A est muni d'une
connexion V et d'une metrique euclidienne { , ) dans la fibre telles que, si x est un
vecteur tangent unitaire a (M, g), φ une section de Cl(M) et s, t des sections de A,
on ait

(x.s,x.t) = (s,ί), et V(φ.s) = (Vφ).s + φ.Vs .

Dans cette derniere equation, on a aussi designe par V la connexion canonique

de Cl(M).

Si A est un fibre de Dirac sur M et si F est un fibre riemannien sur M, A ® F
est encore un fibre en modules de Clifford a gauche, Faction de Γalgebre de Clifford
etant definie pour des sections φ9 s, f respectivement de C7(M), A, F, par

φ . ( s ® f ) = (φ.s)®f .

En munissant A (8) F de la metrique et de la connexion produit tensoriel, on
obtient un nouveau fibre de Dirac sur M. Dans ce qui suit, les indices latins prennent
des valeurs comprises entre 1 et rang du fibre de Dirac considere, et les indices grecs
des valeurs comprises entre 1 et dim M. Soit (ea) une base locale orthonormee de

champs de vecteurs de M.

DEFINITION. L'operateur differentiel d'ordre 1 defini sur les sections de A par

est appele Γoperateur de Dirac associe a la connexion V.

Par exemple, pour le fibre de Dirac Cl(M) lui-meme, on a

d et 6 designant respectivement la differentielle exterieure et la codifferentielle sur
les formes exterieures.

Le concept de fibre de Dirac fournit un cadre simple et commode pour ecrire
des formules de Weitzenbόck. On a en effet le resultat suivant (cf. [7]) :



582 A. POLOMBO

Proposition. Sί (E, V) est un fibre de Dίrac sur M etT> Γoperateur de Dirac

associe, on a

V2 = V*V + π ,

oύ Ίl designe Γendomorphisme sur les sections de A defini par

K(*) = Σaβea.eβ.Rja,eβ(S).

On obtient dans ce cadre le resultat suivant:

Theoreme 1. Soit A un fibre de Dίrac sur une variete riemannienne M. Soit

End A le fibre de Dirac des endomorphίsmes de A et 8 = Σi χi ωi <8> ωι une section

symetrique de End A annihilee par Γoperateur de Dirac de End A. Le laplacίen d'une

valeur propre \i, la oύ ίl exίste, est donne par la formule

\ ( R 2Δλ, = (\k - λiK (Ri,eβ(ωί),ωk)(ea.eβ.ωί,ωk)+2\\(Vωί,ωk)\\2} .
k aβ

En particulier, une 1 -forme a valeurs 1 -forme symetrique peut s'interpreter

comme un endomorphisme symetrique du fibre de Clifford de M agissant tri-

vialement sur les formes de degre different de 1.

Soient A un fibre de Dirac, E son fibre des endomorphismes symetriques et TV

un fibre riemannien de rang 1.

Si V est Γoperateur de Dirac de E ® TV et £ une section de ce fibre, on a,

localement,

iωi 0 ωi 0 θ

oύ (<jji) et θ sont des bases locales orthonormees de sections respectivement de A et
TV.

Si pour une base locale orthonormee ea de sections du fibre tangent, on ecrit

^eaui = Σka%aωk et VGaθ = baθ, on obtient

(g) ωi (g> θ.

En effet le fait que TV soit un fibre de rang un et que θ soit une section unitaire

entraϊne que V# = 0.

On obtient done pour le laplacien d'une valeur propre λ^ d'une section har-

monique la meme formule que si ε est une section de E, ce qui dans le cas des



HYPERSURFACES A COURBURE MOYENNE CONSTANTE 583

1 -formes a valeurs 1 -formes s'ecrit :

2. Hypersurfaces a courbure moyenne constante

On suppose done maintenant que M est une hypersurface de dimension n a

courbure moyenne constante dans un espace M a courbure constante c.

Utilisant le fait que M est de courbure constante et Γequation de Gauss, on

obtient :

k

Et, si T est la trace de B,

Δλ. = _ncλ- + λ, ]ζ \l + cr - τλ2 + 2 £(λfc - λ,

k k

= -ncλi + λ,||5||2 + cr - rλ? + 2^(λfc - λ,

k

Et comme

Δλ? = 2λ<Δλ<-2||dλ< | |2,

on en deduit

Δ||S||2 = 2||£||2(||S||2 - nc) + 2cτ2 -

formule qui apparait deja dans [9]. Si M est minimale, la formule devient

Δ\\B\\2=2\\B\\2(\\B\\2-nc)-2\\VB\f.

On obtient ainsi Γinegalite pour les hypersurfaces compactes minimales de [13]

et [2] :

M

Examinons le cas oύ M est une hypersurface compacte minimale d'un quotient

compact de Γespace hyperbolique H71"1"1. L'inegalite precedente ne donne plus rien

puisque c — -1.
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Posons, pour on e R, / = ΣΓ=ι α^?' et calculons Δ/.

et si αf = (Vωi,ωk},

Δ/ = 2/(n

Le laplacien de / est done la somme Φ + Q d'un terme qui depend algebriquement
des courbures principales et d'une forme quadratique en les α£.

Prenons α^ = a pour i = 1, ..., n — 1 et αn = 1 et designons respectivement par

/<*» Φα> <2α les fo notions correspondantes. Des que n > 2, Qα est definie positive
si α < 1 — n et si les λ^, i = 1, ..., n — 1 sont suffisamment proches de —\n/(n — 1)
(cf. [12]).

DEFINITION. On dira que les courbures principales λ^ i — l,...,n — 1, de S
sont e-pincees autour de (— l/(n — l))λn si, pour i = 1, ...,n — 1,

et on definira de meme un pincement autour de λi.

Le resultat suivant, etabli dans [12], permet d'eliminer le lieu singulier des
points de M oύ toutes les courbures principales sont egales :

Theoreme 1. Soίt E un fibre de Dirac au-dessus d'une variete rίemannίenne
compacte connexe (M,g). Soit N = {x \ x G M, ε(x) = 0} / 'ensemble des zeros
d'une section S de E. Alors, si ε est annihilee par Γoperateur de Dirac de E, et si 8
n'est pas ίdentiquement nulle, N est un ensemble polaire.

Quitte a renforcer le pincement autour de (— l/(n — l))λn on peut supposer
qu'aucune bifurcation du type λn = λi ,ί = 1, ...,ra — 1, ne se produit. Le lieu des
bifurcations coincide alors avec Γensemble des points de M oύ toutes les courbures
principales sont nulles. On a vu que Γensemble N des zeros de 8 est de codimension
> 2. La fonction bornee fa qui, sous les hypotheses de pincement, est strictement
sous-harmonique dans le complementaire de N s'etend en une fonction strictement
sous-harmonique dans M. Comme M est compacte, ceci est impossible. On en
deduit que B est identiquement nulle.
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Theoreme 2. Soit M une hypersurface compacte minimale d'un quotient

compact de Γespace hyperbolίque. II exίste un pincement des courbures principales

λ^, ΐ = 1,..., n — 1, autour de (— l/(n — l))λn qui, lorsqu'ίl est satίsfait, implίque que

M est totalement geodesique.

Supposons maintenant que M est a courbure moyenne constante τ. Alors si

B est Γendomorphisme symetrique associe a B, Γendomorphisme B — (r/n)I est a

trace nulle et satisfait aux conditions du theoreme precedent.

Theoreme 3. Soit M une hypersurface compacte a courbure constante de

Γespace hyperbolique. II exίste un pincement des courbures principales \ι, i —

1,..., n — I, autour de ( l / ( n — l))(r — λn) qui, lorsqu'ίl est satisfait, implίque que M

est totalement ombilicale.

3. La dimension 3

Dans le cas oύ n = 3, on peut preciser le pincement.

Pour calculer Q, reprenons Γexpression (cf. [12, p. 424]) de la differentielle

d'une valeur propre dans le cas des 1 -formes a valeurs 1 -formes

En tenant compte de la formule x.y = x Λ y — (x, y) et de Γorthogonalite des formes

de degres differents, on obtient

k

Pour evaluer la forme quadratique, prenons les notations suivantes

λi = λ, λ2 = v, λ3 = μ, ωι= ω, ω2 = θ, ω3 = η,

a\ = —6, a\ = —c, a| ~ ~a-

On obtient alors si nous designons par α;, 6^, Ci les composantes des vecteurs α, b,

c dans la base orthonormee ω, θ, 77,

dl — (y — X)(bιθ — b^ω) + (μ — X)(c3ω — c\ή),

dv = (v — \}(bιθ — b2ω) + (μ — ̂ )

dμ = (λ — μ)(c3α; — c^η) + (y —

que Γon ecrit encore

dl = (λ- v)θ Λ ω(b) + (λ - μ)ω Λ ry(c),
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dv = (v - λ)0 Λ ω(b) + (z/ - μ)r? Λ 0(α),

dμ = (μ — X)ω Λ 77 (c) + (μ — 71)77 Λ #(α).

(Comparer avec les formules pour les 2— formes.)
Comme d'autre part (cf. [12, p. 402]) on a

fc j<fc

on en deduit les identites suivantes :

(λ - μ)c2 = (v - μ)aι = (v - λ)63.

On peut alors ecrire

= («/ - λ)2||0 Λ ω(6)||2 + (μ - λ)2||ω Λ rtfc

+ 2(λ - z/)(λ - μ)(ω Λ τj(c), 0 Λ ω(6)>,

+ 2(ι/ - λ)(ι/ - μ)(η Λ β(α), θ

||dμ||2 = (μ - λ)2|μ Λ r?(c)||2 + (μ - vf\\η A θ(a)\\2

+ 2(μ - v)(μ - X)(ω Λ η(c),ηA θ(a)).

Pour la fonction / = μ2 + α(λ2 + z/2), on a done

i Q = -2α(λ - I/)2|63||
2 + 2(μ - λ)(αλ - μ)2(c2)

2 + (μ - V)(av - μ)(αι)
2

- α(λ - nu)2\\θ Λ ω(b)\\2 + 2(μ - λ)(αλ - μ)2|||ω Λ η(c)f

+ 2(μ - V)(av - μ)2||(τ, Λ 0(α)||2 - α||ciλ||2 - α||dι/||2 - ||cίμ||2.

Comme

-2α(λ - ι/)2M|2 + 2(μ - λ)(αλ - μ)2(c2)
2 + 2(μ - V)[av - μ)(αι)

2

2 - μ) + (μ - λ)(α!/ - μ)}(63)
2

et que le coefficient de (63)
2 est positif pour α = —8/7 et pour μ > — λ, ( il vaut

pour λ — — 1 et z/ = — λ — μ, 3/7(μ2 + 8μ — 8), on obtient ainsi au terme positif
precedent pres la meme forme quadratique que dans le cas des 2— formes a valeurs
2— formes (cf. [12, p. 418]) et on en deduit le resultat suivant :

Theoreme 1. // riy a pas dans les quotients compacts de Γespace hyperbolίque
de dimension 4 d'hypersurface non-totalement geodesique compacte minimale dont
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la seconde forme fondamentale B verίfie, si λi < X-2 < \3 sont ses valeurs propres,

les conditions suivantes

-8(1 - >/3/2)λι < λ3 < -2λι.

Corollaire. Si M est une hypersurface compacte a courbure moyenne con-
stante r de H4 dont les courbures princίpales verifient

8(1 - V3/2)( - λi) < \3 < r - 2λι,

alors M est totalement ombίlicale.

REMARQUE. Comme le font remarquer Okumura et Goldberg cf. [3], [4],
[5], on peut faire un parallele entre la situation precedente et les varietes a cour-
bure de Ricci harmoniques (comme 1-forme a valeurs 1-formes). Cette condition
d'harmonicite est par exemple realisee par les varietes conformement plates a cour-

bure scalaire constante.
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