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Etude sur la theorie du potentiel generalise

Par Kinjiro KuNuGuI.

§ 1. Définitions sur les potentiels généralisés. Considérons ’espace
euclidien © aux dimensions m supérieures a 1: m>2. Soit x une fonc-
tion d’ensembles de Q: = pu(e), e T Q, dont les valeurs sont réelles,
finies ou infinies: — o< u(e) <<+ . Nous appelerons une telle fonc-
tion p ‘“distribution de masse”, si elle satisfait encore aux quatre
conditions suivantes :

1) Le domaine de définiticn de u (c.-a-d. la famille des ensembles
e pour lesquels u(e) sont définis) qui sera désigné rar 7T est une
famille additive: T contient l’ensemble vide; 7 ‘contient, avec un

ensemble e, I’ensemble complémentaire Ce; T contient la scmme 3 e,

. %=1
avec ensembles e,. 2% . est complétement additive, c.-2-d. pour toute
suite des ensembles e, de T qui sont disjoints: e;+e;=0 (i = 7), nous
avons nzl w(e,) = ,u(g e,) dés que la série 21 u (e,) converge absolu-
ment. 3") Pour tous les ensembles bornés e de 7', u(e) sont finis. 4%
A, B étant deux ensembles quelconques dcnt la distance est pcsitive,
il existe un ensemble e de T tel qu'on ait e > 4, Ce D B.
Pour fizer les idées, considérons le cas de l'espace trois dimensionnel ;
=3 souf indication contraire. Désigncns par z, y, z les trois coor-
données des points de cet espace. Alors, deux demi-espaces A:2 <0
et B:a>1/n, n=1,2,3..., qui ont la distance mutuelle 1/7, scnt
contenus dans un e, et Ce, de T resp., suivant la ccnditicn 4%). Decnc,
en vertu de 1% et I’'égalité A =7H1e,,, cn a Ae€T. Ainsi, toute parall-
élépipéde ou plus généralement tout ensemble borelien appartient a 7.
Etant donnée une distribution de masse u, l'ensemble de tous les
points p de l'espace Q, dont tous les voisinages V(p) contiennent des
ensembles e de T tels que u(e) =0, s’appelle ‘le noyau de u”. 11 est
toujours un ensemble fermé. D’aprés un théoréme de MM. de la Vallée
Poussin et Hahn®, le noyau contient deux ensembles F.:P et N, qui

1) de la Vallée Poussin (2], pp. 63-64, 56, Thforéme. Da la Vallée Foussin a re-
marqué que P et N sont des ensembles de tous les points oi @' >0 ou w'<(0 resp. (de la
Vz1lée Poussin [1) p. 7) et que ¢’ est une fonction de Baire (de la Vallée Foussin (2] p.
63). Donc, nous pouvons supposer que I’ et N sont des ensembles bereliens et par suite
Fs. Voir aussi H. Hahn (1) p. 404. Une démonstration simplifiée se trouve dans W.
Sierpinski [1].

Les chiffres dans les renvois se rapportent a la liste des ouvrages cités, qui se tnouve a
la fin.
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sont disjoints et tels qu’on ait u(eP) >0, u(eN)<<0, u(e(F—P—N)) =0
et u(e) = u(eP)+u(eN) (dés que u(eP) et u(eN) soient finis) pour tout e
de T. w(eP), u(eN) et u(eP)—pu(eN) s’appellent la wvariation positive,
négative et totale de . resp., et elles sont désignées resp. par u*(e),
p(e) et |w| (e). Pour fixer les idées, nous supposons dans la suite que
le noyau de u soit un ensemble borné.

Considérons d’abord le cas ot m=3,4,5,.... Dans ce cas, nous
prenons une fonction réelle continue -®(t) définie pour une variable
réelle positive t:0<t< + . Définissons d’abord le potentiel pour la
masse non négative, c.-a-d. pour le cas ou l’on ait u(e) >0 pour tous
les ensembles e de T. Soit F le noyau de u, et introduisons, pour
tout nombre positif M, une fonction (dite tronquée) définie comme il
suit :

®(t) pour tout ¢ tel que |P(t)| << M, et
(1) Pu(t) = {M ou —M suivant que ®(t)>M ou ®(t) < —M.
Pour tout point p de Q, posons

~

@ = p) =] P0/r") dp,

o
ou r,, désigne la distance entre deux point p, ¢ et l'intégrale est prise
au sens de Radon-Stieltjés. Posons encore
up) = ulp ; p) = lim w, (),

si cette limite existe (finie ou infinie). w(p) = u(p; x) s’appelle le poten-
tiel de (ou engendré par) la distribution n au point p. Quant a la
distribution de deux signes, nous posons
3) uP) =u®; p*)—u; —p)
a condition que le membre droit est déterminé, fini ou infini.

Pour le cas ou m =2, nous prenons une fonction ®(t), définie

pour tout t réel: — o< t< 4+ et pour définir le potentiel u(p) nous
n’avons qu’a remplacer 1’égalité (2) par
@) w® == oo 1/r,) dp,

F
Concernant a la fonction ®(¢), nous introduisons d’abord trois
axiomes suivants, dont le premier est subdivisé en quatre:
(A)) ®(t) est une fonction continue. (A.) ®(t) est une fonction
monotone croissante. (A;) P(t) est convexe™. (A, ®(t) n’est pas

1) Une fonction ¥(#) définie dans un intervalle cuvert G est dite comvexe si, pour toute
paire des valeurs 7, fs, #;<{¢» de G, l'inégalité &((¢,+22)/2)<(d(¢;)+D(2:))/2 a toujours
lieu.
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identiquement une costante.
(B) lim ®(t) > 0.
t>+0

(C) En posant hk(§)=1/£""* pour m >3 et h(f)= —log £ pour
m =2 (m désignant le nombre de dimensions de ), nous avons

1

j’ DAEY) £ - dE <+ co.

L’ensemble des trois conditions (A.), (A;) et (A,) sera désigné simple-
ment par (A).

Example 1. Considérons d’abord le cas ot m =3,4,5,.... Si ’on
pose ®(t) =1, les conditions (A,), (A;) veulent dire ¢ > 1, tandis que
la condition (C) veut dire «< m/(m—2). Les autres conditioes (A,),
(B) sont remplies naturellement. Dans ce cas, les potentiels u(p)
s’appellent ‘“potentiels généralisés d’ordre a”

S’il s’agit de l'espace de deux dlmensmns nous pcsons <1)(t) = e
pour obtenier les potentiels généralisés d’ordre a. La condition (A.)
nous donne alors une restriction ¢ =0, tandis que la condition (C) veut
dire a<2. (A,) fait exclure le cas ¢ =0, et les autres sont remplies
naturellement.

Les potentiels généralisés d’ordre « ont été considerés pour la pre-
miére fois par Green®, et étudiés ensuite par Hall® et Cayley. Récem-
ment, MM. M. Riesz® et O. Frostman® ont en donné des recherches
systématiques et completes.

Exemple 2. Considérons le cas ou m—3 Si I'on pose @(t) =
Ete-*t, » >0, k=40, A et k €tant deux constantes, nous obtenons une
autre sorte de potentiels. Dans ce cas, ®(t) satisfait aux conditions
(A,) et (A;), puisqu'on a ®'(t) >0 et ®”(t) >>0. Les trois autres condi-
tions (A)), (B) et (C) sont naturellement satisfaites.

Les potentiels de ces formes ont été introduites par MM. Seeliger”
et C. Neumann?®’. Mais, tout récemment, M. H. Yukawa s’en est servi
pour décrire le champ de meson®.

Dans ce qui suit, nous étudierons les potentlels généralisés donnés
par la formule (3), dont la fonction ®(f) est soumise aux conditions
(A), (B) et (C).

Quelques conséquences. Si ®(t) satisfait a la condition (A,), ®(%)
est continue et D.d(t) existe pour tout ¢ (Voir p. ex. G. Polya et G.

2) Green [1]. 3) Hall (1]. 4) Cayley [(1].
5) M. Riesz (1]. 6) O. Frostman [1]. 7) Seeliger (1].
8) C. Neumann (1])° 9) H. Yukawa [1].
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Szego, [1] p. 52 et p. 6). Des deux conditions (A.) et (A;), il s’ensuit
que, pour tout ¢, ¢, t< ¢, on a’
‘b(tl) D)
Or, en vertu de (A,), lclm <I>(t) existe toujours. Si cette limite est finie,

@ 0D <

(4) entraine ltim D.,®(t)=0, et par suite D.P(t)=0. Dans ce cas,

®(t) est une fonction constante, et ceci contrevient a I’hypothése (A,).
Donc, la condition (A) entraine qu’on a toujours lim ®(t) =+ .
t >0

Théoreme 1. Si () satisfait & (A,), le potentiel généralisé u(p)
est continue pour tout p situé hors du noyeu de p. Si ®(t) satisfait eux
(A), (A:) et (B), et si u est non négative, u(p) est unme fonction semi-
continue inférieurement partout dans Uespace.

Démonstration. Pour tout point p, situé hors du noyau, il existe
un voisinage V(p,) de p, tel que, M étant assez grand, on ait ®,(A(r,,) =
®(h(r,,), pour tout p, q tels que peV(p,), ¢ F. Alors, il existe une
suite de division A,(r=1,2,3,...) de F, telle que, si ’on exprime A,

par F = Z]F(”)(z— 1,2, ..., m), F.’«F’=0 pour i == j, et si ’on pose
(5) S.@) =21 D(h(rpq,)) p(F,), ot ¢, est un point arbitraire de F,

la suite S,(p) tend uniformément (par rapporte a p de V(p,)) vers wu(p).
S,(p) étant continue au point p,, la continuité de «(p) au point p, s’en
suit immédiatement. ,

Da la méme maniere, nous pouvons voir que %,(») (=1, 2,3,...)
sont continues partout dans l’espace’ Or, en vertu des (A,), (B), ®(%)
est non négative. Donc si p est non négative, u,(p) est une suite
monotone croissante. Par conséquent, u(p) est semicontinue inférieure-
ment partout dans l’espace.

Théoréme 2. Soit u une distribution de masse mon négative. Si
®(t) satisfait aux (A.), (A;) et (B), le potentiel généralise u(p) est une
fonction subharmonique de p, pour tout p situé hors du noyau de pu.

Démonstration. Soit p, un point quelconque situé hors-du noyau
F de p. Pour tout point ¢, de F, la fonction A(rpq,) (= 1/7pg,™ > ou=
—log 7pq, suivant que m >3 ou = 2) est harmonique par rapport a
p dés que p==q, Soit S une petite sphére du centre p, et de rayon
r, r étant assez petit de sorte que S soit située hors de F. Nous
avons alors, en posant o, = 20/ 7)"/1'(m/2)

1) Aufgabe 124. La ces auteurs appellent “fonction non concave de bas” au lieu de la
fonction convexe & notre sens.
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(log 7pq,) 40

cL_——M

N ! Ly, ; . ~1
<7’poq,, ﬁ’m"m_1 j( 7 pdo dom, Ou —log 71’0‘1(? o

suivant que m >3 ou m =2, ou do, désigne I’élément de volume a
m—1 dimensions situé sur la surface de S, et 6 I’angle que fait cet
élément au centre p, de S. Or, comme ®(t) est une fonction convexe,
nous avons 'inégalité" : .
PR Y N P N Y W
T p [OFv e -

wmr“‘ 1 qo

o

1
ou { o glog 7 pqo d(}} <—27t j ® (—log rpq,) db

0

Par suite, nous avons
(I) { 1 m_u% :./> lvo_l g (1) {—lm‘-‘% do-m)
Tpody " OnT . Tpge "

§< @{mg 1 %(Zb’.
7 pay

—27[.

0

ou (D{log -
090

Par conséquent, la fonction ®§h(rpq,)} est subharmonique par rapport &
p. Or, comme nous avons vu dans la démonstration du théoréme 1,
u(p) est la limite d’une suite S,(p) donnée par la fomule (5), qui con-
verge uniformément. Mais, d’autre part, comme n(F,) >0, ’expression
S,(p) est subharmonique®, et il s’en suit que u(p) lui-méme est sub-
harmonique®, c.q.f.d.” '

§ 2. Capacité des ensembles. La notion de la capacité des ensem-
bles est d’origine électro-statique. Soit L,, L. un Systéme de deux
conducteurs disjoints. Suppcsons encore que 1'un des L,, L. porte une
charge e et l'autre la charge —e. Ces charges seront alors distribuées
dans L, ou L. resp. de sorte que le potentiel électro-statique soit
constante sur L, et L.. Soient ®, et ®, ces deux constantes. Nous
disons alors que le systéeme L,, L., forme un condenseur dont la capa-
cité est C = ¢/(®,—P.). Mais, lorsqu’on éloigne L. jusqu’a la distance
infinie, on obtient la capacité du L, qui est égale a ¢/d,. La défini-
tion de la capacité de la théorie mathématique du potentiel est simple-

1) Voir p. ex. G. Polya u. G. Szegt, (1], p. 53, Aufgabe 75; J. L. W. Jensen, (1] p.
175.

2) Voir p. ex. T. Rado (1], p. 15, Article 3. 10.

3) Voir T. Rado (1], p. 13, Article 3. 3.

4) Le résumé de ce chapitre a été publié dans K. Kunugui [1].
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ment une précision et généralisation de cette notion. Dans ce chapitre
nous supposons que les axiomes (A,), (A,) et (B) soient satisfaites.

Définitions. Désignons par § la famille de tous les ensembles M
de Q, qui satisfait a la condition suivante: pour toute distribution de
masse u non négative et telle que 0<T u(M) <+ <o, et pour tout nombre
positif &, il existe un ensemble fermé F' et un ensemble ouvert G satis-
faisant aux inégalités w(G—F)< & FT M C G. § contient tous les
ensembles boréliens ou analytiques . Soit A un ensemble quelconque
de ©. La borne supérieure de la masse totale u(A) de la distribution
» non négative, satisfaisant aux deux conditions suivantes: 1) le noyau
de . est contenu dans A, 2) le potentiel u(p; u) est partout inférieur
ou égal a 1: ulp; w)<<1, peQ, est appelé “capacité de I’ensemble
A” et sera désignée par C(4) = Ca(A).

Théoréeme 1. 1% Pour tout ensemble M, N, Uinclusion M >N en-
traine C(M) > C(N). 2") Pour toute suite des ensembles de F:A,(n=

1,2,3,..), on @ C(314,) <31 C(4,).»

4 Démonstration.lk La pro;;osition 1%) est évidente, puisque ®(t) >0,
en vertu des (A,) et (B). Nous démontrons donc 2). Nous considérons
d’abord le cas ou C(gAn) est finie. & étant un nombre positif arbi-
traire, il existe une di_stribution d’'une masse non négative . telle que
,u(gA") >C(“2:An)—e, ulp; ) <<1, peQ et dont le noyau appartient a
Z;A"' Puisque l'ensemble A, est de %, il existe un ensemble fermé F,

et un ensemble ouvert G, tels que F, T A, T G,, w(G,) << uF,)+E&/2,
D’autre part, puisque ®(¢) >0, la partie de la masse x qui se trouve
sur F, engendre un potentiel inférieure ou égale a 1. Par suite, on a
w(G,) << C(A4,)+¢&/2". Ainsi nous avons

p(3 G <3 G <3 CA,) +e,

et conséquemment C(?‘_,An)—6<ZC(A,,)+6. & étant arbitraire, nous
=1 n=1
avons finalement C(> A4,)<<>1C(4,). Le cas ou C(3A4,)=+x se
n=1 =1 =1
traite de la méme maniere.
Corollaire 1. La somme d’'une suite des ensembles de F de capacité

1) Voir p. ex. S. Saks (1], p. 47.
2) O. Frostman (1) pp. 53; S. Kakutani (1] p. 395, Lemme 2; S. Kametani, (1] p.
228, Théoréme 8.
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nulle est un ensemble de capacite nulle.

Corollaire 2. Pour que la capacité de tous les ensembles soit identi-
quement nulle, il faut et il suffit qu’elle le soit pour toutes les spheres
fermées.

Démonstration. Suppcsons que la capacité de toutes les spheéres
fermées soit nulle. Si un ensemble A est borné, il existe une spheére
fermée qui contient A. Donc C(4)=0, en vertu du théoréme 1 1°).
Si A n’est pas borné, il est une somme d’une suite des ensembles
bornés. Alors, il s’ensuit du Corollaire 1 que sa capacité est égale-
ment nulle.

Théoréme 2. La capacité d’un ensemble A est la borne supérieure
de celles des ensembles fermés et bornés, qui sont contenus dans A.

Démonstration. Désignons par C(A) la borne supérieure de C(F),
ol F est un ensemble fermé borné quelconque, contenu dans A. Puis-
qu'on a C(F)<CC(A), en vertu du théoreme 1 1%, on a C(4)<CC(A4).
Il nous suffit donc de démontrer qu'cn a C(A) > C(A). Supposons
d’abord que C(A) soit finie. Il existe alors, pour tout nombre positif
&, une distribution de masse non négative p dont le noyau F est
contenu dans A, qui engendre un potentiel inférieur ou égal a 1 et
enfin telle qu'on ait u(F) >C(4A)—¢&. La capacité de F est alors,
d’aprés définition, est > u(A). Donc, C(A) > C(A)—é&. & étant arbi-
traire, nous avons C(A) > C(A). Le cas ot C(A) =+ « se traite de la
méme maniére.

Théoréme 3. Pour que la fonction d’ensembles C(A) ne s’évanouisse
pas identiquement, il faut et il suffit que la condition

© \ (- e <t

soit remplie.
Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, si la ccndi-
tion (C) n’est pas remplie, nous avons, pour tcut 7, » >0,

”
j @ (1_) EdE = + oo,
oo £
Si, d’autre part, la capacité d’'une sphére S est positive; nous avons
une distribution de masse non négative u, répartie sur un ensemble
fermé de A telle que u(S) >C(S)/2 et que le potentiel «(p; x) ne sur-
passe pas 1. Soient # le rayon de S et S* une sphére fermée concent-
rique a S dont le rayon est double. En désignant par 1' la valeur
moyenne de u(p). pour p appartenant a S*, on a
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32:73"7‘3 g u(p)dv, = 3211”3' S E@ <-: ) dpdv,

»q
S¥% 5% S

1> =

ou dv, est I’élement de volume au point p. L’inversion de l'ordre de
I’intégration nous donne

3 13,
U= gy || ®(5,, ) avdae
S S*

Or, comme la sphére S* contient toutes les sphéres S(g) au centre g,
q€ S, et de rayon 7, nous avons

,
0= g [ (L) =g a( 1) eaes
S s 0

ce qui est absurde. La capacité des spheres est toujours nulle, et le
corollaire 2 du théoréme 1 implique que la capacité s’évancuit «identi-
quement.

La condition est suffisante. En effet, soit S une sphére du rayon
7. Distribuons une masse x homogéne de densité 1 dans l'intérieur de
S. Cette distribution de masse non négative engendre un potentiel
u(p) qui atteint son maximum au centre de S. Donc, on a

T?Jq

u(p) = g ® (_1_.) dv, < 4 s ® (%) £dE.

S

La masse totale étant égale a (4/3) =% nous avons

cs)=r/(3 [ o () gag)>o.

Théoreme 4. L’ensemble -de §F de capacité nulle ne peut porter
aucune masse non négative qui engendre un potentiel borné.

Démonstration. Soit A un ensemble de F capacité nulle, et sup-
posons qu’il existe une distribution de masse non négative u telle que
n(A) soit positive et que le potentiel u(p;u) soit borné. Sans rest-
reindre la généralité, nous pouvons supposer que A est un ensemble
fermé. La partie p* de p qui se trouve sur A engendre alors un poten-
tiel u* tel que w* <u, et par suite que maximum I soit fini. On a
alors C(A) > u(A)/I’ >0, ce qui est contraire a I’hypothése du théoréme.

Corollaire. L’ensemble de % de capacité nulle est toujours de
mesure (au sens de Lebesgue) nulle, dés que ®(t) satisfait a (C).

Démonstration. Soit, en effet, A un ensemble de ¥ qui est de capa-
cité nulle, mais de mesure positive. Sans restreindre la généralité,
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nous pouvons supposer que A soit borné. Alors A est contenu dans
une sphere fermée S, dont le volume engendre, en vertu de I’hypothése
(C), un potentiel borné, ce qui est absurde au théoréme 4.

Citons encore un théoréme dia a M. S. Kakutani, dont nous allons
nous. servir dans la suite.

Théoreme 5. Si la masse totale d’une distribution u non négative
est 1, les points p de Q tels que u(p; u) > K, 0< K <_+ oo, forment un
ensemble E de capacité < 1/K.

Démonstration”. Si la capacité de E est nulle, notre théoréme
est évidemment vrai. Supposons donc C(E) soit positive et finie.
Alors, il existe, pour tout nombre pcsitif &, une distribution x* non
négative, dont le noyau appartient a E, telle que u(p; x*)<<1, peQ,
et enfin que x*(F) >C(E)—¢&. On a alors

(OB —1 K < p*(B) K < [ ups ) dpuy* = f g ® (3;1__) o,

N * »q

B EQ

=([e(-1) durtu={ wa; w9 du, < we)=1
Q

7111 q
QF

& étant arbitraire, on a C(E)-K <1. Si C(E)=+ , nous pouvons rai-
sonner de la méme maniére et amener a la contradiction.

La définition de la notion de la capacité des ensembles pour la
fonction arbitraire ®(t) a été donnée pour la premiére fois par MM.
O. Frostman®, S. Kakutani®, S. Kametani*’. D’ailleurs, ces auteurs
ont donné ce terme a une notion (un peu différente de celle que nous
avons donnée plus haut), que nous allons maintenant considérer.

Comme ®(t) est une fonction monotone croissante et continue, les
nombres @®-'(y), pour toute valeur y, forment un intervalle fermé, ou
un point ou un ensemble vide. Pour les deux premiers cas, pcsons
@(y) = borne inférieure de ®-'(y), et

C*(A) = p(C(A4)).
Nous avons toujours 0<C C*(4)< +c, et ici encore un analogue au
théoréme 1 subsiste :
Théoréme 6. 1% Pour toute paire d’ensembles A, B tels que A T B,

nous avons C¥(A) < C*(B). 2% Supposons que ®(t) sotisfasse & la condi-
tion (A;). Alors, pour toute suite d’ensembles de F:A,(m=1,2,3,...),

nous avons C*( i} A4,)< i C*(4,).
n=1 n=1

1) S. Kakutani (1] p. 396, Lemme 3. 2) O. Frostman (1] pp. 48-49.
3) S. Kakutani (1] p. 394. 4) S. Kametani (1] p. 226.



72 Kinjiro KUNUGUI

Démonstration. ¢(y) étant une fonction monotone croissante, 1')
s’ensuit immédiatement du théoreme 1, 1). Considérons donc 2%).

D’abord, en vertu du théoréme 1, 2’), nous avons C(f}A,,)giC(A,,).
. n=1

=1

Mais, (i) étant monotone croissante, nous avons
M PR A) < p( 3 CA,).

Mais, d’autre part, ®(t) étant convexe, l'inégalité de Jensen', ncus
donne

@ (D 0A) <5 (CA,).

(1) et (2) entrainent évidemment C*(iAw)gij*(A“), c.q. f. d.
n=1 n=1

- §3. Principe du maximum. Soient D et H deux ensembles quel-
conques de Q qui sont disjoints. Nous disons qu’une fonction ¢(p)
définie sur D+ H est majorée dans (ou sur) H si I'on a

borne sup ¢(p) < borne sup ¢(p)
peED PEH -

en d’autres termes, si, dés qu'on a ¢(p) << K, 0 << K <+ » pour tout p

de H, la méme inégalité subsiste encore pour tout point de D.
Lemme. Soit ¢,(») une suite des fonctions définie sur D+H, D et

H étant deux ensembles disjoints. Si U'on a ¢(p)<lim ¢,(p) dans D

(la limite 1im @,(p) pouvant étre finie ou infinie), @(p) > @,(p) dans H,

et si g, (p) sont majorées dans H, alors o(p) est majorée dans H,
Démonstration. Désignons par m, et m, la borne supérieure de
@(p), » parcourant D et H resp., et montrons qu’on a m, < m,.
Supposons par impossible qu'on a m, >m,. Soit & un nombre
positif arbitraire, mais tel que 0< &< m,—m,. Comme m, >m,+¢,
il existe un point p, de D, ou l'on a o®) >m,+& (p,€D). Alors,
p, € D entraine ¢(p,) g}}r—n p.(p). Par suite, il existe un indice =, tel

que @,(p,) >m,+& Comme ¢,(p) est majorée dans H, il existe un
point p, de H, ot l'on a ¢,(0.) >m,+& Or, p.€ H entraine ¢(p.,) >
p.(p.). Par suite, on a @) >m,+¢&, ce qui est contradictoire a la
définition de m,, c. q. {. d.

Maintenant, nous allons démontrer le principe du maximum, qui
joue un role essentiel dans le théoréme fondamental que nous occu-

1) J. L. W. V. Jensen, (1).
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perons dans le chapitre suivant.

Théoréme 1. Soit E un ensemble fermé arbitraire qui contient le
noyau F d’une distribution de masse w non négative. Le complémentaire
de F se décompose en un nombre fini ou wune infinité dénomlrable de
composants connexes. Soient D un de ces composants et H la frontiere
de D. Si ®(t) satisfait aux conditions (A) et (B), le potentiel u(p; u),
comme fonction définie sur D+ H, est majoré sur H. ‘

Démonstration. Désignons par T, la solution de I’équation

@Y Ot)=1lim &) +n, n=1,2,3, ....

E>+0

D’aprés la condition (A), il existe une valeur ¢, (0<¢,) telle que ®(¢)
croit constammant, dés que ¢ surpasse t.. Donc, la solution de I’équa-
tion (1) existe toujours et elle est unique. On a d’ailleurs 0<_ T, <_
T.<T;< ..., lim T,=+ . Posons

(2) (I)n*<t) — { (I)(t) » pour 0 < t é Tw’
{D_O(T,)} {t—T,} +P(T,) pour T, < < +oc.
En vertu de (A), il est facile de voir que

3) D, (t) << D, ¥(1) < ®),,(1) < ®(t) pour 0< t<+o0, n=1,2,3, ...
Ainsi, en posant

"
4 u,*(p) = g DK —=—) dug,
) ®) ) 7, ) v

nous avons «(p; p) = lim u,*®) et u,*(p) <<u,,,(p), p€Q. Par consé-

quent, notre Lemme montre bien que, pour démontrer le théoréme, il
nous suffit de voir que la fonction u,*(p) est majorée sur H.

Remarquons d’abord qu’on peut montrer sans peine que la fonc-
tion @, *(t) satisfait aux conditions (A) et (B). Désignons ensuite par
m, et m, la borne supérieure de u,*(p) pour p parcourant D et H
resp., et montrons que I’on doit avoir m, < m,.

Or, d’aprés la définition de m,, il existe une suite des points p,
(v=1,2,3,...) de D, tel que lim %,*(»,) = m,. Or, d’aprés le théoréme
2, §1, u,*(p) est subharmonique dans D, et par suite p, ne peut avoir
un point limite dans l'intérieur de D sauf le cas ou u,*(p) est une con-
stante dans D. Le point p, ne peut aboutir au point a la distance
infinie, puisque dans ce cas u,*(p,) tendrait vers clmtl, ®) w(F) qui

est une borne inférieure de u,*(»). Donc, sans perdre la généralité,
nous pouvons suppcser que la suite p, tende vers un point p, de H.
Pour voir qu’on a m, < m,, il nous suffit donc de montrer I’inégalité:
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) lim »,*(p) > lim «,*(p,).
P’>pq V>0
e

Prenons, pour cela, un nombre 7, tel que
(6) 0 r,<1/T,
et décrivons une petite sphére S(»,) de rayon 7, et de centre p,. Nous
pouvons supposer d’ailleurs que la surface de S(»,) ne porte aucune
partie de masse n. Partageons ensuite le potentiel u,*(p) en deux
parties, dont la premiére est engendré par la partie de  contenue dans
S(r,) et I’autre par celle qui se trouve dans Q—S(r,). Désignons-les
par v'(p) et v"(p) respectivement :

'U’(p) == j‘ (I)n*( 1 ) dlu’q ; /U”(p) - j‘ (I)u* (',;,;I': ‘) d/‘lll‘

' ’ rQ

Tpe
SC7g) Q-8(ry)

En vertu du théoréme 1 de §1, »”(p) est continue au point p,. Donc,
on a

lim v"(p) = lim »"(p"), p'€ H.
»’>pq

Par conséquent, pour montrer (5), il nous suffit d’établir
lim '(p") > lim v'(p,).

»’>p) v
P'cH

D’autre part, (2) et (6) entrainent

o) = [ (OT)~ 1D STIT,) dug+ D-BT,)- | L dp,

»q
S

Le premier terme étant constant, il nous suffit enfin de montrer que

@ en posant v(p) — j71_ du, on a lim o(p) > lim o(p,).
pq »’>Dg VRS
p'cH

Or, ceci est une propriéte bien connue du potentiel newtonien®.

Théoreme 2. Supposons que d(t) satisfasse & (A) et (B) et que les
ensembles D, H aient les méemes significations que dans le théoréeme 1.
Alors, la condition nécessaire et suffisante pour que le potentiel u(p; u)
soit magjoré sur H pour toute distribution p et D, H, est qu'on ait

8 lim w(p; ) <lim u(® ; p) @& chaque poiut p, de H, en désignant
P>D »’>D

par p et p' deux points variables, U'un dans D, Uautre dans H.
Démonstration. La condition est nécessaire. Si u(p,; u) =+ o, la

1) Voir M. A. Maria (1). Il s’agit d’'un corollaire de la page 487.
Cf. aussi O. Frostman (1], p. 69, et Y. Yosida (1].
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fonction «(p; 1) étant semicontinue inférieurement, on a lim u(p; p) =
252

+co. Par suite, I'inégalité (8) a lieu évidemment. Supposons donc
qu’on ait wu(p,; u)< + . Etant donné un nombre positif arbitraire &,
il existe alors un rayon 7,(r, >0), tel qu’en désignant par S, la sphére
fermée de rayon 7, et de centre p,, et en posant

us(p) = j 6} (—r—lf) dpq uQ_s(p) = j o <1L> dpg ON A

rq nq
So Q-Sp

©) luso(po) [< & et ry<é&.

Comme wuq_s(p) est continue au point p,, il existe un rayon 7,
0<r < r, tel quen désignant par S, la sphére fermée de rayon 7, et
de centre p,, on a

(10) I'L‘Q—So(pl)“uQ—SOC'pz)[< & dés que p,, p. €8S,.
Maintenant, remarquons d’abord qu’on a lkim d(t)=+ «, en vertu de

(A). Prenons ensuite un rayon =, assez petit: 0< #»,< r, et considé-
rons la sphére fermée S, du rayon », et du centre p,. Alors pour tout
point ¢ de S., la distance entre un point quelccnque p’ de la surface de
la sphére S, est toujours supérieure ou égale ar,—r,. Par suite, on a
use) = (o (1) am< (L) us.
. : rL—1

/7
72)11 i
S2

Au contraire, si p” appartient a S,, on a us:_,(p”)gcb(—zi « 1(S5).

Donc, nous pouvons supposer que 7, soit assez petit de sorte qu’on ait
(11) us(p") > us(p)+5, 5 >0.

Pour toute paire p’, p”, p” € S, et p' situé sur la surface de S,, et pour
un nombre » qui ne dépend que de r,, 7, (et de u, ®(t), po).

Posons us,_s.(p) = j (I)( ,1‘1,@) A g

So—Sa e
On voit bien que wus, s.(p) est continue au point p,. Il existe donc un
rayon 7, 0< r;< 7, tel qu'en désignant la sphére fermée de rayon 7;
et de centre p, par S;, on ait

(12) [uso,—Sﬁ(pj)—uso_Ss(p?)|<'S dér que p,, ngS3.

Soit, maintenant, p* un point quelconque de la partie de D et de
S;, et désignons par F'le noyau de . Alors, S,-F sera situé en dehors
d’un ensemble ouvert contenant p*, dont la frontiére se compose d'une
partie (ou total) de la surface de S, et d’une partie (ou total) de
I’ensemble H.S,, Désigons-les par D* et H* resp.. Or, us,(p), comme
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fonction définie sur D*+ H*, est majorée, en vertu de ’hypothcse faite,
sur H*, Donc, il existe un point p, de H*, pour lequel on a

(13) ws:(P*) < min {us(p,)+&, wuso(p)+ 7} < uso(p,)+8&.

Mais, d’aprés I'inégalité (11), p, ne peut étre situé sur la surface de S,.
Donc, p, est situé sur S,-H.

Or, d’apres (12), on a wsy_s:(p*) < wsq_s:(D) +& < usy(p,) +&, et ceci
entraine, en vertu de (9)

(14) Usy-5:(p*) < 28.
Enfin, d’apres (10), on a, en remarquant p*,p, €S,,

(15) uD_sg(0*) < ua_s(p,)+E.

Si 'on ajoute membre a membre les inégalités (13), (14), (15), on peut
conclure que, pour tout point p* de D-S;, il existe un point p, de S, H,
tel que

u(px) = u_s(P*) +uso-s:(p*) +us(p*) < uo_s:(p,) +uso(p,) +46=u(p,) +4¢.

& étant arbitraire, ceci montre bien l'inégalité (8).

- La condition est suffisante. Pour le voir, nous n’avons qu’a rai-

sonner de la maniére analogue a une partie de la démonstration du

théoréme 1 donnée plus haut et il sera inutile de la répéter.
Corollaire. Soient ®(t) une fonction satisfaisante aux conditions (A)

et (B lpm(} D) =0 et ulp) un potentiel engendré par une distribution

n de masse non négative dont le noyau est contenu dans un eusemble
fermé et borné F. Soit donnée encore wune fonction f(p) satisfaisante
aux trois conditions suivantes: 1°) f(p) est subharmonique partout dans
Uespace Q. 2°) f(p) est continue sur F (comme fonction definie dans Q).
3") La limite supérieure de f(p) pour p séloignant indéfiniment ne sur-
passe pas la valeur K. Alors, si la somme f(p)+u(p) de f(p) et du poten-
tiel wu(p) engendré par wune distribution non négative u, satisfait @
Uinégalité f(p)+ulp) << K' (K'>K) partout dans F, la meme inégalité
subsiste partout dans Q.

Démonstration. Désignons par m, la borne supérieure de f(p)+u(p)
pour p parcourant D= Q—F. Il existe alors une suite des points p,
n=1,2,3,...) de D telle que }lim {f(p,)+u(p,)}= m,. Supposons par

impossible que nous ayons m, >K'. Sauf le cas ou f(p)-+u(p) se réduit
a une constante, le suite p, n’a aucun point limite dans l’intérieur de
D. La suite ne peut avoir une suite partielle qui s’éloigne indéfiniment,
puisque u(p) tend vers 0 lorsque p s’éloigne indéfiniment et que la limite
supérieure de f(p) pour ce cas < K (< K’). Il existe donc une suite
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e (k=1,2,3,...) qui tend vers un point p, de F, et nous pouvons
supposer que ce fait a lieu méme si f(p)+u(p) est une constante. Or,
le théoréme 2 et la continuité de f(p) a p, entrainent
lim w(pae) <lim () et lim f(pne) = lim f(p")
K> b>Dp, K> p’5D
DEF P'EF

et par suite

lim £ (o) +u(nr)} < lm @) +u@)) < K’
PEF

qui est une contradiction.

Exemple 1. Soit F la sphére fermée du rayon 1 et du centre p,
dans l’espace ordinaire Q. Considérons le potentiel newtonien w(p) qui
est d’équilibre pour F. u(p) est borné dans Q. Posons f(p)=7r, ¢
désignant la distance entre p et p,. On sait que r est subharmonique
partout dans Q. # est continue sur F, mais r+wu(p) n'est pas borné
dans Q. Ainsi, I’exemple montre que la condition 3°) du corollaire ne
peut pas étre omise.

EXemple 2/. Considérons l’espace ordinaire dont les points sont
désignés par (x, y, z). Prenons une suite des points p,= (1/n, 0, 0).
Soit « un nombre positif quelconque, mais tel que 0<_ a <1, et prenons
encore une suite des nombres pcsitifs m, qui satisfont a 1'inégalité :

m, < &/12 n(n+1)}, 26 < 1—§2*(1—a/2)} ' =k,,

oli € est un nombre positif arbitraire inférieur a k,/2. Posons enfin 7, =
(m,)/=. Soit S, la surface de la sphere du rayon 7, et du centre p,.
Considérons maintenant la fonction ®(t)=t¢* et une distribution d’une
masse non négative de total m,, répartie sur S,, dont la densité super-
ficielle est constante. Désignons par u, cette distribution, et posons

=23t

On a alors F =18, +®,), p,=(0, 0, 0) et

n=1
U5 ) =15 u®; p,) =2""{1—a/2}~' <1 pour pes,
u®; pum)<_E/2™Y pour p3S, (m =+ n).

Donc, on a
i 1) > 15w w)< (21— a/2)}-' +&/2 pour pe F.

Ainsi, I'exemple montre que la condition (A;) du théoréme 2 ne peut
etre omise.
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Quand méme, M. Kamétani?’ a démontré récemment que tout poten-
tiel u(p; p) de la distribution non négative u, qui est continue sur le
noyau F de p comme fonction définie sur F, est encore continue partout
dans Uespace, et cela pour tout ®(t) qui satisfait seulement (A,), (A,) et
(B). Ce théoréme de M. Kamétani se démontre en raisonnant comme
nous avons fait pour le théoréme 2, mais en s’appuyant sur un théo-
reme de M. Ugaeri®: Si ®(t) satisfait a (4,), (A.) et (B), tout potentiel
u(p; p) qui est engendré par une distribution non négative u et qui est
inférieur & K sur le noyou F de u, est partout inferieur ¢ x-K dans
I’espace, oit « est unm nmomore entier positif qui dépend seulement du
nombre de dimensions. Reproduisons en quelques lignes sa démonstra-
tion®*. Soit » un point de D=Q—F. Q peut étre une somme d’un
nombre « de cOnes congruents au méme sommet p, dont I’angle du
sommet est inférieur ou égal a »/3 (pour m = 2 on peut poser x = 6,
pour m = 3 il suffit de poser =42, et ainsi de suite). Désignons-les
par C, 1=1,2,3,.... k). Si C;+F ==0, il existe un point p, de C,F qui
est situé le plus proche de p. On a alors, pour tout ¢ de C,F, r,, >
rpq €t par suite :

k| 1 K 1 K
wpi <2 J (S ) du <y () du <3 ui )
=l p »g =1 p "pq i=1
¢ CC,F%0) ¢ (C,F=0)

ce qui prouve le théoreme de M. Ugaéri.

Or, M. Y. Yosida® a remarqué que, d’aprés un théoréme d’Egoroff
et Lusin, pour tout potentiel w(p; x) de u non négative, il existe une
suite des ensembles fermés F, contenus dans le noyau F de ., telle
quen désignant par pu, la partie de x qui se trouve sur F,, le poten-
tiel u(p; p,) est continue sur F, (comme fonction definie sur F,), et
qu’on ait lim u(p; u,) = u(p; ) pour tout p de Q—F. Alors, en vertu

N-yc0

du théoréme de M. Kamétani u(p; u,) est continue partout dans Q.
Donc, si ®(t) satisfait a (A) et (B), u(p; u,) est majoré sur H (voir les
notations du théoréme 1). Par suite, d’aprés le lemme du théoréme 1,
u(p; ) est lui-méme majoré sur H. Ainsi, nous avous obetenu une
deuxiéeme démonstration du théoréme 1 qui a été donnée per M. N.
Ninomiya®.

§4. Théoremes fondamentaux. Applications. M. O. Frostman a
résolu un probléme fondamental de la théorie du potentiel, qui remonte
a Gauss, mais qui est formulé sous une forme moderne. C’est le pro-

1) Voir S. Kametani (3]. 2) T. Ugaeri (1].
3) Y. Yosida [1]. 4) N. Ninomiya (1].
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bléme dit probléme d’équilibre et qu’il s’agit de distribuer une masse
positive donnée sur un domaine de ’espace, de maniére que le potentiel
devienne constant dans celui-ci. M. O. Frostman a remarqué que le
principe de variation de Gauss dépend trés peu des propriétés harmoni-
ques du potentiel ordinaire, et montré que le théoréeme fondamental est
valide pour le potentiel généralisé d’ordre a (voir la définition de p. 65).

Nous allons montrer, maintenant, que ce théoréme d’équilibre
subsiste encore pour les potentiels dont la fonction ®(t) satisfait aux
conditions (A) et (B) seulment. Dans ce chapitre, nous supposons que
d(t) satisfasse toujours (A) et (B) sauf indication contraire.

Théoréme 1 (théoréme d’équilibre). Soit F un ensemble fermé et
borné, dont la capacitée est positive. Alors, il existe une distribution de
masse u non négative et de total 1 sur F, telle que le potentiel u(p; )
soit constant dans F sauf aux points d’un ensemble de capacitée nulle,
cette constante étant maximum des valeurs de u(p ; u) pour p parcourant
tout espace. D’ailleurs, cette distribution—dite ‘“d’équilibre”’—est unique.

Mais, considérons encore le cas ou l’ensemble F' est placé dans un
champ extérieur.

Théoréme 2 (théoréeme du balayage). Soit F' un ensemble fermé et
borné quelconque de la capacité positive par rapport & la fonction P(t)
qui satisfait aux conditions (A) et (B') l,ir? O(t)=0. Soit encore f(p)

une fonction définie dans tout espace Q, qui satisfait aux trois condi-
tions suivantes: 1%) f(p) est subharmonique et semicontinue infériure-
ment dans Q. 2% f(p) est semicontinue supérieurement et bornée sur F.
3 la limite supérieure de f(p) pour p s’éloignant indéfiniment est non
positive. Désignons par N la borne supérieure de |f(p)| pour p pareou-
rant F. Dans ces conditions, nous pouvons montrer les trois propositions
sutvantes :

1*) Pour tout nombre positif m tel que m >N C(F), il existe une
distribution d’une masse non négative u répartie sur F, dont la masse
totale est m, et pourlaquelle

hw) = [ () dpe+ @)

F

est constant v sur F sauf un ensemble de capacité nulle oi il est plus
petit que v. v est le maximum de h(p), p € Q.

2¥) Si f(p)=0, on a v=m/C(F) pour tout m (m >0).

Désignoms par v une distribution de cette sorte pour m = C(F)
(f(p))=0 et y=1, l'existence d’une telle distribution est garantie par
la proposition 2%),
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3*) Si, de plus, f(p) est partout négative dans F, wune distribution
p de la nature de la proposition 1%) existe encore pour

m=— () @,
I
avec v =0.

D’ailleurs, la distribution up qui jouit de ces propriétés est toujours
unique pour chaque m (m >N C(F) pour le cas 1%) et 2%) et m =—j fdy,
pour le cas 3%), et pour le meéme v dans le cas 1%)). #

Remarque. La fonction f(p) du théoréme 2 décrit le champ ex-
térieur. Si l'on pose f(»)=0, le théoréme se réduit au théoréme 1.
Nous 'appelerons ‘“‘théoréme du balayage”, parce qu’il contient comme
cas particulier un théoréme bien connu de balayage pour les potentiels
newtoniens (voir un .corollaire de p. 86).

Démonstration. Considérons la famille de toutes les distributions
de masse p satisfaisant aux conditions suivantes :

«,) o est non négative et répartie sur F.

a,) wp(F)=m (m étant un nombre fixe, 0 < m <+ ).

Pour ces distributions, considérons ’intégrale de Gauss:

Gw=[[@(55) dmdu+2| @) du.

FF F

D’abord, montrons qu’ il existe une distribution de masse u satisfai-
sant aux conditions «,) et «.), dont Uintégrale de Gauss est finie. En
effet, puisque la capacité de F est pcsitive, il existe une distribution
de masse non négative u' sur F telle que

0< W/(F) << C(F) et u®; u)= f cp( rl ) duy < 1, pour peQ.

g 7
F
Alors, la masse u= mu'/p/(F) remplit évidemment les conditions a,)
et «,), et nous avons |
o< [[o( 1) dudue=m [ut; w) du /1wy <me/wim)

»q
FF F

La fonction f(p) étant bornée dans F, I'intégrale de Gauss pour u est
finie. ‘

Or, soit ¢ la borne inférieure de G(u), pour . qui satisfont a «,)
et a,). Le deuxiéme terme de l'intégrale de Gauss étant borné, ¢ ne
peut étre égal a — . Donc, g est fini.

Pour g, il existe une suite de distributions qui satisfont a «,) et «.)
et telle que lim G(u,)=g. Alors, de u,, on peut extraire, en vertu du
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théoreme de choix?, une suite' partielle n, («r=1,2,3,...) telle que s,

converge vers une limite-distribution p* c.-a-d. une distribution telle

qu'on ait w*(e)=1im pun(e) pour tout ensemble e qui est regulier* par
K>

rapport a u*.

Le complémentaire de F' étant une somme d’une suite des sphéres
dont les surfaces ne portent aucune masse p*, on voit bien que u* est
distribution de masse sur F. D’autre part, comme F est contenu dans
une sphere réguliére par rapport a p*, il s’ensult que p*(F) = m.

Sans perdre la généralité, nous pouvens pcser n, = «. Or, on a

C o1 . 1\ _
q>( L% ¥ = ” ! L *d
L re ) Grdpd = lim .q’“(r,,q)"" dpd" =

FF

Lim (S (I)( /)_l ) d pnpd pong.
N0 v »q

FF
Mais, dautre part, comme f(p) est continue® sur F, nous aurons de
méme

[ 1@) dp,* =1im [ @) dun,.

F F
Donc, on a g << G(p*) <lim G(u,) =g, et il en suit 'égalité: G(u*)=

g, c--a-d. la distribution p* minime G(u).

Nous allons voir que la distribution p* est celle que nous avons
en vue. Pour cela, désignons par F* le noyau de la distribution p*,
et montrons d’abord que

1

7 »q

(19 la fonction h(p)= S (D(

»

)tl,u,q*+ fip) est >«o sur F, sauf

aux points d’un ensemble de capacité nulle, v étant la borne supérieure
de h(p) pour p situés sur F*,

En effet, soit E I’ensemble de tous les points de F ot 'on a Z(p) <_
v, et supposons que C(E) >0. Désingnons encore par F(n) 'ensemble
de tous les points p de F ou l'on a

) hp) <<y—1/n, (n=1,2,3,....)

1) Théoréme du choix: de toute suite p, de ditributions de masse, dont les variations
totales sont bornZes, on peut extraire une suite partielle qui est’ convergente. Voir O.
Prostman (1] p. 11, et de la Vallée Poussin (1] p. 9.

2)* Tout ensemble tel qu’on ait p(é—e)==0 s’appelle régulier par rapport a p. ¢ ete
désignent la fermeture et Vintérieure de e resp..

3) Puisque f(p) est semicontinue inférieurement et supérieurement et bernée (en vertu
des 19) et 2v)), elle est continue sur F.
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On a alors F :f} E(m). h(p) étant semicontinue inférieurement, F(n)
n=1

sont des ensembles fermés. Comme C(E) >0, il existe un indice =, tel
que

(@) CiEm.)} > 0.

Posons &€ =1/(2n,). Puisque v est la borne supérieure de #4(p) pour
p € F'*, il existe au moins un point p, telle que

3) h(p) >v—¢&, p€F*

Comme #%(p) est semicontinue inférieurement, il existe un voisinage
U(p,) de p,, tel que p € U(p,) entraine

@ k) >v-e

Posons x*(U(p,) = m*. Comme p, est un point du noyau, on a m* >0.
Ensuite, puisqu’on a C(E(n,)) >>0 d’aprés (2), il existe une distribution
de masse non négative » sur E(n,), telle que le potentiel u(p;v) soit
borné dans tout espace (2. Nous pouvons suppeser d’ailleurs qu'on a
v(E(n,)) = 1. Considérons maintenant une distribution de masse définie
comme il suit:

o(e) =—pu*(e) pour tout ensemble borelien e contenu dans U(p,).

o(e) = m*-u(e) pour tout ensemble borelien e contenu dans E(n).

o s’annule en dehors de U(p,)+ E(n,). -

Ces conditions déterminent évidemment une distribution de masse unique
définie pour tous les ensembles boreliens e. Désignerons-la par o=
o(e). Prenons maintenant une variable réelle % telle que 0< 2 <1, et
posons’ u'= u*+hs. On voit bien que .’ sont des distributions de
masse non négative, et qui entrent dans notre famille. En effet, ' est
répartie sur F et la masse totale est n'(Q)= x*(Q)+hs(Q) = m, puisque
a(Q)=0. Donc, on a, d’abord

®) G(p*+ho)—G(p*) > 0.
Or, d’autre part

G(u* +ho)— G u*) = 2h } h(p) do,+h: ” @( 1 ) doydo,

»rq
F FF

— ZhSh(p) dory+ 2hjh(p> do,+ 1 “ <p( 1 ) doyda, et par suite

g

U(py)F A(ng) FF

»
7 e

®) G(p* +ho) — G( ) < — 2k m o6 + I jrb( 1 ) oo,
rr
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Or, l'integrale I = ﬁ(b( 11 ) do,do, est finie. En effet, nous avons

o 71’(1
@ 111<| j S‘D( 1 ) du*dug? | +0mry| j §¢( 1 ) dv,dv,|
7])q 7 rq
U-F U-F R(ng)-H(ng)
y 1
+ 2m* | j jfp ) dy,dv*|.
U.F H(ng) ( T'va

Mais, comme le potentiel «(p;») est borné, nous pouvons poser 0<C
ulp; )< M, 0<M <+ . Alors la somme du deuxiéme et du troi-
siéme terme du membre droit de (7) est inférieure a 3 (m*)?: M. f(p)
étant borné dans F, nous avons posé |f(p)|<< N, p€ F. Par suite, on a
OgSS (I)< ,1 ) d/’m*d/"qgj‘s (I)(_.l’“) dpy*d p*
9 . e

»q
U+F U+F FF

< lgl+2 | 1f@)du* <|g| +2Nm.

Le premier terme du membre droit de (7) est donc fini, et 1l'intégrale
est finie.

Ainsi, si I'on fait tendre % vers 0, le membre droite de 1’inégali-
galité (6) deviendra négatif, et l’'inégalité (5) doit étre absurde. Nous
avons donc établi la proposition (1°).

Considérons d’abord le cas ou f(»p)=0. Dans ce cas, v est la borne
supérieure de la fonction

h(p) = f @ (73) dp = up ; 1.

»q
F¥*

Or, on voit bien que A4(p) >0 et par suite v >0.
Si vy =0, on aura A(p)=0 pour p € F*, Alors, I'intégrale d’énergie

g h(p) du,” sera égale a 0. Donc, en vertu d’'un théoréme que nous

r*  gtablirons dans le chapitre suivant, la masse totale m s’annule,
contrairement a I’hypothése. Donc, nous avons toujours v >0. Alors,
en vertu de principe du maximum, nous avons A(p) <y partout dans
I’espace. Donc, u(p;u*) est égale a y partout dans F sauf un ensem-
ble de capacité nulle. wu(u; p*) est donc un potentiel d’équilibre.

Pour terminer la démonstration de la proposition 2*), intercalons
un Lemme qui sera utile dans la suite.

Lemme. Soit F un ensemble fermé et borné dans 'espace & trois
dimensions, dont la capacité (par rapport ¢ ®(t) qui satisfait & (A) et
(B)) est positive. Etant donnée une distributiou non négative u de la
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masse unité sur F, désignons par G et H la borne supérieure et infe-
rieure des valeurs prises par le potentiel u(p; u) pour p parcourant F.
Nous avons alors
®) H<g<G
ot Uon désigne par g la valeur minimum de Uintégrale d’énergie G(u),
=0, m=1.

Démonstration. g étant minimum de l'intégrale d’énergie, on a

Hp)y =9 (F@)=0)

pour tout ., telle que m = 1. Mais, puisqu’on a G(x) << G, nous avons
G > g. D’autre part, si u(p; u) >g+¢&, € >0, pe F, on aura

fups m) dpwe = [ @+e) awr=g+e et

¥

(u(p; w) dp* = ju(p; w) dp :j gdp=g

F ¥ F
puisque u(p; p*) est égale a g sauf un ensemble E de capacité nulle,
et que tout ensemble de capacité nulle ne contribue pas a l’intégrale
par rapport a u quelconque. On aurait donc une contradiction. Con-
séquemment, nous avons H <g.

Remarque. Nous verrons bientot que la distribution d’équilibre est
unique. Donc, on a, au lieu de (8),
©)) H<g<G
pour tout p autre que p*.

Corollaire. La constante g qui est le minimum de Uintégrale
d’énergie (f(p) =0, m=1), est égale a 1/C(F).

Démonstration. L’existence de la distributicn p* montre que
C(F)>1/y. Mais, comme p* est minimisante de l'intégrale d’€nergie,
on a y=g. Enfin, la formule (8) g << G montre que 1/g > C(F). En
somme, nous avons C(F)=1/g.

Ce corollaire montre bien que, pour tout m, 0< m<_+ o, la dis-
tribution x* qu’'on a considérée plus haut satisfait a I’équaticn y =
m/C(F). Notre propdsiticn 2*) est donc complément établie.

" Passons maintenant au cas général. Exprimons d’abord la con-
stante v de la propcsition (1°) d’'une maniere explicite. A(p) étant in-
férieure ou égale a v dans F*, nous avons

u(; p*) = h(p)—fp) <v+N, peF*
D’aprés le principe du maximum, u(p; p*) << y+N partout dans Q.
Donc, la capacité de l’ensemble F* est positive. Alors, d’aprés la
proposition 2%), nous pouvens distribuer une masse »* de total C(F*)



Etude sur la théorie du potentiel généralisé 85

de sorte que %(p;v*)=1 sur F* sauf d'un ensemble de capacité nulle
et <1 partout dans l'espace. Par suite, nous avons (en vertu du
théoréme 4, §2)

- C(F*) = f h(p) dy,* = m}p (

1 % %
o) +1)| ds,

= S(j (D(?—iq) duq*) d/,;q* + j*f@) dv,* = m+ Sf(p) du,* > m—N-C(Fx)

F¥* F¥ ¥

Donc, si m >N C(F*), v sera positive, et alors nous pouvons appliquer
le corollaire du théoreme 2, §3, avec K =0, K' =1, et conclure que
(2 Sim >N C(F) (>N C(F*¥), v est positive. D’ailleurs, h(p) =
v sur F souf au plus dans un ensemble de capacité nulle.
La proposition 1*) du théoréme 2 est donc établie.
Enfin, supposons qu'on a f(»)< 0 pour pe F. Alors, si I’on pose

m=— | 1) a».

F¥*

on a m >0, et de plus I'égalité donnée plus haut montre que y=0.
Or, pour v =0, nous pouvons encore appliquer le corollaire du théo-
réeme 2, §3, avec K=K'=0. Alors, k(p)=0 sur F sauf au plus
dans un ensemble de capacité nulle. Par suite, on a

0= j h(p) dv,— f(ﬁ cp( 1 )du,,) d g + jf(p) dvy = m+ | @) ds,

7‘2’ q
¥ F F ¥ F

On a donc m =— ) f(p) dv,, et la proposition 3*) du théoreme 2 est
P

donc établi.

Enfin, nous allons considérer 'unicité de la distribution®. Pour
ce but, soit u, et u, deux distributions de masse non négative, réparties
sur F et telle que u,(F)= u.(F)=m et que

mw=[e( 1) du+ren mm=[e( 1) du+io
¥ 7)711 e ?I’q
soient égaux & la meéeme valeur v sur F souf au plus dans un ensem-
ble de capacité nulle. Si I’on pose o = u,— ., nous avons alors
) |[o( ! ) dode,= | ithm)~nw) ds=o.
b

rq
rr

Ceci veut dire que =0 ou pu, = u., en vertu du théoréme sur l'inté-

1) S. Kametani, (1].
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grale d’énergie, que nous allons établir dans le chapitre suivant. Le
théoréme 2 est donc complétement démontré. .

La proposition 3*) du théoréme 2 contient comme cas particulier
le corollaire suivant dad a M. O. Frostman® :

Corollaire. Soit T un domaine connexe dans lespace ordinaire (,
dont la frontiere est un ensemble borné F de capacité newlonienne posi-
tive. Alors, tonte répartition de masse finie et positive N dans T peut
etre remplacée d’une maniere unique par une répartition positive sur F
de facon que le potentiel newtonien u(p;\) reste conservé en tout point
extérieur & T+F et en tout point de F a Uexcention au plus d’'un en-
semble de capacité nulle. Dans cet ensemble et dans le doniaine T le
potentiel n’est jamais augmenté.

Démonstration. Désignons par D, ’ensemble de tous les points de
Q qui sont a la distance supérieure a 1/n de F, et inférieure a = de
l'origine. Posons 7\=T7T-.D,, etT,=T (D,—D,,,) n=2,3,4,...). On
aT :i T,. Désignons encore par ), la partie de la distribution

=1

qui se trouve dans 7', et posons enfin

o =—[ 1 o

TINI

Alors, on sait que 1) —f,(p) est surharmonique et semicontinue supé-
rieurement partout dans Vespace” , 2) comme la distance entre 7T,
et F' est positive, f,(p) est continue sur ¥ comme fonction de p définie
sur 2, 3) comme T, est borné, on a évidemment lim f(p)=0, ou l'on

P>(c0)
désigne par p—(=) le fait que p s’éloigne indéfiniment. D’ailleurs,
f(p)< 0 partout dans F. Donc, d’aprés la proposition 3*) du théoréme
2, il existe une distribution g, qui satisfait aux conditions suivantes:
(1) g, est répartie sur F. (2°) En désignant par U le potentiel
d’équilibre de F' qui est engendré par une masse (non négative) de total
C(F), on a

fon(F) = j U®) dny.

(3) On a u(@; u,) =u®;),) pour tout point p extérieur a T+F, et
en tout point p de F a l'exception au plus d’'un.ensemble E, de capa-
cité nulle. (4°) Dans T +F le potentiel n’est jamais augmenté.
Posons p* =3 1,, @ ®)=3u(p; u,), u(®) =wu(®;)). On voit bien
n=1 n=1

que (5") w* est répartie sur F avec u,. (6°) D’apres (2'), on a

1) O. Frostman (1], p. 70. 2) de la Vallée Poussin [1) p. 16.
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W)= [ Uw) a,

(7") Si p est extérieur a T+ F, on a w*(p) = u(p), puisque nous y avons
(3" pour tout »=1,2,3,.... La méme égalité subsiste dans F sauf
dans un ensemble de capacité nulle. Cet ensemble de points exception-

nels est contenu dans la some iEn qui est de capacité nulle. (8%
=1

Dans tout espace 2, on a w*(p) < u(p).
Or, nous allons montrer que u*(p) est engendré par p*. En effet,

M
w(p; p*) = lim j by dut > f By d(SY 1)
N 00 n=1
71
entraine u(p ; p*) > > u(»; u,), ou encore u(p ; u*) > w*(p). D’autre part,
n=1

w@; ) =lim [ @y dur <[ @ dpr+e =31 [ Oy du,+e Tl p) +e.

N=1

& étant arbitraire, on a u(p; p*) < w*(p). Par suite, u(p; u*) = w*(p).

Enfin, voyons qu’il n’existe qu'une seule distributions de u* ayant
ces propriétés. En effet, remarquons d’abord que u(p;)\) est fini sur F
sauf un ensemble de capacité nulle. Pour s’en convaincre, il nous suffit
appliquer le théoréeme de M. Kakutani (voir théoréme 5 §2). Alors
deux distributions u,*, u.* donneraient d’aprés la propriété (7% le
méme u(p; u,*) i=1,2 dans F sauf sur un ensemble de capacité nulle.
Dongc, la différence o = u,*— u,* engendre un potentiel égal a 0 sur F
sauf un ensemble de capacité nulle. L’intégrale d’énergie pour o sera
0, et par suite nous avons pu*= u,* en vertu du théoréme 2 §5,
c.q. f. d.

Application 1. Nous allons appliquer le théoréme d’équilibre pour
démontrer un théoréme sur la capacité des ensembles.

Théoréme 3. Soient F un ensemble fermé et borné, et F, (n=1,
2,3,....) une suite des ensembles fermés et borrés, telle que

F\OF,>F,>..; UF,=F

n=1

Alors, nous avons toujours lim C(F,) = C(F).

Démonstration. Soient u* et pu, la distribution d’équilibre de masse
unité de l'ensemble F et F, resp.. Nour pouvons choisir, d’aprés le
théoreme du choix (voir p. 81), une suite partielle un, («=1,2,3,....)
telle qu’elle converge (au-.sens qu’on a précisé a la p. 81). Soit x la
limite-distribution de un,. Le noyau de x étant compris F, on a
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(12) I(p*) <1 (/b)
D’autre part, le théoréme d’abaissement' montre
(13) I(p) < le I(png <lim I(u,)

Comme ., est une distribution minimisante pour l’ensemble F,, nous
avons

(14) I(p,) < I(p*)
Ainsi, (12), (13) et (14) entrainent évidement I(x*)=1im I(x.). Enfin,

d'aprés le corollaire du lemme de théoréme 2, nous avons C(F) =
lim C(F,), c. q. f. d.

7500

Corollaire. Pour tout ensemble fermé et borné F, il existe une suite
des ensembles ouverts G, telles que G, > F, I G,=PF, et que C(F)=
n=1
lim C(G,).

7yoe

En effet, il suffit de prendre une suite des ensembles ouverts G, tels
que G, G DOGEDOGE DG D .. et que il G,=F et d’appliquer le

n=1
théoréme 3.

Application 2. Appliquons maintenant le lemme du théoréme 23
évaluer la capacité des sphéres. Soit S(») une sphere de rayon 7 (0<C
7), fermée ou ouverte, et du centre arbitraire. Dans S(r), distribuons
une masse a densité uniforme égale a 3/(4=»"). Cette distribution,
qu'on désignera par pu, donne la masse totale 1. Le potentiel u(p; u,)
prend la plus petite valeur (de celles qui sont prises dans S(r)) a la
surface de S(»). Et, on voit facilement que cette valeur est supérieure

a
Sefe(Pe

0

D’aprés. (8), et avec un résultat de la p. 70, nous avons
(15) — <ose<
1 N ’ 1 .
3!@(-{)5 dE 3‘@(?>g dg

8§ 5. Intégrale d’énergie. Pour démontrer 'unicité de la distribu-
tion d’équilibre ou de balayage, il nous fallait examiner d’abord l'inté-
grale d’énergie. Nous avons déja mentionné la décomposition de Jordan,

1) Voir O. Frostman (1] p. 23, et de la Vallée Poussin (1] p. 12.
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précisée par. MM. de la Vallée Poussin et Hahn. D’aprés ce théoréme,
étant donnée une distribution de masse o, nous pouvons la décomposer
en deux distributions non négatives u et » de sorte qu’on ait o(e) =
w(e)—v(e) pour tout ensemble e dz2 son domaine de définition. D’ailleurs,
I’espace 2 (de trois dimensions) se décompcse en deux ensembles F.: Q,
et Q, tels que ule) =o(e-Q)), —v(e) =o(e+Qs), Q0 =0.

Supposons maintenant que o soit distribuée sur l’ensemble fermé
et borné F, et posons par définition

) (o) :Sg<[>< Tl ) doydo,

e

H (_u) dpuyd g+ j (b(;:i:) dv,dv,
2” ( ) dupdy,,
1

F

pourvu que l'expression derniere ne soit pas de la forme indéfinie:
w—o. I(o)s’appelle “intégrale d’énergie de o”. Or, concernant cette
intégrale nous pouvons établir deux théorémes suivants :

Théoreme 1. Pour toute distribution de masse répartie sur un en-
semble F fermé et borng, Uintégrale d’énergie I(c), pourvu qu’elle existe
et soit finie, est toujours > 0.

Théoréme 2. Si I(c) =0, alors o s‘annule identiquement.

Nous allons démontrer ces deux théorémes dans la condition que D(t)
satisfasse aux (4), (B) et (C).

I1 faut remarquer d’abord qu’aut lieu de (B) on peut supposer (B’)
lim ®()=0. En effet, en posant ()= (I)(t)—l,tirrul @®(t), on a

E>0

1 ) doydoy+ | uF)—o(F)}-lim D),

Donc, tout revient a démontrer que ﬂ Ado,do, >0 ou a déduire ¢ =
de I’hypothese 3\ Odo,do,=0. Supposons donc (B) dans la suite.

Désignons par (x,, ., ;) et (y,,¥., ¥s;) trois coordonnées des deux
points p et ¢ resp., et posons

(2) Ei:xi_yi’ i:]‘, 2’ 3)
de sorte qu’on ait »=r,, =} SV¢g2. D’autre part, comme F est un
é

ensamble borné, le diaméatre 8(F) de F est fini. Soit M un nombre
positif quelconque supérieur a 8(F). Posons

W(t) = ®(t) ou 0 suivant que 0<t<<1/M ou 1/M < t<+ce.
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Considérons maintenant le transformé de Fourier de la fonction
v(1/r):

+00

3 E(a,, o, ats) = (\%)3 j j ¥ ( %) e~ ISR g Qg dE,

— oo

¥(1/7), comme fonction de &, §&,, &, étant paire, la partie imaginaire
de l’intégrale (3) s’évanouit, et nous avons conséquemment

W Banaa) = (L) [[[(2) cos (Rt asasae,

De cette formule, on voit bien que

® 1B, a)< () ]{(p (2)rar

r

et d’aprés la condition (C), cette intégrale converge.
Posons d’abord @ =”SV«,* et considérons le cas ot a >0. Posons
3 -

encore ¢, = ag/a, « =1,2,3., et choisissons six nombres réels c.;, ¢;,
(k=1,2,3) tels que

3 .
(6) SVe,i’s = 08xx’ (=0 ou 1 suivant que « =k «' ou « = «').
2=1
Changeons ensuite les variables par les formules

3
@) T = glcmf;, k=1,2,3.

On a alors d’aprés (5) et (6)

3 Yy .
) E(a,, az, a;) = (%) ”[ v (—%ﬁ> e T drdrydr,.
Enfin, adoptons les coordonnées polaires :
9 T,=17 C0S 0, 7,=1 Sin 6 cos ¢, T;=1 sin 6 COS .
( P 7z
L’expression (8) se transforme alors a

oo

_ 1 v (1) sin o
(10) E(a,, a, a;) = D S 7 \lf< - ) sin ar dr

0
L’intégrande de l'expression (10) est identiquement égale a 0 pour M <’
7, et 'inégalité |sin ar|< ar et la condition (C) montrent que I'inté-
grale (10) converge absolument.
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Or, puisque ®(t) est convexe et que l}m d(t) =0, en vertu de (A;)
>0

et (B’), la fonction r W(1/r) est non mnégative et monotone décroissante.
Par suite, d’aprés la formule (10), nous pouvons affirmer le

Lemme. Nous avons E(a,, a., as) >0 seuf le cas oic ®(t) =Kt et
M =2mnma o K est une constante et m =1,2, 3, ..., d’ailleurs, dans ce
cas exceptionel, on o E(«,, o, a;) = 0.

Prenons maintenant un nombre naturel », arbitrairement grand,
mais fixé, tel que 0<_1/n<_M, et formons la fonction ®,*(t) (voir la
définition de la p. 73).- Si l'on désigne, par E,(a,, ., a;) le transformé
de Fourier de ¥,*(1/7), nous avons, en posant

AL fa) =r ¥ A/, S (@) =dra E,(a, @, a)

12) S (0= 7727 S £.0) sin ardr.

Or, nous allons faire appel a un théoréme du transformé de
Fourier qu'on trouve dans les traités classiques d’analysev :

Soit f(+) une fonction définie pour 0<_r< + o et qui satisfait aux
deux conditions suivantes. 1) f(r)/r est intégrable absolument dans
Iintervalle M'<r< + o, M’ é&ant un nombre arbitraire positif. 2)
7, étant un nombre fixé tel que 0<7,< +, il existe un voisinage de
7, ou f(r) est a variation bornée. Alors, nous avons

o0

fry+0)+f(r,—0) __
Lo, ]

[}

S(a) sin ar da

ou l'on pose S(a)zi- 3 f(r) sin ar dr
Dr’ailleurs, si f(r) est continue dans a<r<b 0<a<b<+») ety
est a variation bornée, I’intégrale de la formule (11) converge uniformé-
ment, c.-a-d. la convergence de la limite
v
fo) = lim ‘SS(a) sin ar da
V)

‘est uniforme pour a, <<7r<b, (< a,< b, <b). Si, de plus, a =0 et
N

si f(+0) existe et est finie, l'intégrale | S(a) sin ar da est uniformé-
ment bornée pour 0<r<b,. v

1) Voir p. ex. Zygmund (1] p. 306.
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Appliquons ce théoréme a la fonction f,(») qui est identiquement 0
dans M < r<+ o, continue dans 0< »< M, y est monotone décrois-
sante, et dont f,(+0) existe et est fini. Ainsi, nous avons, d'apres (13)

N

14 £, =lim S S,(a) sin drda
N >0
0

pour tout 0<r<_ M et la convergence est uniforme pour 0< & <r <
M —¢, ¢ étant un nombre positif arbitraire donné d’avance. D’ailleurs,
I’intégrale est uniformément bornée pour 0<_»<é&:

N
(15) %SS,,l(a) sin ar da|< K,< 4+, 0< r<é
0
ot K. est une constante indépendante de N, 7 et &.
Nous utilisons ce résultat a évaluer 'intégrale d’énergie :

N

I(e) = SS \y,,*( 1 ) dopdoe = ” L iliij”(a) sin ar da% dodo,
7-,"1 r N -»co
FF FF 0 .

Or, nous pouvons I’écrire, en vertu de la transformation (6), (7) et (9)

I(0) = “ } { lim m B (a) ¢ "% o dada, § doydo,

FF S(N)

olt S(N) désigne la sphere «,®+a.*+a;® <N, ou encore

16)  I(o)= SS“" {nmm E,(a) cos (’i}la,cf,c) dalda._.da3§ doydo,
F N)

F

Divisons l’expressmn (16) en deux parties:

A7) L) =L*+I*, I*= SS It = 5 s
Fr FF
(0Er<e) (esr<M-g;

Pour la premiére partie, on a d’aprés (15)

A< (| -2k, dloldlol<C K, ([0 1) ajoldlel

FE FFK
(ugr<e) (<r<e)

ou l'on pose |o|= u+» et C est une constante telle que @(t) >t/C
pour ¢t >1/s. D’aprés la condition (A), (B’) une telle constante existe
toujours pour & assez petit. Donc I,* tend vers zéro avec & Quant
a la deuxiéme partie, remarquons que



Etude sur la théorie du potentiel généralisé 03

m E,(a) cos (,Cz:“,cfx) dada.da;

SN
converge uniformément lorsque N tend vers +o. Ainsi, lordre de

deux intégrales “ et SSS dans Uexpression (16) peut étre inversé, et nous
FF sCVy

avons conséquemment

18 1) =lim m B, () m cos (f‘:a,cg,c) d«r,,da,,% dedada:

K=1
D'lutre part, d’aprés (3), on a Za,cf,c Za,ia,c Za,‘y,c et
19 1,(¢) = I,'(o) +1,%(0);

I\ (o) =}vi+r2 SSS E, () {SS cos O apa,) cos O yeay) dtr,,dzrﬂs dadada,,
S(N)

L3(o) :llvifn S“ E,(ax) %SS sin D aray) sin O yap) d(rpda'q} da,da.da;.

Les deux variables p et ¢ dans les intégrales (19) étant séparées, on a

(20) ces Ol agay) ces O ygay) doydo, = {S cos XDz an) da,,}g,

|
S sin (N 2,qy) Sin (N yeay) doydo, — {S sin (3 2.a,) do~,,§ :

Enfin, nous avors déja vue qu'cn a E,(o) >0. Donc, en vertu
de (19),

21 1,(e) = 0.
Mais, I(|o|) étant finie, on a
(22) I(¢) =lim I,(o),

ce qui achéve la démcstraticn du théoréme 1: I(s) >0.

Démonstration du théoréme 2. Il faut remarquer d’abord que la
fonction E,(a) (0 << a <+ «) est monotone croissante avec n (=1, 2,
3,...). Pour E,(0)=EFE 0,0,0), ce fait se voit facilement en vertu de
(5), puisqu’'on a ®,(t) < ®,,,(t) pour n_>1/M. Pour 0< a <+, On
a, en vertu de la formule (12)

M

(23) S, (@)—8,(a) = _721., 53 V¥, ., <,'1a)—1 v, (71 )g sin ar dr.

G
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Or, r {\I’nﬂ (—71.—)—\1% (—i—)%, comme fonction de r, est non négative et

monotone décroissante. En effet, 1a dérivée gauche de Dini de la fonc-
tion D_{V,,,(t)—V, ()} est nulle pour 0< ¢< T, et elle est monotone
croissante pour 7T,<t< + » puisque D_V¥,(t) y est constante. Donc
la fonction ¥, ,(H)—W,(t) est convexe pour 0<t<_ + . D’ailleurs, on
av,,O—¥v,()=0 pour 0<¢t<T,.

Ainsi la formule (23) montre que S,.,(0) > S,(«) pour tout n et «
O<a<+ow, n >1/M). La méme chose a lieu pour E, (x). Alors,
(19) et (20) montrent que I,(o) croit d’ume maniere monotone. Par
conséquent, ’hypothése I(s) = 0 entraine I,(¢) = 0 ou encore

(24} Inl(‘r) =0, L (o) = 0(n=12,3, )
D’autre part, si « == M/2m~ (m=1,2,3,....), on a toujours £, («a)
>0. Donc, en vertu de (19), (20), nous avons encore

(25) S{cos @)} doy =0, S{Sin D 2py)} doy =0,

F ¥
Soient Q, et 0. deux ensembles Fs qui donnent la décomposition de
Jordan pour la distribution o. Il existe alors deux ensembles fermés
F,, F, tels que F, < Q,, F. T Q. et que u(Q,—F)< & v(Q—F)<e¢, &
étant un nombre positif arbitraire.

Supposons, par impossible, que o ne s’annule pas identiquement.
Alors, nous avons w(Q,) >0 ou »(Q;) >0. Sans restreindre la géné-
ralité, nous pouvons supposer que c’est la premier cas qui a lieu. Nous
pouvons d’ailleurs supposer que le nombre ¢ satisfasse a I’inégalité :
(26) & < p()/5.

Alors, nous pouvons couvrir l’ensemble F, par la somme d’une
suite de sphéres ouvertes S,, S., S;, ..., contenues dans le complémen-
taire de F., et qui peuvent empiéter I'une sur l'autre mais de telle
maniére que tout point de  soit intérieur a quatre sphéeres au plus.
On aura alors

725 O-(Sn) - ; /‘L(Sn)_; V(Sn) 2 #(Fl)_—4 D(Q‘-’-—F‘l)

et, en vertu de (26), on a

1 0(8,) > p(02)—5 & >0.

Donc, il existe, parmi S,, une sphére, soit "désignée par S, telle que

a(S) >0v.

Soit 7, le rayon de S et désignons par S(r) la sphére ouvert con-

1) Nous avons suivi la marche des raisonnements de M. O. Frostman (1] p. 32.
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centrique a S, mais qui a le rayon » au lieude »,. On a alors «(S)=
lim «(S(r)). Donc, nous pouvons suppcser, de plus, que la surface de

a7+ 0
S ne porte aucune masse de |o]|.

Enfin, désignons par p, le centre de S. Le point p,, lui seul, ne
porte aucune masse |o|, puisque I(|s|) est fini. Donc, si 'on choisit
un rayon 7, assez petit, la sphére S(r,) porte une partie de masse |o|
aussi petit qu'on voudra. Pcsons S* =S—S(r,). Alors, cn a

27 o(S*) >0.

Introduisons maintenant une fonction f(p) définie pour p € Q comme
il suit: f(p)=1 ou 0, suivant que p € S* ou non. Adoptons un systéeme
de coordonnées rectangulaires (z,,a.,«,) dont l’origine est p,. Alors,
on peut poser @(r) =f(p), r* = x,°+a +2x;, ou encore ()= 1 ou 0
suivant que 7, <7< 7, ou non.

Désignons par g¢g(a,, a., a;) le transformé de Fourier de (r) (con-
siderée comme fonctions de trois variables 2., ;). g¢(«,, ., a;) est
une fonction de «, a® = a*+a.*+ay®, et si 'on pose g(a,, a., a;) = g(a),
on a

N

(28) 7 p(r) = lim S4mxg(a) ¢ da
N >0
Y

Cette intégrale converge uniformément pour r tel que r,+&<r<<7r—F¢,
& étant un nombre positif arbitraire, mais inférieur a (r.—n)/2. Elle
est uniformément bornée (par rapport a N) pour # situé dans un voisi-

nage de r, et #, respectivement. D’ailleurs, on peut écrire (28) dans la
forme:

P(r) = 11\1:1; SSS gla) € Z*E g da.de,

STN)
ou S(N) désigne la sphére du centre p, et du rayon N. Par suite, on a

(29) S¢(’r‘) do, — S —i_ %lim SSS?‘g(a) o Danxe da,da;.dag} do,

N 00
F ‘ S¥F SCN)

Comme nous avons vu plus haut, nous pouvons, dans ces conditions,
permuter 'ordre de deux intégrales de (29), et obtenir

NN a1 ' i S apx )
(30) §¢(o) do, ng§(ii 9(c0) g_bipe K d%} da,de.da

Or, l'intégrale entre les parenthése est nulle sauf o« = M/(2m=), m =
1,2, ..., en vertu de (25). Donc, on a '
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31) g(/)(?') doy =0

¥

Mais, d’autre part, d’aprés la définition de ¢(r), on a

32 [t doy={do, = o5 >0

b S¥F
en vertu de (27). Ainsi, nous sommes amenés a deux conséquence (31),
(32) qui sont contradictoires, c. q. f. d.

Signalons finalement que M. N. Ninomiya a donné tout récemment
une autre méthode de démonstration pour les théorémes 1 et 2v 2,

8§ 6. Condition de Poincaré généralisée. Le potentiel d’équilibre
pour un ensemble fermé et borné F de capacité positive peut prendre
sur quelques points de F des valeurs inférieures a la constante-ma-
ximum, bien que ces points forment un ensemble de capacité nulle. Si
cet ensemble n’est pas vide, appelons ses points ‘“exceptionnels”. Pour
les propositions 1*) et 3*) du théoréme de balayage, nous pouvons
évidemment considérer des pareils points exceptionnels. Or, l’existence
de tels points dans des certains cas se voit facilement. Considérons p.
ex. le cas du théoréme d’équilibre. Le complémentaire de F se décom-
pose au plus en une infinité dénombrable des domaines connexes, dcnt
I’'un, soit désigné par G.,, n’est pas borné. Si l'erisemble G..—G., (G.,
désignant la fermeture de -G.) contient un point isolé, ce point est
nécessairement exceptionnel, puisqu’un seul point ne porte aucune partie
de la masse d’équilibre. Mais, les points du noyau F peuvent étre
également exceptionnels. Pour le voir, nous n’avons qu’a considérer

I'exemple de Lebesgue®: Soit , une distribution de masse non
négative répartie sur le segment: 0<a<1, y=2z=0 de lespace
ordinaire, la densité de  au point (x,0,0) étant égale a 2x. Considé-
rons le potentiel newtonien u(p) = u(p; x). En pcsant p = (2,y,2), p*=
y*+2°, on a

y tdt
u(p) =2 S VE—af+p

0
En particulier, pour 'origine p, = (0,0,0), on a u(p) =2, et pour p, =
(2,0,0), 0<2<<1, u(p,) =+ c. Soit ¢ un nombre positif quelconque,
mais supérieur a 2. La surface équipotentielle F:u(p)=c avec p,
enferme un domaine fermé contenant le segment: 0<la <1, y=

1) N. Ninomiya [1).
2) Quelques résultats de ce chapitre ont été résumés dans K. Kunugui (2].
3) H. Lebesgue (11, Cf aussi Courant-Hilbert (1) p. 272,
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z=0. Balayons la masse contenue dans ce domaine sur F (voir le
corollaire du théoreme 2 §4). On obtient ainsi une distribution de
masse u* répartie sur F, et qui engendre un potentiel qui coincide
avec u(p) ou C dans lextérieur ou dans lintérieur de F respective-
ment. Le noyau de g* coincide avec F et lorigine p, est un point
exceptionnel de ce potentiel qui est évidemment d’équilibre pour F.

Considérons maintenant la condition suffisante pour qu’on puisse con-
clure qu'un point p, de Q ne soit pas exceptionnel. D’abord H. Poincaré
a considéré la condition suivante. Soit F un ensemble de F. Nous di-
sons qu'un point de Q satisfait a la condition de Poincaré, §’il existe
un cone K au sommet p, et une sphere S au centre p, tels que la
partie commune K-S soit contenue dans F. Soit s(r) une petite spheére
au centre p, et au rayon ¢ (0<r< + ). Désignons par mes {s(r)},
mes {s(r):F} les mesures au sens de Lebesgue (trois-dimensionnelle) des
ensembles s(r), s(#)+F resp.. Alors, si I'on a

: mes §s(r)-F'} . mes {s(r)+F'}
Im — s st~ 0 (1‘5% mes {s(r)] >0)

on dit p, est un point de densité supérieure (inférieure) positive (par
rapport & F). Supposons, maintenant, que la fonction ®(t) satisfasse
a la condition (C). On a alors C{s(r)} >>0. Or, si I'on a

jie Cis(r)+F} im _Cls@)-Fi
tim ey >0 (lim S5ras->0)

on dit p, est un point de densité capacitaire supérieure (inférieure) posi-
tive (par rapport & F). Tout point de p, qui satisfait a la condition
de Poincaré est un point de densité supérieure positive. En effet, si
I’on désigne par @ I'angle solide du cOne K, et par 7, le rayon de S,
on a

mes }s(r)+F mes {s(r)+K 0 \
mes} {(s()r)}§ = mesg §(s(>7')} b= 47’ des que 0 r<Tm.

Mais, nous pouvons encore établir le

Théoréme 1V. Si ®(t) satisfait & (A) et (B), (C), tout point p, de F
qui est de densité supérieure (inférieure) positive, est un point de densité
capacitaire supérieure (inférieure) positive.

Démonstration. Posons pour tout ensemble ¢ de F, +(e)=
mes {e-s(r)-F}, et considérons le potentiel

1) Voir N. Ninomiya [1], ol I’on suppose que ®(f) satisfasse a la relation :

rrt+0

Tim { grx»(_}_) 2 at/(rd ®(1/r))} Som <o,
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ulp; )= S <I>( Tiq—») dr,.

Par I’hypothése, p, est un point de densité supérieure positive.  Donc,
on a 0<_mes {s(»)+F}{< +c. Soit M la borne supérieure de u(p;r).
Alors, en vertu de la définition de la capacité, nous avons

Cis(r)-F} = mes {s(r)-F}’ 0 M <+ 2o
D’autre part, nous avons déja établi 'inégalité (voir p. 88):
3
Cis) < dr

3:5 @ (_%_) & dt |

Par conséquent, nous avons

Cis(r)«F} mes {s(r):F'} "S(D( t) t dt-ﬂ
M

Clsf ~ =  @4/3) =r*

;
Or, nous avons déja vu que |®(1/¢) t* dt est la borne supérieure du
:

potentiel engendré par la distribution de masse donnée par 7¥(e) =

r

mes f{e-.s(r)}. Par suite, nous avons S(Ib(l/t) t* dt > M, et l'inégalité

se réduit a _ o
Cis(r)-F§ mes {s(r)-F§ |
Cis(r)} — mes {s(r)}

qui prouve évidemment le théoréme 1.

Le théoréme 1 montre que tout point satisfaisant a la condition de
Poincaré est un point de densité capacitaire inférieure positive. C’est
la raison que nous appelons, tout point de cette nature point qui satis-
fait a “la condition de Poincaré généralisée’v.

Maintenant, nous allons voir que la condition de Poincaré généra-
lesée est une condition suffisante pour qu’un point p, de I’ensemble F ne
soit pas exceptionnel. Considérons d’abord le théoréme d’équilibre.
Soit p, un point du noyau F de la distribution d’équilibre. Suppcsons
que p, satisfasse a la condition de Poincaré généralisée, et désignons
par E l'ensemble de tous les points p de F ou le potentiel d’équilibre
est inférieure a la constante-maximum. F est un ensemble F, de capa-
cité nulle. Alors, nous pouvons dire que p, satisfait ¢ la condition de

1) M. O. Frostman a appelé ainsi tout point de densité capacitaire supérieure positive.
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Poincaré généralisée non seulement par rapport a F, muais encore par
rapport @ F—E. En effet, on a, d’une part, Ci{s(r)+F} > Ci{s(r)(F'—E)}
et d’autre part, C{s(r)-F} < Ci{s(r)+(F—E)} +Cis(r)-E} = Cls(r)(FF—E)j.
Par suite, nous avons C{s(r)-F} = C{s(r)(F—E)} et cette égalité montre
bien que la densité capacitaire inférieure au point p, reste méme pour
ces deux cas.

Ainsi, pour démontrer que le potentiel d’équilibre soit égal a sa
constante-maximum au point p, de F qui satisfait a la condition de
Poincaré géneralisée, il nous suffit d’établir le

Lemme de Frostman: Le potentiel u(p) d’une distribution non néga-
tive est égal a la limite inférienre en chaque point p,, quand p tend vers
p, en restant dans wun ensemble M par rapport auquel p, satisfait &
la: condition de Poincaré généralisée :

@) u(po) = lim u(p), pe M.
P5D
Mais, a cet égard, nous allons démontrer le
Théoréme 2. Le lemme de Frostman subsiste chaque fois que d(t)
satisfait aux conditions (A), (B), (C) et
(D) Il existe trois mombres positifs &, y,, A tels qu'on ait

@ Di(L+8) y§ <A D(y)

pour tout y tel que y, <y <+ oo.

Démonstratian. wu(p) étant un potentiel engendré par une distribu-
tion non négative, il est semicontinue inférieurement partout dans
I’espace (théoréeme 1 §1). Donc, on a

u(py) < lim u(p) <lim u(p’)
5D P'5p,
PEM

ou p désigne une variable sans restriction, tandis que p' reste toujours
dans M. Par conséquent, pour avoir (1), il nous suffit de montrer
qu’on a
3) u(®o) = lim u(p’),

25D

remM
et d’ailleurs, nous y pouvons évidemment supposer que u(p,) est fini.

Or, pour montrer (3), il suffit encore d’établir le

Lemme. Supposons que ®(t) satisfasse aux (4), (B), (C), (D) et que
Dy, M, u(p) aient les mémes sens que dans le lemme de Frostman men-
tionné plus haut. Supposons, encore que u(p,) soit fini. Alors, il existe,
pour tout nombre positif &, un ensemble fermé F, de capacité positive,
contenu dans la partie commune M+s(8) (de M et de la sphere s(&) de
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centre vy et de rayon &), tel que la distribution d’équilibre d’une masse
unité sur F,, soit désignée par p*, jouit de Uinégalité

@ uw) dpr<uwo+e.
F1
En effet, I’inégalité (4) montre qu’il existe au moins un point p, de
F,, par suite de M a la distance inférieure a & de p,, tel qu'on ait
u(®,) < u(py)+¢; d’ou u(p) =>1lim u(p’), p' € M. '

75D,
Démonstration du Lemme. Soit & un nombre positif arbitraire,
donné d’avance. Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer
quon ait 0<&<(&/2, et 0< &< 1. Prenons un nombre positif R,
tel que 0< R, < ¢& et désignons par S, la sphére du rayon R, et du
centre p,. La distribution de masse u peut étre décomposée alors en
deux parties: la partie qui se trouve dans S, et celle qui est répartie
dans le complémentaire de S,. Elles seront désignées par ' et p” re-
spectivement, et nous posons de plus u'(p) = u(p;u'), u"(p) =ul®; u").
Comme wu(p,) est fini, nous pouvons prendre R, assez petit de sorte
qu’on ait

G wo)<e, & =he)

ou la fonction #4(&) sera déterminée a la fin de la démonstration (voir
la formule (14)). Nous supposons d’ailleurs que 2R, << 1/y,.

D’abord, nous allons montrer qu’ il existe une suite des nombres
positifs R, (n=2,3,4,...), tels que B, >R, >R; >..., lim R,=0, et
qu'en désignant par S, la sphere du rayon R, et du méme centre p,, on
ait

6) ACHES

2R, &'
R

3(5 @(%) £ dt

En effet, sinon, il existerait un petit nombre positif B, tel qu’on
ait B < R, et

R
@ W(R) > (2R &) /(35@(%) £ dt)
0
pour tout R satisfaisant a 0<_ R < B,. Désignons par S, la sphére du
rayon R, et du centre p,, Remarquons le dénominateur du membre
droit de la formule (7) décroit d’une maniére monotone avec R. Par

suite, si I'on considére une distribution de masse répartie dans S, et
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qui donne la mesure lebesguienne multipliée par une constante

o/l o(d) )

donnerait un potentiel qui, au point p, ne surpasse pas u/(p,). Ceci
veut dire

ROmam R,
u' (Do) 2(25' §§§ @ (—})) p* sin 6 dgocl()dp>/(47r § ® (71)“) p dp) — 2¢

qui est contradictoire.

Maintenant, pour n assez grand, on peut dire que 1°) des que pe
R,, nous avons u"(p)< u"(p,)+&/2, et que 2°) en posant r,=ER,, on a
) Cis(r.) - M}/Cls(r,)} =« >0
olt « est une constante positive (indépendante de m), Alors, il existe,
d’aprés la définition de la capacité, un ensemble fermé et borné F,,

contenu dans M-.s(r,) et une distribution d’équilibre de masse unité sur
F,, qu’on désignera par u,. On a alors

@ (uw dun,= v @) dpmy+ |0 @) dum,
Fy F F,
et d’aprés 1% on a, d’abord

10)  [w@) dun, <w)+E/2<uw)+6/2, et d'autre part
F,

an  {we) dun={ [o(;) dudun = [ (-1 dundn,
7y s s

1
=14k L= dpe [0 (=) duny; L= du [ @ (3
T'ra /rpq
S-S, F, Sn F,
Considérons maintenant l'intégrale I,. On a d’abord
\ 1 1\l g/ 10
= fan o (LYoo (4 ) o
' Ha " pa / ¥ pat § <7'ﬁuq) CHne
Sl_Sn F]

Mais, Si 7,0 > 7pyq, 00 @ DA/7,,) = P(1/7pyg). Or, puisque &< &,/2 et
que pes(r,), ¢€S,—S, on a

lrl)q//"pﬂq 2 (Rl —_’rn)/R»l 2 1_?.n/Rn - 1__8 2 1—_80/2 2 1/(1_‘-80)
Par suite, on a

D(L/7pq) < DA +Ey)/7 poa
OA/rpg) — - P1/7pe7)

) d piny.

< A, et par suite
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Ilng#q{A-¢(%_ -Sdﬂn,,}gAgcp(.%-) du, ou
S =5, 0d F s, 507

12) I, < A¢g
Ensuite, évaluons I,. On a

I, = g d/l'q'sq) ;17:];-:) d/bnp S -C—,-{Tl”:—(imwﬂ(sn) S ng:(—%ﬂ_.#(sn)
S, . Fy .
<18 (3fo( 1) e aes)ense /(3|0 (1) & a)
0 .
1+¢& 2¢
K &3

en vertu de l'application 2 § 4 et de l'inégalité (6), c.-a-d.

1+¢& 2¢&'
13) L=<

Ainsi, si ’on pose

14) &< h(e)Ef;{ 1:8 .25_3+A'§-‘

on a, dapres (12), (13), I,+1,<&/2, et cette inégalité, avec (9), (10),
(11), montre bien qu'on a

[ u0) dpomy <o +e, Fi s,
Fi .
et F, est justement l'’ensemble qu’on avait besoin, c. q. f. d.

Passons finalement au théoréme de balayage. Si ®(t) satisfait aux
(A), (B), (C), (D) et si f(p) satisfait aux conditions du théoréme 2 § 4,
alors dans les propcsitions 1*) et 3*) de ce théoréme est égal a la con-
stante v a tout point p, de F qui satisfait a la condition de Poincaré
généralisée. Cela résulte immédiatement du lemme de Frostman men-
tionné plus haut. Fin.
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