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1. はじめに

ライブラリー精度テスト

―代数方程式—-

大阪大学大型計算機センター

資料

研究間発部 大中幸三郎

電子計算機は近年，ますます利用分野が広がり，計算機センターに準備されているライプ

ラリー・プログラムも多種多様となっている。しかしながら，我々大型計算機センターにお

いて，現在，最も利用度の高いと思われる数値計算関係のものでさえ，ライプラリー・プロ

グラムの精度，信頼性等の検査は充分に行われているとは言えない。

大阪大学大型計罪機センターでは， ACOS77-NEAC SYSTE.M700 (以下S700

と略す）の設戦により， NEAC2200-.MODEL700(以下.M700と略す）に登録され

ているライプラリー・プログラムの S700への移行の実施に際し，数値計算ライプラリーの

精度，信頼性等が問題となっている。数値計算ライプラリーと言えども，多種類にわたって

おり，すべてのサブ・プログラムのテストを行うには長い期間が必要であり，その上，数値

解析，数値計算の立場から考えると，完璧なテストは不可能であることが予想される。しか

しながら，テストの結果はライプラリー・プログラムを利用する場合の有用な資料と思われ

るので，必ずしも充分とは言えないが，資料として役立つようなテストを順次，実施する予
!) 

定にある。

ここでは第一段階として，代数方程式の根を求めるいくつかのサブ・プログラムのテスト

を行ったので以下に示す。なお，テストとしては 21題の問題をえらび，計符機はS700を

用いている。

2. テストしたライプラリー・プログラム

大阪大学大型計算機センターのライブラリー。プログラムにはセンター・ライプラリー（利

用者又はセンター内部の作成したものとM70 0用の日本電気提供のもの）と MATHLIB-6

と称する S700用の日本電気提供のものの二種類がある。その中で代数方程式の根を求める

サプ・プログラムをとり上げると次のようなものがある。
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センター・ライブラリー 2)

RPEQ 

DRPEQ 

SALEQl : ベアストウ法

SALEQ2 : マコーレー法

MATHLIB-6 
3) 

SDBAIR: ベアストウ法

SDNWTN: ニュートン法

SDQDM : QD法

SDQDRT: 二次方程式の解析解（根の公式）

SDCRDN: 三次方程式の解析解（カルダーノ法）

SDFERR: 四次方程式の解析解（フェラーリ法）

上記のサプ・プログラム中でRPEQ,DRPEQはS700への書換えを作成者に依頼中で

あり，テスト対象から除外した。また SDNWTNはSDBAIRの中で呼ぴ出されており，間

接的なテストとなっているので除外した。したがってテストの対象としたサプ・プログラム

はSALEQ1, SALEQ 2, SDBAIR, SDQDM, SDQDRT, SDCRDN, SDFERRO) 

7個のサプ・プログラム（すぺてサブルーチン形式）である。

3. テスト問題

テスト問題としては，重根，近接根，ォーダーの異なる根等を含み，通常ill-condition 

とされている代表的な問題を中心として 21 題 (2~12次式）を採用した。テスト問題の内

容は次の通りである。

問題 2 -1 (共役複素根）

炉 +1=0

問題 2 -2 (近接根）

炉 +2.000001X+l.000001=(X+l)(X+l.000001)=0 

問題 2 -3 (二重根）

炉ー4X+4=(X-2)2=0

問題 2 -4 (オーダーの異なる根）

炉+10000001 x+ 10000000=(x+ 1) (x+ 10000000)=O 

問題 3 -1 (オーダーの異なる根）

かー1000 0炉 +X-10000=(炉 +1)(X-10000)=0 

問題 3 -2 (近接根）

炉ー3炉 +3.000001X-1.00000l=(X-l){ (X-1)2+10--6}=0 
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問題 3 -3 4) (二重根）

X3 + 8 X2 + 21 X + 1 8 = (X + 3) 2 (X + 2) = 0 
5) 

問題 3 -4 (三重根）

x3+3x2+3X+l=(X+l)3=0 

問題 4 -1 （オーダーの異なる根）

か+10100炉 +1000001炉 +101oox+1000000

＝（炉+1) (X + 1 0 0) (X+ 10 0 0 0) = 0 

問題 4-2 
4), 6), 7) 

（二重根）

x4 -6 x3 + 9 x2 + 4 x-12 = (x+ 1) (x-2) 2 (x-3) = o 
4) 

問題 4 -3 (三重根）

X4 -5 X3 + 6 X2 + 4 X -8 = (X -2) 3 (X + l) = 0 

問題 4-4 
4) 8) 
＇ （四重根）

X4 -8か +24X2-32X+l6=(X-2)4=0

問題 5 -19) (二組の共役複素根）

炉ー10か+43かー 104炉 +150X-100

=(X-2) { (X-1)2+4} { (X-3)2+1 }=0 
5) 

問題 5 -2 (二重根と共役複素根）

X5 -X4 + X3 -X2 -2 X -2 = (X -1) 2 (x+ 1) (X2 + 2) = 0 

問題 6 -1 
7) 
（根が等間隔に分布）

炉+21炉+1 75が+735炉+16 24炉 +1764X+720

= (X + 1) (x+ 2) (X + 3) (x + 4) (x + 5) (x+ 6) = 0 
9) 

問題 6 -2 (二重根と二組の共役複索根）

炉ー 12炉 +63X4-190炉+358炉ー400X+200

=(X-2)2 { (X-1)2+4} { (X-3)2+1 }=0 
9) 

問題 7 -1 (三重根と二組の共役複素根）

炉ー 14か+87炉ー 316炉+738炉ー 1116炉 +lOOOX-400

=(X-2)3 { (X-1)2+4} { (X-3)2+1 }=0 

問題 7 -2 
6), 7) 
（二組の共役複素根）

X7 -4. 87 x6 -o. 67 x5 -0.154 30003 x4 -0.4265 x3 

-1. 0 2113 X2 -2. 48 6 0 8 x-6. 2 7 714 9 6 = 0 

根（小数点以下 11桁目切り捨て）

-0.9999999861 
1.1299999936 
-4.9999999988 
o. 4999999929土0.9219544386i
-0.4999999973土0.8717797753i
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問題 8 -1 S) （共役複索三重根）

炉ーx7+ 7 x6 -6 x5 + 18 x4 -12 x3 + 20 x2 -8 x+ 8 

= (X2 + 2) 3 { (X -0. 5) 2 + 0. 7 5 } = 0 

問題 8-2 
5) 
（共役複索二重根）

xs —炉 +6 か— 5 炉+ 13 か— 8 炉+ 12炉ー4X+4

= (X2 + 2) 2 (X 2 + 1) { (X -0. 5) 2 + 0. 7 5 } = 0 
8), 10) 

問題 12 -1 (特定の区間で関数値が近似的に零となる）

x12-1sx11+1001炉o-500 5炉 +12870炉ー 19448炉+18564か

-11628X5+4845X4-1330X3+231炉ー23x+ 1 

=k~1 { X -? r 1 —n:o2k-l'TT)} =O 

根（小数点以下 11桁目切り捨て）

0.2539897779 
o.2664809571 
0.2891897470 
0.3255575444 
o. 3819660112 
0,4704595974 

o. 6152947366 
0.8707453295 
1.3790211869 
2. 6180339887 
7.1201221745 
63.4091389484 

上記の問題で因数分解の容易な 19題は因数分解を行った形を併記した。残る 2題（問題

7 -2, 12-1)の根はセンター・ライプラリーに登録されている「誤差評価の可能な多重
7), 11) 

精度演算 (Q2/I-TYPE) 」を用いて，小数点以下42桁桁目まで正しい根を求めた。

4. テスト問題の実行

2. に示した問題を S700により実行する場合の係数以外の入カパラメータは，可能な限り

各サプ・プログラムで同一条件となるように次のように定めた。

SALEQJ 
2) 

収束判定常数

SALEQ2 
2) 

収束判定常数

最大反復回数

Cをゆるめる限度
3) 

SDBAIH. ~DQDM 

収束判定常数

最大反復回数

c = 1 0 -s 

c=lO-s 

1 0 0 

0 (cは10 -5に固定）

c=l0-5 

1 0 0 
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SDQDRT, SDCRDN, SDFERR3) 

解析解の数値計算であるから，入カパラメータはない。

入カパラメータで特異なものはSALEQlに最大反復回数がないこと， SALEQ2に Cを

自動的に大きくする機能が用意されていることである。すなわち， SALEQlでは収束条件

を満足するまで反復を繰返し，エンドレスループにおちいる可能性がある。また， SALEQ2 

では Cを 10―5に固定して用い，他のサプ・プログラムと条件をそろえた。

S700を用いて実行した結果と真の根の相対誤差を Cとの大小関係で類別し， 表 1に示

す。実際にはS700の内部表現が符号を含めて指数部 8ビ・ノト，仮数部28ビットのために，
12) 

与えた問題の係数自身に誤差がはいる場合（最大相対誤差2-27)も考えられるが，係数の誤

差の影膀は小さいものと若えて真の根と比較した。また， SDQDRT,SDCRDN,SDFERR 

は Cに無関係であるが，参考のためにやはり Cを基準として類別を行った。

表1の記号

0 : 相対誤差 C以内で全根が求められた場合。

X1 : 全根 10 c以内。

心 ：単根 C以内， n重根 c1/n以内（相対誤差 c1/n以内に n個の近接根が存在す

ればn重根として扱う）。

八 ：単根 10 c以内， n重根 c1/n以内（同上）。

X4 : 単根 10 0 c以内， n重根 c1/n以内（同上）。

八 ： Q, X戸心以外。

error : エラー• インディケータがセ・ノトされた場合。

ただし， SALEQl, SDQDRT, SDCRDN, SDFERRにはエラー・イン

ディケータの機能はない。したがって表 2-9の対応欄は空白となる。

DIV : 零で除算を行った場合（システムのメッセージ）。

EXP : 指数部アンダーフローの場合（システムのメ．ノセージ）。

実行結果の誤差の概要は表 1で充分であるが，詳細（数伯解， CPU時間， エラー・イン

ディケータ）については表 2-9に示す。
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表 1 数値解の相対誤差の類別

SALEQl SALEQ2 SDBAIR SDQDM SDQDRT I SDCRDN I SD FERR 
2 - 1 

゜ ゜ ゜ ゜ ゜2 - 2 X2 Xz X2 X2 Xz 

2 - 31 

゜ ゜ ゜ ゜ ゜2 - 41 

゜ ゜ ゜ ゜ ゜3 1 

゜ ゜ ゜
X5 

3 - 2 X2 X2 X2 error 

3 - 3 I X1 

゜ ゜
X2 

3 - 41 X2 DIV Xz error 

4 1 I 

゜ ゜ ゜
0 

4 - 2 X1 

゜
X1 Xz 

4 - 3 X2 X2 X2 error 

4 4 X2 error X2 error 

5 - 1 I 

゜ ゜ ゜ ゜5 - 21 

゜ ゜ ゜
X2 

6 - 1 

゜ ゜ ゜ ゜6 - 2 X2 X2 X2 X4 

7 - 1 X2 X2 error error 

7 - 2 

゜ ゜ ゜
EXP 

8 - 1 X2 error I error I error 

8 - 2 X2 X2 X2 I error 

12 1 Xs X5 X5 EXP 
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5. 問題別の考察

3. に示した 21題の問題中で，すべてのサプ・プログラムにおいて根が C以内で求められ

なかったものは 2-2, 3-2, 6-2, 7-1, 8-1, 8-2, 12-1の7題である

（表1参照）。一方，数値計算の立場から考えると，収束判定常数 Cの場合に n重根はc1/n 

の程度の誤差を含む値しか求められない。すなわち c1/n以内の近接根は分離できないとも

る。

このような立場で上記の 7題を考えれば，問題 6-2, 7-1, 8-1, 8-2は重根を

含み，表 1において心と判定されるのはしかたがないと言える。また，問題2-2, 3-2 

では真の根が分離不能な程度に接近しているから，やはり X2と判定される。

次に問題 12 -1について考える。この問題の左辺の絶対値は (0.2 5, 0.4)の区間のほ

ほ全域にわたって 10 -s以下の値となっている。とくに (0.2 5, 0. 3)の区間では大部分

が10 -6以下である。したがって，関数値を計算する場合に桁落ちによる誤差が大きくて，

える区間が非常に広く，各サプ・プログラムの数値解が大きな誤差を含むものと考

えられる。

6. サプ・プログラムについての考察

ID), 13) 
◎ SALEQl (ベアストウ法 ） 

このプログラムは反復法を用いているにもかかわらず，入カパラメータに最大反復回数が

指定できない。すなわち，収束判定条件を満足するまで反復を繰り返すから，問題によって

はエンドレスループとなる可能性がある。問題7-1, 8-1では c= 1 0-5の場合に1000

回以上も反復を繰り返しているものと考えられ，非常に危険である。また，表 1-9には示

していないが， c = 10―7とすれば問題3-3では， CPU時間で 3分以上計算しても収束

せず，実用的にはエンドレスループと言ってもさしつかえない状態となった。 1 0進 8桁強

の計算機で c= 1 0-7とするのはきびしすぎるが，どのようなパラメータを入力しても，実

用性から考えた場合を含めて，エンドレスループとなることは絶対にさけるべきである。

◎ SALEQ2(マコーレー法13¥
このプログラムの最大の特徴は Cを自動的にゆるめる機能をもっていることである。マコ

ーレー法はベアストウ法の変形であり，二次因子炉 +pX+qを反復法で求める方法の一つ

である。 SALEQ2では初期値を p=q=lとし，収束しなければ Cを10cで置きかえる。

限度まで Cを大きくしても収束しなければp=-1, q=lと初期値を変更し， Cを元にも

どして反復を行い，収束しなければ Cを10cで置きかえる。 Cをゆるめる限度が 2の場合の

実行順序を次に示す。
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① ② ③ ④ ⑤ ⑥ 

p=q=l p=q=l p=q=l p=-1, q=l p=-1, q=l p=-1, q=l 
—> → → → 

c
 

1 0 c lOOe c
 

1 0 c 1 0 0 c 

上記の実行順序は好ましいとは言えない。なぜならば，①で収束せず，④で収束する場合

に②又は③で収束してしまう可能性がある。表 1-9に示した結果は Cをゆるめる機能を用

いておらず，①→④の実行順序であるが， Cをゆるめることを許せば，問題8-2, 12-1 

において②の段階で収束することを確認した。好ましい実行順序の一例としては，①→④→

②→⑤→③→⑥等が考えられるが，現時点（昭和52年 7月末日）では改造は行っていない。

マコーレー法はベアストウ法と比較して， ill-conditionの問題に強いと述べている文贔）

も見られるが， SALEQ1, SALEQ2, SDBAIRの実行結果では，問題 4-2に差異が

認められる程度である。

◎ SDBAIR (ベアストウ法）

解法としてはSALEQlと同じものにもとづいているが，プログラムとして解法は次の三

点でSALEQlよりすぐれている。

1. 最大反復回数を入力すること。

2. 二次因子炉 +pX+qを求めるための p, qの初期値がSALEQlでは (0,0)であ

るが， SDBAIRでは (1,0), (0, 1), (0, 0)の三種類を用いていること。

3. 二次因子が収束しない場合にニュートン法を用いて一次因子を求める方法を併用して

いること。 (SDNWTNを使用）

次に，ベアストウ法，マコーレー法のもつ性質であり， SALEQl, SALEQ2, SDBAIR 

に共通の特徴として，同一の二次因子が存在する場合，すなわち， （炉+px+ q戸の項を

含むときに精度のよい解が得られないことがあげられる。例として，実根の四重根以上，共

役複素二重根以上を含むような問題 4-4, 8-1, 8-2では， SALEQl, SALEQ2, 

SDBAIRのいずれの場合も根の精度は悪い。
14) 

◎ SDQDM (QD法）

QD法（商差法とも言う）の特徴は方程式の係数に零が存在するときに成立しないことと，

絶対値の等しい値は重根と同じ扱いを受けることである。したがって， SDQDMでは三種類

の変数変換X-0.25,X-0.5, X-1.0を用いている。しかしながら，共役複素根はいず

れの変数変換を行っても絶対値は等しいので，根の精度には充分に注意する必要がある。

次にライプラリー・プログラム作成上の問題点として絶対値の等しい根が複数個以上，特

に三個以上存在する場合の処理が困難であることがあげられる。 SDQDMにおいて，三種類

の変数変換のいずれを用いても絶対値の等しい根が三個以上存在する場合には，対策を行っ

ていない。すなわち，問題 3-2, 3-4, 4-3, 4-4, 7-1, 8-1, 8-2の場

合には，すべてエラー・インディケータがセットされていることに注意していただきたい。
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◎ SDQDRT (二次方程式の解析解；根の公式）

二次方程式の根の公式を用いており，特に記すべき特徴はない。
. 10) 

◎ SDCRDN (三次方程式の解析解；カルダーノ法 ） 

カルダーノ法では最初に三次方程式を標準形か +3pX+q=Oに変換する。したがって，

原方程式の根の誤差は変換誤差 (p'qの計算誤差）と標準形の根の計算誤差から成立って

いる。原方程式の係数に比較して p, qのオーダーが非常に小さい場合には桁落ちによって

変換誤差が大きくなる。 p, qが正しく計算されたとしても，標準形の根を求める場合に，

Ip I娑 Iq I又は Ipl~I q Iのときに ill-conditionとなり，が+4 p3 = 0のときに

は重根，近接根となるから，誤差が大きくなる。 p, qのオーダーが非常に小さくなる例と

して問題 3-2 , I p I<< I "q Iの例として問題 3-1があげられる（表 1, 3参照）。また，

標準形の根が三実根の場合には，虚数の立方根を求める必要があるが， SDCRDNでは極座

標に変換しており (SDCRDNにかぎらず，カルダーノ法では極座標に変換することが多い），

座標変換のための正弦，余弦，逆正接等の計算誤差も大きい。

いずれにしても，カルダーノ法は解析解を計算するアルゴリズムではあるが，二次方程式

の根の公式とは比較にならないほど複雑であり，計算誤差が大きくなる点に留意すべきであ

る。

◎ SDFERR (四次方程式の解析解；フェラーリ法 ） 
10) 

フェラーリ法は変数変換と数式変形を用いている。ところが，数式変形に使用する助変数

の計算には， 三次方程式を解く必要がある。 すなわち， SDFERRでは変数変換の後に

SDCRDNを呼び出しているから，カルダーノ法よりも一層複雑となり，計算誤差も大きい。

たとえば，問題4-1では数回の変数変換によって原方程式の係数の下位ビットが無意味と

なり，数値解は真の根から大きくはずれている（表1,4参照）。この問題の場合はSALEQl

SALEQ 2 , S DB AIR, SDQDMのいずれのサブ・プログラムも， C以内の誤差で全根を

求めており，解析的解法が反復法よりも必ずしもすぐれているとは言えないことを示してい

る。

7. まとめ

6. に示したサプ・プログラムの特徴は大部分が欠点である。これは主として， ill-condi-

tionの問題を例題としたことにもよるが，本来，どのような代数方程式に対しても常に真の

根をすべて求めるプログラムを作成することは，近い将来を含めて不可能であろう。また，

一定の誤差以内で全根が得られることを保証する場合でさえ，プログラムでは長時間の計算
11) 

と大容鼠の記憶が必要となる。したがって，少しでも精度のよい解又は許容誤差以内にある

解を高い確率で得るためには，問題の特徴を充分に考慮した解法やフ゜ログラムを選択する必

要がある。特にライプラリー・プログラムは汎用性と利用の容易性を考えて，八方美人的に
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作られているから，特殊目的のプログラムより，解の精度と CPU時間の関係で実用性が低

下するのは当然と言える。

大阪大学の場合にかぎらず，計算機センターではいくつかの代表的な解法のライプラリー・

プログラムを準備すること，利用者に選択のための情報を提供することが必要であろう。本

稿に示したテストで充分とは言えないが，このような立場で，利用者の判断の手助けとなれ

ば幸いである。

参考文献

1) ライプラリー・プログラム一覧，大阪大学大型計算機センター， 1977.

2) ライプラリー・プログラム仕様書，大阪大学大型計算機センター， 1976. 

3) ACOS 6数値計算ライプラリー説明書（概念／機能綱，アルゴリズム編，例題絹），日本電気（マニュア

ル）， 1976.

4) P. Henrici & B. 0. Watkins; Finding Zeros of a Polynomial By the Q・D Algorithm, CACM, 

Vol.8, No,9, PP,570-574, 1965. 

5)石黒美佐子；高次代数方程式の多重根を求めるための解法，情報処理， Vol.13, No.l, pp.2-7, 1972. 

6) J. A. Grant & G.D. Hitchins; Tne Solution of polynomial equations in interval aritmetic, 

Computer J., Vol. 10, No. 1, pp. 69-72, 1973. 

7)大中幸三郎；誤差評価機能をもつ演算方式とその応用に関する研究，学位論文， 1975.

8)安井裕，若林発雄；実係数代数方程式の実根を求める一方法について， NEACJ., No. 8, pp, 1一12,

1964. 

9) 山本哲朗；ある代数方程式解法と解の事後評価法，数理科学， No.157, pp. 52-57, 1976. 

10)宇野利雄；計算機のための数値計算法，朝倉害店， PP,88-111, 1963. 

11)大中幸三郎，安井裕；誤差評価の可能な多重精度演算，情報処理， Vol.15, No,2, pp,110-117, 

1974. 

12) ACOS FORTRANプログラミング説明書，日本電気（マニュアル）， 1977.

13) 山内二郎，森口繁ー，一松信；電子計算機のための数値計算法 I'培風館， pp.38-63, 1965. 

14) P. ヘンリッチ（一松，平本，本田訳）；数値解析の基礎，培風館， PP• 164ー182,1973. 

-134-




