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資 料

非線型多変数関数の極小化

大阪大学教養部小谷恒之

§1. 何を問題にするのか。

変数、あるいはパラメータとも呼ばれるXをN個含んでいる任意の関数Fがあり、 Fを最小にす

るような変数Xの組を決定する問題を考える。このような要求は自然科学から社会科学までの広い

分野に見出だされる。例えば、種々の条件を定量化したN変数の組をベクトルXで表したとしよう。

このXを変化させて、最も効率的な生産計画を定める経済学の問題や装置を設計するパラメーター

の最適値を探す問題から、萄曲した時空内の二点間の測地線を決定する微分幾何学の対象など、ま

ったく異なった分野で多岐にわたる例をみつけることができる。関数F(X)は各分野特有の考えで

決定されるのだが、ここではF(X)を最小にする変数の組xmを見出だす一般的な考え方の概略を

述べたい。

なお最小化 CMinimization) と述べたが、分野によっては、例えば経済活動で生産量の極大

値 CMaximization)を求める問題のこともある。後者は関数の符号を負にするか、ある十分に

大きい数との差を考えるとかで最小化問題に帰着される。両者を併せて最適化(Optimization)

と呼ばれることもあるし、強調点によっては最尤法 CMaximizing likelihood)、 回帰分析

C Curve fitting)などいろいろに呼ばれている。ここでは、これらの場合をも含めて、単に最

小化と呼ぶことにする。

最小化問題のなかで、よく知られた古典的な例は最小二乗法で、実験式に含まれたN個の変数を

M個（一般に M::>N) の実験値から決定する。この場合、関数F(X)は

と表され、

M 
F (X) = 2: { f(t) (X) }2 

iー1

(t) 
f (X) = 

E -T (X) 
t 

L1 E 
t 

C /. /) 

C /. .2) 

と定義される。ここで、 Etは測定値、 4局はその測定の（統計）誤差、 Tz(X)は変数Xによっ

て決まる理論値である。 lは l番目の測定のこともあれば、実験を行なった際のエネルギー等の外

部条件を示すこともある。統計学でのが検定も数学的には同種の問題である。

上式(/..2)の Tz(X)がXの1次式の場合は、狭義の最小二乗法として昔から知られており、

Gaussの正規方程式と呼ばれる連立 1次方程式を解くことにより、 Xを決定する方法は解析的に
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確立されている。一方、 1920年代に、生物学のデータの取り扱い方に端を発し、 Tz(X)が X の

1) 
の関数の場合に拡張され、 Fisherにより I-fit と名付けられた。 この非線型関数に関

する最小二乗法の研究は、 自由に使えるようになった 1960年代になって急速に発展

してきた。実用的要求とその手法が先行したためか、数学として統一された体系に完成されている

とはいい難い。
2)-5) 

どのような条件のもとに何を求めるかを整理してみよう。

(1) 関数 F(X)はあらゆる X の組に対して、その値が与えられているとする。

(2) 関数の偏微分係数の存在を必ずしも要求しないが、その知識を利用した方が能率的なら用いる。

(3) 変数Xのとりうる範囲が限定されている制約条件付最小化問題も実用上要求されるが、ここで

は制約条件は考えない。

(4) F(X)が最小値をとる変数X の値を決定する。 しかし、実際問題として、極小値が多数存在

する場合、最小値を決定することは容易ではない。 C§6で論ずる。）それで、 §5まで、一つ

の極小点を求める問題に限定することにする。すなわち、極小点X は、その近傍のすべての点
m 

Xで F(X)> F(X加）となるような点として定義することにする。

こうして、変数Xの張る空間 ex-空間と以下略する）内のある点瓦から出発して、 F(X)が減

少する方向に、あるステップ」でXを変化させて、 F(X)の値が小さくなる点をつぎつぎに探して

行き、上記のX を見つけ出そうという極小化問題がこの小論の主目的である。
m 

実用上は、 F(X)の値を計算するのに一番多くの時間を必要とすると思われるので、関数 F(X)

の値を求めた回数が少ないことが特に重要である。もちろん、要求される記憶容最の大きさや全体

の所要時間も問題になるであろうが、前者に重点を置くことにし、関数評価の回数と呼ぶことにす

る。

§2. 桓小点の発見法

ある点瓦から出発して、 F(X)の極小点を探す方法の基本的な考え方を説明するため、 F(X) 

のTaylor展開を考える。 Xはベクトルであるから、その一般形は

F(X) = F(X1) + g『・(X-X1)+j-(X-X1{・G1・(X-X1) +・ …・・(2. /) 

である。ここでTはベクトルの転置を意味する。勾配ベクトルgの点X での成分は

g尺＝（昇:)x-x
)' 

(2 2)  

2階微分を成分とする 2階テンソルはヘシアン行列と呼ばれ、やはり点X でのそれらの要素は

G = 
0分

;a[3 (o X oX) (.2. 3)  
a [3 x-x 

｝ 
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で定義される。 Gは対称行列 (G =G )である。沿
a{3 af3 

この級数の収束領域がわからなくても、 (X-Xけが小さくなれば、高次の項を無視してよいこ

とは明らかである。さて、 (.2./)の第 1項は定数項で、極小点を探すのには役に立たない。そこ

で、次の項に注目しよう。

第 2項は勾配gに比例していて、関数が最も速く減少する方向を教えてくれる。この性質を利用

した方法は一世紀以上前に Cauchyによって用いられ、最大傾斜法 (Method of Steepest 

4) 
Descent)として知られている。これはあまり良い結果を与えてくれない。欠点の一つは第 2項

はXの1次のみで極小点までのステップの大きさを教えてくれないことと、より大きな欠点は、局

所的には等高線に直角の方向で、最も速く Fの値が減少する方向だが、大局的にFの極小点の方向

を向いているとは限らないことである（第／図参照）。しかも、極小点の近傍では g→0 である

から、数値計算の誤差が大きく効き、計算値が収束しにくくなる。

x ー

第／図 最大傾斜法の短所と一V・g (.2.//):o印は極小点 (X)を示す。
I ' 7 / l  

こうして、放物線型の特徴を与える第 3項が問題になる。これは極小点X をきめる最低次の項
m 

で、 X加の近傍では、 gと異なって、 Gはほぼ一定値に近くなる。もし F(X)がXの2次関数であ

れば、 Gは完全に一定値をとり、一度の操作でもって、極小点xmをきめることができる。すなわ

ち、 VF=oより、

-1 
xm = XI - GI . gI = XI -VI . U1 (2.11) 

ここでGの逆行列をVとし、共分散行列 (Covariance Matrixまたは誤差 (Error)行列）

と呼ぶ。この式の利点は

(1) ステップの大きさが任意ではなく、 一V・gとして正確にきめられている、

注） ギリシャ文字a、Bはテンソルの成分を、ローマ字 j、Kはベクトルの種類を、 lは最小
(Z) 

二乗法での l番目の f を表す。
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(2) ステップの方向がgの方向ではなく、 Vを通して、変数間の相関がとりいれられている（第／

図）、

からである。この方法は Newton法とも呼ばれ、例えば、文献 4) のプログラム CHIFITなど

氾
がある。しかし、この方法は実用上は不安定で、特にGまたはVが正値行列 でなければ発散して

しまう。そのためになんらかの工夫が必要である。実際、現在知られている有効で強力な方法は、

§4と§5で述べる具体的な例を含めて、大部分この (2.2)の考え方に基礎を置いているので、

それらを一括して、傾斜法 (Gradient Method、勾配法）と呼ぶことにする。

上述のように、傾斜法は (2./)の第 4項以上を無視した、すなわち、 F(X)がXの2次関数で

近似できる場合に有効である。実際、極小点の近くから探索を始める場合には収束も速い。しかし、

極小点から離れた領域では、高次の項の影署でGがXの関数として変化するので、場合によっては、

とんでもない所へ暴走したり、進退きわまって同じ計算をくり返す可能性が十分考えられる。

そこで、極小点xmより離れた領域で有効な方法を考え出しておくことが必要になる。これらを

一括して直接探索法 (Direct Search Method)と呼んで、節を改めて §3で考察しよう。

6) 
以下の各方法では簡単な Rosenbrockの関数を実例として考えることにする。 それは

N=M=2 の関数で、

2 (l) 2 
F (の， y)=4 〔f 〕，

l -1 
(.2. 5) 

ここで
(1) 
f = /0 (y —研）， (2. 6) 

/2) = (/ーの） (2. 7) 

である。出発点として点ACx=一/.2, y=/.0)と点B(x=-/.2, y=S.O) とをとり、最

-4 
小点 x=y=/.0(精度/0 )に到達するまでにFの値を何回計算する必要があるかという関数評

価の回数を、各方法の優劣の目安にしようというのである。

注） 正値行列の定義： Aが正方対称行列で、次の条件を満たす場合にAを正値であるという。

(1) 任意のベクトルXに対して
T 
X·A ・ X~o

T 
(2) X ・A・X = o であれば、必ず X=O

Aが正値であることを数値的に確かめるのは簡単ではないが、必要条件は、 Aの行列要素に関

し

(3) A > o 
aa 

(4) 
2 

A A~A 
aa (3(3 a(3 

である。 (.2X.2行列についてはこれら二つが十分条件でもある。）

-30-



この関数の谷底の動きは、第2図に示されるように、ほぼ、 y=砧+// .200 の放物線に沿っ

ている。この放物線より上の領域ではヘシアン行列Gは正値ではない (Gし>GuG22)。出発点B

はわざとこの領域内に選んである。今後、出発点をA〔またはB〕に選んだものをRosenbrock

(A) 〔または (B)〕の例と呼ぶことにする。なお、計算に要した時間は、コンパイルに要した時間

を含まないが、途中経過の書き出し量によって左右されるのであまり深刻にとってはならない。関

数評価の回数も計算機の精度に敏感で、以下に述べる数値は日本電気のACOS900によるもので

ある。

” 
x B 

2 / 
y=x +-

.200 

ヽ
、`

＼
ぶ
A

第2図 Rosenbrockの関数 C2. s)の等高線 ： 破線は梁谷の位置、 X
m 

は極小点 Cx=y=/)、 AC か＝—/2,y=/) と B口＝一ん2, y=S) 

は出発点を示す。

§3. 直線探 索法

いくつかの点での関数値のみを知り、それらを簡単な方法で比較して、次の探索への指示を与え、

Fの値がより小さくなる点を探して行く方法を考えよう。この方法なら、関数の性質によらず、ど

んな関数にも適用できる。さらに、可能なら、数値計算に伴う誤差に鈍感であり、関数Fの微細構

造による浅い“くぼみ”に左右されないような方法を考えたいのである。
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§3.1. 直線探索

N変数の場合について述べる前に、試行点がある定まった直線上にあって、その直線上での局

所的極小点を探す直線探索(Linear Search)について述べよう。これは一変数関数の極小

点を求める され、 N変数の場合でも、ここにでてくる考え方や処方をそのまま用いる

ことが多いので、例題としても有用である。

最も初歩的な考えは、変数Xの変域内に数点を選び、各点での関数値を比較する方法である。

それらのうち最小のFに対応するXの近くで、 Xの変域と試行点間の間隔の両者を小さくして、

同じ手法をくり返して行くのである。この方法の最大の難点は能率が極端に悪いことで、その原

因はFの大きさの知識を次の段階での出発に際し考慮に入れないことである。

その点を改良したものとして、関数を 2次の多項式で近似するという仮定を採用する。すなわ

ち、

F(X) =a+ gX +伊{ C 3. /) 

とおいて、 3点 X1, X2, ぷにおける関数値を F1,F2, 凡とする。 これらの 3点を通る放

物線の極値は X4

x 4 

g/G の所にある。すなわち、

/ (F -F 
-(X + X) -

l 2) / 

.2 l 2 (XI —均） G 
C 3. 2) 

ここで

2〔FI(X2 -X3) +剛 X3-XI)+叩XI-X2)〕

(xI -x2)(x2 -x) (X3 -xI) 

である。いうまでもなく、 G>oの場合にのみ、放物線の極小値が得られる。この考えを利用し、

G
 

C 3. 3) 

F(X)が非線型関数の場合にも同じく (3,.2)、(3,3)を適用する。この場合に、次の諸注意が

必要である。

(a) Gく 0 の場合、 X4=-g/Gを採用すると極大値へ向い、発散してしまう。 G;::::; oで

は 3点がほほ一直線にあることを意味して、数値的な難点が発生する。これらの場合、

Ca -1) 例えば G=/とおいて、 (3,.2)の第 2項の示す傾斜方向を用いて最大傾斜法に帰

着させるか（ステップの方向は少くとも正しいが、大きさ不明）、 Ca -2) 凡と凡から直

線近似でステップを定めて次の試行点を決定するか、 Ca-3) Fがより小さい値になると期

待される方向で適当に第 4番目の点を定めるかの選択が必要になる。

(b) 次にXぃ喜 X3,ぷの中から、改めて 3点を選んで、新しい放物線近似を行なうのである

が、この選び方にも関数値Fとからめた工夫が含まれないと、収束しないことも起こりうる。

(c) 上述の難点が解決されても、この方法は極小値へ収束しないで、その近傍で行きつ戻りつ振

動してしまう可能性は十分にある。
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これらの諸点に注意し、変なことが発生すれば、再出発するようにすればうまく収束させること

が可能である。極小点の近傍では、一般に放物線近似が成立するので、この方法は有効に作用す

ると期待される。

関数の微分の情報が得られる場合には、この方法のいくつかの修飾型が考えられる。しかし、

一般にこれら修飾型はより少ない点からの情報を用いるので、原型よりも不安定で精度が悪くな

るであろう。

この方法のN変数への拡張は gを勾配ベクトル、 Gをヘシアン行列と読みかえれば、 (:z.2) 

になることから明らかであろう。 §2で Newton法の難点と呼んだもの、例えば、 G が正a/3 

値行列という要求はここでいう G>o と同じ内容で、上記の三つの難点が多変数でも同じく問

題になるのである。

もう一つ、始まりの 3点はどう選ぶかという問題がある。よく用いられるのはtl点XIと最初

のステップ巾」とを任意に与え、 XIとX戸ぷ+Liで関数値を求める。 F(X2)s F(X1)なら、

X戸ぷ+aLi (a>/.o) とし、 F(X)>F(X1)なら、 X3=X1-/3L1 (13</.o) と選ぶ方

法である。 a=:zo--3.0と /3::,,os-ひダがよく用いられている。

§3.2. ー変数変化法

数理計画法で、巡回緩和法 CCyclic Relaxation Method) と呼ばれている方法であ

る。 XのN成分中、 (N-/)個を固定し、残りの一成分だけを変化させて F(X)を最小にする。

これを各成分毎に順次何回もくり返そうというのである。原理が簡単なことや短いプログラムで

るため古くから利用されてきた。

しかし、第3図に示されるように、あまり能率はよくなく、例えば Rosenbrock(A) の例

で、 A点から出発して、答に到達するまでの関数評価の回数は実に 2ふ 3砂回、 時間にして 3/

秒を要した。今後述べる方法では、対応する数字は大体300回以下、／秒以内であるから、この

方法は簡単で見通しはよいが、実用の対象からは除外する。

7 5) 
§3. 3. Hooke -Jeevesの方法 ' 

ー変数変化法の能率の悪いのは一方向ずつしか変化させないことである。それを改良するため、

例えば、第 3図で、点／と 3を結ぶ線上に点4を定める。この点“の近くで、もとの点3でのFs

より小さい値（例えば第“図の点 6での FG)を見出だせば、点3と6を結ぶ線上で点 7をきめる

という考えである。筆者が §3.1の直線探索の考えを入れて、点“を定める部分等を原著から修

正したプログラム (ZIGZAG)では、 Rosenbrock(A)の例で /82回(OI.J0.2秒）、 Rosen-

bro ck (B)で283回 (0672秒）とぐっとよくなった。変数が多くなると効率がさがるようであ

る。極小点附近での収束率は当然のことながらあまり速くない。
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• 0 

第3図 ー変数変化法 (N=.2の例）： 第4図 Hooke -Jeeves法(N=.2の例）。

曲線はF(X)の等高線、 0 印は

極小点 (Xm)を表す。

§3. 4. R osenbrockの方法 ' 
6) 5) 

§3.3の方法を更に工夫した方法ともいえる。第＃図でいえば、点“で直線／ー3と直交する

方向を定めて、その線上で極小値を探し、次の探索方向を決定しようというのである。 Rosen-

brock (A)の例では /50回で成功した。 この方法は本質的に一つの主軸の方向に沿っての探索

が主で、他の方向での探索は次の新しい主軸を決定するためにのみ使われる。変数Nが多くなる

と、この新しい主軸がX空間内の谷間の方向を必ずしも指向しないので、効率が低下する。

§3.5. シンプレックス法
s), s) 

シンプレックス（単体）とは、 N次元空間で (N+/)個の頂点を持つ図形のことで、 2次元

空間では三角形、 3次元では四面体を意味する。極小化の問題として、 (N+/)個の点での関

数値についての知識を各段階毎に用いて、極小値に向かって、一定の法則で、図形を変形・移動

8) 
させて行くので、 NelderとMead によりこの名称がつけられた。 2次元の場合を例にとれば、

第5図に示されるように、初めに 3点XぃX2,Xaを選ぶ。これらは任意でもよいが、筆者のプ

ログラム CSIMPLX)では工夫がしてある。各点での関数値 F を求め、それらの最高値に対応

する点をXH、 最低値の点を XLとし、 XH以外の点での平均値玄を求める。プログラムでは重

みをつけて、

玄=fJ{胃l(t)-l} (3,//) 

とした。始めのシンプレックスのXHをより良い点XBで置換して行くのであるが、 XBをみつ

けるために、まず、克について XHの対称点 x*=玄＋（天ー XH)を決定する。 F(X*)<F(XL) 
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なら、新しい点 x**=x+.2(xーXH)でのF(x**)を求める。 F(x**)< F(ず）なら、名{'

＊＊＊  x、X で直線探索によりふを定め、 X をふで證き換えて新しいシンプレックスとする。
H 

** ** ただしふが X より X に近ければ、シンプレックスが小さくなるのを防ぐため、 X4=X と
H 

する。 F(x**)> F(x*) なら、 X4=X*とし、 F(Xり>F(XL)なら、ふを XHとx*の間

で選ぶ。例えばふ＝克—四（天ーXH) などが一例である。ただし、 了に近い点を選ぶとシ

ンプレックスがつぶれてしまって、多くの場合 (N-/)次元の超曲面上の図形になって、回復

しないので注意せねばならない。

各ステップが十分大きくなるように工夫されたシンプレックス法は、比較的浅い局所的くぼみ

や F(X)の計算誤差に鈍感で、かなり収束の速いプログラムが作成できる。さらに、各段階毎に、

関数値を /-.2回求めるだけで、 Fの最高値から、 Fの小さい値の方向へ探索を続けるので、

Rosenbrockの方法よりさらに有効に操作することが期待される。

筆者の作成したプログラム CSIMPLX)では Rosenbrock(A)の例で／仏3回(005!/秒）、

(B)の例で/73回 (006.2秒）であった。

上述のシンプレックスが、 (Nー／）次元曲面上に限定されるのを防ぐためにも、各段階で

(N+.2)個以上の点を用いることも考えられるが、筆者が試みた結果では、あまり効果的では

なかった。

x 3 

X =X  2 L 

第5図 シンプレックス法 (N=2の例）

§3.6. その他の方法

過去の探索経験と無関係に次の段階を選ぶ方法として、コンプレッ
5) 

クス法 などがあり、 Nが

非常に大きく、 F(X)が不連続点を持っていたり、急激に変化する場合、また複雑な制約条件の

あるときに有効である。この他にもいろいろな変型その他が提案されているが、ここでは割愛す

る。
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§4. 傾斜法 (I) 一共役方向を用い

F(X)のヘシァン行列Gの特徴を利用するもので、 (2.tJ)の考えを基礎としている。微分係数

の値を直接要求することもあれば、探索の経過で適当にヘシアン行列のもつ特性のみを利用するも

のもある。

ます共役ベクトルの定義から始めよう。

T 
d. ・G・dk = o 
） 

正値対称行列Gに間して、

jキ K に対し (LJ. /) 

を満たす二つの方向を表すベクトル d と dkは共役であるといわれる。 Gか単位行列なら共役べ

クトルは直交することから、共役性は直交件の一般化と考えられ、 Gram-Schmidt の向交化

し）

5) 
で、 d, から始めて、 N個の共役ベクトルの組を作ることができろ。すなわち、 Gの

n個の積に対し、

くjId'I j > = dI . d'. 吟 (!/.2) 

を定義する。ここで n=/または2、 jはj番目の共役ベクトルを意味する (N>-j >-/)。

さらに、 d。=O、<o!GI oン＝／とすれげ、 j卜／番目の共役ベクトルけ次式て与えられる。

j I G2 I j > < j I G I j > 
d - - d (fl, 3) 

<j!Gli> J く j-/lGI jー/> ;-1 
d 
} +I 

~~G·d 
｝ 

ところで、 F(X)がX 0)2次1月数で、 (2. /)の第 3項までの場合を考える。われわれの極小

化問題では、ヘシアン行列Gは正値でなくてはならず、もちろん対称である。すると、次の定理が

が有用である。

Fletcher -Reeves の定理 9): 

N変数の 2次関数の場合、 N個の共役方向のそれぞれで直線探索の極小化をすれば、関数そのも

のの極小化が実行できる。

すなわち、ベクトルの差 X-X1を d 方向の線型和として表す。

N 

X = X +~z.d 
1 . 1 J } 

これらを C2. /)の第 3項までに代入し、整理すると

F(X) 
N N 

F(X1)+~ ~ 戸） +~ 
2 

c .. z. 
) -1 )~1 ））） 

C !/. tJ) 

C !/.. 5)  

ここで、 (t/./)を考慮すれば、 z z. の項は現れないので、
} /,, 

b ｝ g『.dj , C tJ. 6) 
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T 
c-=d・G・d. 
｝ ｝ ｝ ｝  

この (IJ.s)の第 3項の行列 cはヘシアン行列Gと異なり、対角

(!/. 7) 

しか存在しないので、 N個の

共役ベクトル d の方向で、 z に関して、 それぞれ独立な直線探索により極小値を求めればよい

ことがわかる。こうして、この定理の正しいことが示された。（証明は文献 9)か 5)を参照された

しヽ。 ） 

この定理から、一変数変化法で収束が悪かったのは、共役方向ではなく、直交軸に沿って直線採

索をやったのが原因であることが理解される。しかし、共役方向を決めるには、ヘシアン行列 Gの

知識が必要だし、 Gがわかっているなら、 Newton法を用いればよいので、 N回も直線探索をく

り返すのは蛇足ということになる。

ところが、ヘシアン行列Gを最初に求めなくても、 dの定義式 CII./)の特性から共役方向を決

めることが可能なことがわかった。それらのうち代表的なものが、次に述べる二つの方法である。

もちろん、 N個の共役方向がきまるまでに、行列Gに相当する情報が暗々裏に利用されている。さ

らに、共役方向を決定する過程で、極小化の手続きが合まれているので効率がよくなる。 し記の定

理を基本とする意味で、これらの方払は、

いるといえる。

の正定値 2次l葵l数（放物線）近似を行I;

Hl) 
§4.1. Powellの共役傾斜法

関数の 1階微分すらも計算しない方法で、［岨線上の疸線探索をくり返すことによって共役方向

を求めて、極小化を行なう。

それには次の性質を利用する。ある直線出の方向に沿っての極小点を品とすれは、点品て

求めた 1階微分 gzはdは［直交している。すなわち、 FがC2. /)の第 3項祖での 2次関数なら、

g2=(17F)応 X = gI + GI . (X2 -XI) 
2 

であり、直交関係は次のように専ける。

T 
dI . g2 = 0 

ふと平行な他の直線上での極小点をふとすると、同様にして、

d『• 「gI + GI . (X4 - XI)〕= 0 

C 1/-. 9 a)とC1/-. 夕b)の両式の差をとれば、

d『.GI・(x2 - X4) = o 
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となって、 d2 = (瓦—ふ）は d1 と共役である。例えば第 3 図で点2 と“を結んだ線は”軸と

共役になっているというのである。もちろん、第3図は正確な 2次関数ではないから、 (VO)を

正確には満たしていない。何回も述べるように、極小点付近で F(X)が正値 2次関数で近似でき

るのであれば、この方法が有効なのは明らかである。

ただ、 3次元であれば、第 3軸 (d3)が、他の二軸（ふとも）の両方に共役であるためには、

3回の直線探索が必要になり、 N変数の 2次関数では全部で N(N+/)/2回の直線探索によっ

て、 N個の共役方向が決定されることになる。この N(N+/)/2とは Gの独立な行列要素の数

である。直線探索で極小点を求める数値的な誤差を考えれば、 2次関数なら、 Gを直接求める方

が見通しがよいのは明らかである。しかし、非線型関数の場合であれば、それぞれ独立した方向

で極小化が進められており、極小点付近では 2次関数で速い収束が保証されているという意味で

Newton法より優れていると期待される。さらに、 1階微分すら求める必要がないことも利点

としてあげられよう。

ここで述べたやり方では、ふ方向での直線探索はN回、一方 dN方向は／回という不平等が発

10) 
生するので、それも避けるように工夫されたのが Powellの共役傾斜法である。

大阪大学の大型計算機センターのライブラリーには、この方法によるプログラム POWC星野

聰氏作成）が使用可能である。 Rosenbrock(A)の例では/t9回 (0/66秒）であった。

§4. 2. Davidonの計量変化法
11)-13), 5) 

変数Xの空間と関数 F(X)の関係を微分幾何学との類推で考えると便利である。この節の始め

に述べた、直交座標系から共役方向を軸とする系ヘ一般化したのもこの考え方であった。

2点X とX+dXの距離の 2乗は、 非ユークリッド幾何学での不変量として、

2 T 
ds = dX・A・dX (tJ. //) 

で定義される。ここでAは考えている空間の性質を決定する共変計量テンソルである。もしAが

単位行列であれば、 (t/.//)はN次元Euclid空間の Pythagorasの定理を表す。ここでは、

Aの非対角要素が零でなく、 Xの関数であるヘシアン行列Gで与えられているという類推を用い

ようというのである。共分散行列 V=G-1は反変計量テンソルに対応する。(<;'.//)で行列A

をGと読みかえると、座標変換に関して不変なスカラー量 dsは、 また変数 Xを測る単位の選

び方によらないスケール不変な量でもある。さらに有用なスケール不変なスカラー量は勾配ベク

トル Y1と共分散行列 v,による

T 
a = g1・vi・g1 (LI.. /2) 

である。極小値の近傍で、 Fが正値の放物線で近似できる場合には、点X1と極小点xmとの関数
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値の差 CF(X1)-F(Xm))は a/.2である。 （これは、 C.2. !/)を C.2. /)に代入し、第 3項

で打ち切れば導かれる。 Vを誤差行列と呼ぶ理由はここにある。 ）この6 を極小値までの概算距

離 CEstimated Distance to Minimum)と呼ぶことにするが、 スケールに無関係に

収束条件を与えてくれるので大変有用である。

Fが2次関数であれば、 GはX空間内で一定値をとり、一定の計量を持つ空間を対象にしてい

ることになる。しかし実際の非線型関数では、 C .2. /)の第 4項以下の高次の項が例え小さくて

も無視できないので、計量テンソルがXの関数であるX空間を問題にしていることになる。それ

故、この方法を基礎にするものは計量変化法 CVariable Metric Methods、可変計量法）

と呼ばれている。 Newton法では原理的にくり返し毎にVの値を必要とするが、前回のVを第

ー近似として、新しいくり返しに入る以前の情報を総合して、 Vの補正項 hを求めることができ

れば効率が良くなることが期待される。こうして、計量変化法は一般に次のような段階で進めら

れる。

(1) 与えられた出発点XIで、勾配 U1を計算し、 VIに対する近似式HIを作る。原論文12)では

HIに単位行列にとっているが、筆者のプログラム CDAFLEP)では、 (.2.3)で求められる

GIの逆行列を用いた。

(2) 次の試行点は、ベクトル

d. = -H. ・g  
）） ）  

を定義し、

X. = X. +ぇ .d.
} +l } } } 

(j=/,.2,""") (tJ. /3) 

(IJ. /ii) 

と選ぶ。え としては、もしF(X)が正定値 2次関数で、 H.=V.と正しく与えられていれば、
｝ ｝  

C .2. 2)より、え＝／と置いて、 X は極小点である。 非線型関数では、これだけでは不
J +I 

十分なので、 F(X. )が極小値をとるような Aを探し、 x. が決められる。 いずれにし
J+I J y+I 

ても、 F(X. )を極小にする点を X とし、そこでの勾配 g を求める。
J+l ;+l ;+I 

(3) 行列H を次式 CUpdating Formula)で補正する。
｝ 

H. = H. + h. (H., X X. 
;+I J J J J '' ;+I 

, g''g') 
J ;+I 

(<t:/5) 

こうして求めた g とH を用いて段階(2)と(3)をくり返す。ただし、 F(X. )等が、想
) +I ;+l ;+I 

定された収束条件を満たせば計算が停止するようにしておく。

行列 H の補正項 h-を求める際に、 j=/, .2, …に応じて、すべての d.が共役方向になってくれ

れば好都合である。事実、こうすることが可能で、 Gの値を知らなくても、前段階での 1階微分
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の知識があれば、新しい共役方向を求める近似法、共役勾配法(Conjugate Gradient)と

呼ばれているものがある。

任意の二点X とX での微分 g とgがわかっていて、 F(X)が 2次関数で表されるなら
k k 

次の関係式が成立することは容易にわかる。

(g.-g)=G・(X-X) (<t:/6) 
} k } k 

j=.2, k=/ の例が C11. 8)にある。いいかえれば、

LI = X -X 
k } k 

y = g、-g 
k } k 

(II.. /7) 

C tJ. / g) 

とおいて、あるベクトルdがyと直交していると、 Aはdと共役であることを示している。

T T 
d・yk=d・G・L1k=O (//. /9) 

例えば(!/./3)で H1=/とすると、況は dl -gl方向の極小点であるから、 g;.gl = 0 

の性質がある。このことを利用すると、すべてお互に共役なN個の共役ベクトルは次の簡単な式

で与えられる。

d;+I g. + 
J+I 

g]:I . gj+I 

T 
d ｝ C≪20) 

g .. g 
J J 

ここで j=/, ……, N-/ で、 d = -
I 

g 
I 
とする。なお、 g. 

;+1 
は d 方向での極小点X

J j+I 

で求めた勾配である。（証明は文献 9)か 5)をみられたい。）

9) ll) 
この共役勾配法をそのまま用いたプログラムもあるが、 Davidon とFletcher-Powe 11 

はより一般化して、上記段階 (2)と(3)に用い、 (!J./3)のd がお互に共役であると要請して、

,d. ,d. 
T 

(H. ・y.)(y ・H) 

12) 

H = H. + 
））  

(!J. .2 /) 
) +l T ) (..c1 .• y.) T 

(y.・H・y.) 

という補正項 h を見いだすのに成功した。この H を用いると、 Fが2次関数なら、 N回勾配

を計算し、 d に沿ってN回瓶線探索を行なえば収束することや、 H が正値行列であれば H
) +! 

12) 5) 
も正値であることが証明されている。＇ また (!J./6)に対応する

H. ・y. = LI (t/.. .2.2) 
;+1 J J 

が満たされていることも明らかである。

1967年以降、 この方法の良効率に刺戟されて、上記の H の補正項のより一般化が試みられ
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た。特に注目されたのが、 (tJ.22)のみでなく、

(1) 
Hk ・y. = LI. , j = /, ・・・, kー／に対し

｝｝  

を満たすものとして、

(I) (I) 

H = H. + 
j+I J 

(!) 
(L1. - H .. y)(L1 

(I) T 
- H. ・Y.) 

)））)））  

T T (1) 
(y . ・L1.) -(y. ・H. ・Y. 
） ））））  

14) 15) 
が発見されたことである。'

C 1/. .23) 

C 4". .2/.J) 

(!J. .2.J)が重要なのは、 N回のくり返しをやれば、もしFが 2次関数なら、 (!J..2t/)で導かれ

ー1
た H は正しい共分散行列Vに一致すること (HN=V=G )が示されたことである。このこと

N 

から直線探索が原理的には不要となって、誤差の原因やXに制限条件を課すことが容易になるな

ど、大きな御利益があることがわかる。

さらに、この(tJ.政）において、 4とyを入れかえると、 [ ~(l)]-1 から〔H〗：〕-1を求める

のに全く同じ型の式を用いることができる。そして、

〔
(!) -I 

H. 〕・ J. = y 
) + !))  

が成立し、これは (t/./ 6)そのものである。この対称性は

y - :,』
見

-J 
H . y = L1 □ H . L1 = y 

と記号的にホされよう。

(<L'..25) 

C !/. .26 a) 

C !/. .26 b) 

(1) T T 
不幸にして、この H は、補正項の分母にでてくる y . LI も y ・H・y も正の械で、その

差が符号を変えると、数値計算が収束しなかったり、 途中の H が大きく変動し、正値の保証が

ないなど、われわれの目的には不向である。

しかし、 (!,i'..26)に示された対称性は H を求める第三の方法の存在を暗示している。すなわ

ち、 H(!/.2/)がH ・y=LI U .2.2)を満たすのであれば、げI.LI =yを与える H-1の対応す

る表現はないであろうか。事実、次の式が発見された。
13) 

~~: -[ / -(jr:J . Hj'. [ /-(,;] + 

y_yT 
））  

T 
(LI . y) 
））  

対称性 (≪.2.sa)より yと」を入れかえて

~~:~[/-(tr:~] 兄'). [ /-t) + 
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(2) 
この H もH と同じ性質をすべて備えているのである。 もちろんFが2次関数ならN回のくり

(2) 
返しで収束する性質を H も持っている。

(2) 
こうして、われわれは共分散行列Vに対する近似式として、 H とH より作られた一般型

(2) 
H = (/-¢)H +¢H 
¢ 

C !/. 2 9) 

を持つことになった。パラメーター¢ を適当に選べば種々の可能な近似式Hが得られることにな

る。

¢=  
げ.y 例えば、

LlT・y - YT・H・Y 

(1) 
と選べば、 H =H で (1/..21.J)に帰着する。

¢ 

(!J. 30) 

ところで、 Hを選択する一つの基準として、 Fが2次関数の場合に、 Hが単調に正しいVに近

づいて行くという条件を要請しよう。この条件は/2'.: ¢2'.: 0で与えられることがFletcherに

13) (1) 
よって示された。 (I/. 30)から明らかなように、 H は <p2'.:/か ¢:s:oかで、 この条件を満

たしていない。前に述べたように Jl)口匁）の補正項で分母が零になることがあるのは、兄l)

が正しいVになるにしても単調でないことを示していたのである。

こうして、計量変化法の有力な一つとして、 (1/.30)の分母に着目し、

LlT・yL/・H・y (if;L./)なら
(2) 

H=H  
¢ 

JT. y < l・H・y (¢<o)なら 馬=H

(1) 
と選んで、 H に一番近い近似式Hを用いることにする。

13) 

C≪.J/) 

現在、大阪大学で使用可能なものとして、 H(ff.2/)のみを用いたプログラムDAVID(星野

(2) 
聰氏作成）がある。 HとH を(ff.3/)に従って使い分けたプログラム CDAFLEP)を筆者が作

成した。それらを用いた Rosenbrockの関数での結果は次のようになった。勾配gを求めるの

に、解析的に微分式を与えた場合と差分法で微分を計算した場合とを比較してみた。ただし差分

は oF F(X + Lla) -F(X -~ 以
axa 2 Lla 

で求めたので、解析的に微分式を与えた場合も、微分式を用いれば、関数評価の回数を 2回とし

て数えてある。

プログラ 1ムの種類 I Rosenbrock (A) I Rosenbrock (B) 

微分式を与えた DAFLEP /SS回 (0./0/秒） 2Sl,t回 (0./2.]秒）

差分を用いた
DAFLEP I /6S 11 (O/// 11) I .2t/7 11 (0/3{/ 11) 

DAVID 76/11 (030611) 
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この結果でみると、この例に関しては、微分式で gの値を正確に求めても、 Fを2次式で近似

する誤差のため、多少精度の落ちる差分で求めたものと大差がないことがわかる。なお、 DAVID

の回数が多いのは、直線探索で微分値を用いてあるのが原因ではないかと思われる。

§5. 傾斜法 (IJ) ―最小二乗法

関数F(X)が二乗和の形 (I/)の場合には、この性質を利用した特別な方法が考えられる。 M

(t) 
個の f (X)を展開してその 1次までとれば線型の最小二乗法になり、 F(X)は2次形式だが、そ

(t) 
のヘシアン行列は正値行列であることが保証されている。すなわち、 f (X)の点x.での 1階偏

微分を

(!,) (!,) 
g. ==g (X)= 
;a a J 

と定義すると、ヘシアン行列 G.は
｝ 

鳳〗た~
M (t) (t) M (t) a2 /t)(X) 

G)a~- 2戸>'Jaりa + , 斎[1(x) axaaxalx-x, 

と書ける。この第 2項を無視した近似を考えれば、この G は正値行列である。

C s. /) 

C s. 2)  

(t) a{3 
F(X)の極小点が X =XI +LI であるとして、 f (X)が零であれば、 Gで無視した第 2項

m (t) m J 

は4の程度であり、すべての f がXの1次式なら正確な式である。極小点X では PF=o で
m 

あるから、 a=/,…, N に対して

M (l) 
~g (XI 

(l) 
+ J) f (X1 + J) = 0 

た I a 

でなくてはならない。 XIのまわりに展開して、上記近似を考慮すれば

因(/+μoa/3) {忍 gt)(凡） gt(XI) }J/3~ —忍 uil)因） /l)(XI) 

(s. 3)  

(S.//) 

となる。正確な Taylor展開では μ=Oであるが、 §5.1で述べる理由で、おまじないとして、

μの項を入れておく。このN個の連立方程式 (a=/,…， N)を解いて、化を求めれば、 XIから

極小値xmへの方向とその際のステップの大きさ Liaが与えられることになる。

(t) 
この方法は本質的に f (X)の線型近似であるから、点X1のまわりでの Taylor展開は

P)(x)~/t)(x1) + u?)T・(x -x1) Cs: s)  

(l) (l) 
と表される。ここで、見方をかえて、 f (XI)と U1a を未知の係数と考えれば、 原理的には

M(N+ /)点でのFの値を知ればそれらの値が決定される。一方、 二乗和であることを使わない
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§4の方法では、 Fが 2次閲数で近似されるとして、対応する未知の係数は (2/)式に出てくる

F(X1)、g泣と G
I硲

であるから、全部で一(N+ /)(N + 2)点でのFの知識が必要になる。例
2 

えば N=/0、M=.2とすれば、前者では 22点、後者では終点でのFの情報が必要になる。 こ

うして、 Mが小さく Nが大きい場合に、この節で述べる方法は、 §4の方法より、効率のよいこと

が一般に期待できる。その代償として、最大の弱点は、極小点でも、正しいVの知識が得られない

ことである。

16), 4) 5) 
§5. 1. Marguardtの方法 ' 

(l) 
上述の近似（ぷ s)は f がX の 1次式であることを意味するので、 この方法は (5.!,!)を

整理した Gaussの正規方程式を解いて、 4を求める問頗に帰着される。 極小点の近傍ではこ

の近似は有効であろうが、それから離れた領域では §4より効率が悪いのも当然である。 Mar-

guardtはそれを防ぐために、極小点附近ではμ</として 1次近似をとり、離れた所ではμ

-16) 
を大きくして最大傾斜法に近づけるような提案をした。 要するにμを一定の規則で増減させて、

より広い領域で適用しようというのである。実用的なプログラムは文献 4)に CURFITとして

与えられている。

17 5) 
§5. 2. Powellの最小二乗法 ' 

極小点を指示する」を求めるために (5.!,!)を解くに際し、』を共役ベクトルと結びつけて解

17) 
こうというのが Powellの提案である。 X空間での旗交座標系から出発するが、 4が求まる

紺に、座椋軸のうち最大傾斜を与える軸を』の方向で置き換えて、 (5. !,!)の近似の範囲内でお

互に共役な方向を決定して行く。 Fが非線型関数であるため、出発点 X1て4か定まると、

F(X1 +は）か極小｛直をとるように直線探索を行なってえを決定する。 この際に、次のくり返

(l) 
しに登場する新しい共役方向はこの4であるから、その方向での偏微分係数 gaはえについての

(l) 
差分で求められる。こうして、始めにN直交方向について偏微分係数 gaを求める以外には、偏

微分を陽に求めることなしにプログラムを作ることができる。

(l) 
この方法は極小点付近では、各 f (X)の2階微分が小さいと予想されるので収束は極めて良

(l) 
い。しかし、極小点より離れた領域や、 f (X)が急激に変化する場合には、うまく作動しない

(l) 
ことが多い。もう一つの難点は、 f の偏微分係数を全部記憶させるため、実験の測定値の数M

が大きい場合、 の大きい (::?:M(N+3)+2炉）計算機が必要なことである。

筑波大学の小柳義夫氏が作成され、 々改良したプログラム CPOWLS)では、

Ros enbro ck (A)の例で 76回 (0.087秒）、 (B)の例で 77回 (0.082秒）であった。
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18) 田§5.3. Peckhamの方法 ' 

(t) 
Fが二乗和の型式で与えられた場合に、 f を1次式で近似し、それにシンプレックス法の考

(t) 
えを利用する方法である。 (N十／）以上の点、例えばp個の点 xkで、 f を求め、それらを

(t) (t) 
f =f (Xk) とする。 Cs. s)での

(t) (t) 
k f (XI)とg1aの(N+/)個を未知の係数とみなし、

(t) (t) 
それらをん 、gaと表して

p 2 

4 wk (1し
(t) N (t) 

+ 4 g (X1 -X, い—
(t) 2 

f)  
k-1 か 1a a k 

(t) (t) 
が極小になるようにん とga を決定する。 ここで、重みwkの選び方を工夫して、それらの係

(t) (t) 
数を計算し易くしている。 M個の lについて、これらのん とga 、すなわちM(N+/)個の係

数を定め、 Cs. I/)に対応するものに代入して4を決定しようという方法である。

藪下氏が作成されたプログラムを Rosenbrock (A)の例に適用して、関数評価回数は I/g回で

あった。

(2) 
Rosenbrockの関数のf 、 (.2, 7)、が 1次式であることにもよるのであろうが、筆者が

知る限りでは関数評価の回数は最小である。ただし、この方法は、極小点近くで、
(l) 

f の 1次近

似が有効であるような領域で使用するのが好ましいことは当然である。

§6.1. 実用上、との方法を用いるか

これまで述べてきた種々の方法は、それぞれの特徴が判然とするように代表的なもののみを取

り上げた。これら以外にも、いくつかの方法が提案されているが、紙数の関係もあってすべて割

愛し、実用上の問題を考えてみよう。

§3と§4に述べた方法は、 §4の方法が極小点附近で関数が二次関数で近似できると想定し

ているのが唯一の仮定で、きわめて一般的なものである。より効率のよい方法となると、現状で

は、一般性を多少あきらめて、 §5の例のように関数Fの型の特徴を利用することである。その

ような例は、例えば、最尤法で用いられる

M 
F(X) =-~InP\x) (6./) 

t~1 

(t) 
である。これも本質的には最小二乗法の Cs..2)でやったようにf の2階偏微分項を落とす方

法と同じ考えで処理できる。

また問題によっては、 N個の変数間の相関が小さいような特徴があれば、 §3.3の Hooke-

Jeevesの方法が単純明快である。

注） この論文を指摘し、 Rosenbrock(A) の例についての結果を教えて下さった基礎工学部

大学院の藪下聰氏に感謝します。

-45-



筆者が専門とする素粒子物理学の実験データに関し、超越関数を複雑に含んだF(X)で試みた

経験によると、一番勝れている唯一の方法というものは存在しないようである。ある一つの関数

Fに対してでさえ、極小点の近傍でも、遠く離れた領域でも、つまり、出発点XIとして選ぶ入力

の値によらないで、効率よく働く方法はない。そこで、初期の段階では、直接探索法を用い、極

小値に近い値になってから傾斜法を採用するのが、一番効果的であろう。前者としては、シンプ

レックス法が安定性もよく、意外と効率もよい。傾斜法でやると、狭い“くぼみ”に入り込んで

出てこられないことがしばしば発生するが、この場合に、シンプレックス法でステップ巾」を大

小適当に変化させると、すらりと抜け出して、一気にFの値が小さくなることを経験した。傾斜

法では、 DAFLEPの方が POWLSよりも、 このような“くぼみ”を抜け出すのがうまいよ

うだが、これらは関数の性質によるので、どちらがいいとも断定できない。

二つの方法を直列に併用してどこで切り替えるか、また傾斜法のうちのどれを用いるかは、対

象とする関数の性質や出発点xの選び方に依存している。現状では、使用可能なサプルーチンを

いろいろ組みあわせて、試行錯誤で各自が問題とする関数に適したものを決めるという極めて常

識的な答しか得られない。計算機に自動的に、これらの選択をさせる方法が開発されつつあるよ

うだが、かなり大変な作業であろう。

実用上もう一つの難問は、 §1の(4)でも述べた最小値を決定する問題である。これまでに述べ

た方法はすべて局所的な極小値を発見するように作られていて、それ以外に局所的極小値がある

かとか、正しい最小値になっているかとかには無関係である。一般に、 F(X)の最小値の位置が

予想される場合には、そこから出発すればよいが、それでも注意すべきことがある。これまでに

述べたどの方法でも、出発点から一番近い極小点が求まるとは限らないことである。それは次の

ような類推をとれば理解し易い。 X空間を地表、 F(X)を標高と考えると、山脈のどちら側から

出発したか、また峡谷同志が接続しているかどうかもわからないからである。そういう意味で、

例えば変数が正数に限られているなら、 Xa>oのようなXの変域に関する精細にわたらない制

限を付しておけば、無駄な計算を省くことができる。筆者が作成したSIMPLEX、DAFLEP、

POWLSの各プログラムにはそのような単純な制限条件力甜iみ込んである。

非線型関数の場合、多数の極小点の存在が一般に予想される。それらを探し出す最も原始的な

方法は、出発点XIをいろいろと変えてみる方法である。 XIの選び方として、乱数表を用いるモン

テ・カルロ法的なやり方、空間を適当に区切って順番に試みる方法などが考えられる。

ところで、局所的極小値が一つ発見された後、他の極小値を探し出す有力な考え方がGold-

stein-Price によって提案された。~9) 例えば、況が一つの極小値だったとする。 C .2. /)で

いえば、そこでは g1=oであるが、 3階や 4階微分を含む高次の項が次の極小値を決めるはず

である。そこで高次の項のみを含むような次の関数凡を定義する。
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.2〔F(X)- F(Xけ〕
叩X , X1) = = / + (高次の項）

〔(X-X予・G・(X-X1)〕
C 6. /) 

ヘシアン行列Gの知識が必要だが、極小値であれば、この式の分母は正である。したがって、

F/X ,X1) <oとなるXを発見できれば、その点を新しい出発点にして、改めてFについての極

小化を再開すれば、最小値の発見に近づくことになる。月 >oの場合でも、町を極小にするX

がみつかれば、最小値ではないが、他の極小値X2が発見されたことになる。このX2に関して、

(~/)の変換を行なって、同様の手続きをくり返して行こうというのである。残念ながら、こ

の方法をどこまでくり返せば、すべての極小値が発見されたといえるのかというプログラムを停

止させる論拠はない。

極小点が二個以上発見されれば、それら二点を結ぶ直線上で、適当に新しい出発点を選んで、

20) 
次の新しい極小点を探すという方法も考えられる。 以上のように、最小点を決める問題や全部

の極小点を探し出す問題は試行錯誤の域を出ず、新しい新鮮な発想が要求されている分野といえ

よう。

極小点を発見する方法そのものについても、将来さらに全く新しい発想がでてくるかもしれな

いし、それを期待したい。しかし、一方、ここで述べた方法にしても、計算機のプログラムの形

になっていなければ、猫に小判である。このニュースの読者なら御存知のように、プログラムを

くことは案外難しく、注意力と根気が要求される重労働である。しかし、だれかが苦労して作

ったものを、多くの人が使えるようにすれば、大変便利であろう。本文中に述べた、筆者が作成

したプログラム SIMPLX、DAFLEP、POWLSの三つも、予想外に時間がかかって約二

年を費した。なん人かの人に試用していただいて、種々の問題や異常事態の発生に対しても、う

まく動作するようにしたつもりだが、それらを公開するので、多くの方々のお役に立てば幸だと

思う。また、使用されて、改良についての御提案をお聞かせ願えれば幸である。多くの方々が独

自に開発されたプログラムがあると思われるが、それらが公開されることを希望して筆を置くこ

とにする。

最後にあたり、作成済のプログラムの使用を認めて下さった筑波大学の小柳義夫博士、ヨーロ

ッパ連合原子核研究所のF.Schremp博士、 阪大の佐々木祥介博士、またプログラム作成の

ことでいろいろ御教示下さった阪大の渡部陽一博士•松尾武清博士、またカードのパンチや出入

カでお世話になった田中瑞枝さんに心から御礼申しあげます。

（昭和 54年 (1979年） 1月21日記）
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