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格子QCDシミュレーションを用いたQCDの相図の研究

永田桂太郎

広島大学情報メディア教育研究センター

1 物質の理解へむけて

クォークとグルーオンは強い相互作用の基本粒子であ

り、その間の相互作用は非可換ゲージ理論である量子色

力学 (QCD)により記述される。強い相互作用の世界では

通常の温度や密度下では陽子や中性子、原子核が形成さ

れる。ビッグバン後のような超高温ではクォークとグルー

オンのプラズマ状態 (QGP)が形成されると考えられてい

る。中性子星内部のような高密度下での状態については

カラー超電導などの様々な可能性が指摘されている。こ

のように、 QCDは温度や密度などの環境を変えることで

多様な状態を形成する。 QCDのつくる様々な状態やその

間の相転移は物質の微視的な構成やその起源という重要

な問題と関係しており、ハドロン物理学の重要な課題の l

つとして懸命に調べられている。

QCDの解析はスーパーコンピュータを用いた数値シミュ 3 
レーションが威力を発揮する分野である。 QCDの相図の

中で有限密度領域の解析は「符号間題」と呼ばれる間題

のため長年にわたり困難な課題であったが、計算手法の

改良や計算機の進歩により、近年大きく進展してきてい

る[l,2]。

我々のグループでは、大阪大学CMCのNEC-SX9など

のスーパーコンピュータを用いて QCD相図の研究を行っ

ている。本稿では我々のグループが現在行っている研究を

紹介する。

2
 
有限密度QCDの符号問題

クォーク化学ポテンシャルμ を持つ QCDの大分配関

数は

Z(μ) = J DU(det△ (μ))N知―Sa
で与えられる。ここでScはゲージ作用、 N1はフレーバ

数、△(μ)はクォーク伝搬関数の逆行列であり、 <let△(μ) 

はクォーク場の経路積分を代数的に実行することで現れる。

QCDは非摂動的性質を持っため、その解析は非摂動

的解法である格子 QCDを用いて行われる。格子 QCD

では格子状に離散化した作用を考え、その経路積分を

Monte Carlo(MC)法を用いて数値的に解く。ボルツマン

因子 (det△(μ))Nie-ScはMC法における確率測度とし

て扱われる。格子 QCDは閉じ込め／非閉じ込め相転移の

転移温度や相転移の次数を予言するなど有限温度（ただし

μ= 0)系の研究において威力を発揮している。

一方、 μ=JOである場合の解析は 「符号問題」と呼ばれ

る問題のため因難な課題である。クォーク行列は μEC

に対して15―エルミート性の関係式△(μ)↑ = 15△ (-μ*hs 

を満たし、これから (<let△(μ))* = det△(―仄）が得られ

る。この式を用いると、 μE罠，μ=JOに対して <let△(μ) 

は一般に複素数となることが示せる。ボルツマン因子が

複素数になってしまうため、 MC法が破綻する。これが符

号間題である。

虚数化学ポテンシャルの方法

符号間題を回避して QCDの相図を調べる方法の 1つに

虚数化学ポテンシャルの方法がある。化学ポテンシャルが

純虚数μ=iμrの場合det△(μ)が実数となり、符号間題

が存在しない。自由エネルギーや物理量は相転移線を横

切らない限り連続であるので、 QCDの相図の虚数化学ポ

テンシャル側で求めた物理量は実側に解析接続する。

相図の虚数化学ポテンシャル領域の性質や閉じ込め／非

閉じ込め相境界線の位置などは格子 QCDシミュレーショ

ンによって調べられている。 2フレーバに対しては、ス

タッガードフェルミオンと呼ばれる格子作用を用いたシ

ミュレーションが文献 [3,4, 5]で，Wilsonクォーク作用を

用いたシミュレーションが文献 [6]で行われており、 一致

した結果が得られている。他にも 3フレーバ [7]、4フレー

(1) バ [8,9, 10, 11]などの研究も行われている。

我々のグループでは、クローバ改良型Wilson作用とくり

こみ群改良型ゲージ作用と呼ばれる改良型作用を用いた研

究を行っている。最近の研究 [12]では、 2フレーバの場合

の閉じ込め相／非閉じ込め相の相境界線を調べるために格

子QCDシミュレーションを行った。格子体積は~(2fm)尺

クォーク質量(m1r/mp~ 0.8)程度を用いた。熱力学パラ
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図 1:虚数化学ポテンシャル領域の閉じ込め／非
閉じ込め相の相境界線：モンテカルロシミュレー
ションによって得られたデータとデータとのフィッ
ティングで決定した4種類の試行関数。加は物理
次元での虚数化学ポテンシャル、 Tpc= Tpc(い）
は化学ポテンシャル μrにおける相転移温度、
T此=Tpc(O)。

1.05 

゜

1.15卜Quadratic -
Quartic 
Pade I 

1.1 , Pade II 

5
 ，
 
゜

::id 

::id 

L
l
L
 

0.9 O 

Quadratic -
Quartic 
Pade I 
Pade II 
' 
0.2 0.4 0.6 

＾ 
μ}Tpc 

0.8 

図2:実化学ポテンシャル領域の閉じ込め／非閉
じ込め相の相境界線。虚数化学ポテンシャル領
域の相境界線を解析接続 (μJ→-μ りして得ら
れる。べき級数に対して Pade近似では収束性が
大きく改善している。

メータ (μ1,T)の様々な値に対してシミュレーションを行

い、ポリヤコフループを計算した。ポリヤコフループは

閉じ込め相／非閉じ込め相を特徴付ける量であり、その感

受率の温度や密度依存性を調べることで相転移点を決定

した。

図lは格子シミュレーションで得られた相転移点のデー

タおよび試行関数によるフィットの結果を表している。試

行関数としては2次関数、 4次関数、および2種類のPade

近似を考えた。 4種類の試行関数の中で 2次関数はデー

タを上手く再現しないので、麻次項の寄与が存在するこ

とがわかる。このような寄与はスタッガード作用 [3]や標

準的な Wilsonクォーク作用 [6]を用いた計算では得られ

ていないので、作用の改良の結果と考えられる。 4次関数

と2種類の Pade近似はデータを同程度に再現している。

ただし、 4次関数の結果では他のケースと比べて誤差が大

きい。

これらの関数を実化学ポテンシャル側に解祈接続した

結果が図2である。虚数化学ポテンシャル領域と比べて実

化学ポテンシャル側では関数間の違いが大きく、また、そ

れは化学ポテンシャルが大きくなるほど増大することがわ

かる。 2次関数と 4次関数の振る舞いは大きく異なるが、

これはべき展開の次数によって漸近的な振る舞いが決まっ

てしまうためであり、べき展開は大きい化学ポテンシャル

での不定性が大きいことを示している。 2種類の Pade近

似の違いはμ/T~ 1で2~ 3%に収まっており、べき展開
に比べて収束性が大きく改善されている。閉じ込め／非閉

じ込め相転移の相境界線はPade近似の近傍の領域に存在

すると推測される。ただし、我々の計算では実際のクォー

ク質量より大きい値を用いたため実際の相境界線は低温

側にシフトするものと考えられる。

虚数化学ポテンシャル領域では、閉じ込め相転移の他に

も虚数化学ポテンシャル領域に固有な相転移や周期性な

どが存在することが知られており [13]、その数値的な検

証も重要な課題となっている。文献 [12]では、そのよう

な相転移についても研究を行っている。

4 実化学ポテンシャルの場合へのアプ

ローチ

符号間題はクォーク行列式 det△の虚数部から発生す

る。そのため、化学ポテンシャルが実で有限な場合は、符

号間題の回避法が必要となり、 det△の扱い方はその際の

ポイントの 1つである。行列式の計算時間は行列のラン

クの 3乗に比例する。クォーク行列は大規模行列である
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ため、その計算は非常に時間がかかる。テイラー展開など

の方法も提案されているが、化学ポテンシャルは△ に含

まれるため、低密度領域を除いては近似を用いず正確に

求めることが望ましい。

クォーク行列式には、有限密度系での解析の際に有用な

簡約公式が存在する [14,15, 16, 17, 18]。簡約公式は以下

のように導出される。格子QCD作用の時間方向は最近接

相互作用と境界条件の項によって構成されており 、時間成

分の行列として表示すると帯行列のような構造を持って

いる。この場合行列式の時間成分を代数的に実行するこ

とが出来て、行列式のランクを小さくすることができる。

このアイデアを実行するとクォーク行列式は

det△ (μ) = C。cNr/2det(Q +り (2) 

と変形される。ここで~= e―μ/Tはフガシティである。

C。,Qはクォーク行列△ を時間方向の行列構造に注目し
て分解、 再構築したもので、ランクは△に比べて1/ぷに
縮小されている。従って、行列式det(Q十0の計算時間
はdet△の計算時間のおよそ 1/Nfになり 、計算時間が大

幅に短縮される。

Qの固有値を心と書くと

Nr 

det△ (μ) = C。cNr/2II (心パ）
n=l 

(3) 

を得る。 C。,Qはμに依存せず、従って心もμ に依存し
ない。μ依存性はフガシティtにのみ含まれており 、｛心｝
を求めれば任意のμ に対してdet△を求めることが出来

る。つまり、 (3)式はdet△のμ依存性を解析的に与える

式になっている。

Qの固有値の分布を2つの温度に対してプロットした結

果を図 3に示した。固有値は低温のハドロン相ではZ3対

称に分布し、高温の QGP相では固有値が正の実軸に近づ

き対称性が破れている。最近の研究では固有値に入，1/入＊
の対称性があり、この対称性によって固有値が 2つのス

ケールに分離することもわかっている。現在は固有値の性

質に注目した符号問題の解決可能性を探っている。

簡約公式の応用として、状態方程式のテイラー展開を

考えてみる。庄力pを温度の 4乗で割った量のテイラー

展開
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図3:Qの固有値の複素平面上の分布：ハドロン
相（上）と QGP相（下）。ハドロン相側ではZ3対
称性がある。
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図 4:8p/T4のμ/Tについての 2,4, 6次のテイ
ラー係数。 Stefan-Boltzmann極限での値は C2= 1, 
C4 = 1/(2冠）。横軸9は結合定数を表し'(3の大
小は温度の高低にそれぞれ対応する。相転移点は
(3 = 1.86近傍に存在する。

を考える。ここで 6p= p(μ, T) -p(O, T)。簡約公式を用

いて求めた C2,C4および C5の結果が図 4である。 クォー
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クとグルーオンの自由ガスとなるような高温極限 (Stefan 道具となる [19,20]。その他の応用としては、フガシティ

Boltzmann極限）では 展開を利用してクォーク数を固定した分配関数を導出す

胄＝亨(ffof+~(/fo) 
4 る方法はカノニカル法と呼ばれ、近年注目されている方

(5) 法の一つである。

となる。 SB極限の値と比べると C2は2倍程度、 C4は4倍

程度の値になっている。これは有限体積効果や重いクォー

ク質量の影響によるものと考えられるが、その検証は今
5 今後の展望

後の課題である。クォーク行列式の化学ポテンシャル依存 格子QCDを用いた有限密度系の研究は近年大きく進展

性が代数的に与えられることが簡約公式の利点の 1つで してきている。符号問題は深刻な問題であるが、様々なア

あるが、これを利用すると高次のテイラー係数も容易に イデアが提案され、研究されている。信頼性を検証する満

計算できる。 C5までではテイラー係数はよく収束する振 足いく方法や高密度領域へ適用可能な方法が確立されて

る舞いがみられる。より高次の項の計算も容易であるが、 いないなどまだ多くの課題が残っているが、臨界点を示す

高次の係数では統計誤差が大きく精度が低下するため高 結果など物理的に重要な成果も得られるようになってき

統計の計算が必要である。
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図5:C2, C4, C5を用いて求めた bp/T4とX・

ている。

本稿では我々が現在行っている研究内容を紹介した。数

値計算の詳細については説明を省いたが、本研究では多重

積分のモンテカルロシミュレーションの他に大規模行列の

行列式計算と固有値問題、さらには次元の大きな多項式

の係数決定や、倍精度を越える変数の扱いなど数値計算

の面でも様々な問題に取り組んでいる。相転移は熱力学極

限における現象であるため、その位置や次数の定量的決

定のためには有限サイズスケーリングと呼ばれる計算が

本質的に重要である。また、相構造はクォーク質量に強く

依存するため、より現実の値に近いクォーク質量を用いる

ことも重要である。実化学ポテンシャルの研究は、行列式

計算や固有値問題の解法の計算時間とメモリの制約のた

めに、現在のところ小さい格子での計算に限られている。

今後の QCD相図の研究では計算機の進歩だけでなく、行

列式計算と固有値解法のアルゴリズム面の改良が鍵とな

るかもしれない。

本研究の多くの部分は大阪大学サイバーメディアセン

ターのNEC-SX9を用いて行った。管理、運営メンテナン

スなどに関わっている多くの方々に感謝する。

図5はop/T4と感受率xの結果を表している。状態方
式 op/戸は温度の関数としてほぼなめらかな振る舞いを

している。感受率xはμ/T:S 0.8まではピークを持たず、
μ/T ~ 1.2では小さなピークを持っている。図の小さな
ピークが物理的な相転移を表しているかどうかはテイラー

係数の収束性や有限体積効果などを見積もる必要がある C

ここではテイラー展開への応用を考えたが、簡約公式

は様々な問題に応用できる。 (3)式を展開するとクォーク

行列式をフガシティ←の多項式として表現することが出来

る。 Lee-Yang零点定理で知られるように、大分配関数の

フガシティ多項式としての表現は相転移の解析の有用な
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