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非平衡エネルギースペクトルに基づく LESのSGSモデルの開発

王木隆宏、堀内潔

東京工業大学大学院理工学研究科機械宇宙システム専攻

1 . 緒言

剥離などの非定常・非平衡乱流場の挙動予測はエ

学上重要であり、その主な数値シミュレーションに

は厳密な値が求まるが計算時間が長く非実用的な

DNS、時間平均のために非定常乱流場の予測に向か

ない RANS、局所的空間平均のため非定常乱流場の

予測に適していて計算時間の削減が可能なLESがあ

る。

SGS(subgrid-scale)のエネルギースペクトルを用い

て GS(grid-scale)から SGSへのエネルギーカスケー

ドの様式をSGSモデルに導入することが可能である

ので、エネルギースペクトルの観点から LESのSGS

モデリングを行うことは有意義である。

実験データと DNSの解析的アプローチによると、

Kolmogorovの平衡の-5/3乗スペクトル(I)からの変動

が示されており (2)(3)、散逸率の時間微分£の正負それ

ぞれの場合で条件付き平均を施してエネルギースペ

クトルを計算すると、非平衡の-7/3乗スペクトルな

どの高次のスペクトルが存在することが示されてい

る。 (4)

しかし、 LESで現在汎用されている Smagorinsky

トルのみに基づいて(6)乱流場の計算を行なっており、

非平衡のエネルギースペクトルを考慮に入れていな

いため、非定常・非平衡乱流場の予測精度が低い。

そこで本研究では非平衡エネルギースペクトルに

基づく SGSモデルの開発とその検討を行った。なお

乱流場としては非圧縮性強制一様等方乱流を用い、

DNSデータと LESデータの比較により検討する。

2. 支配方程式と SGSモデル

本研究で用いる非圧縮性強制一様等方乱流の支配

方程式は次のNavier-Stokes方程式と連続の式である。

如 8(uiuj) l 8p 8国— + = --- V . 
at ax 

＋ 
J paxi 枷枷・

+f, 
J J (2.1) 

珈 t
- =0 
枷 t

(2.2) 

ここでxdまi方向の空間座標、 uiは速度ベクトルの i

方向成分、 pは密度、 pは圧力、 vは動粘性係数、［は

外力の i方向成分である。

LESではスケールの粗視化として支配方程式に以

下のようなフィルター操作を施し、 GS成分と SGS

成分に分離する。ただし、本研究では Cutoffフィル

は格子間隔）

f=f+『 (2.3)

『=/00 f(x')G(x -x')dx'(2.4)  
-co 

鋼） = { 1 (lkil :S: 1r/△け
0 (otherwise) (2.5) 

この操作により LESの支配方程式は次のようになる。

枷 i 8(祐uj) 缶,j afi a侃
+ = -— +v 
at ax. axj axi ax ax 

+ fi (2.6) 
J J 

廓 i
- =0 
枷 t

(2.7) 

ここに、格子以下のスケールの変動の粗視化の帰結

として、次のような SGS応力項が得られ、式(2.6)中

に現れる。

Tij = U氾j-U況j (2.8) 

この応力を GS成分と関係づける SGSモデルが必要

となる。本研究では以下に述べるような SGS渦粘性

係数モデルを用いた検証を行った。

1 1 a元廓J
Tii = 3Tkk化ー2疇 j' 祝＝う（正＋戸） (2.9) 
ここでいま SGS渦粘性係数、 5,jはKroneckerのデル

タである。

Smagorinskyモデルでは SGS成分のエネルギー生

成項Pと散逸項Dが等しい（局所平衡仮説）とする。

p = T,; 祝， D= v 
au; au; a元初Li

ー・・ （元玩―玩五） (2.10) 

n~ Cぷ G
3/2 

△ (2.11) 

そして SGSエネルギー位(=r;/2)とVeが決定される。

ただしCv、gはモデルパラメータである。
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C 
知 =____':_ぶ(2祝・祝）
CE: 

Ve= (Cs△)2(2汎瓦）1/2 

ここでらは Smagorinsky定数である。

(2.12) 

(2.13) 

一方 1方程式モデルではSGSエネルギー方程式を

近似することによって位のモデル方程式を導出し

veを決定する。 (7)(8)

BKc BKc 

at ＋元
(2.14) 

釦・
=C,,, △K誓(2祝祝）一
J △ 

凡 =C心(K叫1/2 (2.15) 

ただし、本研究では流れ場として一様等方乱流を用

いているため拡散項を無視している。

3 非圧縮性強制一様等方乱流の DNSとLES

DNS データと LES データの比較により

Smagorinskyモデルと 1方程式モデルの評価をする。

本研究で対象とする流れ場において計算領域の長

さは全方向に 2冗、格子点数はDNSが512¥LESが

643、動粘性係数は v=l.35X 10-3、時間刻みは△ t 

=0.0005としたU また境界条件には周期境界条件、空

間の離散化にはスペクトル法を用い、 DNSでは 3/2

則を用いてエイリアシング誤差を除去し、 LESでは

非線形項にskew-symmetricformを用いエイリアシン

グ誤差を除去した。 時間積分には DNSには低容量型

3 次精度 Runge-Kutta法、 LES は Euler法と

Adams-Bashforth法を用いた。外力項には低波数領域

(0:Sk:::2.5)に速度場に依存する外力(3.1)を各時間ステ

ップに注入する linearforcingC9lを用いた。

Total Ph邸 e1 Phase 2 

Re入

K 

121.7 129.6 114.1 

0.464 0.492 0.433 

e 0.0724 0.0724 0.0724 

L 1.058 

入 0.297

1J(X 10ー2) 1.371 

7lJ 1.20 

な (x10-2) I 13.66 

TL 

可

T 

1.90 

4.65 

11.3 

Su,(xl0-2) I -1.63 

2.78 

1.081 1.033 

0.306 0.288 

1.370 1.372 

1.18 1.16 

13.66 13.65 

1.89 1.92 

4.63 4.60 

11.0 11.7 

ー1.98 -1.27 

2.77 2.78 Fu, 

sむ

F Uz 

-0.5 -0.519 -0.517 

5.51 5.64 5.38 

Table. I R,1_ : Taylor microscale Reynolds number, 

K(= uf /2) : Average kinetic energy, E : Average 

dissipation rate, L : Integral length scale, ;t : Taylor 

micro scale, rJ : Kolmogorov length, r O (= L ju') : Eddy 

turnover time according to L, 在(=(vE)l/2) : 

Kolmogorov time scale, 互(=L/u') : Eddy turnover 

time according to L, r1(= (l}/E)113) : Charactenstlc 

time due to forcing, T (=りju'): Eddy turnover time due 

to forcing, Su, : Skewness of velocity fluctuation, Fu, : 

Flatness of velocity fluctuation, Sux : Skewness of 

velocity derivative(Ux = aい/axz),Fux : Flatness of 

velocity fluctuation. 

Fig.Iは DNSデータ図で、運動エネルギーと散逸

f;(k) = A附(k) (i = 1,2,3) (A= 0.14) (3.1) 率の空間平均の時間変動を示している。散逸率の運

LESのSGSモデルとして Smagorinskyモデルと

1方程式モデルを用い、本研究ではCs=0.17、Cv= 0.05、

cc= 1.0とした。1方程式モデルの時間積分法として

は 1次精度である Euler法と 2次精度である

Adams-Bashforth法を使い、 LESの初期条件として

DNSデータに式(2.5)で示したように Cutoffフィルタ

ーを施して高波数成分を除去し格子点数を 6ずにし

たものを用いた。 Table.Iに計算時のパラメータを示

す。

動エネルギーに対するタイムラグは約2.80となって

いる。この値は積分長時間スケールにほぼ一致し、

エネルギーカスケードの時間スケールを示している。

Fig.2には DNSデータと Smagorinskyモデルと］

方程式モデルの LESデータによる図を示す。Fig.2

より、 DNSデータと比較すると、 Smagorinskyモデ

ルは概して予測精度がよい事が見て取れるが、

Time;::;280から Time;::;300においてDNSデータより大

きな値を取ることが分かる。 また 1方程式モデルの

Euler法による計算では、 Smagorinskyモデルに比べ

て Time;::;280の極大値の値は予測精度向上が見られ
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るが、 Time::::280以降の値は予測精度向上したとはい と表される。なおcはエネルギー散逸率を示し、 CKは

えず、特に Time::::260、308において極値を捉える事 Kolmogorov定数である。 LillyはSmagorinskyモデル

が出来ていない。またこの 1方程式モデルによる予

測精度は、時間積分を Euler法よりも焉精度の し、 Csの理論値を約 0.2とした。 (6)

Adams-Bashforth法に換えると、悪化することも見て 非定常・ 非平衡なエネルギーカスケードが起きる

とれる。 慣性小領域のエネルギーカスケードについては-7/3

乗等のエネルギースペクトルが存在することがよっ
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て示されていて(4)、そのエネルギースペクトルは次

式で示されている。

E(k):::::; C店 2;3k―5/3+ c芦―2;3k―7/3

十← じ）2] k―9/3+・・・(4.2) 

第 1項は平衡成分、第 2項と第 3項は散逸率Eの時間

微分を含んでいることから分かるように非平衡成分

で、平衡成分からの変動を示す。また長時間平均を

とると定常な-5/3乗成分のみが抽出されることが分

かる。

そこで散逸率の時間微分tの符号により条件付き

平均を施し式(4.3)のようにとが正値をとる Phase1と

負値をとる Phase2に分類する。

+ E((k) (whenも：：：： 0 , Phase!) 

E-(k) = E。(k)+ E1(k) (whenらく 0: Phase 2) 
(4.3) 

ここに、 E1(k)"" -Et(k)であることに注意すると

(k)) 

t(k) = -(E+(k) -E-(k)) 
2 

(4.4) 

300 310 である。

Fig.2 Temporal variations in the GS energy. Filtered 

DNS data and the results obtained using the 

Smagorinsky model and One-equation model are 

shown. 

4. DNSで支配的な非平衡エネルギースペクトル

平衡的なエネルギーカスケードが起きる慣

性小領域のエネルギースペクトルをよく近似する

1o' 

1rf' 

2

4

ふ

0

0

0

 

1

1

1

 

忌
斎
―^
ミ
。3

10~ 

10・"
|が(k)-E"(k)l/2

E(k) = C炉 2/3k―5/3 (4.1) 

1が 1び 1
5 Fig.3 Energy spectra normalized by (〈E〉v)4obtained 

from DNS data are plotted versus krj. Red dash 

line:-5/3 spectrum, Blue solid line:-7 /3 spectrum. 
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Fig.3はこの条件付き平均を用い、DNSデータから

抽出されたスペクトルの絶対値を示すが、赤線で示

したE。(k)は-5/3乗の、 青線で示したEt(k)は-7/3乗
の勾配を持つことが見て取れる。 なお、 Kolmogorov

定数はCK:::::旦 8となる。

また、 Table.Iにより PhaselとPhase2の統計量を

見ると、積分長Lとテイラー長入は、 Phase2における

値より Phaselにおける値のほうが大きく、 Phaselで

はPhase2よりも大きな渦が支配的であると言え、GS

エネルギーKはPhase2における値より Phaselにおけ

る値のほうが大きいことと整合している。

次にフーリエ空間上でのエネルギー伝達関数T(k)

とエネルギーフラックス関数ll(k)を用いて、非平衡

エネルギースペクトルによるエネルギー伝達につい

て述べる。

まずエネルギー伝達関数T(k)とエネルギーフラッ

クス関数ll(k)はそれぞれ式(4.5)(4.6)のように書ける。

T(k) ~ 正[,_,;, 妬(p)叫k';j

IT(k) = /00 T(k')dk' 
,k 

(4.6) 

ただし、町は和の共役複素数、 pijkは orthogonalising

operatorであり、 Kは波数ベクトルである。(10)

-5/3乗スペクトルによるエネルギー伝達関数とエ

ネルギーフラックス関数は式(4.7)で、 -7/3乗スペク

トルによるエネルギー伝達関数とエネルギーフラッ

クス関数は式(4.8)で表される。

T(k) = 0, II(k) = (s) 

2 
T1(k) = -CK〈[(c〉l〈5日）K―i,
3 

(4.7) 

叫 k)=CK〈[〈匂l〈吟―§〉k―§

(4.8) 

DNSデータを解析すると Fig.4とFig.5が得られる。

Fig.4は Phase1におけるエネルギー伝達関数（青実

線）とエネルギー伝達関数（赤実線）でFig.5はPhase2 

におけるエネルギー伝達関数（青実線）とエネルギー

フラックス関数（赤実線）である。

（さ
l
r
L
C

（さ
I
[
」

10° 

10・' 10° 

灼

Fig.4 Phasel(i~0) Energy transfer function(T(k)) and 

Energy flux function(ll(k)) 

10・' 

1 o-' 
.. , ... 11''''' ...... --;;;.•-- .. ,,,_-
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・・・・・・・・・・・・・・・・・・ ··•···· 
·········•·· 
．．．．． 

・・・・・・・・ ・・・・・・・ 
TT1(k) 

T1(k) 
・．
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10°,, 

(

y

)

 
1L

'
(11)
1u
 

-10"' 

1 o-' 10° 

切

Fig.5 Phase2(i < 0) Energy transfer function(T(k)) and 

Energy flux function(ll(k)) 

Fig.4のPhaseIにおける図によると、 kr,

低波数帯においてエネルギー伝達関数がほとんど一

定の正値をとり、 エネルギーフラックス関数が負か

ら正に変化しており、大きなスケール GSから小さ

なスケール SGSへの forwardなエネルギーカスケー

ドが起きている。

Fig.5のPhase2における図によると、 kr,::;; 0.06の

低波数帯においてエネルギー伝達関数がほとんど一

定の負値をとり、エネルギーフラックス関数が正か

ら負に変化しており、小さなスケール SGSから大き

なスケールGSへの backwardなエネルギーカスケー

ドが起きている。

式(4.7)と式(4.8)により Fig.4とFig.5に-5/3乗の平
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衡スペクトルに対応する赤破線、 -7/3乗の非平衡ス

乗の平衡スペクトルからの変動成分は-7/3乗の非平

衡スペクトルが支配的であることが分かる。

5. 非平衡エネルギースペクトルと SGSモデルの関係

平衡状態ps:eDを仮定した Smagorinskyモデルに

ついて述べる。 GS成分から SGS成分へのエネルギ

ーカスケードを示す SGS散逸項Dは、小スケールに

おける全エネルギーの散逸率Eにほとんど等しいと

みなせて、
C0K 
3/2 

D=  G 
△ 

~c: (5.1) 

式(5.1)よりKc""託/3であるので対応するエネルギー

スペクトルをE(k)= CKE213k―aと仮定すると、 Kcと

E(k)は
00 00 

知 =11△ E(k)dk = 1/△ C炉 2;3k―"'dk

3 △ 2/3 

= 2CKし） f2/3 

と関連付けることができ、

a=~, CK=~(tf/3 

と決定される。そして、

E(k) =~ い）2/3 
c2/3k―5/3 

3 Ce 

を次元解析的に得る。得られた式(5.4)より

2瓦ふ =2r! △ 炉E(k)dk= c;2!3召△-4/362/3 
,0 

これにより、

Cv=Cd△ 

を得る。

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

前述のように Lillyにより Smagorinskyモデルでは

-5/3乗の平衡スペクトルに対応していること (8)が明

らかにされている。

次に 1方程式モデルとスペクトルの対応について

述べる。

SGSエネルギーの支配方程式

知 =C,,,△K誓(2祝祝）一 Cぷ誓
△ 

(5.7) 

であるが、ここでT= ot(O≪1)とおき、 Kc(r)を摂

動展開する。

知 (T)= K。+8K土）＋炉K2(T)+... (5.8) 

ここで展開の 0次解は SGS生成項(P)と散逸項(D)が

等しいと仮定した定常状態の解であり、 Smagorinsky

モデルに整合する。

C 
ぶ(2祝図）
CE 

式(5.9)を用いて式(5.7)を書き換えると、

C 
知＝二KoK!-

Cぷ心(2
△ △ 

次に SGSエネルギー位の一次展開

(5.9) 

(5.10) 

K瓜T)=K。+r5K1(T) (5.11) 

の解を求める。式(5.10)より

r5 
8Kc 8(K。+r5Kり
缶 =r5 缶

CE 
3/2 

=-K。(K。＋叫）1/2 -CEK。 (5.12)
△ △ 

式(5.12)において

戻K。(K。＋叫）1/2:::::: 亨 (1+~ 羹） (5.13) 

と近似し両辺の0(8)の項を比較すると

粕＝賛（見）亨 (5.14)

になる。

K。=1こ恥(k)dk= ;c炉 2/3(合）2/3 (5 .15) 

式(5.14)に式(5.15)を代入する。

K1 = i [2 G) 112 (~) 4/3 -rrci2] is―2/3 
(5 .16) 

そして8的に対応するエネルギースペクトル佑(k)を

凡(k)ocいと仮定して求めると、

K1 = 1こ凡(k)dk= 1こC1(ts―2/3) k―f3dk 
C1 1r 1-/3 
= a-1は）稔―213 (5.17) 

式(5.16)と式(5.17)を等しいとすると式(5.18)となる。
7 2 3/2 1/2 
/3 = 3, C1 = 

となり、
2 3/2 1/2 

恥(k)= 4し） 7r ell (蕊―2/3)k―7/3 (5.19) 

を得る。したゞって、 K廿ま-7/3乗スペクトルに対応

していることになる。

さらに SGSエネルギー位の二次展開

邸 (T)= K。+oK由）＋炉k叩）

の解を求める。式(5.10)より

(5.20) 

8(K。十紐K1+炉恥） C 
d 缶＝二Ko(K。＋孤＋炉K叫1/2

△ 

C,K。3/2 
―△  (5.21) 

式(5.21)において

Ca C 
二K3/2(1+--+--

8K1 炉K2
△ △ 0 2K。2K。)

(5.22) 

と近似し、両辺のO(炉）の項を比較すると、

2△ . 
応 (t)=町己凡K。方 (5.23) 
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を得る。これに式(5.14)を用いると、

(5.24) 

となり、さらに式(5.15)を代入すると

応 (t)=二（り［巽―1-~(~Y] 
(5.25) 

を得る。炉的に対応するエネルギースペクトル尼(k)

を同様に求めると、
00 co 2 合 2

応=11△ 恥(k)dk= 1/△ C2 [ss―1 -3し）］いdk
[ss―1 -~(~r J 

(5.26) 

となり、
16召

1=3, C2=--
3 c2 (5.27) 
e 

を得る。したがって、

恥(k)=誓言［蕊―1-~ じ）2] k―9/3 (5.28) 

となり、紀に対応するスペクトルは-9/3乗となる。

以上のことから 1方程式モデルにおいてエネルギ

ースペクトルは式(5.29)のようになる。

E(k)=E。(k)+ E1(k) +凡(k)+・・・
+ C食―2/3k―7/3

+C2 [fr-1 -~ じ）] k―9/3 +・・・ (5.29) 

-7/3乗ス

ペクトルを示す第2項、 -9/3乗スペクトルを示す第

3項のみで終わらず、無限に項は続く。

以上のように Smagorinskyモ一‘‘プルでは SGSエネル

ギーK叶こ-5/3乗スペクトルのみが加えられ、 l方程

そこで式(5.8)の摂動展開の第2項で展開を打ち切る

ことができると考え、次のモデル(Non-equilibrium

Smagorinskyモデル）を提案する。
△ . 
恥 K。Ka=K。+Ki=K。+2 ゴ (5.30)
Ce 

6 . Non-equilibrium Smagorinskyモデルの評価

Non-equilibrium Smagorinskyモデルを評価するた

め、実際に LESの計算を行った。式(5.30)の初項は

式(5.9)により、第2項の計算は式(5.14)より得て次式

のように計算した。

k『) △ =4ー
C" 
(K炉）ら

~4~Ff —/KP +4仝豆a/i<fl
C0 ot C0 1 仇 (6.1)

ただし、 (n)の添字は nステップにおける値を示す。

また計算の安定化をするために位の値が負になっ

た場合は、その格子点における位を 0に置き換える

clipping操作を行った。

Smagorinskyモデル、 l方程式モデル、

Non-equilibrium Smagorinskyモデル計算の結果を述

べる U

式モデルではSGSエネルギーK叶こ-5/3乗スペクトル Fig.6 Temporal variations in the GS and SGS energy. 

に加えて非平衡スペクトルによる変動成分の効果が Filtered DNS data and the results obtained using 

加えられる。 the Smagorinsky model, One equation model and 

さて、 Smagorinskyモデルでは SGSエネルギーKc Non-equilibrium Smagorinsky model are shown. 

平衡スペクトルによる変動成分を加えることができ

ていない。 1方程式モデルでは位に非平衡スペクト

ルによる変動成分を加えているが無限に項を加えた

Fig.6にDNS、Smagorinskyモデル、 1方程式モデ

ル、 Non-equilibriumSmagorinskyモデルの LESによ

って得られた GSエネルギーと SGSエネルギーの比

場合、級数の収束性は保証されない。さらに先ほど 較図を示す。 Fig.6より GSエネルギーにおいて

のDNSデータによるエネルギースペクトル図 Fig.4 Non-equilibrium SmagorinskyモデルはSmagorinskyモ

とFig.5で示したように非定常・非平衡の乱流場にお デルと 1方程式モデルに比べて概して予測精度の改

-7/3乗の非平衡スペクトルが支配的である。 著に予測精度改善が見られ、 Smagorinskyモデル、 1
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