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格子上の場の理論におけるエネルギー運動量テンソルの測定

伊藤悦子

高エネルギー加速器研究機構素粒子原子核研究所理論センター

1. はじめに

物質を構成する素粒子に働く基本的な力の一つ

に、「強い力」と呼ばれる相互作用がある。これは、

現在物質を構成する最小単位であると考えられてい

る「クォーク」に働く力であり、菫子色力学という

体系を用いてよく記述される。ここで 「強い力」と

いうのは、電磁気力より強い、という意味で名付け

られた。

この量子色力学のダイナミクスを理解するための

最も強力な手法の一つが格子理論に基づくシミュレ

ーションを行うことである。景子色力学は、非可換

ゲージ理論という理論で記述されるが、格子上の場

の理論は、量子色力学の特徴であるゲージ不変性を

保ったまま非摂動論的に調べることができる、これ

までに知られている唯一の方法である。これまでに、

クォークから作られるハドロンのスペクトル、有限

温度におけるハドロン相とクォーク・グルオン・プ

ラズマ相との相転移などの研究がこの格子ゲージ理

論とそれに基づく格子シミュレーションを用いて研

究されてきた。

しかしながら、格子理論を用いる事によって困難

が生じる事もある。その一つが、場の理論における

最も基本的な呈である「エネルギー運動量テンソル

(EMT)」をうまく定義できないということである。

EMTは、エネルギーや運動量、また有限温度系にお

ける圧力や熱的なエントロ l:::゚ ーなど場の理論の基本

的な量と関係する。一方で、 EMTは、ローレンツ変

換の生成子である。しかしながら、格子上では時空

を離散的にするため、その定義から無限小並進不変

性や回転不変性が破れており、格子上の EMTの定

式化は一般に困難であった。

2. Yang-Mi I Is gradient flowに基づく EMTの新

しい定式化

近年、場の理論に「Yang-Millsgradient flow(または

Wilson flow)」と呼ばれる新しいアイデアが提案され

た（文献[l])。このアイデアは元々連続的な場の理

論で定義されるものである。時間と 3次元空間上の

量子場の理論に、仮想的な時間(flowtime)を導入し、

この flowtimeに関する一階の微分方程式として与

えられる。

格子上の場の理論にもこれに対応する方程式が与

えられ、連続極限を取ることでフローさせた後の連

続的な場の理論と格子上の場の理論の間の対応関係

を与えることができる。

量子場の理論

/(UV発散あり）＼

摂動論で次元正則化 格子正則化

+YM gradient flow +-+ +Wilson flow 
（一般座標変換不変性あり） (a->0を取る）

有限な flowtimeでは、 UVfinite! 

図 1 : EMTの新しい定式化の基本的なアイデア

この gradientflowの特徴の一つは、有限の flow

timeにおける紫外有限性である。普通の場の理論で

は演算子毎に紫外発散を取り除くためのくりこみの

作業をしなければならない。しかしながら、 gradient

flowを用いると、力学的なクォーク場の存在しない

pure Yang-Mills理論の時にはゲージ結合定数のくり

こみを行えば全ての複合演算子がくりこまれた量と

なる事が示された（文献[2])。EMTもこのような複

合演算子の一種であり、摂動領域において連続理論

で次元正則化を行った EMTと、格子上でのこれに

対応する次元 4 の複合演算子に対する対応関係が

2013年九小卜1大学の鈴木氏によって具体的に導出さ
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れた（文献[3])。

著者らは、同じく 2013年にこの関係式を用いて実

際に格子シミュレーションを行い、有限温度 QCD

における EMTから熱力学量（トレースアノマリー

とエントロピー密度）を導出した（文献[4])。

以下では、その詳細を説明する。

3. 格子シミュレーションの手順

格子シミュレーションを用いた EMTの導出手順は

以下の 4つの手順にまとめる事ができる。

Step 1 

flow timeゼロでのゲージ場の配位を生成する。

Step 2 

gradient flowの方程式を解いて、 flowtime (t)で

のゲージ場の配位を生成する。

Step 3 

flowさせたゲージ場の配位を使って、 2種類の次元

4の複合演算子を測定する。

Step 4 

連続極限をとり、さらに flowtime (t)がゼロの極

限を取る。

特に、 Step1とStep2では、スーパーコンピュ

ータによる数値計算を行う。以下その 2つについて

のさらに詳細を述べる。

3. 1 (Step 1)配位生成

今回、我々は、クエンチ QCDというダイナミカ

ルナフェルミオンが存在しない系におけるシミュレ

ーションを行った。この場合、最も有効な配位生成

のアルゴリズムの一つが 「（擬）熱浴法」と呼ばれる

ものである。熱浴法では 0から 1までの一様乱数を

生成し、それを解に持つような SU(2)の配位を生成

し、それを 3回繰り返し組み合わせることで SU(3)

のゲージ場の配位を生成する。

さらに、 overrelaxationと呼ばれる SU(3)回転の変

換手法を組み合わせ、なるべく早く SU(3)の配位空

間全体を覆えるような配位を生成する。

実際の我々のシミュレーションでは、 1回熱浴法

でアップデートして 5回overrelaxationをする組み合

わせを lsweepとして、 200から 500sweep離した配

位を 100から 300個生成した。

3.2 (Step 2)Yang-Mi I Is gradient flowのシミュ

レーション

我々の研究における特徴的なシミュレーションは

Step2で行う gradientflow方程式を数値的に解く事で

ある。 gradientflow方程式は、先に述べたようにゲ

ージ場（またはリンク変数）に対する仮想的な flow

timeの 1階の微分方程式で与えられる。この方程式

を数値的にとくため、ルンゲクッタアルゴリズムを

用いた。

4. 結果

flow time t=Oからルンゲクッタを用いて flowさせ

たゲージ配位を生成し、各 flowtimeで Step3である

複合演算子を測定した。ある温度(T=1. 7Tc, Tcは閉じ

こめ転移の温度）におけるトレースアノマリーとエ

ントロピー密度の測定結果が図 2である。
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図2: (上）トレースアノマリー（下）エントロピー密度の

flow time (t)依存性

黒が最も格子間隔の細かい格子のデータ (Nて

=10)、中間の格子間隔が青の Nて=8、赤が格子間隔
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の粗い N正 6の時である。データの誤差は濃い色が

統計誤差のみを、薄い色は結合定数のくりこみに関

する系統誤差も含めた誤差を表す。

連続極限での EMTを求めるためには、さらに Step

4の極限操作を取る必要がある。この時、この新し

い定式化が 「有効な flowtimeの領域」がある。 具体

的には、格子間隔が見えない程度に十分に長い flow

timeを取らなければいけないという flowtimeの下限

(2a<<sqrt(8t))と、格子のサイズより flowtimeが短く

ないといけない (sqrt(8t)≪l/2T)という上限がある。

全ての格子間隔のデータに対して、この両者が満た

される flowtimeは、図の赤い破線（横軸が 0.33程度）

から、黒い点線（横軸が 0.5まで）である。この領域で

は、データの値が誤差の範囲でほぼ定数であること

がわかった。そこで、我々は固定した flow

time(sqrt(8t)T=0.4)をとり、連続極限を取ることで、

最終的に EMTからトレースアノマリーとエントロ

ピー密度を得た（図 3)。
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図3:連続極限を取った後の（上）トレースアノマリー（下）

エントロピー密度の他の手法との比較

これを、これまで知られている積分法による格子

シミュレーションの結果（文献[5,6,7]) と比較した

ところ、 2シグマ程度のずれはあるものの、よく 一

致していることがわかった。

5. おわりに

我々は、これまで格子上に定義するのが難しいと

されてきたEMTをgradientflowを用いることで格子

シミュレーションから非摂動論的に導出することに

成功した。

今回の研究では有限温度系における EMTの一点

関数を測定することで熱力学量を導出し、他の手法

とよく一致していることを確認した。我々の手法は、

これまでの積分法と比べて、調べたい温度における

シミュレーションを行うだけで良く、さらに gradient

flowを行うことで物理量の統計精度も飛躍的に良く

なることが分かった。何より EMTという、連続的

場の理論における基本菫から導出できた点が新し

い。今後は、これまで格子シミュレーションで測定

するのが非常に困難で未だ結論の出ていない、粘性

等を EMTの2点関数から導出することが期待され

る。

最後に、本研究を遂行するにあたって、 gradinet

flowのコード開発、また本格ランの配位生成を大阪

大学のスーパーコンピュータ（特に SX-8とSX-9)

を用いて行ってきた。この研究はアイデアから論文

が出るまで 2ヶ月にも満たない期間で遂行すること

が出来たのだが、これは新規的なアイデアをすぐに

試すことのできるシステムとなっているこれら共用

計算機のおかげである。日頃からシステムの運営を

支えてくださっている方々（特に外川さん、堀田さ

ん、鎌野さん）に深く感謝致します。
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