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La Structure du Groupe des Similitudes Directes GO} (Q)
sur un Corps de Caractéristique 2.

Par Akiko OHARA

1. Soient K un corps commutatif de caractéristique 2 et E un espace
vectoriel de dimension # sur K. On appelle forme quadratique une
application @ de E dans K qui satisfait a2 une identité de la forme

(1) QNx + 5y) = NQ(x) + 1 Q(y) +Muf(x, p)

ol f est une forme bilinéaire sur ExE et ou x, y sont des vecteurs de
E et A, p des éléments de K. On peut alors définir les notions d’une
forme quadratique “non dégénérée” ou ‘“‘défective”, d’un vecteur “sin-
gulier”, de “l'indice” de @ et d’un sous-espace ‘‘isotrope”’, de méme que
dans le cas de caractéristique p==2, [1]. Nous supposons toujours que
la dimension de E soit paire n=2m et que @ soit une forme quadratique
non dégénérée d’indice v <m. Comme f est une forme alternée, il existe
une base symplectique pour f, (¢;)i<i<2m dans E. Alors, on peut

2m
écrire Q(x), x=">Y)¢;&;, sous la forme®
i=1

(2) Q) =S {QIE+EEp i+ Qem M} + 30 Ef

Une collinéation semi-linéaire #, relative 4 un automorphisme o de
K, est appelée une semi-similitude si on a

(3) Qu(x)) =r(Q(x))"  (x<€E),

v, étant une constante non nulle, appelée multiplicateur de . Les
semi-similitudes forment un groupe. Désignons ce groupe par 1'0,(Q).
Les transformations de /'O, (Q) associées a I'automorphisme identique de
K forment un sous-groupe distingué GO,(Q) de I'0,(Q), appelé le groupe
des similitudes. Celles de multiplicateur 1 forment Je groupe orthogonal

1) Draprés la définition, on obtient d’abord par récurrence sur m l'expression de Q(x) telle
m
que Q(x)= E}{Q(e,.)gﬁ-}—g,»E,,,+,-+Q(em+,»)£2m+,'}. Ensuite, pour tout vecteur singulier ¢ et tout

plan non isotrope P contenant g, il existe dans P un vecteur singulier et un seul d==q, tel que
f(a, b)=1, (cf. [1], p. 20). Donc, dans le cas de l'indice » =1, on peut choisir une base (e;)
de sorte que les 2v termes Q{¢)), Q¢,+;) ot m-v+1<!<m s’annulent.
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0,(Q). Soit 4(Q)= lj Q(e;) Q(e,,. ;) le pseudo-discriminant de @, ([1] p. 63),

relative a la base symplectique (¢;)1 <i<2m, et soit v une similitude sym-
plectique, c’est-a-dire une transformation telle que f(v(x), v(y)) =7, f(x, ).

Si l'on écrit v sous la forme de matrice <§ g), A=(a;;), B=(b;;), C=(c;;),

D=(d;)), 1<i, j<m, et si I'on pose @,(x)=Q(v(x)), le pseudo-discriminant
4(Q,) de Q, est donné par

(4) 4Q,) = r34Q) + D()*+7,D(v)

ou D(v)= fm‘_ﬁ {Qe))a; c;;+Qle,.. )b ;d;;+b;,c;;}”.  Siwv appartient a GO,(Q),

5=
on a 4(Q,)=7r24(Q) et D(w)*+r,D(w)=0. On a donc D®)=0 ou D@)=r,.
Le sous-groupe de GO,(Q) formé des transformations v telles que D(v)=0
est appelé le groupe des similitudes directes. Désignons ce groupe par
GOz (Q).

Dans le cas de caractéristique p=+=2, B. L. van der Waerden [2] et
J. Dieudonné [3] ont déterminé les structures des groupes GO;(Q) pour
n=4,6 et celles des groupes O;(Q) pour n=3,5. Pour »=6 et l'indice
vy=23,2, on peut voir que ces résultats sont indépendants de la caracté-
ristique du corps de base. Il nous reste 4 examiner la structure du
groupe GOZ(Q) pour les indices 1 et 0, le corps de base étant de
caractéristique 2.

2. Nous allons d’abord démontrer trois séries de lemmes préliminaires
concernant les corps (1-6), les formes quadratiques (7-10) et la com-
mutativité des collinéations avec des collinéations ou des corrélations
(11-13). Dans tout ce travail, on suppose que le corps de base K soit
de caractéristique 2.

Lemme 1. S¢ l'on a une extension quadratique K, sur K obtenue par
adjonction d’une racine p de léquation X*+X+a=0, a€ K, et si l'on a
E+E=b, E€cK, E¢K, beK, il existe alors un élément « dans K tel que
a+b=a’*+«.

En effet, en posant E=cp+d, c,d€ K, on a E+E=c’p*+d*+cp+d
= c*(p°+p)+(c*+c)p+d°+d = cfa+(c*+c)p+d*+d. Comme (c*+c)p doit
étre dans K, on a ¢*+¢=0, donc ¢c=0 ou c=1. Comme c¢=0, on a
c=1, donc a+b=d?*+d.

Soient K,, K, les extensions quadratiques de K obtenues par adjonc-

2) Pour obtenir 4(Q,) il suffit de calculer ﬁ Q(v(e))QW(em+;))= é Q{ SE (a;je;+bijemri)}
i=1 =1 =1

><Q{i5;‘1 (cije;+d;jem+i)}, en utilisant la relation (:‘é :g)(gg)(‘g lc))z(r,?E r‘bE) .
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tion des racines p,, p, des équations X*+X+c¢, =0, X?+X+c¢, =0,
¢, c; € K. Désignons par K, leur corps composé K, K, et par K, I'exten-
sion K(p,+p,). Supposons que K, et K, soient linéairement disjoints.

Lemme 2. Pour un élément N\ de K,, si N*+\ appartient a K, alors
A\ doit étre dans K,, K, ou K,. (Cf. Théorie de Galois)

Lemme 3. Soient o, o, les automorphismes de K, sur K tels que
plri=p,+1, pir=0p,, p2=p,, p2=p,+1. Si un élément & de K, est tel
que t&°r appartient a K, alors § peut étre écrit £ =¢.¢,, £, €K, ¢, €K,.
De méme, pour un élément ¢ tel que (&’ appartient ¢ K, on a ¢=¢,¢,,
£, € sz £ € K3°

Si Ton pose §=vp,+8, v, 8€K,, on a {1 = (yp,+0)(y"p,+87)
= yy71p}+8%1p, +8y71p,+ 08871 et alors on a {71,y 488714 (yyr+ 0
+0y"1)p, = 0. Comme &&71+c,yy"1+068"t est un élément dans K, on a
vy°-+9571+8y"1=0. Montrons ensuite qu’il existe un élément b dans K
tel que ¢{1+b(p,+p,)} ou bien ¢{b(p,+p,} appartient 4 K,. Pour un
élément x de K,, on a {{1+x(p,+p,)} = (yp,+06){1+x(p,+p,)} =c, 27+ +
x8p, + {y +x(yp,+v+98)}p,. Si 9p,+v+064=0, posons x=r(yp,+v+06)"'=b.
L’élément b=y(yp,+v+06)"" est un élément de K, tel que &{1+b(p,+p,)}
=c,by+0+0bdp, appartient 4 K,. D’aprés la relation qy®i+8%1+8¢"1=0,
on a b%i(yp,+v+98) = g7 y71p, +067) Hyp, +v +8) = (y71p, +87) Ty ip, + ¥yt
+T18) = (y"1p, +8°1) "y 1p, +y871) =¢, C’est-a-dire b°1=10b et donc b est un
élément de K. Si yp,+v+8=0, pour un élément arbitraire b==0 dans
K, on a &{blp,+p,)} = (vp.+8){b(p, +p,)} = blyp.+vp, +7) (P, +p2) = by(p,
+p,+1)p, +p,) =bv(c, +¢,), ce qui appartient a K,. Désignons par ¢,
lélément {1-+0b(p,+p,)} ' ou l’élément {b(p,+p,)} ', et par ¢, I'élément
c,by+8+b8p, ou I'élément by(c,+c,), suivant que yp,+y+86==0 ou bien
yp,+y+6=0. Alors on obtient {=¢(,, &, €K,, {;€ K,. De la méme
facon, on peut démontrer la deuxiéme partie du lemme.

Lemme 4. Soit K un corps commutatif admettant un automorphisme
involutif =. S’il existe un élément ¢ dans K tel que ¢*=c et qui nest
pas de la forme M\™ dans K, alors on peut former une extension quadratique
L de K ayant les éléments 1, ® comme base tels que o*=c, E*=o0""%¢w,
£ eK.

On peut le voir immédiatement a l'aide des théorémes 3 et 4 de
J. Dieudonné. ([3] p. 184 et p. 186)

Lemme 5. Soient K, L, =, ¢ vérifiant les mémes conditions que dans
le lemme précédent. Soit F un espace vectoriel sur K de dimension paire
2n et soit 0 une collinéation de F relative a [I'automorphisme = et telle
que *(x)=uxc. Si l'on pose x(&+own)=xE+0(x)y, x€F, & neK, lespace
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F devient un espace vectoriel F’' de dimension n par rapport a L.

En raison des relations 6(x€)=06(x)E" et 0*(x)==xc, x€F, £€ K, on
peut facilement vérifier les axiomes d’espace vectoriel et on a une
structure d’espace vectoriel sur F par rapport a L.

Lemme 6. Soit K un corps commutatif admettant les automorphismes
involutifs =, o tels que mwo=or el soit L une extension quadratique sur
K définie par les éléments de base 1, » tels que o*=c, &* =w €0, "=c"
—=ceK, EcK. En posant @ =nqi+wns® on a=n,+wy, est un élément
arbitraire de L avec n,, 5,€ K, on peut prolonger I'automorphisme o en un
antiautomorphisme o de L.

En effet, pour deux éléments arbitraires «, 8 dans L, B=¢, +of,,
¢, &, € K, on vérifie que (aB)”'={(y,+on,)({,+w08,)} "= {n,{, +n,08,+on,t,
+ @, “’Cz} = {"/1 &+ w7711t§2 + ol + ("2"7;;2} 7 = {"71 &+ w"?fé‘z + @, +C?];é‘2} o
== {(711 gl +C"7; é‘z) -+ 0(77;.[ Zz + 1, Z )} 7 = (771 §1 +C7712t ?2)6 + ("("71; é‘z + 77, Cl)my = 771— C;
+en3ls+ g 5+ o T =g {1+ 0'n3° L + o] £5° + a’mo‘f et que 87 'a”
= (§1+083°)(n] + 07}7) = {19l + {03y + 0l 51+ ol 0 = {1 9]+ ol1" 777
+ol3 ]+ o* é"z’ofz"’. Comme K est commutatif, on a (@B)” =pB"a”". 1l est
clair que 0" =, £ =§°, Ec K.

Lemme 7. Soit p*+p=ab, alors la forme af*+En+by* se décompose
en a(f +—ap—n><f +p+197>

Lemme 8. Soient K un corps commutatif et F un espace vectoriel
de dimension 4 sur K ayant pour base les vectewrs &,, &,, &, &. Soit
Qx) = abi+E & +ati+afbi+EE,+afb} la forme quadratique & quatre
variables sur K. Si le pseudo-discriminant 4(Q) est de la forme p(b)=0b+b,
il existe alors une base de F telle que Q(x)=a,(n}+ 7,5, +a,axn3) + a,(n3+n,7,
+a,asn3), et alors AQ) devient nul. Si AQ) n'est pas de la forme p(b)
dans K, Q(x) s'écrit sous la forme: Q(x)=a,(p}+ 5, +a,asni)+a(ni+ 7,
+a2a477§).

Faisons le changement de variables: 7, =&, 5,=£,+ b ’g}, 7= 1 53,

=1 £,. La forme quadratique s’écrit Q(x) = a, {5} + 7,1 7, + @, as m}

2
+a, {3+ + O +b+aa)nit = a{ni+n.m+aasmi} +a,{ni+nn.+aasmi}.
Dans l'autre cas, si I'on fait le changement de variables: 7»,=&,, 5,=§,,

,73=%§3, 774=%§4’ on obtient la forme cherchée.
1 2

REMARQUE. Soit la forme quadratique Q(x) = a,&}+&.&, +aséi+ a3
+£&.8,+a,f? d’indice 0. Soient p,, p, des racines des équations X2+ X
+a,a4,=0, X*+X+a,a,=0. Désignons K(p,), K(p,), K(p,, p.) par K, K,, K,
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respectivement. D’aprés le lemme 1, si p,€ K,, alors 4(Q) est de la
forme p(b) dans K. Réciproquement, si 4(Q) est de la forme p(b) dans K,
comme on a 4(Q)=b+b=a,a,+a,a,=pi+p,+a,a, on a p,=p,+beK,;
en utilisant le lemme 8, on peut supposer p,=p,. Alors le fait que
p,=p, équivaut a la condition que 4(Q) est de la forme p(b) dans K.
Dans ces conditions on arrive au lemme suivant.

Lemme 9. Soient Q(x), p., p,, K,, K,, K, vérifiant les mémes con-
ditions que la remarque. (i) Si p,=p,=p, et si o est un automorphisme
de K, tel que p°=p~+1, alors a,a, n'est pas de la forme £¢° dans K,.
(i) Si p,==p,, et si o,, o, sont des automorphismes de K, tels que p7r=p,+1,
pr=p,, plr=0p,, p=p,+1, alors a,a, West pas de la forme ¢¢* dans K,,
ou T =0,0,.

(i) Si l'on avait a,a,=¢¢°, ¢ € K,, on aurait —Zz-=<%><—g—>0= gee.
Selon la forme Q(x) du lemme 8, et le lemme 7, si T'on prenii r;ll-!-pm:;",
n+pn, =1, on aurait Q(x)= a,{ni+nn+a,asn} + a,{n + n,m+a,asni}
= ax{"71 + P'773} {"/1+ (P+1)"73} + az{"?z + P’h} {772+(P+1)’74} = axf;ltm'*' a, = 0,
pour un vecteur non nul, contrairement a I’hypothése de I’indice O.

(ii) Si on avait a,a, = ¢ (=ap,+B, «, B<cK,, on aurait a,a, =
(ap,+ B) (a’1p, + %1 + B9) = aa’1p; + aa’ip, + afip, + Ba’p, + a’13 + BE%
= @,a,aa” +a B+ BB% +(aB% + La’)p,. Dol on tire

(5) aB%i+RBa’t = (
(6) a,a,+ a,a,0a% + a1 B+ BB = (.
(@) Si B=£=0, d’aprés (5) on a <%>01 = % , donc —gl € K. 11 existe alors

un élément @ dans K tel que a=aB. De la formule (6), on tire

a,a,+a,a,a’BBR’ +aBB" 1+ BB =0 et alazp%&1+“za4a2+a+1:0' En posant
1 1
—=bp,+¢, bc€K, on a

=" BA":

alors on a a,a,(b’a,a,+c*+bc)+a,aa°+a+1=0. En multipliant par a,,
cette formule se raméne a a,(ca,)’+ (ca,)(ba,a,) + a,(ba,a,)’ + a,1*+1(aa,)
+aaa,)’=0. Pour le vecteur non nul x,=ca,S, +§,+ba,a.S,+aat,, la
forme Q(x,) se réduirait a 0, ce qui contredit I’hypothése que cette forme
soit d’indice 0. (b) Si 8=0, on a a,a,=a,a,ca” d’aprés (6). En posant
»-bl-‘»—=bp1+c, on a alaza—clca;=a1a2(b2a1a3+c2+bc)=aza,. Comme dans le
cas (@) on aurait a,(ca,)’+ (ca,)(ba,a,) +a,(ba,a,)’+aa3=0. Par suite, pour
le vecteur x,=ca,€,+ba,a,é, +a,,==0, la forme Q(x,) serait égale a 0,
contrairement a I’hypothése de I'indice 0.

= (bp, +c) (bp, +b+c) = b*a,a,+c*+bc, et
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Lemme 10. Soient K, L les corps du lemme 4, soient F, F’ les
espaces vectoriels des dimensions 2n, n respectivement, considérés dans le
lemme 5 et soient o, ¢’ les antiautomorphismes donnés dans le lemme 6.
Alors, la relation g'(x,y)=g(x,y)+oc™'g(0(x), y) établit une correspondance
entre formes sesquilinéaires® g sur FxF relatives a [’antiautomorphisme
o et formes sesquilinéaives g’ sur F’'xF’ relatives a ['antiautomorshisme
o’. De plus, si la forme g’ est hermitienne, la forme g [est aussi.
Réciproquement, si la forme g est hermitienne définie par une corrélation

@ de F dans F* telle que ‘¢ =@, ¢0=cé<p, alors la forme g’ est aussi
hermitienne.

Prenons d’abord une forme sesquilinéaire g’ sur F’xF’ relative a
I'antiautomorphisme ¢/, clest-a-dire, g’(x, y) = a’’g’(x, y), g'(x, ya) =
g'(x, y)a pour x,y€F’, acL. Posons g'(x, )= g(x, y)+wg,(x,y), ol g
et g, sont des applications de F’xF’ dans K. Quand on considére F’
comme espace vectoriel sur K, g est une forme sur FxF. Puisque
g'(xo, y) = o”'g'(x, 9) = 0g’(x, ), on a g(xo, y)+eg,(re, y) = og(x, y)+
o’g,(x, ) =g (x, y) +cg,(x, y). Donc, g(xw,y)=cg,(x,y), & (xo,y)=g(x,).
Mais ces deux relations sont équivalentes. Car, on remarque d’abord que
pour a€K, g(xa,y)=a"g(x,y) et g,(xa,y) =0 'a"og,(x,y) =a""g,(, y).
Alors, g(xw, ¥)=cg,(x, y) entraine que g(xo, y)=g,(xc, ) =g,(xo* 3). Si
x parcourt F’/, xo=ux', parcourt aussi F’. Donc cette relation s’écrit
g2, y)=g,(x’®, ¥). Réciproquement, si g,(xw, y)=g(x,¥) on a g(xo,y)
=g (x0? y)=g,(xc, y)=cg,(x,y). Dautre part, on a 6(x)=xw. Il s’en suit
que pour une application sesquilinéaire g’ de F’x F’ dans L il existe une
application sesquilinéaire g de F'xF dans K telle que g’(x, y)=g(x, )
+wc'g(0(x), ¥). Il est évident que si g’ est hermitienne, c’est-a-dire
g'(y, x)=g'(x, »)°, g Pest aussi.

Inversement, considérons une forme sesquilinéaire g de FxF dans
K. Si I'on pose g'(x, y)=g(x, y) +wc™'g(6(x), ), comme on a, pour a€ K,
g(xa, y)=a”'g(x, y) et g(0(xa), y)=g(O(x)a~, y)=a""'g(6(x), y), on a alors
g'(xa, y) = a”g(x, y)+oc @ g(0(x), y) = a”g(x, y)+a”wc g(0(x), y) =
a”g'(x,5). Et on a g'(xe,y) = g(xe, y)+ec'g(d(xe), y) = o’c'g(xw, ¥)
+oc'g(xc, y) = o{wc'g(xw, ) +g(x, y)} = 0”'g’(x,y), car on a vu que
o” =, (lemme 6). Lorsque l'on considére F comme un espace vectoriel
F’ sur L, g’ est alors une application sesquilinéaire de F’xF’ dans L.
Supposons ensuite que la forme sesquilinéaire g soit définie par g(x, ¥)

=<@(x), y>, telle que ‘p=p, bl =ct\‘7{’(p. Alors la forme g est hermi-
tienne: g(y, x)=g(x. )°. Montrons que la forme g’ est hermitienne.

3) On trouve la définition de la forme sesquilinéaire a §5, chap. I [1].
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En effet, on a g(0(x), y)*=g(y, 0(x))*" © =g (07 (»)c, x)” =cg(x, 07 (3" >
=cg(x, 0(y)c™") = g(x, 0(y)). Comme on a o '{w=2{_" pour (€K, on a
wg(0(x), )™ =g(0(x), )" . Doul on trouve finalement g’(y, x)=g(y, x)
+ocT'g(0(y), x) = g(x, )7 +oc'g(x, 0(3)” = g(x, y)” + wc'g@(x), )
=g, »)7 +c g0 ), 7o = gx, 57 +g0(x), ¢ o = {g(x, ) +
wcg(0(x), N} = g(x, ).

Désignons par F® l’espace des bivecteurs sur F. Toute application
semi-linéaire v de F dans lui-méme a une puissance extérieure seconde
qui est une application semi-linéaire v® de F* sur lui-méme définie par
v®(x Ay)=uv(x) Av(y), ou x,y sont des vecteurs arbitraires de F.

Les trois lemmes suivants sont déduits des résultats obtenus au
cours des démonstrations du cas de la caractéristique p==2, [3]. Comme
ces résultats ne dépendent pas de la caractéristique, nous ne donnons
pas de nouveau leurs démonstrations.

Lemme 11. Soit K un corps commutatif admettant un automorphisme
involutif o et soit F un espace vectoriel de dimension 4 sur K. Soit 6 une
collinéation de F dans lui-méme relative ¢ o telle que 6*(x)=cx, c=c" €K,
x€F. Pour une transformation linéaire v€ GL(F), si l'on a u=pv®,
pEK et ud®=0%u, alors on a u=vyv'®, y=q9"€ K, v' € GL(F) tel que
VO=0v, et p=p3* BeK.

Lemme 12. Soient L une extension non commutative de K, o un
automorphisme involutif de L et o un antiautomorphisme involutif de L
permutant a o. Soient @ une corrélation involutive de F dans F* relative
a o et 0 une collinéation involutive de F dans lui-méme relative a o telle

que F(x)=cx, x €F, ¢ étant un élément du centre de L et que ¢>0——-cé¢.

(7) Si lon a ¢>v=Mv)fp, vEGLYF), N€L, alors »=\"" et \ appartient

au centre de L. (ii) Si en outre on a v0=~0v, alors A=2\° est un élément
de K.

Lemme 13. Soient  une application canonique de F® sur F®* ef
@ une corrélation involutive de F dans F* relative a un automorphisme
involutif o de K. Pour v€GL(F), p€ K, si l'on a pv®Y 9P =" '@Puy™®,
on a alors <Pv=)uv)<p, MEK, et A=A\ |v|=p"""\? ou |v]| est le déter-
minant de v.

3. Considérons d’abord le cas de l'indice 1. Soit E un espace
vectoriel de dimension 6 sur K. Supposons que la forme quadratique
Q(x) soit rapportée a une base symplectique (¢;);<;=¢ telle que

4) On a po=c'o~p, ‘o=@ et p=cpo1.
5) Comme 6%=c¢, on a 6-l=c~g.
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(7) Qx) = &3 +EE +afi+afi+EE +abi+EE,,

ou la forme quadratique a quatre variables @,&}+&.&, +a,E}+a.fi+EE;
+asE% est d’indice 0, ce qui entraine en particulier que a,a,, a,a; ne sont
pas de la forme p(b)=0b*+b dans K. Le pseudo-discriminant est

(8) 4(Q) = Qle,) Qle,) +Qle,) Q&)

= a,a,+a,a; .

Soient p, p’ des racines des équations X?+ X+a,a,=0, X+ X+a,a,=0.
Selon la remarque du n°2, nous sommes amenés a distinguer deux cas,
suivant que 4(Q) est de la forme p(d) dans K ou non, autrement dit
que p=p" ou p==p’.

4. Cas ou 4(Q) est de la forme p(b) dans K. D’aprés le lemme 8,
la forme quadratique Q(x) peut étre écrite (pour une base convenable)

Qx) = a, {EF+E/E/ +(p"+p)E'5} +a {E5+E/E) +(p*+p)E'E} +E/E) .

Soit K, l'extension quadratique de K obtenue par adjonction de p et soit
E, P'espace vectoriel obtenu par extension a K, du corps des scalaires K
de E. Alors la forme @ est la restriction 4 E de la forme @, définie

sur E, telle que
Qux) = a, {&/+pE/HE +(p+ DE/} +a {8+ pE/HHE +(p + DET +E/E .

Les transformations de GOZ(Q) sont les restrictions a E des transforma-
tions de GOZ(Q,) qui permutent avec la transformation semi-linéaire
involutive w: (§/, -+, &) —> (7, ---, &%) de E,, ou o est l'unique K-
automorphisme de K,, distinct de lidentité. Par le changement de
coordonnées : 5, =a (£, +pE)), n,=a&,/+pE)), n,=E&/, n=E&'+(p+1)E/,
ne=E&'+(p+1)&/, n,=E&/, on a la forme quadratique d’indice 3 sur K,,

Ql(x) = 7,74+ 17,75 + 7375

Comme a,(&'7+pE3) =a,{E/+ (p+1)E/} =ani, a, 7+ pfl) =a,{& +
(p+DESY = amg, ET+(p+1DET=(E +pE ) =ai'y], E5+(p+1)ET=(E+
p&€/) =az'7n3, la transformation w s’écrit (#,, -+, ) — (@,7%, a.n%, 73, a'n3,
az'ny, 7). Soient F, l'espace vectoriel de dimension 4 sur K, et &, &,,
&, &, les éléments de sa base. Désignons par F{® 'espace des bivecteurs
sur F,. On peut alors identifier E, 4 F{® par la correspondance des
éléments de base telle que (e, ¢, &, e, &, ¢) —(E,NE,, E, N&, E NE,,
ENE, §;NE, E,AE). Si 0 est la transformation semi-linéaire relative a
o de F, dans lui-méme: (&, &, &, &)— (&, a.&;, a5, a,a,8,), 0% est la
transformation semi-linéaire de F'{¥ dans lui-méme: (§,AE,, -+, &N E)—
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(a(E,NE), a(E,NE), a,a(E, NE), ala(E, NE,), a,ai(E, NE), a,a,(E,NE)). On
a alors w=(a,a,) 0. D’aprés le lemme 9 (i), a,a, n’est pas de la forme
¢¢° dans K,. Alors, en vertu du lemme 4, on peut former l’extension
quadratique K, de K, ayant 1 et ® comme base, avec o*=a,a,, =0l
pour ¢€K,. K, est le corps de quaternions généralisés sur K qui
correspond au couple (¢,a,, @,a,): les quatre éléments 1, p, o, po forment
une base telle que o’=a,a,, pP’+p=a,a,, o 'po=p+1. Comme 6 est
une transformation involutive telle que 6(x)=a,a,x, d’aprés le lemme 5,

I’espace F', peut étre considéré comme un espace vectoriel F, de dimension
E3
2 sur K,. D’autre part, pour I'indice 3 on sait que GO¢ (Q):Kf{-(%ﬁ%lj‘}({ﬁ
ou ) parcourt K*, [2], [3]. Alors, toute transformation # de GO#(Q),)
peut étre écrite u=p0v'?, ol p est un élément de K¥ (homothétie) et v
est une transformation linéaire sur F,. La condition wu=wuw donne
0 pp® = > 6>, et d’aprés le lemme 11 on a #=vyv'® ou y=¢q° €K,
v eGL(F,), v0=0v. Mais, on peut considérer ¢’ comme une trans-
formation linéaire de F, sur lui-méme. La correspondance yv'®—u est
donc un homomorphisme de K*xGL,(F,) sur GO§(Q), avec un noyau

{(v% v™)}. On en conclut que GO;(Q):ME—) on v parcourt K*.

{(*, v}

5. Cas ou 4(Q) n’est pas de la forme p(b) dans K. Les deux ex-
tensions quadratiques K(p) et K(p’) sont linéairement disjointes sur K.
Désignons par K, leur composé K(p)K(p’). Soit E, I’espace vectoriel
obtenu a partir de E en étendant K 4 K,. La forme quadratique Q(x)
est la restriction 4 E de la forme

Q.(x) = a,{&/ +pEHE/ +(p+DE/} +a, {E +p'EHE +(p + D&/} +EE

sur E,, (lemmes 7 et 8). Si l'on fait le changement de coordonnées :
m = El/+pf4,7 7 = az(gzl‘*‘f)/fsl)» N = 3,» 7Ny = Q, {gl/+(p+1)€4/}) "75:§2/+
(p’+1)&/, n,=E&/, on a la forme d’indice 3 sur K|,

Q.(x) = 7,79+ 7,15 + 737 -

Soient o, T les automorphismes de K, tels que p"=p+1, p"=p’, p"=p,
p’"=p’+1. On peut considérer que toute transformation de GOZ(Q) est
la restriction a4 E d’une transformation de GO#(Q,) qui permute avec les
deux transformations semi-linéaires w, w’ sur E, données par w: (§/, -,
EN— ] -8 et w: (&, ,EN)—> (T, ,&%). Les transformations
w, w’ sont (7, = 775)—)((11_17]:) 7%, M3, G171, 75, 772) et (n,, -, 7]6)"("7;» a,ns,
73, s, 773, 7). Soit F, un espace vectoriel de dimension 4 sur K, et
soient @, @’ deux corrélations relatives aux automorphismes o, T de F,
sur F* (Pespace dual de F,) telles que @: (&, &, &, &) —(a,5,%, a,&%,
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EX, EF), @1 (&, &, &, &)—(&*, a,8%, &%, a,5,%). Les applications semi-
linéaires de F{® sur F{¥* déduites de @, @’ sont @@: (,A&,, -+, E,NE,)
= (@F(E, NEN¥, a, (8, NEYF, a, (8, NEX, (& NENK, a,(E, A&, a,(E,NE)F) et
@' (81 NE o, E,NE) — (@, (& N EH*, (& A 83)* , ay(&, NEY¥, a,(é, /\82)*’
a3(&, NEY*, a,(8, A&)¥). Désignons par + l'application canonique de F{®

sur FiZ)* telle que (61 NEgy ooy E;NE)—>((E A 54)*, (&1 84)*, (&N 53)*, (&, A
E*, (6, AE)F, (6, AE)F). On constate alors que
(9) w=P"ar'e?, w = arle"®.

Comme dans le cas précédent, pour tout u € GOZ(Q,), on a u = w® ou
# est une homothétie dans E, et v appartient 4 GL(F,). Les deux con-
ditions wu=wuw, w'nu=wuw’ s’écrivent avec les relations (9) Y 'u P@y®
=pU PP AT T DY D = gyl '’ @, Or, d’aprés le lemme 13, on a

(10) PO =20p, Pv=Nvp, \NEK,.

Donc, pour que la restriction de u=p0v® appartienne a GOZ(Q) il faut
et il suffit que » permute projectivement avec @, ®’. Mais, si I'on introduit
Papplication semi-linéaire 6 =a,p’'¢ de F, sur lui-méme, relative a
lautomorphisme = =o¢T=10, ces conditions sont remplacées par

(11) PV = AP , Bv=2A"00, A N'EK,.

Comme on peut voir facilement, ¢ est I'application de F, sur lui-méme :
(€1, &, &, &)—(aé,, a,a.5, &, af), donc on a

(12) (%) = a,a,x .

D’aprés le lemme 9 (ii) @,a, ne peut pas étre écrit sous la forme
¢e™, £€ K,. Formons a l'aide du lemme 4 I'’extension quadratique K, de
K, ayant 1 et o pour base, définie par o*=a,aq,, 0o 'fo=¢," (€K,.
Lorsque l'on considére Iextension quadratique K, de K obtenue par
adjonction d’une racine de l'équation X*+ X+ 4(Q)=0, alors = laisse
invariant tous les éléments de K, et K, est le centre de K,. L’extension
K, est ainsi le corps de quaternions généralisés sur K,, qui correspond
au couple (a,a,, a,a,). Considérons l'espace vectoriel F,, en vertu du
lemme 5, comme un espace vectoriel par rapport a K,. Désignons cet
espace par F,. D’aprés le lemme 6, ’automorphisme o peut se prolonger
en un antiautomorphisme o de K,. Par le lemme 10, la forme g, sur
F, définie par g,(x, y)=<®(x), y> correspond sur F, a la forme g te\l/le
que g(x, ¥)=g,(x, ) +(a,a,)”" 0g,(0(x), y). Et de plus, on a pl=a,a,0p,
parce que P'on a 6%(x)=aip"'p9" " P(x) =a,a,x, donc PO(x) = a,a,"(a,P" ')
P(x)=a,a,0p(x). Comme ‘¢=@, g, est alors hermitienne. En utilisant
le lemme 10, g est aussi hermitienne.
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D’autre part, en raison des relations (11) et (12), on a 6v8(x) = \"v8(x)
=\N'a,a,v(x) et Ow(x)=00\""'0v(x)=\N"""00(x)=\"""a,a,v(x) ; ceci montre
que M'A"*=1. Si l'on choisit un élément B dans K, tel que B *=\",
t=pBv est une application linéaire de F, sur lui-méme, telle que 6¢=16.
Car la condition (11) donne &(B87't)=\"(B7't)68, B "0t=N"B"'t0, et
0t=pRB"\"B 't0=1¢t0. En appliquant le lemme 13 aux relations u=pv®
=L 7P = pt®, wu=uw, wu=uw' et (9), on a

13)  pt=dp, Pt=2r1P, nm=r€K, N\ =\7€cK,,
[E]=pg 7N = g N

Mais d’%prés lves relations #0= ft, 9=a2(p’*lvq), et (13), on a tp''p=9¢' ‘Pt
=" Nt p, xotq)z(p’z:?"‘@=X0’ttp’¢"‘¢=xo’t<p, donc on a A,=2A,. Comme
P8 =a,a,0p, Pt =2ntp, par le lemme 12 (i), A, appartient a3 K,. De plus,
comme 0f=1t0, il résulte du lemme 12 (ii), que )\, appartient a K.
Remarquons ¢ peut étre considéré comme une application linéaire de F,
sur lui-méme, car #Hxw)=10(x)=0tx)=1#(x)». Les relations (13) et
0t=10 entrainent que g(f(x), ()= g,({x), L)) +(a,a,) " og,(0Hx), L))
=Ng:(%, ¥)+(a,a,)" o\ g, (0(x), y) =N, g(x, ), ce qui montre que ¢ appar-
tient au groupe GU,(F,, g). Inversement, si ¢ appartient a GULF,, g),
on a aisément g ({(x), {y))=ng.(x,y), A=A =2X,, donc @PL=A\]IP.
Comme #0=206¢, on a aussi @ft:xj@’, Alors, pour que u= u,t® appar-
tienne a GOZ(®), il faut et il suffit qu’on ait les relations (13). D’aprés
la deuxiéme relation de (13) on a py=p et w,=p; € K,, ce qui est
compatible avec les relations [#||¢]|"=pi Aipi Ni=Ni=|t||t|" et elles
donnent aussi |?| € K,. Mais pour p,=v8,, y€ K, B,€ K,, on a de méme
[t =pe "ANe=FBs""\i. En résumant ce qui précéde, on conclut que
GO Q) =TI/ {(v*, v} ou I est le sous-groupe de K*xGULF,, g) formé
des couples (w,, t) tels que |t|=pmy '\, w,€ K*, t € GULF,, g) et on v
parcourt K*.

6. Considérons ensuite le cas de l'indice 0. La forme quadratique
Q(x) peut s’écrire

Qx)=ab}+EE +afi+a,fi+EE +afi+afbi+EE +afl,

ou les éléments a,a,, a,a;, a,a, ne sont pas de la forme p(b) dans K.
Soient p,, p,, P., ps des racines des équations: X*+ X+4(Q)=0,
X*+X+a,a,=0, X*+ X+a,a,=0, X*+ X+a,a,=0. Le pseudo-discriminant
est 4Q)=a,a,+a,a;+ a,a;=—p+p,, o0 p,=p,+p,+p,. Le corps K,=K(p,,
ps, P;) est une extension de K de degré 2, 4 ou 8.

(i) Dans le premier cas, on a p,, p, € K(p,). Considérons séparément
les deux formes quadratiques Q'(x)=a, i+& & +afi+a,ti+E5 +afl,
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Q'x)=abi+EE +afbi+ali+EE +af? et par le lemme 1 notons que
AQY=a,a,+a,a,=p(d’), 4Q")=a,a,+aa,=p!{d’), d,d’ € K. Quand on
applique le lemme 8 4 @/, Q”, on a (en remarquant que les formules de
transformation sont les mémes pour les coordonnées d’indice 1 et 4)

Qx)=a,&” + E/E! + a,al) + a &) + EJE/ + a,atS”)
+ a3(E3/2 + 53/56/ + ala4§6/2) ’

on peut alors supposer que p,=p,=p,=p. Dans ce cas, 4Q)=p’+p
n’est pas de la forme p(b) dans K et p,—=p. D’aprés le lemme 7, la
forme quadratique est ramenée sur K, a la forme @, telle que

(14) Q.(x) = a,{&/+pE/Y{E/ +(p+ 1E/} +a,{E,/ + p&E/HE +(p+1)E}
+a, &+ pEHE +(p+1)EST,

dont l'indice sur K,=K(p) est égal a 3.

Lorsque le degré de K,=K{p,, p,, p,) sur K est égal a 4, on a deux
possibilités suivant que les trois extensions K(p,), K(p,), K(p;) sont dis-
tinctes ou non. (ii) Si elles sont distinctes, puisque p, doit appartenir a
K(p,, p,) et que pi+p,=a,a,, selon le lemme 2, p, doit appartenir a
K(p,+p,). Comme (p,+p,)+(p,+p,)=a,a,+a,a,, p,+p, tenant le role de
p du lemme 1, 4(Q) est de la forme p(d). Par le méme changement de
variables qu'au lemme 8, Q(x) se transforme en Q(x)=a,{, +&/E/+
a,af”} +a,{E,” +E/E/ +a,a )} +a,{E +E/E +(d*+d +aa) £’} Comme
A +d+aa,=a,a,+a,a,=(p,+p,+(p,+p,), on a Qx)=a € +EE +
(P +p.) EY +a 48" +E/E +(p3+p,) £} +a (6 +EJES + (P, + P +(py+p2))
£/}. Donc, on peut supposer que p,=p,+p, et 4Q)=0. En con-
séquence, la forme @ étendue a K, s’écrit

(15) Q%) = a,{&/+p.EME +(p, + 1) E/Y +a, {&,) +p,E Y {E) + (P + 1)ES}
+a, {8 +(p, +p,) EHE +(p+p+1) ES}

(iii) Si deux des trois corps K{p,), K(p,), K(p,) coincident, par exemple,
K(p,)=K(p,), comme dans le cas (i) on peut supposer que p,=p,=p.
p, n'appartient pas 4 K(p) et 4(Q)=p2+p, n'est pas de la forme p(b) dans
K. En utilisant le lemme 7 et le lemme 8, la forme @ s’écrit sur K,
sous la forme

(16) Q%) = a {&,/+pEHE/ +(p+ 1) &/} +a,{E/ + pESHES +(p + D &'}
+a, {53/+P3§6/} {Es/+(P3 +1) Ee/} .
L’indice de @ sur K(p,) est égal a 1 ou 3. Si cet indice est 3, il existe
un sous-espace de dimension 3 dans E, (espace vectoriel obtenu en

étendant K a K(p,)) qui rencontre le sous-espace {£,=£&,=0}. Alors, la
restriction de @ i ce sous-espace, Q,x)=a,E3+&E,+afl+a,Ei+EE +atl
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a lindice 1 ou 2 sur K(p,). En changeant de base, on peut supposer, par
exemple, que a,a,=B°+B, B€ K(p,); en appliquant le lemme 1, on a
AQ)+a,a,—a,a;+a,a,=p(d) dans K. Daprés le lemme 8, apres le
changement de base, on peut supposer que p=p,, ceci est le cas (i).
Par conséquent, dans le cas (iii) on ne traite que la forme @ d’indice 1
sur K(p,) et dans ce cas la forme €, est d’indice 0 sur K(p,). Dans le cas
ou le degré de K, sur K est égal 4 4, les raisonnements précédents
prouvent que la condition que K(p,), K(p,), K(p,) sont distincts est équi-
valente a celle que 4(®) est de la forme p(b) dans K.

(iv) Lorsque le degré de K, sur K est égal a 8, p, n'appartient pas
aK(p;, pa) 1557, ik, 1,5, k=1,2,3, et AQ)=(p,+p,+p:Y+(p,+p;,+p,)
n'est pas de la forme p(d) dans K. D’aprés le lemme 7 et le lemme 8,
la forme s’écrit sur K,

(A7) Qux) = a {&/+p.E/MHE + (P, +DE/} +a, {8, +p.E  ES +(p. +DES}
+a;, {53/ + P3§s/} {53, +(ps + l)é:s/} .

L’indice de @ sur K(p,) peut étre égal a 0, 1,2 ou 3. Comme dans le
cas (iii), si cet indice est égal a 1, 2 ou 3, on peut trouver une base
de E a laquelle au moins un de a.a,, a,a;, a,a,, par exemple, a,a,,
est de la forme p{B) dans K(p,). Par le lemme 1, on a 4(Q)+a.a,
=a,a,+a,a;=>(d), d€ K. Par le lemme 8, en changeant de base, on
peut supposer que p,=p,, ce qui est examiné au cas (iii). Dans le cas
(iv), on n’a donc a traiter que le cas ou la forme @ est d’indice 0 sur K{(p,).

7. Cas ou le degré de K, sur K est égal 3 2. Soient E un espace
vectoriel de dimension 6 sur K et E, 'espace obtenu en étendant K a K,.
Faisons le changement de coordonnées: 5, =a(§,’+p&/)), n,=a,&,’ +p&/),
"73=a3(§:{3+50§6/)» ”74=‘§1/+(P+1) 54/» 7]5=§2/+(P+1) Esl, 775=‘§3’+(P+1) ‘-{-:e,-
La forme (14) se transforme a la forme d’indice 3 sur E, telle que

Q1(x) = M+ N7+ 7376 -

Toute transformation du groupe GOZ(Q) est la restriction a E d’une
transformation de GO}(Q,) qui permute avec la transformation semi-
linéaire w: (¢/, ---,&)—(&/°, - ,&/°), o o est automorphisme de K,
sur K, distinct de 'identité. La transformation w est (#,, .-, 7:) = (@,73,
a,nz, ayne, ar'nl, az*n3, az'n3). De méme que dans le cas de lindice 1,
nous considérons l’espace vectoriel F, de dimension 4 sur K, et I'espacz
des bivecteurs F{®¥ sur F,. Toute transformation # de GO}(Q,) peut étre
écrite sous la forme u=pv®, ol # est un élément de K,* et v appartient
a GL(F,). Dautre part, prenons une corrélation involutive ¢ de F, sur
F.* relative a l'automorphisme o telle que (¢, &,, &, &)— (&%, a,a,&,%,
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a,a,5%, a,a,6*). L’application semi-linéaire ¢‘® déduite de @ est une
corrélation de F{® sur F&* telle que (& AE,, -, & AE)—(a,a,(E, N E)F,
a,ay(&, NE)F, @,a (& NEVF, ala,a,(& NEN, a,a3a (&, NEYK, a,a,a5(E, AE)F).
Quand on désigne par +r I'application canonique de F{® sur F#* telle que
(81 NEy,y ooy ‘92 /\83)_)((83 A 84)*, (82 A 84)*, (82 A 83)*, (61 A Ez)*, (81 A 83)*» (81 A
&)%), on a alors w=+"Y(a,a,a,)"'®?®. De la condition wu=uwuw, on tire
PPy @ =pr P\ 'p®, et d’aprés le lemme 13 on a ¢v=>»zvzrp, |v|=p"" "\,
A=\ € K. On peut déterminer un élément px dans K, satisfaisant a
ces conditions, a4 un facteur prés égal & un élément arbitraire v de K*.
Si l'on pose g(x, y)=<_®(x), y_>, g est une forme hermitienne sur F, et
v est une transformation appartenant au groupe GU(F,, g). Pour toute
transformation v de GU(F,, g), I'application v— |v|A"? est une repré-
sentation de GU(F,, g) dans le groupe des éléments de norme 1 de K.
Dot, on peut déterminer complétement la correspondance entre la
restriction & E d’'une transformation de GO} (Q,) et une transformation
de GU(F,, g. On a alors [lisomorphisme GOF(Q)=1L"/{(v* v )} ou I’
est le sous-groupe de K*xGU(F,, g) formé des couples (w, v) tels que
lo|=p"""N, pe K* 0veGU(F,, g) et ou v parcourt K*.

8. Cas ol le degré de K, sur K est égal 4 4 et ou 4(Q) est de la
forme p(b) dans K. Dans la forme qardratique (15), si ’on fait le change-
ment de coordonnées tel que 7, =a &/ +p,E)), 7. =&/ +p.E), 7,
= as{‘{:a/“‘(px +P2) ‘EG/}’ Ny = 51,+(P1+1) 54/» s — ‘Ez/"‘(Pz"'l) Es/) e — §3/+
(p,+p,+1)&/, on a la forme sur E, telle que

Q1(x) = N+ 1375+ 137

Soient o,, o, les automorphismes de K, sur K distincts de l'identité, qui
laissent invariants K(p,), K(p,) respectivement. Toute transformation
de GOZ#(Q) est la restriction 2 E d’une transformation de GOZ(Q,) qui
permute avec les deux transformations semi-linéaires w,, w, de E, telles

que w, : (771’ o 7776)—)(‘117721’ "ﬁl) 613772‘, aIl"ﬁl’ "7(;1: 0517];1)’ et w,: (7717 Tty 7]6)
— (772, amsz, ame, n32, az'n%, as'n3). Considérons deux collinéations
0., 0, sur F, relatives aux automorphismes o,, o, telles que ,: (&, -+, &)

_"(‘9:“ d384, a1a3817 algz)) 02: (81) o0 ,84)—>(82, dza381, d384, az‘%)- De la
méme maniére qu’aux numéros précédents, on en tire aisément que
O 1 (6,7 &, -~ ,ENE)>(a(ENE), a,a,(E,NE), a(E,NE), ala(E NE,),
a1a3(82 A 84), a1a§(81 A 64))) 9(22) : (81 N 82 y 7T 82 A 63)'_>(aza3(61 A 62)) a3(82 AN 84):
a (&, M), a,a(E,NEY), aga:&(el NEy), a,ai(E, NE)), et que w,=(a,a,)”’ 0%,
w,=(a,a,)"' 0. Comme une transformation x de GOZ(Q,) s’écrit u=pv®,
peK* veGL(F,), les conditions w,u=wuw; sont remplacées par (6,0)*
=" %(00,)”, i=1, 2. Comme 6%(x)=a,a,x, le lemme 11 prouve qu’on a
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u=p t®, m e K, t,€GL(F,) tel que pl'=p,, t,0,=0,¢t,, p=p,B3, B, €K,.

D’autre part, @,a, n’est pas de la forme ¢&%, ¢ € K,=K(p,, p,)- En
effect, si on avait a,a,=¢¢%1, € K,, selon le lemme 3, on aurait ¢=¢,&,,
¢, €Ki(p,), . € K(p,+p,), dou a,a,=¢,{118,85. Si I'on pose %=§3’ on a
g: =¢,t0g/ /e, Par le changement de variables : £,/ +p,E/ =¢7%, &/ +p.&)
=0, &/ +(p,+p.,)E/=¢/, la forme quadratique @ deviendrait Q(x)
=a, 17T +a,t/E5°1=0, pour un vecteur non nul, ce qui est contraire
a I’hypothése de l'indice 0. Appliquons la méthode générale. On peut
définir ’extension quadratique L, de K,, avec les éléments de base 1, o,
tels que o?=a,a,, o7'¢w,=¢"1, { € K,, (lemme 4). En prenant o2=o,,
on peut prolonger o, en un antiautomorphisme sur L,. D’aprés le
lemme 5, en posant 0,(x)=xo,, I'espace vectoriel F, peut étre considéré
comme l’espace vectoriel F,’ de dimension 2 sur L,. Comme 6,0,=26.0,,
pour x'€F/, on a 0,(x’w,)=0,0(x")=0,0,(x")=0,x") 0,=0,(x")o7z, 0,
devient une collinéation sur F,/, relative a I'automorphisme o, de L, et
t,, 0, deviennent des transformations de GL,(F)).

Montrons ensuite que a«,a; n’est pas de la forme ¢¢%, £€L,. Sup-
posons que 4,a;=¢_{¢% pour un élément {=aw, +8, a, B K,=K(p,, p,),
alors cette relation donne @,a,= (Ao, + B)(A%0]2+ £72) = Aw,A"20, + w32 +
Barcze, + BR% = aa’1"20% + aB1%20, + Ba2w, + BR%2 = q,a,0a"1°2 4 5372 + (3712
+ Ba’2) w, =0, donc

(18) a,0;,+a,a,0a°% + 337 = 0,

(19 apnm+Bar=0.

a
Si =0, de la formule (18), on aurait EgzaaGIGZ, d’ou a,a,=(a,a)(a,x)"1",

1

ax€K(p,, p,), ce qui ne peut pas se produire, par le lemme 9. Supposons
[44 [sad’ a \%2

donc B==0. La formule (19) entraine F:@@:(‘Bg‘) . Si 'on pose

a

ga=7m On a 7B =19"23. En le posant dans (18), on a a.a,

=a,a,nB" 9”737+ BB = a,a,n™Bn""2372 + 53°2, donc
(20) a,a; = 181862(“1‘13776277%624‘1) .

Comme (5°2)(°2)"1 € K(p,), BBz € K(p,), a,a,€K, la formule (20) entraine
que 7°29°°z et BB3°: doivent appartenir 2 K. Du lemme 3, il résulte qu’il
existe des éléments 7., 7, tels que n"2=7,73", 7, € K(p,), 7, € K(p,+p,) et
quil existe des éléments 7,, 7/ tels que B=13;'%/, 7, € K(p,), 7, €
K(p,+p,). Si 'on applique o, a2 %"2=7,73", on a =7=,73°. La relation
nB71 =773 donne alors #,n3%n; y" =nn3 02 n), P37 =n3'n/, et
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753" =mn;'n32.  Lorsqu’on pose m,=a(p,+p,)+b, n'=da'(p,+p,)+V,
a,b,a,b'eK, on a {a(p,+p,)+b}{a'(p,+p,)+b'+a't ={a'(p,+p,)+0b}
{a(p,+p,)+b+a}, donc ba’=0b'a. Par suite, on a an’=al{a'(p,+p,)+0b'}
=aqa'(p, + p,)+ab’ =aad'(p,+p,) +ba’ =a’{a(p, +p,) +b} =a’n,. La relation
(20) entraine donc @.a;=n;'n/n; " {a.am 3 9z T+ 1}, a*a,a.m,n2
=(an/Nan/) 2 {a.an 03 ns 1+ 1}, @a,a.m,n7=a"a,amn+a " 9n3.  Dou
on a finalement

a,(a'a;n, )@’ a;n,)" + a,(aasn,Naam,)" +ala'n.)a'7,)2 =0 .

En prenant 51/+P1§4,=a/a37/11 ’g‘z’+p2’g'5’=aa3772, g3l+(P1+P2)EG/=aI773, la
forme quadratique @ serait égale 2 0 pour un vecteur non nul, contraire-
ment a 'hypothése de l'indice 0.

On peut donc former l'extension quadratique L, de L, ayant pour
base les éléments 1, o, tels que g,a4,= 0}, 0;w,=("2, L €L,, (lemme 4).
Comme 03(x)=a,a.x, I'espace vectoriel F,’ de dimension 2 sur L, peut
étre considéré comme un espace vectoriel de dimension 1 sur L,, avec
0,(x)==xw,, (lemme 5), autrement dit, I'espace F,” peut étre identifié au
corps L,. Pour w=pu,t®, plr=p, € K(p,), les relations 0%ix)=a,a,x,
u0P = 0Py donnent u=pu,tP tel que wi=up,, p,=mPBs, t,0,=0,t,, et
donc p,=pP*B7*w e K, (lemme 11). Pour un élément £+ w,p de L, on a
tz(f+0)z7]) = 1,(1) §+t2‘92(1) 7 ==1,(1) E+92t2(1) 7 =tz(1)g+t2(1) @7 = tz(l)(E+
w,7n), cela signifie que #, est une homothétie du corps L,. Comme i la

o K*xL,*
fin du n°4, on conclut que GO;(Q):W ou v parcourt K*.

9. Cas ou le degré de K, de K est égal a 4 et ou 4(Q) n’est pas
de la forme p(b) dans K. Notons d’abord que la forme @ se transforme
sur K,=K(p, p;) en la forme (16), donc Q,(x)== 1,5, + 7,7+ 77, €t que la
forme a,fi+&86,+afbi+abi+EE +afl est dindice O sur le corps
K,=K(po), Po=P;.

Comme dans les cas précédents, on peut considérer que toute trans-
formation # de GO}(Q) doit permuter avec les transformations
w: (9, -, ) = (a5, a5, 135, ai'nl, az'n%, ne), W' (9, -, 76) = (91,
7%, A, 74, M5, d3'73), o0 o, T sont des automorphismes de K, sur K,
distincts de l'identité, qui laissent invariants K(p,), K(p) respectivement.
D’aprés la méthode du n°5, prenons la collinéation ¢ de F, sur lui-méme
telle que 0: (&, -+, &) — (&, a,&, a,&,, a,a,8,)) relative 4 o et la corréla-
tion @ de F, sur F,* telle que @: (&, .-+, &) —(&F, a.&,%,a,E,*, &*) relative
a 7. Alors sur F{®, 0® est la collinéation: (&, AE,, -+, & AE)—>(a,(ENE,),
a,(&, N E,),a,a,(E, NE,), aia,(& N\E,), a,aj(é, N&),a,a,(E,NE,;)) et P estla cor-
rélation : (E,NEy, ey E;NE) —(ay(E N &), a(&, A EJ*, (&N &%, a(&, A &%,
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@€, N &)X, ai(E, AE)¥). On en déduit que w=(a,a,)'0® et w'=y"'az'¢?,
ol v est l'application canonique de F{® sur F{* telle que (&, AE,, -,
E,NE) = ((ENETF, (E,NETF, (E,NEN*, (E,NE)*, (E,AE), (6,AE)%). En
considérant K,=K,(p) et en appliquant le lemme 9 (i) 4 la forme a,&}+
&, +afi+va,bi+EE +afl, on peut montrer que a,a, n'est pas de la forme
¢¢° dans K,. On considére 'extension quadratique K, de K, ayant 1 et
o comme base telle que w*=a,a,, 0 '¢wo=¢%, € K,. Désignons par 7
I’antiautomorphisme de K, prolongeant = tel que »” =, (lemme 6). Le
corps K, est alors un corps des quaternions généralisés sur K,, qui cor-
respond au couple (a,a,, a,a,) tel que p*+p=a,q,, o*=a,a,, o 'po=p+1.

La condition ww=wwu donne 6 =60y et comme 6*(x)=a,a,x, pour
u=p?® cette condition entraine que u=pu,t‘®, 10=0¢, p,—=p; € K,, p=mpm3,
BeK,, ou teGL(F,), (lemme 11). Pour u=put® la condition ww’ =w'u
donne p @Y le® =P lp®ut®, d’ou on a @t:kogcp, || = p5 A2, (lemme
13). D’autre part, en vertu de la correspondance entre une forme
sesquilinéaire g sur F, de dimension 2 ('espace F, considéré comme un
espace vectoriel sur K,) et la forme g, définie par ¢ sur F, de dimension
4, telle que g(x, y)=g.(x, y)+wo(a,a,)" g,0(x), y), g est une forme her-
mitienne, comme ona vu aux cas précédents. On a alors ¢ € GU,(F,, g).
Comme @0=a,a,0p, Pt=>»xt® implique A=A € K(p), (lemme 12 (i), et
de plus t0=06¢ entraine A=2Aj €K, (lemme 12 (ii)). D’od on établit
Visomorphisme GO! (Q) = I'[{(v* v}, ou I est le sous-groupe de
K, xGU\F,, g) formé des couples (;,, t) tels que |t|=pi '\, p,€K,,
teGULF,, g) et ou v parcourt K*.

10. Cas ou le degré de K, sur K est égal 4 8. Par le change-
ment de coordonnées : 7, =a,(&, +p.E)), n,=a,(§,/+p,E)), n,=a &/ +ptS),
774=§1,+(P1+1)E4/, 775=Ezl+(/‘72+1)§5,) "76=Esl+(P3+1)§6/, la forme quadra-
tique (17) se réduit sur E, a la forme

Q%) = m,m,+ 1,15+ 7376 -

Soit ¢;, i=1,2,3, 'automorphisme de K, sur K qui laisse invariant p;,
Pr, j=E1, k==1i, j,k=1,2,3 et qui transforme p; en p;+1. Toute trans-
formation de GOZ(Q) est la restriction 4 E d’une transformation x de
GO{(Q,), qui permute avec les transformations semi-linéaires w;,: (§,, ---,
EN—(E/ei, -, ES%), i=1,2,3. Considérons les trois corrélations involu-
tives @, de F, and F/*, relatives aux automorphismes o;, i=1, 2,3,
définies par ¢, (El! Tty 84)_> (82*! 61*’ 0184*’ aIES*)! P, - (81’ Tty 64) - (83*;
a,8F, &X, a,&,%), P, (&, -, &)= (EF, a5, a.&%, €%). Les corrélations
@? de F{® sur F{®* sont données par
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PP (E,NE,, -, ENE) —

(&, A&, a (&, N EYY, a (&, A EN¥, ai(E, NE)Y, a (&, AEF, a, (& A E)F)
PP (ENE,, -, E,NE) —

(@& NEN,, (8, NENF, ay(E, NENE, a (&, NEX, al(E, NE)K, a) (&, NEYF)
PP (E,NE,, o, E,NE) —

(@(& AN ENY, al(&, A EN, (E, NEYE, ay(E, A &K, a(E, N E)E, ad(E, AE)Y).

On constate alors que w,=+"'a;'®®, 1=1,2,3 ou 4 est l'application
canonique de F{? sur F{¥* telle que (&, A&, -+, & A E)—((E, A E)F, (&, A E)F,
(&, NENE, (E, NEF, (E, ANEY¥, (E, AE)¥). Pour que w,u=uwuw; avec u=uv®,
peK* veGLY(F,), il faut et il suffit que v permute projectivement
avec @;, i =1,2,3, (lemme 13). Si l'on considére les collinéations
involutives 6, =a:93'®,, 0,—=a,97'®,, relatives 4 7,=oc,0, €t T,=o0y0,,
v doit aussi permuter projectivement avec elles. Comme on a vu au

n04, on a 0%=a2a3’ 0§=a1a2) 9103=€301» ¢201:a2a3é1¢2: ¢203=a1a2v03¢2-
Notons que K,=K(po)(p., p) =K,(p,, p)) 0o py=p,+p,+p,, que l'auto-
morphisme =, laisse invariant K, et que la forme @ est d’indice 0 sur
K,. Le lemme 9 (i) montre que a,a; nest pas de la forme ¢{¢™,
te K,=K\p,, p;). Formons alors l'extension quadratique L, de K, ayant
pour base les éléments 1, o, tels que oi=a,q,, o7*'¢w,=¢™ pour ¢{€K,,
(lemme 4). En posant w‘z’ézw, lautomorphisme o, peut étre prolongé
en un antiautomorphisme o,” de L,, (lemme 6) et =, en un automorphisme
r/ de L, en posant o}’=w,. D’une facon générale, 'espace vectoriel F,
de dimension 4 peut étre considéré comme un espace vectoriel F,” de
dimension 2 sur L,, (lemme 5). Désignons par ¢’ la corrélation de F,
sur F,/* correspondant a ¢@,, relative 4 I’antiautomorphisme o,’. Soient
2., & les formes sesquilinéaires sur F,, F, definies par ®,, ’. D’aprés
le lemme 10, la corrélation @’ correspond a la forme g’ telle que
g'(x, y)=g.(x, y)+o(a,a,)'g,(0,(x), ). Lorsque l'on considére ¢, comme

Vv Vv

une collinéation sur F//, la condition @,0,=a,a,0,p, entraine ¢'0,=a,a,6,p’.
Les conditions w,u =uw,, w,u = uw, donnent 6{*u=—ubi® et, pour u=pv®,
le lemme 11 montre que ¢,60,=0¢, ou u=pt®, t,€ GL,(F,/). La condi-
tion w,u=ww, entraine wuyr ‘PP ="'p" Dy et pour u=pmt® le lemme
13 donne @’t, =2, Z,fp’. Faisant jouer par K, le role de K dans le n°8 et
considérant L,=K(p,, p;, ®,), on peut montrer que «,a, n’est pas de la
forme ¢¢™, ¢€L,. On forme encore l'extension quadratique L, de L,
ayant pour base les éléments 1, w, tels que oi=a,a,, w§1§w2=é"§ pour
feL,. Sil'on identifie deux éléments 1, », aux éléments de base de F,’,
on considére L, comme lespace vectoriel F,. En posant oj=w,, on
prolonge 7,” en un automorphisme de L,. D’autre part, la corrélation ¢’
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correspond a la corrélation ¢ de l'espace F,”=L, sur F,”*, qui définit
la forme bilinéaire g sur L, telle que

2(x, ¥) = g'(x, )+ 0,a,a,) " g"(0,(x), ¥) = (0,a4,a,) 5% 0,0,y

144

oll ¢,” est l'antiautomorphisme o,” prolongé en posant w§§/=w2. Comme
tp,=@®,, la forme g, sur F, est hermitienne, alors g’ l'est aussi et donc
g est une forme hermitienne. Les conditions w,u = uw,, w,u = uw,
donnent 02u=ub{® et donc, pour wu=p,#?, le lemme 11 prouve que
t0,=06t,, u=npt®. Dautre part, w,u=wuw, implique pour u= >,
¢"t3=>»”;3tp”, (lemme 13). Comme 06j(x)=a,a,x, ¢203=a1a253<7)2, d’apres
le lemme 12 (i) A" appartient au centre de L, et d’aprés le lemme 12
(ii) M est un élément de K. Notons que ¢, est une homothétie dans L,
et posons f(f)=1t¢, t,t€L,, par le méme raisonnement qu’a la fin du
n°8. On a alors {"w,0,f=N'w,0,. En effet, ¢"t(lo,0,)=¢"(1{,0,0,)
= ¢ (D tFefel = ¢ (Do, et Ni4p"(loe,) = V1@ (1) ofe])
=\'9p"” (1)w,0,t7'. Toute transformation # peut alors étre écrite u= u ¥
avec £, €GU(L,, g). Inversement, si ¢, est un élément de GU(L,, g),
on a <p”t3=>u’zv‘3(p”, NeEK, et ¢2t3=7x’;‘3¢>2. Les conditions #0,=0t,,
t,0, = 6,t, donnent ®.f, =2\ écpl, Pt =N quns. Appliquons la méthode
exposée a la fin du n°5. La condition que u=p,t® appartient a GO (Q)
est équivalente a celle que w3:™' est égal a |£,|A 7 pour chaque 71=1, 2, 3,
cette relation est obtenue par le lemme 13 appliqué i chaque @,,®,, ®,.
Comme p, est invariant par deux des automorphismes o;, i=1, 2, 3,
1, est un élément de K,=K(p,+p,+p,). On a |t,]||£]%=\"* pour chaque
i=1,2 3, donc |t,|€K,. Si l'on choisit un élément B €K, tel que
B2 = |t,|, pour un élément arbitraire vy de K, on a de méme
|, = 3 \?* = @"\”2. En résumant ce qui précéde, on constate que
GO Q)=T"/{(+* v™)}, ou I est le sous-groupe de K*xGU,(L,,g) formé
des couples (i, t,) tels que |t,|=py *\N* et o v parcourt K*.

(Recgu le 22 Septembre, 1958)
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