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La Structure du Groupe des Similitudes Directes GO<-(Q)

sur un Corps de Caracteristique 2.

Par Akiko OHARA

1. Soient K un corps commutatif de caracteristique 2 et E un espace
vectoriel de dimension n sur K. On appelle forme quadratique une
application Q de E dans K qui satisfait a une identite de la forme

(1) Qfrx+μy) = λ2Q(*) +μ

9Q(y) +\μf{x, y),

oύ / est une forme bilineaire sur E x E et oύ x, y sont des vecteurs de
E et λ, μ des elements de K. On peut alors definir les notions d'une
forme quadratique "non degeneree" ou "defective", d'un vecteur "sin-
gulier", de "Γindice" de Q et d'un sous-espace "isotrope", de meme que
dans le cas de caracteristique pφ2, [1]. Nous supposons toujours que
la dimension de E soit paire n — 2m et que Q soit une forme quadratique
non degeneree d'indice v < m. Comme / est une forme alternee, il existe
une base symplectique pour /, (ef )i^ι <:2*n dans E. Alors, on peut

ecrire Q(x)y x=^eiξif sous la formeυ

(2 ) Q(x) = Σ {0(^)f ϊ + f ί ^ + ι + O(^ ί)fi+*} + Σ ξjSm+J

Une collineation semi-lineaire uy relative a un automorphisme σ de
K, est appelee une semi-similitude si on a

(3) Q(u(x)) = ru(Q(x))σ (xeE),

ru etant une constante non nulle, appelee multiplicateur de u. Les
semi-similitudes forment un groupe. Designons ce groupe par ΓOn{Q).
Les transformations de ΓOn(Q) associees a Γautomorphisme identique de
K forment un sous-groupe distingue GOn(Q) de ΓOn{Q)y appele le groupe
des similitudes. Celles de multiplicateur 1 forment le groupe orthogonal

1) D'apres la definition, on obtient d'abord par recurrence sur m Γexpression de QQx) telle

que Q(x)= 'Σ,{Q(iei)ξi2-{-'ξiξm+i+-Q(em+i')ξ2

m+i}. Ensuite, pour tout vecteur singulier a et tout

plan non isotrope P contenant a, il existe dans P un vecteur singulier et un seul b=%=a, tel que
f(at 6) = 1, (cf. [1], p. 20). Done, dans le cas de Γindice v^l, on peut choisir une base (e, )
de sorte que les 2v termes Q(e/),.Q(0m+/) o u rn-v-{-l^l<Lm s'annulent.
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On(Q). Soit AQ) = Σ Qtej) Qtem+j) le pseudo-discriminant de Q, ([1] p. 63),

relative a la base symplectique {ei)ι^i^2my et soit υ une similitude sym-
plectique, c'est-a-dire une transformation telle que f(v(x), v(y)) = rυf(x>y).

Si Γon ecrit υ sous la forme de matrice L ^ , A = (aij)y B=(bij)y C = (c£J),

D=(diJ)y l<iy j<my et si Γon pose Q1(x) = Q(v(x))9 le pseudo-discriminant
de Qx est donne par

t) = r2ΛQ) + D(υ)2 + rvD(v),

oύ Z?(ι;)= Σ {QiejfajCij + Qien+Jbijdij + bijCij}2*. Si t; appartient a GOe(G),

on a A(Q1)=:r2ΛQ) et D(z;)2-f r^D(z;)=0. On a done D(v)=Q ou D(v)=rv.

Le sous-groupe de GOn(Q) forme des transformations v telles que D(z;)=0
est appele le groupe des similitudes directes. Designons ce groupe par
GO:(Q).

Dans le cas de caracteristique pΦ2, B. L. van der Waerden [2] et
J. Dieudonne [3] ont determine les structures des groupes GO^iQ) pour
72 — 4,6 et celles des groupes On(Q) pour n — 3, 5. Pour n = 6 et Γindice
v = 3, 2, on peut voir que ces resultats sont independants de la caracte-
ristique du corps de base. II nous reste a examiner la structure du
groupe GOiiQ) pour les indices 1 et 0, le corps de base etant de
caracteristique 2.

2 Nous allons d'abord demontrer trois series de lemmes preliminaires
concernant les corps (1-6), les formes quadratiques (7-10) et la com-
mutativite des collineations avec des collineations ou des correlations
(11-13). Dans tout ce travail, on suppose que le corps de base K soit
de caracteristique 2.

Lemme 1. Si Γon a une extension quadratique Kx sur K obtenue par
adjonction d'une racine p de Γequation X2-hX+a = 0, a£Ky et si Γon a
ξ2 + ξ = by ξ^Kly ζ$.Ky b£Ky il existe alors un element oc dans K tel que

En effet, en posant ξ = cp+dy cyd€Ky on a ξz + ξ = c2

= c2{p2 + p) + {c2 + c)p+d2+d = c2a + (c2+c)p+d2+d. Comme (c2 + c)p doit
etre dans Ky on a c2 + c = 0y done c = 0 ou c = l. Comme cΦ0y on a
c = l, done a + b = d2+d.

Soient Kτ, K2 les extensions quadratiques de K obtenues par adjonc-

2) Pour obtenir A(Q{) il suffit de calculer V] Q(v(ej)}Q(υ{em+j')')— 2 Q { V ] (
y=i y=i ", =i

χ θ { Σ f e Λ +^»ι+i )}» e n utilisant la relation
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tion des racines ply p2 des equations X2 + X+c1 = Q, X2-hX+c2 = 0,
c1, c2 e K Designons par /Co leur corps compose KXK2 et par K3 Γexten-
sion Kfa + Pz). Supposons que Kx et K2 soient lineairement disjoints.

Lemme 2. Pour un element λ de KOy si λ2 + λ appartient a Ky alors
λ doit etre dans Kly K2 ou K3. (Cf. Theorie de Galois)

Lemme 3. Soient σly σ2 les automorphismes de Ko sur K tels que
pσ

ίi = p1 + l9 pσ

2}=zp2J pσ

L2 = ply P22 = p2 "+* 1 Si un element ζ de Ko est tel
que ζζ"1 appartient ά Ky alors ζ pent etre έcrit ζ = ζ1ζ3, ζ±eKly ζ3eK3.
De meme, pour un element ζ tel que ζζ*2 appartient a K, on a ζ = ζ2ζ3,
ζ2eκ2y ζ3eK3.

Si l'on pose £ = 7 io2 + S, 7 , δ e ^ , on a
= r/ry(Tipl + ryδσψ2 + δrγ(rφ2 + δδ<Tl βt alOΓS OΠ Ά

-fδγσi)p2 r= 0. Comme ζζa'l-hc2

r/r/σ'1~hδδσί est un element dans Ky on a
ryγ0*,-f-rySσi-4-δyi = 0. Montrons ensuite qu'il existe un element 6 dans i ί
tel que ζil + bip^p2)} ou bien £{&(/\4-p2)} appartient a ϋΓlβ ' Pour un
element x de Koy on a ?{l + ̂ (p! + p2)} =(7/o2 + δ){1 + ̂ (^4-f>2)} =
Λ δpj-f-{γ-f-Λ:(7p14-7 + δ)}p2. Si ^A + γ + δφO, posons jt = 7(7
L'element δ = 7(7/o1-f-7-f-δ)"1 est un element de Kx tel que
= c2b

rγ-hδ-hbδp1 appartient a Kλ. D'apres la relation 770"1 -+-7δσi-4-δ7σi = 0,
on a 6σi(7P1-f-7H-δ) = 7σi(7σiP1 + δσi)-1(7/o1 + 7-f-δ) = (7σiP1 + δσi)-1(77

<riio1-4-77σi
4-7σiδ) —(7σip1-f-δσi)~1(77σ"iio14-7δσi)=:7, c'est-a-dire bσi — b et done b est un
element de K. Si 7^-4-7-f δ = 0, pour un element arbitraire bφO dans
K, on a ζ{b(pλ + p2)} ={jp2 + δ){b{Pl + p2)} =b{rίp2 + yp1+rί)(Pi + p2) = bj(p1

+ p2 + l)(p1 + p2) — by(c1-hc2)y ce qui appartient a Kx. Designons par ζ3

Γelement U + ̂ Pi + Pz)}"1 ou Γelement {δ(p1 + p2)}"1, et par ζ, Γelement
c2by + δ + bδpι ou Γelement 67(^+^2), suivant que 7/o1 + 7 + δ φ 0 ou bien
7/»1+7 + δ = 0. Alors on obtient ζ = ζ1ζ3, ζ1€Kly ζ3eK3. De la meme
faςon, on peut demontrer la deuxieme partie du lemme.

Lemme 4. Soit K un corps commutatif admettant un automorphisme
inυolutif π. Syil existe un element c dans K tel que c* = c et qui rtest
pas de la forme λλ* dans Ky alors on peut former une extension quadratique
L de K ayant les elements 1, ω comme base tels que ω2 = cy ξ* = ω~ιξωy

ξeK.
On peut le voir immediatement a Γaide des theoremes 3 et 4 de

J. Dieudonne. ([3] p. 184 et p. 186)

Lemme 5. Soient Ky Ly πy c υerifiant les memes conditions que dans
le lemme precedent. Soit F un espace vectoriel sur K de dimension paire
2n et soit θ une collineation de F relative a Vautomorphisme it et telle
que Θ2(χ) = xc. Si Von pose x(ξ-hωη) = χξ-hθ(χ)η, xeFy ξyηeKy Γespace
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F devient un espace vectoriel Ff de dimension n par rapport a L.
En raison des relations θ(xξ) = θ(χ)ξ* et Θ2{χ) = χC, xeF, ξeKy on

peut facilement verifier les axiomes d'espace vectoriel et on a une
structure d'espace vectoriel sur F par rapport a L.

Lemme 6. Soit K un corps commutatif admettant les automorphismes
involutifs πy σ tels que 7rσ^=σrc et soit L une extension quadratique sur
K definie par les elements de base 1, ω tels que ω2—cy ξ* =ω~1ξω> cσ = c*
~c€Ky ξ eK. En posant aσ' = η\ + <*>η¥ oύ a = Vl + ωη2 est un element
arbitraire de L avec ηly η2ζ.Ky on peut prolonger Γautomorphisme σ en un
antiautomorphisme σ de L.

En effet, pour deux elements arbitraires ay β dans L, β = ζ1 + ωζ2,
ζiyζ2e K, on verifie que {aβyf= {(Vl + ωV2)(ζ1 + ωζ2)} *'= {Vlζ1 + Vlωζ2 + ωV2ζ1

Tζr, et que βσ'a*'

. Comme if est commutatif, on a {aβy'=: βσ'a*'. II est
clair que ωσ/ = ω, ^ = f, ^ ί .

Lemme 7. Smϊ p2 + p = ab, alors la forme aξ2+ξη + brf se decompose

Lemme 8. Soient K un corps commutatif et F un espace vectoriel
de dimension 4 sur K ayant pour base les vecteurs 619 82y 63, £4. Soit
Q(x) = aj;{ + %Jzz + a£l + aj;l + 5J;A + aJ;l la forme quadratique a quatre
variables sur K. Si le pseudo-discriminant 4(Q) est de la forme p(b)=b2 + b,
il existe alors une base de F telle que Q(x) = a^ηl-hη^-ha^ηl) + a2(ηj + y2η4

+ aλa^ηl)y et alors 4(Q) devient nul. Si Λ(Q) riest pas de la forme p(b)
dans K, Q(x) s'ecrit sous la forme: Q(x) = a1(

Faisons le changement de variables: η1 = ξlf V2 = ξ2-\—ξi9 Vs=—ξ3f

± = — ξA. La forme quadratique s'ecrit Q{x) = aλ {η\ + v1η3 + aλ as ηl)
a2

-4-a2{η\ + η2η, + {b2 + b+ a2aA)η\} = ax {η\ +

Dans Γautre cas, si Γon fait le changement de variables : ηλ = ξ19 η2 = ξ2f

ηz =—ξzy η4 = — ξ4, on obtient la forme cherchee.
a1 a2

REMARQUE. Soit la forme quadratique Q(x) = aλξl~h^^z+a^l + a2^\
-^ξ2ξ4-ha^l d'indice 0. Soient plf p2 des racines des equations X2±X

= 0. Designons Kfa), K(p2)y K(p19 p2) par KiyK2)K0
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respectivement. D'apres le lemme 1, si p2£Kly alors Λ(Q) est de la
forme p(b) dans K. Reciproquement, si 4(Q) est de la forme p(b) dans K,
comme on a ^(Q) = b2-hb = a1a3-ha2aA = pl-hp1-ha2a4y on a p2 — p1~hbeK1;
en utilisant le lemme 8, on peut supposer p± = p2. Alors le fait que
pλ = p2 equivaut a la condition que Λ(Q) est de la forme p(b) dans iί.
Dans ces conditions on arrive au lemme suivant.

Lemme 9. Soient Q{x), piy p2, Kly K2, Ko verifiant les memes con-
ditions que la remarque. (i) Si p1 = p2 = py et si σ est un automorphisme
de Kλ tel que pσ = p + ly alors aλa2 n'est pas de la forme ζζσ dans Kλ.
(ii) Si p^¥p2 y et si σλ, σ2 sont des automorphismes de KQ tels que pi1 = p1 +1,
pliz=p2y pj2 = /Oi> pσ

22 — p2 + iy alors axa2 rtest pas de la forme ζζ* dans K0}

θύ 7t = σλσ2.

(i) Si l'on avait aλa2 = ζζ\ ζeKly on aurait ^-^flλfJLY^ζ'ζ'*.
ax \aj\aj

Selon la forme Q(x) du lemme 8, et le lemme 7, si Γon prend η1 + pη3 = ζ'y
aurait Q(x) = a^ηl + η^+a&ηl} + a2{η\ -f- η2η^aλa^ηVi

vi+ (P + l)%} + ^2{v2 + Pv*} ί^ + ίP + l h J = a^ζfσ+a2 = 0,
pour un vecteur non nul, contrairement a Γhypothese de Γindice 0.

(ii) Si on avait axa2 — ζζ*, ζ = <*p2 + β, ocyβeKiy on aurait a1a2 =
(ap2 + β) (aσφ2 + <xσi -4- βσή = aaσιp\ -f aaσψ2 -μ α:/3σi)02 + βa*ψ2 + ^σi/3

ι -μ Λσi/9 + /S/S'i + (α:/5σi + βaσήp2. D'oύ on tire

( 5 )

( 6 ) aλa2 + a2a,aaσί + α:σiyβ + yβyβ î = 0 .

(Λ) Si )9ΦO, d'apres (5) on a ( - ^ Y ^ * done ^ - € K II existe alors
\ P / p β

un element <2 dans K tel que <Xz=aβ. De la formule (6), on tire
aλa2 + a2as2ββσi + ̂ /5/5σi + ββσ±= 0 et a^-Jj^ + tf2#4α

2 + Λ + 1 = 0. En posant
i -i P P x

— = bp1+c, b,ceK, on a j ^ = {bp.+^φp^b+c) = b2aλa^c2-hbcy et
alors on a aλa2φ

2aλaz + c2-hbc)-h a2a±a2 + a + l = 0. En multipliant par ^2,

cette formule se ramene a ^(ctf^-f (ca2)(baλa2) + az(baλa2)
2 + a2l

2 + l(aa2)

+ a4(aa2)
2 = 0. Pour le vecteur non nul xQ — ca2S1-hS2-hba1a2S3-haa2S4y la

forme Q(x0) se reduirait a 0, ce qui contredit Γhypothese que cette forme

soit d'indice 0. (b) Si β = 0, on a a1a2 = a2a4aa*i d'apres (6). En posant

— = bpl+c9 on a tf^—~—a1a$2a1az \-c2 \-bc) — a2aίί. Comme dans le

cas (a) on aurait a1{ca2)
2 + {ca2){ba1a2)-^a3{ba1a2)

2-^aAal=z0. Par suite, pour
le vecteur xo = ca2£1+baίa2S3-ha2£4ΦO, la forme Q(x0) serait egale a 0,
contrairement a Γhypothese de Γindice 0.



244 A. OHARA

Lemme 10. Soient Ky L Us corps du lemme 4, soient Fy F' Us
espaces υectoriels des dimensions 2n> n respectivement, considέrέs dans le
lemme 5 et soient σ, σ' Us antiautomorphismes donnέs dans U lemme 6.
Alors, la relation g'(x,y)=g(x,y) + ωc~1g(Θ(χ)yy) etablit une correspondance
entre formes sesquilineaires^ g sur FxF relatives a Γantiautomorphisme
σ et formes sesquilinέaires g' sur F'xF' relatives a Γantiautomorshisme
σ. De plus, si la forme gf est hermitienne, la forme g Test aussi.
Reciproquement, si la forme g est hermitienne definie par une correlation

V

φ de F dans F * telle que *φ = φy φθ = cθφy alors la forme gf est aussi
hermitienne.

Prenons cΓabord une forme sesquilineaire g' sur F'xF' relative a
Γantiautomorphisme σ'y c'est-a-dire, g'(xcty y) = aσ>fg'(xy y)9 g'(xy ycc) =
g'(x>y)<* pour x9yeF'9 aeL. Posons g'(xy y) = g(x, y) + ωg1{x, y), oύ g
et gt sont des applications de F'xF' dans K. Quand on considere F'
comme espace vectoriel sur K, g est une forme sur FxF. Puisque
g'(χω, y) = ωσfg\χ, y) = ωg'(χ, y), on a g(χω, y) + ωg1(χω, y) = ωg(χ, y) +
°>2gi(x, y) = «>g(x, y) +cgλ{xy y). Done, g(χω, y) = cg1(x9 y), g1(xω, y)=g(x, y).
Mais ces deux relations sont equivalentes. Car, on remarque d'abord que
pour aeKy g{xoc,y) = aσ'g(χ,y) et g1(χa9y) = ω-1a<r'ωg1(x9y) = aσ'*g1(χ,y).
Alors, g{x<o9y) = cg1(x9y) entraine que g(χω, y)=g1{xc9 y)=g1(x<*>2, y). Si
x parcourt F'y χω = χ\ parcourt aussi F'. Done cette relation s'ecrit
g(x',y)=gι(x'<»,y). Reciproquement, si g^xω, y)=g(x9 y) on a g(χω, y)
= g1(χω2

9 y) = g1{xcy y) = cgx(x9 y). D'autre part, on a θ(χ) = xω. II s'en suit
que pour une application sesquilineaire g' de F'xF' dans L il existe une
application sesquilineaire g de FxF dans K telle que g'(x9 y) = g(x9 y)
+ <*>c~1g(θ(x),y). II est evident que si g' est hermitienne, c'est-a-dire
g'(y, x)=g'(x>y)σ'> g l'est aussi.

Inversement, considerons une forme sesquilineaire g de FxF dans
K. Si Γon pose g'(x, y)—g(χ7 y) + ωc~1g(θ(χ)> y)y comme on a, pour aeK,

) = aσ'g(χ,y) et g(θ(x<*)9 y)=g(θ(χ)a*, y) = a*σ'g(θ(χ), y), on a alors
, y) = aσ'g(χy y) + ωc~1a^g(θ(χ)y y) = aσ'g(Xy y)-ha^ωc~1g(θ(χ)y y) =

<*σ'g'(x, y) Et on a g'(χω, y) = g(χωy y) + ωc~1g(θ(χω)y y) = ω2c'1g(χωy y)
-i-cόc^gixc, y) = ω{ωc~1g(χωy y)+g(χy y)} =ω<r'g'(χy y)y car on a vu que
ωσ' = ωy (lemme 6). Lorsque Γon considere F comme un espace vectoriel
F' sur L, g' est alors une application sesquilineaire de F'xF' dans L.
Supposons ensuite que la forme sesquilineaire g soit definie par g(xy y)
= <Cψ(x)> y^>> telle que *φ = φy φθ = cθφ. Alors la forme g est hermi-
tienne: g(yy χ) = g(χt y)σf. Montrons que la forme g' est hermitienne.

3) On trouve la definition de la forme sesquilineaire a §5, chap. I [1].
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En effet, on a g(θ(χ)9 y)« = g(y,
— cg(x, 0{y)c~l) = g(x, 0(y)). Comme on a ω"λζω = ζ* pour ξ€K, on a

/ y)°"V DΌύ on trouve finalement g'(y, x) = g(y, x)
^)σ / + ωc^gix, θ(y)γ' = g(χy y)"'+ ωc^gψb), y)**'

= g(x, y)*' + c^gtfix), yγ'ω = g{xy yY' + g(θ(χ), yY'c^'ω*' = {g(x, y) +

Designons par FC2) Γespace des bivecteurs sur F. Toute application
semi-lineaire v de F dans lui-meme a une puissance exterieure seconde
qui est une application semi-lineaire v^ de FCΌ sur lui-meme definie par
vCΌ(x Λy) = υ(x) Λv(y), oύ x, y sont des vecteurs arbitrages de F.

Les trois lemmes suivants sont deduits des resultats obtenus au
cours des demonstrations du cas de la caracteristique pΦ2, []3]. Comme
ces resultats ne dependent pas de la caracteristique, nous ne donnons
pas de nouveau leurs demonstrations.

Lemme 11. Soit K un corps commutatif admettant un automorphisme
involutif σ et soit F un espace vectoriel de dimension 4 sur K. Soit θ une
collineation de F dans lui-meme relative a σ telle que Θ2(χ) = cx, c = cσ GϋΓ,
x€F. Pour une transformation lineaire v^GLA(F)y si Von a u = μvC2:>

y

μeK et uθ^ = θ^uy alors on a u = ̂ υK2\ y^^eK, v'eGLA(F) tel que
tfθ = θΌ\ et μ = yβ\ βeK.

Lemme 12. Soient L une extension non commutative de K, σ un
automorphisme involutif de L et σ un antiautomorphisme involutif de L
permutant a σ. Soient φ une correlation involutive de F dans F* relative
a σ et θ une collineation involutive de F dans lui-meme relative a σ telle
que Θ2(χ) = cx, X£LF, c etant un element du centre de L et que φθ — cθφ.

V f

(i) Si Von a φv = kvφ, veGL^F), λeL, alors λ —λσ et λ appartient
au centre de L. (it) Si en outre on a vθ = θv, alors λ = λσ est un element
de K.

Lemme 13. Soient ψ une application canonique de FC2) sur FC2)* et
ψ une correlation involutive de F dans F* relative a un automorphisme
involutif σ de K. Pour v €GLA(F)y μ£Ky si Von a ^ ψ - y 2 ^ ψ - y > ( 2 ) ,

V

on a alors φv = \vφ, XeK, et λ = λσ, \v\=μσ~1\2 oύ \v\ est le deter-

minant de v.

3. Considerons d'abord le cas de Γindice 1. Soit E un espace
vectoriel de dimension 6 sur K. Supposons que la forme quadratique
Q(x) soit rapportee a une base symplectique (^)i^^ 6 telle que

4) On a φθ=ctθ~1φ, *φ=φ et tθφ=cφθ~1.
5) Comme Θ2=c, on a 0-1 = c~1e.
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( 7 ) Q(χ) = a1ξl + ξ& + a£l + a2£l + ξ2ξB+aM + ξ3ξ6,

oύ la forme quadratique a quatre variables a-sjtl + ζ^^ + a^l+a^l+ξ^
+a£i est d'indice 0, ce qui entraine en particulier que aλa4y a2a5 ne sont
pas de la forme p(b) — b2 + b dans K. Le pseudo-discriminant est

8 ) A(Q) = Q(eλ) Q(e4) + Q(e2) Q(e5)

Soient py p' des racines des equations X2 + X+a1aA = 0,
Selon la remarque du n°2, nous sommes amenes a distinguer deux cas,
suivant que 4(Q) est de la forme p(b) dans K ou non, autrement dit
que p = p' ou pφp'.

4. Cas oύ 4(Q) est de la forme p(b) dans K. D'apres le lemme 8,
la forme quadratique Q(x) peut etre ecrite (pour une base convenable)

Q(x) = ^ { Π + ^ / + (p2 + P)H} +a2{&l + ξ2V + (P2 + P)&l) +t>V .

Soit Kx Γextension quadratique de K obtenue par adjonction de p et soit
Eλ Γespace vectoriel obtenu par extension a Kλ du corps des scalaires K
de E. Alors la forme Q est la restriction a E de la forme Qλ definie
sur Eγ telle que

Q1(x) = ^{fZ + pf/} {f/ + (P + l)f/} +a&' + &} {fZ + ίP + Df/} +f./f./

Les transformations de GOi(Q) sont les restrictions a ^ des transforma-
tions de GOόίQi) Qui permutent avec la transformation semi-lineaire
involutive w: (f/, ••• , ξ/) -> (?'?, ••• , f'J) de ^ , oύ σ est Γunique if-
automorphisme de /Γj, distinct de Γidentite. Par le changement de
coordonnees: v1 = a1{ξ1

f^pξ/\ η2 = a2{ξ2'' + pξs'), v* = %*\ V4 = t/ + (p + l)ξ/,
ηQ = ξ6'y on a la forme quadratique d'indice 3 sur Kιy

Comme a^ξ'l + pξ'l) = ax {ξx'+ (p + l)ξ/}σ = alVl, a2(ξ"2 + pξ%) = a

pξ5Ύ = ci21v<2> la transformation ^ s'ecrit (η19 •••, ^ - ^ ( Λ ^ I

ch}r)\> ηl). Soient F x Γespace vectoriel de dimension 4 sur Kλ et £ l f θ 2,
S3y 64 les elements de sa base. Designons par Fi 2 ) Γespace des bivecteurs
sur Fx. On peut alors identifier Ex a F{2) par la correspondance des
elements de base telle que (e1, e2> e3y e4, e5y e6) <-» (£x Λ S2, ^ Λ ^ , ^ Λ ^ 4 ,
63 Λ£ 4 , ί2Λ<?4, <S2Λ<?3). Si 0 est la transformation semi-lineaire relative a
σ de Ft dans lui-meme : (θ 2 , S2,63, €4)->(£4, a2β3, axs2y axaβ^)y #C2) est la
transformat ion semi-lineaire de F i 2 ) dans lu i-meme: (€1ΛS2f ••• , £ 2 Λ £ 3 ) - ^
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\Sz)\ On
a alors w = (a1a2)~1θC2\ D'apres le lemme 9 (i), aλa2 n'est pas de la forme
ζζσ dans ϋΓlβ Alors, en vertu du lemme 4, on peut former Γextension
quadratique K2 de Kλ ayant l e t ω comme base, avec ω2 = a1a2y ζσ = ω~1ζω
pour ζ € /Γj. ίί 2 est le corps de quaternions generalises sur K qui
correspond au couple (aλaAy axa2)\ les quatre elements 1, py ω, pω forment
une base telle que ω2 — axa2y p2 + p = a1aiy ω~1pω = p + l. Comme θ est
une transformation involutive telle que Θ2(χ) = a1a2x> d'apres le lemme 5,
Γespace F1 peut etre considere comme un espace vectoriel F2 de dimension

2 sur K2. D'autre part, pour Γindice 3 on sait que GOUQ) — —ζ^^τ^

oύ λ par court /C*, [2], [3] . Alors, toute transformation u de GOt{Qλ)
peut etre ecrite u — μvC2\ oύ μ est un element de Kf (homothetie) et v
est une transformation lineaire sur Fx. La condition wu = uw donne
θ^μv^ = μvC2'θC2\ et d^apres le lemme 11 on a u = ηυr^ oύ γ = γ σ eif ,
vf ^GL^FJ, v/θ = θv\ Mais, on peut considerer v' comme une trans-
formation lineaire de F2 sur lui-meme. La correspondance γz/C2)->w est
done un homomorphisme de K*xGL2(F2) sur GO%{Q)y avec un noyau

{(72, 7"1)}. On en conclut que GOt(Q)^K*(

X

2

GL-2!ζ2) oύ y parcourt ϋΓ*.

5 Cas oύ AQ) n'est pas de la forme p(b) dans K. Les deux ex-
tensions quadratiques K(p) et K(p') sont lineairement disjointes sur K.
Designons par Kλ leur compose K(p)K(p/). Soit ^ Γespace vectoriel
obtenu a partir de E en etendant K a Kx. La forme quadratique Q(Λ )
est la restriction a £ de la forme

sur Ej, (lemmes 7 et 8). Si Γon fait le changement de coordonnees:

er=^6> on a la forme d'indice 3 sur Kly

Qi(x) = ViV^

Soient σ, T les automorphismes de ^ tels que pσ = /
p'r = p' + 1. On peut considerer que toute transformation de GOtiQ) est
la restriction a E d'une transformation de GOt(Q1) qui permute avec les
deux transformations semi-lineaires wy wr sur Eλ donnees par w: (?/, •••,
?/)-> (f'Γ, - , ξ%) et ^ : (ξ/y ••• , ?/)-> (^ϊ, •- , ξ'l). Les transformations
W;, w ' S O n t ( η i y •••, ? 7 6 ) - > ( Λ Γ S 4 , ^72, ^73, « i ^ ί , ̂ 5 , ̂ ?a) e t ( η 1 9 •••, « 7 6 ) - > ( ί 7 Ϊ , ^ 2 ^ 5 ,

7̂3, yl> a~2τvl> vl)' Soit F1 un espace vectoriel de dimension 4 sur i ^ et
soient φy φ' deux correlations relatives aux automorphismes σ, r de Fx

sur Fj* (Γespace dual de Fx) telles que φ : (6X, £2, 63, θ4)-^(^162*, a%e*,
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Ψ'\ (<?!, £2, <?3, £ 4 )^(£ 3 *, tf2*Λ ^ * , ^A*). Les applications semi-
lineaires de Fψ sur F{2)* deduites de φ, φ' sont φCΌ: ( ^ Λ £ 2 , ••• , £ 2 Λ £ 3 )

φ'^: (6 l A<?2, -" ys2Ae3)-^(a2(s3Aβ,ry (e^s,)*, β2(fi2Λθ8)*, Λ 2 ( * I Λ £ 2 ) * ,

α2(£2Λ£4)*, #2(£i Λ £4)*). Designons par ψ- Γapplication canonique de Fi 2 )

sur Fi 2 ) * telle que ( θ l Λ £ 2 , ••• , £2 Λ<?3)-((£3 Λ<54)*, ( 6 2 Λ 5 / , ( ^ Λ ^ . ^ Λ

£2)*, ( ^ Λ ^ ) * , ( ^ Λ ^ ) * ) . On constate alors que

( 9 ) fc; = ψ - ^ ί V 2 5 , ^ = t " ^ 2 V / C 2 ).

Comme dans le cas precedent, pour tout u G GOe (QJ, on a w — ̂ c 2 ) oύ
μ est une homothetie dans Ex et z; appartient a GL^FJ. Les deux con-
ditions wu = uwy w'u = uw' s'ecrivent avec les relations (9) ψ~V"<p(2V2)

z=μv^~ιφQ2\ Y-^r<p/C2>vc2> = μv^ψ-'φ'^. Or, d'apres le lemme 13, on a

(10) φv = Xvφ , φ'v = \'vφ', λ, X'£ Kλ .

Done, pour que la restriction de u = μvCΌ appartienne a GOt(Q) il faut
et il suffit que z; permute projectivement avec φ, φ\ Mais, si Γon introduit
Γapplication semi-lineaire θ = a2φ'~1φ de Fx sur lui-meme, relative a
Γautomorphisme τr = σr = τσy ces conditions sont remplacees par

(11) φv = Xvφ , ^ = X"vθ , λ, λ7/ G /ξ .

Comme on peut voir f acilement, θ est Γapplication de F1 sur lui-meme:

(ai> β2, ^3, ^ 4 ) ^ ( ^ Λ , « i ^ 3 , ^2, «2£i)> done on a

(12) <92(#) = β l f l 2 j .

D'apres le lemme 9 (ii) aλa2 ne peut pas etre ecrit sous la forme
ζζ*, f GϋΓj. Formons a Γaide du lemme 4 Γextension quadratique K2 de
Kx ayant 1 et ω pour base, definie par ω2 = a1a2y ω^fω —ξ**, ζeKlt

Lorsque Γon considere Γextension quadratique Ko de K obtenue par
adjonction d'une racine de Γequation X* + X-hΛ(Q)z=0y alors π laisse
invariant tous les elements de Ko et Ko est le centre de K2. L'extension
K2 est ainsi le corps de quaternions generalises sur Ko, qui correspond
au couple {axaAy axa2). Considerons Γespace vectoriel F19 en vertu du
lemme 5, comme un espace vectoriel par rapport a K2. Designons cet
espace par F2. D'apres le lemme 6, Γautomorphisme σ peut se prolonger
en un antiautomorphisme σ de K2. Par le lemme 10, la forme gx sur
Fx definie par gλ{xy y) — <^φ(χ)y y^> correspond sur F2 a la forme g telle
que g(χ, y) = g1{x, y) + {a1a2)~1 ωg^x), y). Et de plus, on a φθ = aia2θφy

parce que Γon a Θ2(χ)=:alφ/~1φφ/~1φ{x) = a1a2xy done φθ{x)^=a1a2

t{a2φ
f~1φ)~1

φ{x) = a1a2θφ(χ), Comme *φ = φ, gλ est alors hermitienne. En utilisant
le lemme 10, g est aussi hermitienne.
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D'autre part, en raison des relations (11) et (12), on a θυθ(χ) = \"υθz(x)
= X"aλa2v{x) et θυθ(χ) = θ(\"-1θΌ{x)=\"-*θzv{x)=\"-*aιa2υ(x)\ ceci montre
que λ"λ"* = l. Si Γon choisit un element β dans Kx tel que βι"Λ =\!\
t = βv est une application lineaire de Fx sur lui-meme, telle que θt — tθ.
Car la condition (11) donne Θ(β-1t) = \"(β-1t)θ, β-*θt = \"β-1tθ, et
θt = β«X"β-1tθ = tθ. En appliquant le lemme 13 aux relations u = μvC2^
=μβ-ψ^z=μ0f

2\ wu = uw, w'u = uw' et (9), on a

(13) φt = Xotφy φ't = \0'tφ'9 λ0 = λj G ^ , V = λ

Mais d'apres les relations tθ = θty θ = a2φ
/~1φy et (13), on a tφ'~1φ = φ'~1φt

=φ'-1\otφ9 XQtφ=φ'tφ'~1φ = XQ'tφ'φ/~1φ=X()'tφ, done on a λo = λo'. Comme
v V

φθ = a1a2θφy φt — Xotφ, par le lemme 12 (i), λ0 appartient a ifo De plus,
comme θt = tθ9 il resulte du lemme 12 (ii), que λ0 appartient a K.
Remarquons / peut etre considere comme une application lineaire de F2

sur lui-meme, car t(χω) = tθ(χ) = θt(x) = t(x)ω. Les relations (13) et
θt = tθ entrainent que g(t(x), t(y)) = g1(t(x)> tiyV + ia.a,)-1 ωgx(θt(x\ t(y))
= \gi(x> y) + (a1a2y

1 ωX^θix), y) = χQg(Xy y)y ce qui montre que t appar-
tient au groupe GU2(F2, g). Inversement, si t appartient a GU2(F2y g)9

on a aisement gAUx), t(y)) = \1g1(x9 y)9 \l = X[ = \19 done φt = X1tφ.
v

Comme tθ = θt9 on a aussi <p't = \t<p'. Alors, pour que u = μ0t
C2:> appar-

tienne a GOt{Q)y il faut et il suffit qu'on ait les relations (13). D'apres
la deuxieme relation de (13) on a μl = μτ

0 et μo = μo£Ko, ce qui est
compatible avec les relations |/ | | / | σ = ^-1λ?/A5"σλ? = λS= \t\\tΓ et elles
donnent aussi \t\ £K0. Mais pour μ0 = yβ0, y£Ky βoeKOy on a de meme
|/|=A6o"1λo = ^S"1λo. En resumant ce qui precede, on conclut que
GOt(Q) — Γ/{(7\ γ-1)} on Γ est le sous-groupe de K*xGU2(F2y g) forme
des couples (μoy t) tels que \t\=μl~1\o, μoeKo*y teGU2(F2, g) et oύ γ
par court if*.

6. Considerons ensuite le cas de Γindice 0. La forme quadratique
Q(x) peut s'ecrire

Q(x) = agl + ξλξ, + a Si + aM + ξ2ξ5 -t- a5ξ\ + a£\ + ξ3ξ6 + a6ξ
2

6,

oύ les elements axai9 a2a5f a3a6 ne sont pas de la forme p(b) dans K.
Soient p09 p19 p2y p3 des racines des equations: X2-hX+4(Q) — 0,
X2-hX-ha1aA=0, X2-hX-ha2a5=0y X2 + X-ha3a6=0. Le pseudo-discriminant
est Λ(Q)=aiaA + a2a5 + aza6=pl + pQy oύ po=p1 + p2 + p3 Le corps K1=K(plf

p2y p3) est une extension de K de degre 2, 4. ou 8.
(i) Dans le premier cas, on a p2y p3^K{pλ). Considerons separement

les deux formes quadratiques Q\x) = aJ;l + ξj;ι + aj;l + aJ;l + ξJ;s + aj;l9
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l e * P a r l e lemme 1 notons que
4 Q ' ) = axa, 4-a2a5 = p(d')9 4 Q " ) = a,a4 4- a3a6 = p{d"), d\ d" £ K. Quand on

applique le lemme 8 a Q\ Q", on a (en remarquant que les formules de
transformation sont les memes pour les coordonnees d'indice 1 et 4)

* 4- a2(ξ'2 4 f ' f ' + tf^i/2)2(ξ2

'2
4- f ,'f.' + tf A f

on peut alors supposer que p1 = p2=:p3 — p. Dans ce cas,
n'est pas de la forme p(b) dans K et p0 = p. D'apres le lemme 7, la
forme quadratique est ramenee sur Kx a la forme Qλ telle que

(14) Qx(x) = ax {ξ

dont Γindice sur K1 = K(p) est egal a 3.
Lorsque le degre de K1 = K(p1, p2, p3) sur K est egal a 4, on a deux

possibilites suivant que les trois extensions K(pJ, K(p2), K(p3) sont dis-
tinctes ou non. (ii) Si elles sont distinctes, puisque p3 doit appartenir a
K(Pi> P2) et que pl + p3 = a3a6J selon le lemme 2, ρ3 doit appartenir a
K(p1-hp2). Comme (p1 + p2)

2 + (p1 + p2)==a1a4 + a2a5, p1-hp2 tenant le role de

p du lemme 1, Δ(Q) est de la forme p(d). Par le meme changement de
variables qu'au lemme 8, Q(x) se transforme en Q(x) = a1 {ξ/2 + ξ/ξ/-h
a^ξ/2} 4- a2 {ξ2'

2 4- ξ2V + a2a5ξ/2} + a3 {ξ/2 4- ξ/ξs' + {d2 + d + a3a6) ξ/2}. ^ Comme

ί/24-rf4-^3ί76 = β1^44-^2^5 = (p14-p2)
24-(pi4-p2), On a Q(#) = ^ {f/2 + £/£/ +

(Pf + P 1 ) f Λ + « 2 { f a

/ a + ^ 5 / + ( p i + P2)f5 / 2}+«3{^
^6

/2}. Done, on peut supposer que p3 = p1 + p2 et 4(Q) = 0. En con-
sequence, la forme Q etendue a Kx s'ecrit

(15) Qx(χ) = aA^' + pA'} te

(iii) Si deux des trois corps K{px\ K(p2), K(p3) coincident, par exemple,
K{pλ) — K{p2)y comme dans le cas (i) on peut supposer que p1 — p2 = P'
p3 n'appartient pas a JfiΓ(p) et J(Q) = pl + p3 n'est pas de la forme p{b) dans
K. En utilisant le lemme 7 et le lemme 8, la forme Q s'ecrit sur Kx

sous la forme

(16) Qx{χ) = ^{fZ + pf/} {f/ + (p + l)f/} +a2&' + pt5'} &' + (P + Df/}

L'indice de Q sur /Γ(p0) est egal a 1 ou 3. Si cet indice est 3, il existe
un sous-espace de dimension 3 dans Eo (espace vectoriel obtenu en
etendant K a K(p0)) qui rencontre le sous-espace {£3 = £6 = 0}. Alors, la
restriction de Q a ce sous-espace, Q0(x)~a1ξl-hξ1ξ4'i'a4ξl-ha2ξl-hξ2ξ5-ha5ξl
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a Γindice 1 ou 2 sur K{pQ). En changeant de base, on peut supposer, par
exemple, que a1a4 = β2 + βy βeK(p0); en appliquant le lemme 1, on a
4(Q) + a1a4t = a2a5+a3a6 = p(d) dans K. D'apres le lemme 8, apres le
changement de base, on peut supposer que p = pz, ceci est le cas (i).
Par consequent, dans le cas (iii) on ne traite que la forme Q d'indice 1
sur K(Po) et dans ce cas la forme Qo est d'indice 0 sur K(p0). Dans le cas
oύ le degre de Kλ sur K est egal a 4, les raisonnements precedents
prouvent que la condition que KipJ, K(p2)y K(p3) sont distincts est equi-
valente a celle que 4(Q) est de la forme p(b) dans K.

(iv) Lorsque le degre de K1 sur K est egal a 8, p{ n'appartient pas
kK(pj,pk), i=¥j, iφk, iy j , fe = l, 2, 3, et 4 Q ) M P i + p 2 + p3)2 + (Pi + p2 + P3)
n'est pas de la forme pφ) dans K. D'apres le lemme 7 et le lemme 8,
la forme s'ecrit sur Kx

(17) Q1W = α a i / + p

L'indice de Q sur K(p0) peut etre egal a 0, 1, 2 ou 3. Comme dans le
cas (iii), si cet indice est egal a 1, 2 ou 3, on peut trouver une base
de E a laquelle au moins un de aλa^, a2a5, a3a6, par exemple, a3a6,
est de la forme p{β) dans K(p0). Par le lemme 1, on a 4(Q)+a3a6

= a1aA + a2a5 = p{d), deK. Par le lemme 8, en changeant de base, on
peut supposer que p1=p2y ce qui est examine au cas (iii). Dans le cas
(iv), on n'a done a traiter que le cas oύ la forme Q est d'indice 0 sur K{p0).

7. Cas oύ le degre de Kx sur K est egal a 2. Soient E un espace
vectoriel de dimension 6 sur K et Ex Γespace obtenu en etendant K a Kx.
Faisons le changement de coordonnees : v1 = a1(ξ1

/-hpξ/)y η2 = a2{ξ2 -4- pξs'),

La forme (14) se transforme a la forme d'indice 3 sur Eλ telle que

Toute transformation du groupe GOt(Q) est la restriction a E d'une
transformation de GOtiQJ qui permute avec la transformation semi-
lineaire w: (ξ/y ••• , £/)-* (£/*, ••• , ξ&

/<τ), oύ σ est Γautomorphisme de Kx

sur K> distinct de Γidentite. La transformation w est (η19 ••• , ηQ)-^{aιη\y

β>2rίs> cί3ηly a\Ύη\, ch}η\, (h}η\), De meme que dans le cas de Γindice 1,
nous considerons Γespace vectoriel Fx de dimension 4 sur Kλ et Γespaca
des bivecteurs Fi 2 ) sur Fλ. Toute transformation u de GOUQi) P e u t έtre
ecrite sous la forme u — μvC2\ oύ μ est un element de K* et v appartient
a GLA{Fλ). D'autre part, prenons une correlation involutive ψ de Fx sur
F* relative a Γautomorphisme σ telle que (8ly £2, £3, 64)->(61

ίi<, a2azS2*y
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axa3S3^y aλa2S^), L'application semi-lineaire <£>C2) deduite de φ est une
correlation de F{2) sur Fi 2 ) * telle que (S1 Λ £ 2 , ... , S2 AS,)-^{a2a3(Sλ

 Λ<5

2)*>

Quand on designe par ψ Γapplication canonique de Fi 2 ) sur Fi 2 ) * telle que
( ^ Λ θ ^ ^ ί Λ δ ^ ^ s Λ θ J * , (£2Λ£4)*, (S2ΛS3)*, (S1 Λ £2)*, (6, Λ S8)*, (^ Λ

£4)*), on a alors w = ψ~1(a1a2a3)~1<pC2\ De la condition wu = uwy on tire

ψ-1φc2^μvCΌ=μυ^ψ~1φC2\ et d'apres le lemme 13 on a φυ^=Xυφy \v\=μσ'1X2

y

X = XσeK. On peut determiner un element μ dans ϋ^ satisfaisant a
ces conditions, a un facteur pres egal a un element arbitraire γ de /Γ*.
Si Fon pose g(xy y) = <^φ(χ), y^>, g est une forme hermitienne sur Fx et
υ est une transformation appartenant au groupe GU4(Fly g). Pour toute
transformation v de GUA{F1, g)y Γapplication v-+\υ\X~2 est une repre-
sentation de GU4t{Fly g) dans le groupe des elements de norme 1 de Kλ.
DΌύ, on peut determiner completement la correspondance entre la
restriction a E d'une transformation de GOtiQ^ et une transformation
de GU,(Fly g). On a alors Γisomorphisme GOt(Q)~Γ/{(7\ γ"1)} oύ Γ
est le sous-groupe de KJ*xGU4{F19 g) forme des couples (μ, v) tels que
\v\=μσ-1X\ μeK*9 veGU4(F1} g) et oύ y parcourt if*.

8. Cas oύ le degre de Kx sur K est egal a 4 et oύ d(Q) est de la
forme p{b) dans K. Dans la forme qardratique (15), si Γon fait le change-
ment de coordonnees tel que tη1 = Q>$ϊ + p£l\ y2 = £ ' £ '

+ p2)ξe/}> ^ = f1

/ + (Pi + l)?Λ y5 = ξ
* o n a l a forme sur Eλ telle que

Soient σ1, σ2 les automorphismes de Kx sur K distincts de Γidentite, qui
laissent invariants K(p2), K(pJ respectivement. Toute transformation
de GOi{Q) est la restriction a E d'une transformation de GOtiQJ qui
permute avec les deux transformations semi-lineaires w1, w2 de Ex telles
que wλ: {Vl, ••• ,vB)-+{alVli, v^y azη

σ^y Λ Γ S I S ^s1, ^i" 1^ 1), et w2: (^, ••• , ̂ 6)
-^(^ί2, ^2^52, ^3^62, 7̂42, a^yl2, dϊληl2). Considerons deux collineations
θ19 θ2 sur Fλ relatives aux automorphismes σ19 σ2 telles que θλ: (Siy ••• , S4)

- ^ ( ^ 3 , ^ 4 , « A ^ i , «i^2), Θ2 (6i>~Ά)->(62> a2a*si, aA> a2δ3)- D e la
meme maniere qu'aux numeros precedents, on en tire aisement que

ί J ) , ^ 2 ) : (^Λf2, .•• 962AS3)-^(a2a3(S1 A£2), ^ A U

^2(^2 A 63), a2a3{S3 Λ £4), β|^3(61 Λ 63), *2tf K^ Λ £4)), et que w1 = (a&y1 θ[z\

W2=(a2a3)~1 θf\ Comme une transformation u de GOUQi) s'ecrit u=μvC2\
μζiK*y v^GL^F^, les conditions WiU — uWt sont remplacees par (^-^)c2)

= μι~σi(vθiγ
2^y ί = l, 2. Comme ^?(^) = Λ1β3Λr, le lemme 11 prouve qu'on a
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Fj tel que /#=**„ *A=<Mi, μ=μxβ\, β1^Kι.
D'autre part, axaz n'est pas de la forme ζζ°ι, ξ£K1 = K(p1, p2). En

effect, si on avait a1a3 = ζζ"1, ζίKλ, selon le lemme 3, on aurait ζ=ζ1ζ3,

ζλeK{Pι), ξzeK(Pl + p2), d'oύ axa^ζ&ζ&. Si Ton pose -^ = ?/ on a
α, 3

^ = riftξ/ζs*1 Par le changement de variables : ξ/ + Plξ/ = ζϊ\ ξ2' + p&'
a3

= 0, £ί + (p1 + p2)%s=ζz> la forme quadratique Q deviendrait Q(x)
= cι1ζϊ1ζT(Tl + cι3ζ3

/ζs<Tl^=0f pour un vecteur non nul, ce qui est contraire
a Γhypothese de Γindice 0. Appliquons la methode generale. On peut
definir Γextension quadratique Lλ de K1, avec les elements de base 1, ω1,
tels que ω\~axa3y ω^1ζω1 = ζσi, ζ^Kly (lemme 4). En prenant ωσ^ = ωly

on peut prolonger σ2 en un antiautomorphisme sur Lx. D'apres le
lemme 5, en posant Θ1(χ) = χω19 Γespace vectoriel F1 peut etre considere
comme Γespace vectoriel F/ de dimension 2 sur Lx. Comme Θ2Θ1 = θλθ2,
pour x'eF/, on a Θ2(χ'ω1) = θ2θ1(χ') = θ1θ2(χ') = θ2(χ') ω1 = θ2(χ/)ωσ

L2> θ2

devient une collineation sur F/, relative a Γautomorphisme σ2 de Lλ et
t19 θλ deviennent des transformations de GL2(F/).

Montrons ensuite que a2az n'est pas de la forme ζζ*2, ζ^Lλ. Sup-
posons que a2a3 = ζζσ2 pour un element ζ = aω1 + β, <x, β eK1 = K{p1, p2),
alors cette relation donne a2a3 = (a<o1

ωχ — 0, done

(18) a2a3 4- aλa3aaσ^ + ββ*2 = 0 ,

(19)

Si β—0, de la formule (18), on aurait —2 = aaσ^, d'oύ a1a2=(a1a)(a1cc)σ^y

a1cc^K(p19 p2)y ce qui ne peut pas se produire, par le lemme 9. Supposons
a aσ2 I a \σ2

done β Φ O . La formule (19) entraine -g- = ~^^2'
=Z\W\) Si Γon pose

-0^ = ηy on a ηβσι = η

σ2β. En le posant dans (18), on a

2, done

(20) tf2tf3 = W W V 1

Comme ( ^ X ^ Γ 1 eϋΓ(p2), ββσ*£K(p1)9 a2a3eKy la formule (20) entraine
que ησ2ησ^2 et ββ0"2 doivent appartenir a K Du lemme 3, il resulte qu'il
existe des elements ηί9 η3 tels que v

σ2 = VlVj
1

y VleK(px)9 η3eK{pλ + p2) et
qu'il existe des elements η2, η3 tels que β=v^

1

v/y η2eK(p2), η3 e
p2). Si Γon applique σ2 a v

(T2 = VlVj
1

y on a η — ηlV^
σ2m La relation

v

σ2β donne alors vtf^vz^vi'^ViV^v^v*, vϊW^^VzW, et
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^v/vl2- Lorsqu'on pose v3 =
a, by a\ V eKy on a {a(Pl + p2) + b} {a
{a(Pi + p2) + b + a}y done ba' = b'a. Par suite, on a aηz' = a{a\p1 + p2) + b'}
=aa\pλ + p2)-\-ab' — aa\p1 + p2) + ba' = a'{a(p1 + p2)-\-b] = a'y3. La relation
(20) entraine done a2a3 = yl^y-ly'^^2 {a&y^y^yϊ*1 4-1}, a2a2a3y2y

σ

Δ

2

=(ay3')(aη3Ύz {a^y^y^y^1 +1}, a2a2a3y2y
σ/ = af2axa3yλy

σ^ + af2y3y\\ DΌύ
on a finalement

E n prenant ξ/ + p1ξ/ = a'a3yly ξ2'+ p2ξ/ = aa3y2y ξ3

/ + (p1 + p2) ξ6

/ = cι/y3y la
forme quadratique Q serait egale a 0 pour un vecteur non nul, contraire-
ment a Γhypothese de Γindice 0.

On peut done former Γextension quadratique L2 de Lλ ayant pour
base les elements 1, ω2 tels que a2a3 = ωjy ω^1ζω2 = ζσ2f ζeLly (lemme 4).
Comme θj(χ) = a2a3xy Γespace vectoriel F/ de dimension 2 sur L1 peut
etre considere comme un espace vectoriel de dimension 1 sur L2y avec
Θ2(χ) = χω2, (lemme 5), autrement dit, Γespace F/ peut etre identifie au
corps L2. Pour u = μ1t{

2\ μl^—μ1 eK(p2)y les relations θ\(χ)z=a2a3xy

uθp = θpu donnent u = μ2tf> tel que μl2 = μ2y μx=μ2βl9 t2θ2 = θ2t2y et
done μ2 — βϊ2β22μ£K> (lemme 11). Pour un element ξ + ω2η de L2 on a
t2(ξ + ω2η) = t2(l) ξ + t2θ2(l) η = t2(l) ξ + θ2t2(l) η = t2{l)ξ + /2(1) ω2η = t2(l)(ξ +
ω29?)> cela signifie que t2 est une homothetie du corps L2. Comme a la

K* x L *
fin du n°4, on conclut que GOt{Q) — τr-2—=YVT oύ y parcourt K*.

\\Ύ > Ύ )}

9. Cas oύ le degre de Kx de K est egal a 4 et oύ 4(Q) n'est pas
de la forme p(b) dans K. Notons d'abord que la forme Q se transforme
sur K1 = K(py p3) en la forme (16), done QM — ytft + VzVs + VM* e t Q u e l a

forme a^l-λ-ξ^^a^l^a^lΛ-ξ^^+a^l est d'indice 0 sur le corps

Comme dans les cas precedents, on peut considerer que toute trans-
formation u de GOG(Q) doit permuter avec les transformations
W- (Vi> '" > Ve) -* ( ^ 1 ^ 4 , ^2^75, y l , Cί\Ύy\y Ch}y\y yσ

6)y Wf : (yly ••• , y6) - > (y\y

yl, a3yl, y\y y\y a^Ύyl)y oύ σ,τ sont des automorphismes de Kλ sur Ky

distincts de Γidentite, qui laissent invariants K{p3)y K(p) respectivement.
D'apres la methode du n°5, prenons la collineation θ de Fx sur lui-meme
telle que θ: (8lf ••• , θ 4)->(£ 4, a2£3y a1S2y aλa2S^) relative a σ et la correla-
tion φ de Fx sur F* telle que φ : (£,, ••• , ^ 4 )->(θ 4 *, aφ*ya£*, 6,*) relative
a T. Alors sur F [ 2 ) , 6>C2) est la collineation : (£1 Λ θ 2 , ••• , £2 Λ f3)->(«2(θ3 Λ £4),
a1(S2AS4)Ja1a2(S1A6Jy a\a2{S1hS2)y a1al{S1/\S3)ya1a2{S2A£3)) et ^ c 2 ) est la cor-
relation : (6χ Λ 62 , , S2 A 63) -* (α3(63 Λ 6J* f tf3(£2 Λ £4)*, (£, Λ £4)*, Λ8(^i A ^ ) * ,
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a3(S1 Λ 63)*,. al(S2 A 63)*). On en deduit que w^a&yW* e t u/=ψ"1θiιφco

9

o ύ ψ e s t Γ a p p l i c a t i o n c a n o n i q u e d e F[2) s u r F i 2 ) * t e l l e q u e ( ^ Λ ^ , . - - ,
£2ΛS8)-*((S,Λ£4)*, (£2Λ£4)*, ( £ 2 Λ ^ , ( ^ Λ ^ ) * , (^Λέ?,)*, ( ^ Λ £4)*). En

considerant K1 = K0(p) et en appliquant le lemme 9 (i) a la forme tf^f-f
%i%i + Gjzl + aJzl + %Jzs + aJzh o n P e u t montrer que axa2 n'est pas de la forme
ζζσ dans ifj. On considere Γextension quadratique K2 de Kx ayant 1 et
ω comme base telle que ω2 = a1a2y ω~1ζω = ζσ

f ζeKλ. Designons par τf

Γantiautomorphisme de K2 prolongeant T tel que ωτ/ = ω, (lemme 6). Le
corps K2 est alors un corps des quaternions generalises sur KOy qui cor-
respond au couple {aλaAy aλa2) tel que p2-\-p = a1aι, ω2 = a1a2, ω~1pω = p + l.

La condition uw = wu donne uθC2> = θC2>u et comme θ\χ)=za1a2x, pour
u=μvC2> cette condition entraine que u=μ0t

C2\ tθ=θt, μo=μleKo> μ=μoβ\
β€'K19 oύ teGL^FJy (lemme 11). Pour u = μ0f

2) la condition uw' = w'u
donne ^ C 2 ^ " V 2 ) = t " V 2 W c % d'oύ on a <pt = \otφ, UI=/^ T o"^, (lemme
13). D'autre part, en vertu de la correspondance entre une forme
sesquilineaire g sur F2 de dimension 2 (Γespace Fλ considere comme un
espace vectoriel sur K2) et la forme gx definie par ψ sur Fx de dimension
4, telle que g(x, y) = g1{xy y) + <»(a1a2)~1 gtfix), y), g est une forme her-
mitienne, comme on a vu aux cas precedents. On a alors teGU2(F2, g).
Comme φθ = a1a2θφ, φt = \otφ implique XQ = Xτ

oeK(p)f (lemme 12 (i)), et
de plus tθ = θt entraine Xo = Xσ

oeKy (lemme 12 (ii)). D'oύ on etablit
Visomorphisme GOi (Q) — F/{(y2

y γ' 1)}, oύ Γ est le sous-groupe de
KQxGU2(F2, g) forme des couples (μ0, t) tels que \t\=μl~λXly μo€KO}

teGU2(F2y g) et oύ y parcourt K*.

10. Cas oύ le degre de Kλ sur K est egal a 8. Par le change-
ment de coordonnees : v1 = a1(ξ1

/ + p1ξ/)9 v2 = cι2(ξ2

/ + p2ξ/)y ηz = az(ξ3' + pjίs')9

v^tZ + iPi + DZS, V5 = ^2/ + (p2 + ̂ 5/y tη* = %*+(Pz + 1.)£*'> la forme quadra-
tique (17) se reduit sur Eλ a la forme

Qi(x) = ViVA + VzVs + Vz'nQ

Soit σiy / = 1,2,3, Γautomorphisme de Kx sur K qui laisse invariant pjy

Pk> j^iy kφiy jyk = ly2y3 et qui transforme p, en p f + l . Toute trans-
formation de GOi(Q) est la restriction a E d'une transformation u de
GOt{Qλ)y qui permute avec les transformations semi-lineaires w(: (ξ/9 •••,
fβO-^ί^Λs *•* >fβ/σ#"), ί = l , 2 , 3 . Considerons les trois correlations involu-
tives ^ de Fλ and F x * , relatives aux automorphismes σiy ί = l, 2,3,
definies par <px: (619 •••, 64)-> (£2*, 6^, β lfi4*, Λ l £ 8 * ) , <P2: (619 ... 9δ4)-» (68*,
«2«4*, «i*, «2«2*), ^ 3 : («!, ••• , ^ ) ^ ( ^ * , aA*, aA*> f i * ) Les correlations
φ^ de F [ 2 ) sur F i 2 ) * sont donnees par
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e2r, aλ{e2 A £4)*, aλ{S2 A £8)*, tf?(£3 Λ θ4)*, Λ ^ Λ £3)*> a^s, A £4)*)

2 , , ^ Λ ί 3 ) -

A S4)*, ( ^ Λ 63)*, tf2(£2 Λ 63)*, tf ̂  Λ 62)*, tfi(£2 Λ £4)*, ^ ( ^ Λ 64)*)

Λ £ 4 ) * , tf3(θ2 Λ £ 4 ) * , (S1 A έ?4)*, ^ Λ £ 2 ) * , ^ ( ^ Λ <S3)*, β|(£a Λ £

On constate alors que wi = ψ~1aτ1φt2\ / = 1,2,3 oύ ψ est Γapplication
canonique de Fί 2 ) sur Fί 2 ) * telle que (61 A S2, ..., β2 A £3)->((£8 Λ 64)*, (62 A 64)*,
(̂ 2 Λ £3)*, (̂ i Λ £2)*, (θ, Λ 63)*, (^ Λ 64)*). Pour que w, a = MM;,- avec u = μυC2\
μeKfy veGLAFJ, il faut et il suffit que v permute projectivement
avec <Pt, i = 1, 2, 3, (lemme 13). Si Γon considere les collineations
involutives θ1 = asφ31φ2J Oz = aλφϊλφ2y relatives a τ 1 = σ2σ3 et τ3 = σ i σ 2 ,
t; doit aussi permuter projectivement avec elles. Comme on a vu au

n°4, on a θ\ = a2a^ θ\ = aia2J θxθz = θβ^ φ2θ1 = a2aj1φ2f <pA = a1a2\φ2.
Notons que K1 = K(p0)(p2, p3) = K0(p2y p3) oύ /)0 = />1 + p2 + p3, que Γauto-
morphisme τx laisse invariant Ko et que la forme Q est d'indice 0 sur
Ko. Le lemme 9 (ii) montre que a2a3 n'est pas de la forme ζζTl>
ζ £K1 = K0(p2, JO3). Formons alors Γextension quadratique Lλ de Kλ ayant
pour base les elements 1, ω1 tels que ω\ = a2azy ωf1fω1 = ξ"Γi pour ζ€K19

(lemme 4). En posant ωp — ω1 Γautomorphisme σ2 peut etre prolonge
en un antiautomorphisme σ2 de Lx, (lemme 6) et τ3 en un automorphisme
τ 3 ' de Lx en posant ω^ = ωλ. D'une f aςon generale, Γespace vectoriel Fx

de dimension 4 peut etre considere comme un espace vectoriel F/ de
dimension 2 sur Lly (lemme 5). Designons par φf la correlation de F(
sur F/* correspondant a ^>2, relative a Fantiautomorphisme σ2. Soient
g2, "̂/ les formes sesquilineaires sur Fx, F/ definies par <p2, φ\ D'apres
le lemme 10, la correlation φ' correspond a la forme g' telle que
g'ix, y) = g2(xy y) + ω1(a2a3)~1g2(θ1(χ)9 y). Lorsque Γon considere θ3 comme

V V

une collineation sur F/, la condition φ2θ^ = a1a2θ3φ2 entraine φ/θ3 = a1a2θ3φ\
Les conditions w2u = uw2y w3u = uw3 donnent θ[Z)u = uθ{2) et, pour u = μvC2\
le lemme 11 montre que t1θ1=zθ1t1 oύ u = μ1t?\ t^GL^F/). La condi-
tion w2u = uw2 entraine wty~λφf^ = *]r~λφκ^u et pour u = μ1t[

2} le lemme
V

13 donne φ/t1 = Xot1φ\ Faisant jouer par Ko le role de Kdans le n°8 et
considerant L1 = K0(p2y p3y ωx), on peut montrer que axa2 n'est pas de la
forme ζζT3

y ζ€Lx. On forme encore Γextension quadratique L2 de Lλ

ayant pour base les elements 1, ω2 tels que ωl = a1a2, co^ιζω2 = ζτί pour
ζ 6 Lλ. Si Γon identifie deux elements 1, ω2 aux elements de base de F/,
on considere L2 comme Γespace vectoriel F/. En posant ωT£ = ω2y on
prolonge τ 3

; en un automorphisme de L2. D'autre part, la correlation φr
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correspond a la correlation φ de Γespace F" = L2 sur F/ '*, qui definit
la forme bilineaire g sur L2 telle que

g(x, y) = g'(x, y) + ω2(a1a2y
1g\θ3(χ)y y) = {a^a^xi' ω2ωxy ,

oύ σ2" est Γantiautomorphisme σ2 prolonge en posant ωψ = ω2. Comme
tφ2=zφ2y la forme gx sur F 2 est hermitienne, alors g' Test aussi et done
g est une forme hermitienne. Les conditions wλu = uwx, w2u = uw2

donnent θfiu = uθ{£i et done, pour u = μ1t[
2\ le lemme 11 prouve que

t3θ3 = θ3t3, u = μQt£\ D'autre part, w2u = uw2 implique pour u = μot¥\
V V

φ//t3 — X"t3φ", (lemme 13). Comme θl(χ) = aιa2x, ψβz =axa2θ3φ2y d'apres
le lemme 12 (i) λ" appartient au centre de L2 et d'apres le lemme 12
(ii) X" est un element de K. Notons que t3 est une homothetie dans L2

et posons t3(ζ) = tζ, t,ζ£L2, par le meme raisonnement qu'a la fin du
n°8. On a alors t^ω2ωλt = X//ω2ω1. En effet, <p'%(lω2ω1) = φ"(lt3ω2ω1)
= ^ ( D ί ί ωjiωϊί = ^//(l)/i/3G,2o>l et λ"f8?>"(lω2ω1) = λ ^ M φ ^ D ω ^ )

= λ/V//(l)ω2ωi^~1 Toute transformation u peut alors etre ecrite u = μ0ti
2)

avec t3eGU1(L2y g). Inversement, si t3 est un element de GUx{L2y g)>

on a φ"t3 = X't3φ", X'eK, et φ2t3 = X/t3φ2. Les conditions t3θ1 = θ1t3>
V V

t3θ3=:θ3t3 donnent φ1t3 = X/t3φlf φ3t3 = X/t3φ3. Appliquons la methode
exposee a la fin du n° 5. La condition que u = μ0ts

2) appartient a GOi{Q)
est equivalente a celle que μlc1 est egal a l ^ l λ ^ ^ o u r chaque ί = l, 2, 3,
cette relation est obtenue par le lemme 13 applique a chaque φlyφ2yφ3^
Comme μ0 est invariant par deux des automorphismes σz , i = l, 2, 3,
μ0 est un element de K0 = K(p1 + p2 + p3). On a | ί 3 | |^3 |

σ/ = λ/4 pour chaque
/ = 1, 2, 3, done | ί 3 |e/iΓ 0 . Si Γon choisit un element βf^K0 tel que
β^^X'2 = |/ 3 | , pour un element arbitraire γ de iΓ, on a de meme

/3| =^&ji-1λ/2 = iS/σi~1λ/2. En resumant ce qui precede, on constate que
Q) — Γ/{(J2, 7"1)}, oύ Γ est le sous-groupe de K^xGU^L^g) forme

des couples (μQyt3) tels que | ̂ 31 = /^o1"1^72 et oύ γ pαrcourt K*.

(Reςu le 22 Septembre, 1958)
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