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Introduction

En 1969, M.T. Nishino [2] [3] a cherchά des fonctions entieres de deux
variables complexes telles que toute leur surface premiere soit analytiquement
homeomorphe & tout le plan d'une variable complexe en tant que surface de
Riemann. II a d'abord montre qu'une telle fonction enti&re peut se reduire a
une fonction ne dependant que d'une variable, au moyen d'un automorphisme
analytique de tout Γespace. Plus tard, il a montrό que toute surface premiere
d'une fonction entiere est analytiquement homάomorphe a tout le plan, s'il y a
assez de surfaces premieres analytiquement homeomorphes k tout le plan pour
que les valeurs de la fonction prises sur ces surfaces forment un ensemble de
capacite non nulle.

Nous nous proposons ici de chercher des fonctions entieres de deux variables
complexes telles que presque toute leur surface premiέre soit analytiquement
homέomorphe & tout plan pointe & Γorigine d'une variable complexe z : 0< \z\
<oo en tant que surface de Riemann. Pour la simplicity, une telle surface sera
dite de type (0,2). La fonction xy est un exemple simple de telle fonction. D'
ailleurs, quand on y eίfectue un automorphisme analytique de tout Γespace des
variables x et y> on obtiendra une fonction f(x, y) dont toute surface premiέre
est de type (0, 2) & au plus deux surfaces avec la meme valeur pres. En outre, si
Γon prend une fonction entiere quelconque JF(#) d'une variable z, la fonction
F(f(x, y)) possede aussi cette propriόtά.

En ce moment se pose le probleme inverse suivant: Si une fonction entiere
admet suffisamment beaucoup de surfaces premieres de type (0, 2) pour que
les valeurs prises sur ces surfaces forment un ensemble de capacitά non nulle,
alors peut-on dire que toutes ses surfaces premieres sont aussi de type (0, 2) &
au plus deux d'elles avec la meme valeur pres et peut-on la reduire a certains
polynomes par l'intέrmediaire d'un automorphisme analytique convenable de
tout Γespace et d'une fonction entiere F(z) d'une variable #?

La repose est affirmative et la fonction envisagόe peut etre reduit & un
polynome de la forme
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xnym ou bien x\xι y + a0 + ax x + ••• + at_λ x1'1)1".

Nous nous contentons ici d'anoncer ce resultat. La demonstration complete
sera exposee ulterieurement.

Dans le presente memoire, nous en donnons la solution dans un cas particu-
lier auquel se reduira le cas general. Supposons & cet effect que la fonction
entiere envisagee f(x, y) satisfait aux quatre conditions suivantes:
1) Pour toute valeur complexe non nulle c> la surface entiere Sc donnee par

f(x,y)-c=0

est non vide et irreductible dans tout Γespace.
2) Pour toute valeur complexe non nulle c, Sc est de type (0, 2).
3 ) Pour aucune valeur complexe non nulle cy il n'existe un point de Sc> en lequel

les premieres derivees df/dx et df/dy s'annulent a la fois.
4) La surface entiere donnee par f(x, y) = 0 se compose de deux surfaces

premieres.
Cela pose, nous montrerons dans la suite que la fonction f(x, y) peut se reduire
par un automorphisme analytique convenable de tout Γespace ou bien k un
polynome de la forme xnym ou bien & celui de la forme xn{xιy + aQ + ^x + •••
+ ai-iXll)m, oύ n et m sont des entiers positifs relativement premiers et / est un
entier positif. Ceci est le but principal de la note actuelle.

I. Preliminaires

1. Definitions. Theoremes. Nous commenςons par rappeler quelques
definitions et resultats dϋs a M.T. Nishino, que Γon employera dans le
mάmoire actuel, en citant certaines parties de son memoire1^ mot & mot.

Soit/(#, y) une fonction entiere dans Γespace de deux variables complexes
x et y. Pour un nombre complexe a, clique composante irrόductiblc SQ de la
surface analytique donnee par Γequation f—a=0 s'appelle surface premiere de
f avec la valeur a, en peu de mot, surface premiere. Si la fonction/— a prend la
valeur nulle d'ordre v sur So, So est dite d'ordre v ou d'ordre eleve lorsque v>l.

Soit So une surface premiere de / avec la valeur a0. Prenons en outre
une droit analytique L que passe par un point ordinaire p0 de So. On dit que L
passe par p0 transversalement ά So si, en changeant le systeme de coordonnees
par une transformation lineaire non degenerέe telle que p0 se ramene & Γorigine
et que L soit representee par x = 0, et en decrivant un polycylindre (Δ, Δ7) de la
forme

Δ : \x\ < P , A': \y\ < 9

f

1) Voir Nishino [1], [2], [3].
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convenablement, on peut exprimer So dans (Δ, Δ'), sous la forme

oύ ξ(x) est une fonction holomorphe et univalente dans Δ. Considerons une

partie connexe Γ autour dep0 sur L donnee par Γinέgalite \f—ao\ < p, oύ p est

un nombre reel positif. Alors, les conditions suivantes sont remplies, pourvu que

p soit suffisamment petit: 1) Γ est compris dans Γinterieur d'un voisinage de/>0,

2) L est transversale & toute surface premiere qui passe par un point de Γ. 3)

toute surface premiere qui passe par un point de Γ est d'ordre un k Γexception

de So au plus. Designons par Σ Γ Γensemble de tous les points qui se trouvent

sur une surface premiere passant par un point interieur de Γ. On Γappelle tube

normal autour de So par rapport ά T ou simplement tube normal autour de So.

Supposons ici qu'il n'y a aucun point dans Σr> en lequel les derivees

Qf/dx et dfldy

s'annulent k la fois. Alors, nous allons former un revetement etale au-dessus de

Σ Γ comme ce qui suit. Considέrons d'abord le revetement universel de chaque

surface premiere S dans XΓ, que Γon dόsigne par S. Un point quelconque^

de S est reprάsente par une paire (p, I) d'un point p sur S et d'une courbe / sur

S joignant a p le point OS=S ΓiT que Γon appelera I'origin de S. On introduit

la relation d'equivalence entre les paires (p, I) de la faςon habituelle et on a Γ

origine Os de S comme d'habitude qui se trouve au-dessus de Os. Soit V Γ

ensemble de tous les points ps qui se trouvent sur quelqu'une des S, pour toutes

les S dans ΣΓ. Comme il n'y a aucun point dans ΣΓ, en lequel les derivees

df/dx et dfldy s'annulent a la fois, on peut introduire a V une topologie naturelle

de maniere que Γon puisse regarder V comme domaine multivalent sans point

critique interieur etale au-dessus de Σ Γ On Γappelle revetement (U) de Σ Γ et

on le designe par ΣΓ .

On doit a M.T. Nishino le

Thέoreme A. Σ Γ est une variέtέ de Stein.

Ensuite, considerons un domaine multivalent etale au-dessus d'un domaine

cylindrique dans Γespace de deux variables complexes z et u de la forme (Γ, C),

o ύ Γ : \z\<p e t C : |M| <oo. Pour chaque valeur c dans Γ, designons par Dc

la sous-variete analytique de D formee de tous les points qui se trouvent au-

dessus de la droite analytique donnee par z = c. C'est une surface de Riemann

etalee au-dessus du plan de u.
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On suppose ici que D satisfait aux conditions suivantes:
1) D est une variέtό de Stein.
2 ) Pour toute c dans Γ, Dc est connexe, simplement connexe et de type para-

bolique2).
3 ) Pour toute c dans Γ, Dc n'a aucun point singulier comme surface analytique

dans D.
4) II y a au moins un feuillet de D qui contient une partie univalente juste-

ment έtalέe au-dessus d'un voisinage de la droite analytique donnέe par Γ
Equation u—0 dans (Γ, C).
On dit un tel domaine de type (T). On dέsigne par O Γensemble de tous

les points dans la partie exprimέe en 4), qui se trouvent au-dessus de la droite
analytique u—0. Alors, d'apres 2), pour toute valeur dans Γ, on peut faire
correspondre & Dc tout le plan d'une variable complexe w par une fonction holo-
morphe w — φc(p) sur Dc biunivoquement. De plus, cette fonction, designέe
par φc(p), est dέterminέe de la faςon unique, quand on y impose deux conditions:

φc(Oc) = 0 et dφ(Oc)ldu=ly

ou Oc est le seul point commun de O et de Dc. Par suite, on peut definir une
fonction φ(p) dans D en posant sur Dc pour toute c dans Γ

ψ{ρ) = φdpy

On peut regarder la fonction

w = φ(p)

comme transformation biunivoque de D au domaine cylindrique de la forme (Γ,
C), oύ C signifie tout le plan de w, telle que, pour toute c dans Γ, & Dc corres-
ponde biunivoquement la droite analytique z = c. On appelle φ(p) fonction
attachέe au domaine D. En ce moment, grace & M. T. Nishίno, on a le

Theoreme B. φ(p) est une fonction holomorhe dans D.

Maintenant, considάrons une fonction entiere f(xy y) de x et y satisfaisant
aux conditions (A) suivantes;
1) Pour tout nombre complexe c, la surface entiere Sc donnέe par

f(χ,y)-c=o

est non vide et irrέductible dans tout Γespace.
2 ) Pour tout nombre complexe c, Sc est simplement connexe et de type para-

bolique en tant que surface de Riemann d'une variable complexe.

2) Cela vaut dire qu'on peut faire correspondre a Dc tout le plan d'une variable complexe
holomorphiquement et biunivoquement.
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3 ) II n'existe dans Γespace aucun point, en lequel les dέriveέs

df/dx et df/dy

s'annulent a la fois.
Alors, grace k M.T. Nishino, on a le

Theor&me C. Pour une fonction entiere f(x, y) satisfaisant aux conditions

{A), on peut toujours trouver une autre fonction entiere g(x, y) telle que la paire (f, g)

dέfinisse un automorphisme analytique de tout Vespace de x et y.

On appelle g(x, y) fonction associee άf(xy y).

2. Rέductibilite des fonctions entieres. Avant d'aborder a la resolu-
tion de nortre probleme, on indiquera deux lemmes et un corollaire concernant
la reductibilitά des fonctions entieres de plusieurs variables.

Soit JF une fonction entiere de n variables complexes xly ", xn. Supposons
d'abord qu'il y a un nombre complexe c0 tel que les ordres des surfaces premi-
eres de F avec la valeur c0 sont tous divisibles par un nombre entier positif r
qui peut etre un.

Alors, on a le

Lemme 1. II y a une fonction entiere G(x) telle que Von ait

F=[G(x)Y+c.

En effet, soient Si(i = l> 2, ) toutes les surfaces premieres de F avec la
valeur c0 et soient n{ (/ = 1, 2, ) les ordres des S* (/=1, 2, ) respectivement.
Posons nf = r n't. Grace k Cousin, on peut trouver une fonction entiere H(x)
qui prend la valeur nulle justement avec Γordre nj sur chaque S* et qui ne s'
annule jamais en dehors de ces *Sf'. Formons ici la fonction

Elle est evidemment une fonction entiere qui ne prend jamais la valeur nulle dans
tout Γespace. Par suite, on peut trouver une autre fonction entiere Ω*(#) telle
que Γon ait

Cl(x) = [Ω*(^)]r.

Posons G(x) = Ω*(x)Ή(x). Alors, on a la relation demandee

F(x) = [G(x)Y+c0.

Le lemme a ete done demontre.

Soit F(x) aussi une fonction entiere de n variables complexes #„•••, xn.
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Supposons qu'il y un nombre complexe c0 tel que la surface entiέre So donnόe
par Γ aquation F — c0 = 0 se compose d'un nombre fini de surfaces premieres.

Alors, on a le

Lemme 2. F prend toutes les valeurs complexes sans exception.

En effet, supposons, pour rέduire & Γabsurde, qu'il y ait un nombre
complexe d que F ne prend pas pour valeur. Alors on a Γegalite

F(x)-d = eG^\

oύ G(x) est une fonction entiere convenable de (x). En ce moment, a etant une
des racines de Γέquation e* = co—d, il rέsulte de Γhypothese que G ne prend
qu'un nombre fini de valeurs parmi celles donnόes par a-\-2nπi, oύ n parcourt
1'ensemble des entiers. C'est όvidemment l'absurde puisque, d'apres le thέo-
rdme de Ptcard, G devrait etre rόduit k une constante. Le lemme a όtέ done
dόmontrό.

De deux lemmes ci-dessus, on deduira facilement le corollaire suivant.
Soit F une fonction entiere de n variables complexes x19 x2, "> χn Suppo-

sons qu'il y a un nombre complexe c0 tel que la surface entiere So donnee par Γ
equation F—c0 = 0 est irreductible. Designons, en genόral, par Sc la surface
entiere donnee par Γέquation F—co= 0. Alors, on a le

Corollaire 1. 1) Si Γordre de So est un, il en est de meme pour toute Sc

pourvu que Sc soit irreductible.
2) Si Γordre de So est έleve, toute Sc doit etre rέductible.
3) De plus, en tout cas, les ordres des composantes irreductibles de So n'admettent
jamais divisieur commun plus grand que Vunite.

En effet, 1. Supposons, pour le rέduire & Γabsurde, qu'il y ait un nombre
c r(φ c0) tel que S/ est irrάductible et d'ordre r (r>l)y bien que *SΌ soit d'ordre
un. D'aprέs le lemme 1, on peut avoir Γέgalitέ

F=[G(x)Y+d,

oύ G(x) est une fonction entiere de (x). D'apres le lemme 2, G prend toutes les
valeurs complexes puisque la surface entiere donnάe par G = 0 est irreductible.
Or, il y aurait justement r racines distinctes de 1'aquation ar + d = c0 et F= c0

possederait au moins r composantes, ce qui contredit Γhypothese.
2. Lorsque So est d'ordre r (r > 1), on a d'apres le lemme 1, Γegalite

F=[G(x)Y+c0

oύ G est un fonction entiere. Done, d'apres le raisonnement ci-dessus, on peut
dire que G prend toutes les valeurs complexes et que, pour tout nombre com-
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plexe c (c=£c0), la surface entiέre Sc est rέductible.

3. Enfin, supposons, aussi pour le rέduire & Γabsurde, qu'il y ait un nombre

complexe c" tel que Sc» soit rέductible et les ordres de toutes composantes irrέ-

ductible de Sc" aient le plus grand diviseur commun r(r> 1), bien que So soit

irrάductible. D'apres le lemme 1, on a Γάgalitά

F=[G(x)Y+c"y

oύ G(x) est une fonction entiere de(#). En general, toute fonction entiere prend
toutes les valeurs finies sauf une valeur au plus. Done, je dis d'abord que r est
deux au plus. Car, sinon, comme on le voit facilement de Γάgalitά, So devrait
etre rάductible, ce qui contredit Γhypothese. De plus, dάsignant par a un
nombre tel que Γon ait a2+c" = co> on peut dire, en meme raison, que G ne
prend pas Γune des valeurs a et —a> soit a. Alors, la fonction G peut s'έcrire
G(x) = eHcx:> + a, avec une fonction entiere H(x). Par suite, on a

F-c0 = eHW[emx>+2ά\.

Ceci signifie que So est reductible puisque H(x) prend aussi toutes les valeurs

finies sauf une valeur au plus. Ceci est en contradiction avec Γhypothese.

Done, le lemme a ete dάmontrό completement.

II. Fonctions entieres de deux variables complexes satisfaisant
aux conditions (B1Λ)

3. Probtemes. Dans la partie actuelle, nous considάrons des fonctions

entieres/(#, y) dans Γespace de deux variables complexes x et y satisfaisant aux

conditions suivantes, que Γon appellera conditions (Blti):

1) Pour tout nombre complexe c different de 0, la surface entiere donnee par

f(χ,y)-C=0

est non vide et irrάductible dans tout Γespace. On la dέsignera par Sc.

2) Pour tout nombre complexe c different de 0, Sc est analytiquement homέo-

morphe & tout le plan d'une variable complexe z pointό seulement & Γ

origine: 0 < | # | < o o en tant que surface de Riemann. Une telle surface

sera dite de type (0, 2).

3) Pour aucun nombre complexe c different de 0, il n'existe de point de Scy en

lequel les premieres dέrivόes

df/dx et df/dy

s'annulent £ la fois.

4) La surface entiere donnee par
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A*,y) = o

se compose de deux surfaces premieres So et S".
5) So et S" sont d'ordre 1 toutes les deux.

On peut voir facilement qu'un polynome de la forme xy ou x(xιy + a0 + •••
+ #/_! xι~x), oύ / est un entier positif et ^(i— 0, , /— 1) sont des nombres
complexes quelconques, satisfait a ces conditions. Par suite, toute fonction
entiere qui peut se reduire a Γun de ces polynomes par un automorphisme
analytique de tout Γespace de (x, y)y satisfait aussi a ces conditions.

Le but de cette partie est d'indiquer inversement qu'une fonction entiere
f(x, y) peut se reduire toujours au polynome xy ou bien & celui de la forme
x (xιy + tf0 + •" + #/-i x1'1), oύ / est un entier positif et a{ (i = ί, , l—l)
sont des nombres complexes, par un automorphisme analytique convenable de
Γespace de (x> y)> pourvu que / satisfasse aux conditions (Bltl) seulement.

Afin d'indiquer ce fait, nous posons d'abord ici le probleme suivant:

Probleme B. Pour une fonction entiere f(x, y) satisfaisant aux conditions
(Biti)y trouver une autre fonction entiere φ{x,y) telle que, pour tout c (Φθ), la
fonction donnέe par la restriction de φ a Sc fasse correspondre, holomorphiquement
et biunivoquement, a Sc tout le plan dyune variable complexe w pointe ά Γorigine:
0<\w\< + oo.

On appellera φ(x, y) fonction adjointe άf. Comme on a vu dans le memoire
de M.T. Nishino, la partie essentielle du probleme est de nature locale; cela re-
vient a dire qu'il s'agit de construire une telle fonction φ(x, y) dans un tube
normal. Cependant, il nous conviendra dans nόrtre άtude de discerner deux
problemes suivants;

Probleme (a). Pour tout c (Φθ), construire une telle fonction φ{x, y) dans
un tube normal Σ Γ autour de Sc> ne contenant ni So nί SQ'.

Probleme (b). Construire une telle fonction <p(x, y) dans Σ Γ U S", oύ ΣΓ o

est un tube normal autour de So.

Remarquons ici que, pour tout c (φθ), la surface premiere Sc est en vertu
de la condition 3) sans singularity et d'ordre /.

4. Resolution du probleme (a). Soit f(x,y) une fonction entiere qui
satisfait aux conditions (Blt 2). Prenant un nombre complexe quelconque co(φ0),
on considere la surface entiέre SCQ. Soit p un point quelconque sur *SCo et soit L
une droite analytique passant par p transversalement a SCQ. On peut supposer,
sans restreindre la generalite, que L est donnee par x— 0, en changeant si neces-
saire les coordonnέes convenablement. Ensuite, prenant la partie connexe
Γ autour dê > sur L donnee par |/ — co\ <py on considere un tube normal ΣΓ, oύ
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p est un nombre reel positif plus petit que \co\; dans le cas actuel, ce tube est la
partie donnee par \f — co\ <p dans tout Γespace.

Comme toute surface premiere S/ dans Σ Γ est, par hypothese, de type (0,
2), le revetement universel de Sc' est simplement connexe et de type parabolique.
En outre, d'apres Γhypothese, il n'y a dans Σ Γ aucun point en lequel deux pre-
mieres derivees df/dx et df/dy s'annulent a la fois. Ceci nous permet de con-
struire le revetement (U) de Σ Γ de la maniere expliquee dans la section 1.
Designons-le par ΣΓ. Lorsqu'on prend z=f et x pour systeme de coordonnees
dans ΣΓ, Σ Γ est regarde comme domaine multivalent etale au-dessus de (Γ*, C),
oύ Γ* est le cercle donnee par \z—co\ < p sur le plan d'une variable complexe z
et C est tout le plan | x \ < °°. Car, le domaine d'holomorphie de la function
obtenue par la resolution de Γequation

*-f(*,y) = o

par rapport a y au-dessus de (Γ*, C) est un domaine multivalent D etale au-
dessus de (Γ*, C). En tant que variete, D est holomorphiquement equivalente
a 2r De plus, on voit facilement qu'il est de type (T).

Par suite, d'apres le thόoreme A, on peut trouver une fonction holomorphe
φ sur ΣΓ qui transforme chaque Sc

f (^GΓ*) a tout le plan d'une variable w
biunivoquement.

Pour obtenir une fonction voulue φ dans un tube normal autour de Sc> nous
allons modifier la fonction φ ainsi obtenue de maniere que ses valeurs prises aux
points de Σ Γ situes au-dessus d'un point quelconque de Σ Γ ne se diffάrent que
d'un multiple de 2πi. A cet effet, considerons d'abord une fonction ψc sur Sc

qui fait correspondre biunivoquement a Sc tout le plan pointe a l'origine d'une
variable u et qui envoie Γorigine Sc (Ί Γ de Sc au point u = 1. Une telle fonc-
tion -ψc existe certainement. Soit rc la courbe fermee sur Sc, correspondant au
cercle \u\ = 1 orientέ dans le sens positif. Choisissons ensuite une fonction
holomorphe ψ dans Σ Γ dont la restriction a Sc coincide avec y]rc. Ceci est
possible, puisque Σ Γ est domaine d'holomorphie et que Sc n'a pas de point
singulier. Comme M. T. Nishino Γa montre, / et ψ forment un systeme de
coordonnees3) en tout point de Sc. A Γaide de ces fonctions, quand on reprend
p suffisamment petit, on peut decrire sur chaque surface Sc' telle que | cf—c \ < p
une courbe τc/ partant de Γorigine OSc/ de Sc' et y retournant, de maniere que,
pour c = c, τcr soit egale a la courbe rc donnee a Γavance et que rc/ varie con-
tinϋment avec c. II est clair que chaque τet represente un gάnerateur du groupe
fundamental de Scf et que les points (OS c,v) s u r Σ Γ forment un ensemble con-
nexe, ϊ \ justement etale au-dessus de Γ, different de Γensemble f 0 des origines
des Sc>(\c'-c\ <p).

3) Nishino [2], p. 225, Lemme 2.
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Soit T* la transformation de Σ Γ sur lui-meme, dont la restriction a chaque
Sc' est la transformation de revetement induite par TCΛ II est aisό de voir que
T* est un automorphisme analytique de ΣΓ, envoyant Γo sur Γ\.

Revenons a la fonction φ. Soient a0 et ax les restrictions de φ a Γo et a
Γx respectivement. Elles pouvent etre regardάes comme functions de z, uni-
formes et holomorphes dans le cercle | z—c \ <ρ. Pour chque z (| z—c | <p), on
a ao(z) + a1(z)y puisque Γo et Γ\ sont disjointe.

Posons

^ «i(/) - ao{f)

Alors, on a la relation

φ*(τ*(p)) = φ*(p) + 2πi,

puisque la restriction de φ* a Sc' (c' e Γ*) fait correspondre a Sc/ tout le plan
d'une variable tΰy holomorphiquement et biunivoquement, et que τ # dέfinit un
automorphisme analytique de tout le plan de w n'ayant pas de point fixe. II
suit de la que la fonction donnέe par

<p{p) = * C P )

peut etre regardee comme fonction uniforme et holomophe dans Σ Γ et de plus
qu'elle transforme Sc sur tout le plan pointέ a Γorigine: 0< \w\<oof holomor-
phiquement et biunivoquement. Elle est manifestement une fonction que Γon
demandέe.

On a ainsi obtenu le

Lemme 3. Le problέme (a) est toujours resoluble.

La transformation donnέe par

\w = <p(x, y)

fait correspondre a Σ Γ le domaine cylindrique (Γ, C*), oύ C*: 0 < | ^ | < o o ,
holomorphiquement et biunivoquement.

On appellera done φ(xy y) fonction attachόe a Σ Γ

5. Resolution du probleme (b). Soit/(^, y) une fonction entiere satis-
faisant aux conditions (Blfl)y et considάrons, comme d'habitude, un tube normal
Σ Γ autour de la surface premiere Sίy oύ Γ est la partie donnόe par Γinάgalitά
I / I < p (p>o) d'une droite analytique L passant par un point ordinairep0 de So
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), transversalement a So. Dans le cas actuel, Σ Γ est la partie donnόe
par | /1 <ρ dans tout Γespace a Γexception de So—(S^f] S&'). Dέsignons par
D le domaine defini par | / | < p dans tout Γespace.

Dans la section actuelle, nous rόsoudrons le probleme (b) dans D. D'apres
le lemme 3, pour tout c (Φ0) dans le cercle Γ* : \z\ < p , on peut determiner un
tube normal ΣΓίr autour de Sc ne contenant ni S& ni S&'et une fonction holomor-
phe φc attachέe a Σ Γ c En ce moment, la fonction φc est dόterminέe uniquement a
son inverse l\φc pres, sous la condition qu'elle prend sur Γ la valeur un. Done,
lorsqu'on prend et fixe une valeur c0 (Φ0) dans Γ* et qu'on choisit Γune de ces
deux functions attachόes, soit φCQ, on voit aisement que la fonction <pCQ peut etre
prolongee analytiquement, sans restriction, dans tout ΣΓ—So en prenant sur Γc la
valeur un. Designons la fonction ainsi prolongέe par φ.

Je dis ici que

φ est uniforme.
En effet, elle a evidemment deux branches au plus: φc ou l\φc. Supposons,

pour le reduire a l'absurde, que φ ait deux branches. Considέrons ici la surface
de Riemann R de la fonction VX> έtalee au-dessus de la partie | / | <p et dέsig-
nons par RQ la partie de R obtenue par Γexception des surfaces critiques, qui
se trouvent au-dessus de So et de Si'. Alors, on pourra voir facilement que φ
est uniforme sur Ro. De plus, on peut dire que φ est holomorphe dans tout R.
Car, φ ne prend jamais la valeur nulle dans Ro et φ ne prend pas la valeur un en
dehors de Γensemble etalέ au-dessus de Γ. D'oύ, elle est au plus mέromorphe
dans tout R. D'autre part, deux branches φf et φ" de la fonction φ au-dessus
de meme point de Σ Γ —Si satisfait toujours a la relation φ' φ" = l. Ceci
signifie que φ prend la valeur 1 ou — 1 au-dessus de Si et de S". Done, φ est
holomorphe sur R tout entiere et ne prend jamais la valeur nulle sur R.

Soit maintenant T la transformation de R dans Γespace de deux variables
complexes z et w> donnee par

= φ(p).

Elle fait correspondre a Ro le domaine cylindrique Δ de la forme 0 < \z\ <\J~p
et 0< I w I < oo y holomorphiquement et biunivoquement. Ecrivons, dans Δ, deux
courbes simples fermέes rγ1 et γ2 de la forme zr = cQ, \ w \ = r et w = a, \z'\ =r,
respectivement. Elles representent evidemment une base du premier groupe d'
homologie de Δ. Prenons, en outre, deux droites analytiques Lx et L2 passant
transversalement par des points rόguliers/)! ttp2 de *So et de Si' respectivement.
Soient δϊ et δ£ deux courbes simples fermees sur Lx et sur L2 donnόes par la
meme aquation \f\=p'(p/<p) pour toutes les deux et soient 81 et δ2 les courbes
simples fermέes dans Ro qui se trouvent au-dessus de δί et de δ? respectivement.
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Soient γf et γf les courbes sur Ro qui correspondent par (T) a rγ1 et a γ2 respec-

tivement. Alors, δj te δ2 sont homologues

et a iw'γf + n'γf,

oύ m, n, m et w' sont des entiers. Or, il n'existe pas des nombres entiers diffό-

rents de zero m1 et m2 tels que mxhλ soit homologue a m282 dans Ro. Car, il y a

une fonction holomorphe dans R qui ne s'annule que sur la surface analytique

situόe au-dessus de So. Par suite mn—nmf Φ 0. II y a des entiers k, kx et £2 tels

que &Φ0 et que fcyf soit homologue a & x̂ + k2δ2. Ceci est Γabsurde. Car,

φ ne prend jamais la valeur nulle dans tout R, ce qui montre que la variation

totale de Γargument de ψ suivant k$x-\-k2Z2 est nulle. Or, celle de φ suivant

yf est egale a 2π. Done, Γenonce a άtό dάmontrέ.

Ensuite, nous allons indiquer le fait que

La fonction φ, qui est maintenant uniforme et holomorphe dans D—(Sό U So'),

est prolongeable holomorphiquement a tout point sur Sό—(SόΓ\ S") et au plus

mέromorphiquement a celui sur S".

En effect, φ ne prend pour valeur ni 0, ni 1 et ni oo dans D—(Sό U S" U Γ).

II en resulte que φ est meromorphe dans tout D. Si Si etait pole de <py ljφ

serait holomorphe dans D—SQ'. D'ailleurs, ljφ prendrait la valeur nulle sur SQ et

la valeur un sur Γ. Ceci est Γabsurde, puisque So intersecte Γ. L'enonce a

etό demontre.

Comme φ ne prend pas la valeur nule dans D—(Sό {JS&') et que la valeur

de φ en So Π Γ est un, φ ne peut prendre la valeur nulle sur SQ—(SO Γl So').

DΌύ la fonction ljφ est encore holomorphe dans D—S^. Ce que nous venons

de voir montre que, pour resoudre le probleme (b), il suffit de prendre la fonction

si elle est encore holomorphe en tout point de S'o' et sinon la fonction 1/φ.

On a ainsi montre le

Lemme 4. Le probleme (b) est toujours resoluble.

La solution du probleme (b) s'appellera/o/wtf/ow attachee a D.

6. Resolution du problέme B. Soit, de nouveau, f(x> y) une fonction
entiere qui satisfait aux conditions (Bltl). Nous allons maintenant construire une
autre fonction entiere φ(x, y) telle que, pour tout nombre complexe non nul cy a
Sc corresponde tout le plan d'une variable complexe pointe a Γorigine par la
fonction φ, holomorphiquement et biunivoquement.

D'apres le lemme 3, on peut trouver, pour tout nombre complexe non nul
Cy un domaine Σ Γ c donne par|/—c\ < p c , oύ pc est un nombre positif convenable
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plus petit que\c\> et une fonction holomorphe φc dans Σ Γ c qui fait correspondre

& Sc/ tout le plan pointέ & Γorigine pour tout nombre c tel que \c—c'\<ρ holo-

morphiquement et biunivoquement. Remarquons que, si φc satisfait & ces con-

ditions, la fonction l\φc y satisfait aussi.

D'apres le lemme 4, on peut trouver aussi un domaine Σo donnέ par | / | <p 0 ,

oύ po est un nombre positif convenable, et une fonction holomorphe <p0, qui a

meme caractέre que φc pour toute Sct telle que 0< \c'\ < p 0 . On designera par

Γ? le cercle donnέ par \z—c\ <ρc sur le plan d'une variable complexe z. En ce

moment, lorsqu'on prend deux tels domaines Σ<, et Σ c ' tels que Γon ait ΣCΠ Σy

4=0 et prend deux fonctions φc et φcf comme ci-dessus, on a toujours Γέgalitά

Ψc = cXcΛf) φc

ou bien

Ψ

oύ ae</(z) est une fonction holomorphe de z dans, Γ?ΠΓΪ/, n'y s'annulant

jamais. Partant du cercle central Γ* et marchant de proche en proche & des

cercles plus loins, on peut facilement determiner, pour chaque c, la fonction <pcy

en remplaςant si nόcessaire φc par l\φc> de maniere que Γέgalitά de deuxieme

espece ne se presente pas pour toute paire de valeurs c et c telles que Σ Γ c inter-

secte Σiy

Done, on a une donnάe du deuxieme probleme de Cousin dans tout le plan

de la variable z, quand on considέre la totality des paires

Grace & Cousin, on peut toujours rέsoudre le probleme: c'est-&-dire, dans chaque

cercle on a une fonction holomorphe ac(z) telle qu'elle ne prenne jamais la valeur

nulle dans Γf et qu'on ait

dansΓ*ΠΓ*/,

pourvu que cette intersection ne soit pas vide. A Γaide de ces fonctions, posons

<p'c(xy y) = ac(f(x, y)) φc(xy y).

Pour chaque c, cette fonction φf

e holomorphe dans ΣΓc> est une fonction attachόe

& Σ Γ c . En outre, on a

φi(x, y) = φ'Ax, y) dans Σ Γ c Π Σ Γ c ' ,

pourvu que Γintersection ne soit pas vide. Done, on obtient une fonction enti-
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ere <p, en posant dans chaque 2r c

φ(χy y) = ac(f(χ, y))-φc(χ, y).

Elle est certainement une fonction adjointe άf{x, y).
En effect, pour tout nombre complexe c(Φθ) la fonction φ(x,y) fait cor-

respondre k Sc a tout le plan pointe k Γorigine, holomorphiquement et biunivo-
quement.

On a ainsi έtabli le

Lemme 5. Le probleme B est toujours resoluble.

7. Classification. Soit/(#,j>) une fonction entiere de x et y satisfaisant
aux conditions {Bltl). Dans la section actuelle, nous allons όtudier les surfaces
premieres So et So' de/avec la valeur nulle.

Envisageons la surface premiere Sό Soit de nouveau L une droite analy-
tique passant transversalement k So par un point p0 de *SQ, qui est point ordinaire
de / = 0. Supposons sans restreindre la gέnέralite que L est dέfinie par x = 0.
Prenons sur L un domaine Γ autour de p0 donne par | / | < p , oύ p est un nom-
bre positif assez petit pour que / soit univalente comme fontion sur Γ et que
toute surface premiere de / intersectant Γ soit transversale k L. Dans cette
circonstance, x et z=f(x, y) peuvent etre regardέs comme systeme de coordon-
nέes dans un voisinage connexe de p0 donnέe par \x\ < δ , \f \ < p , oύ δ est un
nombre positif sufϊisamment petit pour que dans Γέquation

z-f(χ>y) = o

la variable y puisse etre rέsolue comme fonction uniforme et holomorphe dans
le dicylindre (σ, Γ*), oύ σ: | * | < δ et Γ*: \z\<ρ.

La fonction φ construit dans la section 5 est une fonction entiere telle que,
pour tout c(Φθ), φ fasse corresponds k Sc tout le plan d'une variable pointe k
Γorigine, holomorphiquement et biunivoquement. Maintenant, φ considέrόe
comme fonction holomorphe de deux variables x et z dans (σ, Γ*), posons

_ d_

et ensuite

^ v ' ' a(z)

Comme φ est univalente sur Sc pour o< \c\ < p , on a a(c) Φ 0 pour 0< \c\<ρ.
φ* est done holomorphe dans (σ, Γ*— {0}) et on a pour 0< \z\ <ρ

φ*(0yz)=0 et ^χφ*(0,z) = l.
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Remarquons d'abord que β(z) s'annule jamais pour \c\ <p.
D'apres le thέoreme de Koebe, nous allons voir que φ* est aussi holomorphe

en tout point de z=0 et <p*(x, 0) est non constante comme fonction de x dans σ.
En effet, d'apres le thέoreme de Koebe, on a pour 0< \z\ <ρ

'*' ^ 1 ?»*(*.*) 1 ̂  '*'

La deuxieme inegalitέ montrό que φ*(x, z) est bornέe en module pour \x\ < δ 0

et 0< \z\ < p , quand on prend δ0 tel que 0< | δo | < δ . D'apres le thέoreme de
Rtemann, φ*(x, z) est holomorphe dans (σ, Γ*) tout entier. La premiere inόga-
litό entraine gue φ*{x, 0) est different de zόro pourvu que x ne soit pas nul. Or,
φ*{0, 0) est όvidemment έgal d zέro. φ*(x, 0) est done non constante.

Comme la function 9* peut s'άcrire

nous pouvons considέrer φ* comme fonction holomorphe de x ety dans D—SQ',

oύ le domaine D est donnό par | / | < p dans tout Γespace.
On peut dire alors que 99* possede les proprietέs suivantes

1) Pour tout c^rOjψ* fait correspondre a Sc tout le plan d'une variable pointe en
un seul point —β{c)ja{c), holomorphiquement et biunivoquement.

2) La restriction de φ* a S'o est univalente.
3) <p* s'annule sur Γ.

En effet, 1) et 3) sont immέdiates. Pour voir 2), prenons une suite {a{} de
nombres complexes tels que 0< \ a{ \ <ρ tendans vers zόro et considάrons la suite
correspondante de surfaces premieres {Sa}. Lorsqu'on prend sur So un do-
maine bornέ <r0 ne consistant qu'en des points ordinaires d e / = 0 , chaque Sa.
pour i assez grand admet un domaine analytiquement homέomorphe k σ0. A la
restriction de φ k Sa. correspond d Γaide de cet homέomorphisme une fonction
holomorphe φ{ dans σ0, de maniere que la suite {<p{} converge uniformέment
dans σ0. Ceci est possible certainement, puisque σ0 admet dans Γespace un
voisinage qui est analytiquement homέomorphe k Γespace produit (σ0, Γ*),
pourvu que p soit assez petit. Chaque φ{ άtant univalente et la restriction de φ
έ So 6tant non constante, la limite φ est univalente d'abord dans un tel domaine
σ0 et par suite dans tout *Sό

Considόrons maintenant la transformation donnee par la paire

ί *=MjO
1 u = <p*(x, y)
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du domaine D—Si' dans Γespace de deux variables complexes z et u. En vertu
des propriέtes de φ*> la transformation est holomorphe et injective. Dόsignons
par D' Γimage de D—Si' par la transformation et par D'e Γintersection de D'
et du plan analytique z=c. Alors, D'e (0< \c\ <p) est Γimage de Sc et D'o est
celle de 5Q—(S&f) Si'). II est clair que D—Si' est un domaine pseudoconvexe
et, par suite, D/ Γest aussi. D'apres le theoreme de Hartogs, D'Ό contient tous
les points du plan analytique z=0, sauf le point u=—l/a(o) dans le cas oύ a(0)
Φ 0. A propos de la forme de So, on doit discerner d'abord deux cas, suivant
que la valeur a(z) en z = 0 est nulle ou non. Dans le deuxieme cas, encore
deux cas se prόsentent suivant que Si Π Si' est vide ou non. Nous conviendrons
de dire qu'une surface entiere est de type (0, 1) si elle est connexe, simplement
connexe et de type parabolique.

En somme, on a pour *So trois cas suivants:
Si a(0)=0, SίΠ S£' est nέcessairement vide et Si est de type (0, 1). Si

a(0) Φ 0 et Si Π So" = °> sί e s t d e type (°> 2 ) s i «(°) * ° e t s o Π Si' φ 0, 5^ est
de type (0, 1).

II en est de meme de Si'.

En consequence, les functions entieres satisfaisant aux conditions {Blt j) sont

classifies pour la forme en quatre classes suivantes:

(a) Sif) S" consiste en un et un seul point et Si et Si' toutes deux sont de

type (0,1).

(b) SO Π Si' est vide, Γune des Si et Si' est de type (0,2) et Γautre est de type

(0, 1).

(c) Si Π Si' est vide et Si et Si' toutes deux sont de type (0, 1).

(d) Si Π Si' est vide et Si et Si' toutes deux sont de type (0, 2).

Cependant, nous verrons plus tard dans la section 9 que les cas (c) et (d)

ne peuvent jamais se presenter.

Finalement, faisons une remarque importante. En vertu de 9?*, on voit

que, sur Si U S", il n'existe pas d'autre point singulier que le point d'intersection

SiΓ) Si', en lequel les derivees

df/dx et df/dy

s'annulent k la fois.

8. Fonction adjointe φ. Dans la section 6, on a vu que, pour une fonc-

tion entiere f(x, y) satisf aisant aux conditions (Bi,i), il existe toujours une fonction

entiere adjointe &/. Dans la section actuelle, nous etudions cette fonction d'une

faςon plus precise dans les deux premiers (a) et (b) des quatre cas que Γon a

discernέs dans la section precόdente.

Type (a). Preincrement, soit, de nouveau,/(x, y) une fonction entiere sa-
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tisfaisant aux conditions (Blfl) et supposons qu'elle est de type (a); c'est-a-dire
que So Π Si' consiste en un et un seul point et Si et Si' sont de type (0, 1). Les
notations όtant celles dans la section prέcέdente, on a dans ce cas α(0)Φ0. Ceci
signifie qu'en vertu de φ:=a(f)(p*+l3(f), la restriction de φ a Si est aussi uni-
valente. La transformation dέfinie par

tz=f(x,y)
\w = φ(xy y)

fait correspondre a tout Γespace a Γexception de Si' le domaine | # | < o o ,
0 < | w | < ° ° , holomorphiquement et biunivoquement. La valeur de φ au
point d'intersection So Π Si' doit etre nulle. Comme φ ne prend jamais la valeur
nulle en dehors de Si'y φ s'annule identiquement sur Si'.

Je dis ici que

φ satisfait aux conditions (A).
En effet, a Γaide de cette transformation, on voit aisement que, pour tout

nombre complexe a different de zero, la surface donnee par φ=a est non vide
et irreductible. D'ailleurs, elle est de type (0, 1). II n'existe aucun point sur
elle en lequel les dέrivees

dφjdx et dφ/dy

s'annulent a la fois. D'autre part, la surface dόfinie par φ=0 est Si' qui est
non vide, irrέductible et de type (0, 1). De plus, d'apres le lemme 2, elle est d'
ordre un. D'apres le theorέme 24) dans le mέmoire (II) de M.T. Nishino elle
n'a aucun point singulier. Done, la fonction φ satisfait certainement aux condi-
tions (A).

Type (δ). Dans ce cas, Si Π Si' est vide et Γune des Si et Si' est de type
(0, 2) et Γautre est de type (0, 1). Pour fixer les idόes, supposons que So est de
type (0, 2). Conservons encore les notations dans la section prέcέdente. On a
d'abord α(0)φ0; car, sinon, So serait de type (0, 1). La restriction a So de
φ=a(f)φ*+β(f) fait done correspondre a So tout le plan de w pointό a Γorigine,
holomorphiquement et biunivoquement. La transformation definie par

= f(x,y)
>J = φ(xy y)

fait correspondre a tout Γespace a Γexception de Si' le domaine cylindrique
Δ: \z\ <oo, 0< \w\<ooy holomorphiquement et biunivoquement.

Je dis ici que φ s'annule identiquement sur Si'.
En effect, supposons, pour rόduire a Γabsurde, qu'il n'en soit pas ainsi.

4) Nishino [2], No. 9.
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Comme la valeur de φ est diffέrente de zero en dehors de S&'9 die le sera aussi
sur S&', dans cette hypothese.

Ecrivons, dans Δ, une courbe simple fermάe γ de la forme z=c0 et \w\ =r
(r>0). Elle reprάsente όvidemment la base du premier groupe d'homologie de
Δ. Prenons une droite analytique U passant par un point quelconque pf de So'
transversalement & So7, et έcrivons sur L' une courbe simple fermέe δ donnέe
par \f\=p' (p'<p). Dάsignant par δ* Γimage de δpar la transformation(Γ),
on a un nombre entier non nul k tel que δ* soit homologue & kj. Ceci est
έvidemment l'absurde puisque φ est holomorphe dans tout l'espace D et n'y
prend jamais la valeur nulle. L'έnonce a etό done dέmontre.

La surface dέfinie par φ=0 est done έgale & S". En vertu de Γhypothese
que cette surface est de type (0, 1) et & Γaide de la transformation ci-dessus, on
pourra aisέment verifier que

Lafonction φ satisfait aussi aux conditions (A).
D'apres ce que Γon a dit jusqu'ici et d'aprέs la dέmonstration, rόalisέe dans

la section suivante, du fait qu'il n'y a aucune fonction entiere de type (c) ni de
type (d), on a le

Theoreme 1. Pour une fonction entiere f(x> y) satisfaisant aux conditions

{Bi,i) donnέes au debut de la section 3, onpeut toujours trouver une fonction entiere

adjointe άfqui satisfait aux conditions (A) donnees dans la section 1.

9. Non existence cΓune fonction de type (c) ni de type (d). Dans la
section actuelle, nous allons montrer qu'il n'existe aucune fonction entiere de
type (c) ni de type (d).

Type (d). Supposons qu'il existe une fonction entiere f(x, y) de x et y de
type (d). Prenons ici une hypersphere Qr donnέe par Γinέgalite de la forme
l # | 2 + \y\2<r2> oΰ r est un nombre positif quelconque. En gάnάrale, pour une
surface entiere S dans Γespace, toute composante connexe de S f] Qr est limitάe
par un nombre fini de courbes ferm6es4:>. De plus, si S est de type (0, 2), il y a
une et une seule composant de S fΊ Qr qui est limitέe par deux courbes et les
autres composantes, s'il existe, sont limitάes chacun par une seule courbe, dέs
que r surpasse un certain nombre positif r0.

Or, d'apres Γhypothese, So et S" sont de type (0, 2). Done, on peut
prendre, dans le cas actuel, un nombre positif r' tel que chacun des Qr f] So et
Qr Π So' continue une composante connexe doublement connexe. Dέsignons
par (*S")r et (S")r leurs composantes doublement connexes, respectivement.

D'autre part, on peut voir facilement que pour tout nombre complexe a
(Φθ) siffisamment petit en module, Saf] Qr est homέomorphe ^ (Si Π S&')Γ\ Qr

et par suite admet deux composantes doublement connexes. Ceci est Γabsurde

5) Voir, par exemple, [3] p. 246
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puisque toute Sa est de type (0, 2).
On a done Γέnoncέ que
// n'exίste pas de fonction entiere de type (d).

Type (c). Supposons aussi pour le rέduire a Γabsurde qu'il y ait une
fonction entiere f(xy y) de type (c); e'est-a-dire, / satisfait aux conditions (Bltl) et
ses deux surfaces premieres avec la valeur nulle Si et So' n'ont pas de point
commun et sont toutes les deux de type (0, 1). Soit ΣΓoun tube normal autour
de Si et soit D le domaine donnέ par \f\<p0 dans tout Γespace, oύ p0 est un
nombre positif qui dέfinit Σro Considάrons, comme d'habitude, une fonction
φ0 attachέe a D telle que Γon ait φo(T) = 1. Dans le cas actuel, on peut dire
que

φ0 prend pour valeur un sur Si et zέro sur S" identiquement.

En eίfet, φ0 ne peut jamais prendre la valeur nulle en tout de Si puisqu'elle
ne s'annule en aucun point de Σr0—Si et on a So Π S" = 0. Par suite, elle doit
etre une constante sur So, e'est-a-dire, prend la valeur un puisque So est de type
(0, 1) et φo(To) = ly oύ Γo est le point commun aux So et Γ. D'autre part, d'apres
le meme raisonnement que Γon a fait dans la section prόcάdente, on pourra voir
que φ0 prend la valeur nulle sur So7 identiquement. Done, Γέnoncέ est vrai
certainement.

Au moyen de la fonction φ0 comme ce que Γon a fait dans la section
precedents, on peut avoir une fonction adjointe φ a / qui a meme caractere
que <p0 dans D. Considέrons ici la transformation donnee par

m ( * = /(*> JO
^ > \w = φ(xy y)

Elle fait corresponds όvidemment a tout Γespace de (xy y) a Γexception de Si
ΠSo' le domaine cylindrique (C*y C%) dans Γespace de (#, w)y oύ C* :0<
| # | < o o et C% : 0 < | ^ | < o o ) holomorphiquement et biunivoquement. De
plus, les images de SQ et So7 sont deux points (0, 1) et (0, 0), respectivement.

II suit de la que la fonction φ satisfait aux conditions suivantes:
Dόsignons, pour un nombre complexe ay par Ta la surface entiere donnέe

par φ—a=0.

1) Toute Ta (αΦ 1) est non vide et irrέductible dans tout Γespace. To coincide
justment avec Si;.
2) Toute Ta (aή=ly 0) est de type (0, 2). To est de type (0, 1).
3) T1 se compose de deux surfaces premieres; Γune d'elles coincide avec Si.
Designons-la par Γ/. Dάnotons T[' Γautre. Si ΓίΠ Γί'φO, ΓίΠ T{' consiste
en un seul point et T{' est de type (0, 1). Sinon, T{' est de type (0, 2).
4) II n'y a acuun point, en lequel les derivees dφjdx et dφjdy s'annulent a la
fois, en dehors de Γ/. De plus, T{ n'a pas de point singulier.
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En suite, nous allons dάformer la fonction/un peu comme ce qui suit.
Considόrons un tube normal Σ' Γ o autour de To pour la fonction φ. Alors,

on peut regarder / comme une fonction attachόe & Σr0'— TO, en vertu de la
transformation (T). Done, d'apres le meme raisonnement que Γon a fait dans
la section 5, il y a deux fonctions holomorphes a\w) et β\w) dans le cercle
\w\ <Po> oύ ρό est un nombre positif qui dόfinit le tube Σr0' telles que la fonc-
tion/* donnόe par la relation

A*,y)-β'(<p(χ,y))
<*\<p{χ>y))

soit holomorphe dans Σr0' et elle ne soit pas constante sur To. Cette fonction
est alors univalente sur Γo. En ce moment, a\w) et β\w) peuvent s'όcrire
d'une faςon unique

a'(w) = wι a*(w)

β'(w) = β*(w) + wι β'(w)y

oύ a*(w) est une fonction holomorphe, ne s'annulant pas & Γorigine, β*(w) un
polynome de degrό < / et β \w) une fonction holomorphe de w au voisinage de
Γorigine.

Posons ici

ψ - f-β*(φ)

Cette fonction ψ est άvidemment une fonction entiόre, qui est άgale &/*α*(<p)+
β'{φ) au voisinage de To.

Considόrons maintenant la transformation donnόe par

r to = φ(x, y)
\ u = y]r(x, y).

Elle fait όvidemment correspondre a tout Γespace de (x, y) k Γexception de T{
tout Γespace de (w> u) & Γexception de la surface analytique σ donnee par Γ
όquation wι~1u—β**(w)=0, holomorphiquement et biunivoquement, oύ β*(w)
= —w β**(w) et /3**(«>) est un polynome de w, ne s'annulant pas & Γorigine.
De plus, Γimage de T{ est le seul point (7, /3**(ί)).

Je dis ici que
Uexistence cΓune telle transformation est Γabsurde.

En effet, dόnotons H Γensemble produit de la forme | w \ = 1/2, \ u \ =r0, oύ
r0 est un nombre positif suffisamment grand pour que Γon ait \β**(w)\l\wι''1\
< r 0 pour I a; I =1/2. En munissant de Γorientation habituelle cette surface
H de dimension rόele 2y considόrons Γintόgrale double de la forme
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D'aprέs un calcul facile, on a Γέgalitέ

/ = -4τr2

D'autre part, on peut dire que la function donnέe de la forme

Φ(x,y)= Ψ1Λ^-Φ)

est holomorphe dans tout Γespace de (x, y) puisque φt^yjr—β**^) est holo-
morphe dans tout Γespace de (xf y) et que celle-ci ne s'annul e jamais en dehors
de T{ et prend zero d'ordre 1 en T{. Done d'apres le theoreme de Poincare^,
Γintέgrale

jf φ'-y-φ) d

se reduit k nulle, oύ H* est Γimage rόciproque de H par la transformation (Γ).
Ceci est certainement l'absurde. Done, il n'existe aucune fonction entiere de
type (c).

D'oύ, on peut conclure le

Theoreme 2. Toute fonction entiere satisfaisant aux conditions (Bltl) est

ou bίen de type (a) ou bίen de type (b).

10. Fonctions entiere satisfaisant aux conditions (B1Λ). Dans la
section actuelle, on dέterminera toute fonction entiere satisfaisant aux conditions

(B1.1).

Soit, de nouveau,/(#, y) une telle fonction. D'apres le thάoreme 1, il y a
une fonction adjointe ^/, que Γon dόsigne par φ, que satisfait aux conditions
(̂ 4). Par suite, d'apres le theoreme C, on a une autre fonction entiere ψ telle
que la transformation (7\) definie par

soit un automorphisme analytique de tout Γespace de (x, y).

6) E. Picard et G. Simart, Theorie des fonctions algebriques de deux variables indepen-
dantes, p. 52.
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Designons p a r / ^ , yt) la fonction correspondant a / par la transformation Tλ :

f[xy y) =f1(φ(x, y), ψ(x, y)). Alors, on peut evidemment Γecrire sous la forme

oύ tfo(
xi) e t ^i(^i) s o n t des fonctions entieres de A?lβ De plus, comme die s'an-

nule pour x1=0y on peut la mettre sous la forme

Au moins un des ̂ ^(0) et af(0) n'est pas nul, puisque la droite analytique x1 = 0

est par hypothese une surface premiere de fx d'ordre un. De plus, af(x1) ne

peut avoir d'autre zόro que x1 = 0.

Envisageons ici la fonction

Alors, il se presente deux cas selon qu'on a So Π SQ' Φ 0 ou So Π So' = 0.

Dans le premier cas, So et S" toutes les deux etant de type (0, 1), la fonc-

tion af(x1) ne s'annulent en aucun point de tout le point de xλ.

Formons done une autre transformation

IT ϊ
[ 12)

Elle est un automorphisme analytique de tout Γespace de {xlyy^. Par cet auto-

morphisme, f^x^ yτ) se rόduit au polynome x2y2. C'est-^-dire, la fonction

f(x, y) se reduit au polynome xy par Γautomorphisme analytique de tout Γespace

de (xy y), qui est le produit des deux automorphismes (7\) et (T12).

Dans le deuxieme cas, Γune des Si et So' etant de type (0, 2), on a Γegalite

oύ / est un entier positif et h(x^) est une fonction entiere de xv Developpons

#*(#i) en serie de Tylor:

ik/ \ 7 i 7 i 7 9 i

άξ(xx) = b0 + bxxx + b2x\ + — ,

et posons
xVIΛj l Uξ I " / + 1l/ '̂l I /+2 1 I *

i?(^j) est une fonction entiere de xx. Considerons en suite la transforma-

tion donnee par
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Elle est un automorphisme analytique de tout Γespace de (xly y^). Par cet au-

tomorphisme, fΎ{x^y^ se reduit au polynome x2(x2y2 + b0-{- " + ^ / - I ^ " 1 ) -

C'est-&-dire, la fonction f(xy y) se reduit au polynome x(xιy-\-bQ-\ h^z-i*7"1),

oύ / est un entier positif, et boy-^ybι_1 sont des constantes avec δ0Φθ, par le

produit de deux automorphismes (7\) et (T22).

On a Γenonce que

Toute fonction entiere de deux variables complexes x et y satisfaisant aux con-

ditions (BJtl) se rέduit ou bien au polynome xy ou bien a celui de la forme x(xιy-\-b0

+ ••• +δ/_1#
/~~1), oύ I est un entier positif et b0, b1,-"ybι_1 sont des nombres complexes

) , par un automorphisme analytique convenable de tout Γespace de (xy y).

III. Fonctions entieres de deux variables complexes satisfaisant
aux conditions (Bn>m) avec m > l .

11. Problέmes. Dans la partie precedente, on a traite les fonctions enti-

eres de deux variables complexes x tt y satisfaisant aux conditions (Bltl). On a

alors vu qu'une telle fonction entiere se reduit toujours ou bien au polynome

de la forme xy ou bien a celui de la forme x(xιy + a0 + axx -\ \- a^^1'1), oύ

/ > 1 et a0 Φ 0, par un automorphisme analytique convenable de tout Γespace

de (xy y). Dans la partie actuelle, nous allons traiter des fonctions entieres/de

deux variables complexes satisfaisant aux conditions suivantes Γ)<^5') que Γon

appellera conditions (Bnm) avec m>l; les conditions Γ), 2'), 3 ) et 4') de (Bnrn)

sont les conditions 1), 2), 3) et 4) de (Bltl)y respectivement; 5') L'ordre de Si est

m et celui de S" est n.

S'il en est ainsi, d'apres le corollaire 1, n et m sont relativement premiers.

Dans la recherche suivante, on traitera, de fois a autre, une fonction mero-

morphe qui satisfait aux conditions 1'), 2') et 3;) de (Bnm) et qui admet exacte-

ment deux surfaces analytiques irrόductibles So et S&' telles que Γensemble

des zeros et des poles est exactement egal a So U S". Done, on dira qu'une

fonction/satisfait aux conditions (Bn m) meme si n<0 ou m<0: si n<0, So est

surface de poles de/d'ordre —n\ et il en est de meme de So'.

Maintenant, considerons, de nouveau, une fonction entiere satisfaisant aux

conditions (Bnm) ave m>l. Pour determiner une telle fonction, il est aussi essen-

tial de resoudre le probleme B et, pour cela il s'agit d'abord des problemes (a) et

(b). Mais, le probleme (a) est independant des ordres m et n, done, il n'y a rien

a faire. Quant au probleme (b), si au moins un des ordres m et n est egal a 1, le

procede que Γon a fait dans la section 5 est aussi valable. D'ailleurs, si le

probleme (b) a ete resolu, le procede de la resolution du deuxieme probleme de

Cousin s'applique aussi au present cas sans modification. D'oύ, on aura resolu

le probleme global B. Done, il ne nous reste qu'a resoudre le probleme (b) dans

le cas oύ n>l et m>l.
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12. Resolution du probleme (b) dans le cas oύ n > l et m>l. Us'
agit maintenant de rόsoudre le probleme (b) pour une fonction entiere f(x, y)
satisfaisant aux conditions (Bnrn) avec n > 1, m > 1 et (n, m) = 1. Prenons Σ Γ

un tube normal de Si; on conservera les notations, Γ, p et L etc. dans la section
5. Dans le cas actuel quelque difficultό aura lieu k cause de ce que toute surface
premiere Sc (c =f= 0) dans le tube normal ΣΓ> rencontre Γ en n points. Pour
montrer cette difficulty, considέrons la surface de Riemann i?* de la fonction/1/Λ.
Dέnotons D le domaine donnέe par Σ Γ U S" et R la partie de R* όtalέe justement
au-dessus de D; dans le cas actuel, D est la partie donnέe par \f\<ρ dans tout
Γespace de (x, y). n άtant Γordre de zέro d e / en So, R ne se ramiίie pas au-
dessus de Si. Comme n et m sont relativement premiers, toutes les branches de
f1/n se commutent autour de Si'. Par suite, R est connexe et sa surface critique
de ramification est la surface S" justement etalee au-dessus de S". Remarquons
que S" a un seul feuillet comme surface de Riemann au-dessus de Si'.

Supposons encore que Γ est donnee par x = 0 et | / | < p . Soit V un
voisinage de Γ dans ΣΓ de la forme \x\ <.η, | / | < p , oύ η est un nombre positif
convenable tel que Γon puisse resoudre Γequation f(xy y)—z=0 dans V par
rapport a y comme fonction holomorphe de x. Alors, il y a n feuillets univalents
de R au-dessus de V. Designons-les par Ϋi(i= l, ,w) dans Γordre que Γon
diraplustard, etparΓ f*(/=l, , τz)les droites analytiques dans V* qui se trouvent
au-dessus de Γ respectivement. L'image de Γ par la restriction de la fonction
z = f a Γ est la partie de la surface de Riemann de la fonction z1/n έtalee juste-
ment au-dessus du cercle Γ* : \z\<p sur le plan de z. Designons-la par Γ*.
Coupons Γ* le long de Γaxe rόel positif de z. Et Γ* se separe en n branches
univalentes. Dάsignons-les par VJ successivement, et par Γ y la partie en έventail
de Γ k laquelle correspond Γ^ par la transformation ci-dessus et, pour chaque i
et pour chaque j , par Γ$ la partie de Γ* έtalee justement au-dessus de Γy. Toute
surface premiere Sc (cφO) dans Σ Γ rencontre chaque Γ y en un et un seul point.
En outre, au-dessus de toute surface premiere Sc (c Φ 0) dans ΣΓ> ί l y a dans R
justement n surfaces irrέductibles sur lesquelles la fonction f1/n prend pour sa
valeur les n~iemes racines distinctes de c respectivement. Chacune d'elles ren-
contre όvidemment chaque Γ' en un et un seul point. Designons par Si celle
qui rencontre Γ1 en un point appartenant a T}. En ce moment, on pourra
mettre Γordre dans les V* de maniere que Sl

e rencontre Γ' en un point appar-
tenant k Γί. Ceci est evidemment possible.

Envisageons le domaine multivalent R. Comme on peut le voir facilement,
il n'y a aucune difference essentielle entre R et le domaine que Γon a envisage
dans la section 5, quand on regarde R comme somme de toutes les surfaces
analytiques qui se trouvent au-dessus de Sc et chaque point de Γ1 comme origine
de la surface qui passe par ce point. C'est-a-dire, lorsqu'on prend une surface
premiere Sc (c Φ 0) dans Σ Γ et un tube normal Σ Γ c autour de Sc dans ΣΓ—SQ, il
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y a pour chaque i une partie connexe de R qui se trouve justement au-dessus de

Σ Γ c et qui contient SI que Γon designe par Σrc, et on peut trouver une function

φ\ attachee a Σrc. De plus, elle sera determinee uniquement a son inverse 1/φl

pres quand on y impose la condition qu'elle prend la valeur un sur Γ1 f] Σrc

Done, lorsqu'on prend pour point de depart une surface analytique S] dans R,

la partie Σpc autour de 8] et la fonction φ], elle se prolonge analytiquement

sans restriction dans tout R sauf aux points au-dessus de So et de Si'. De

plus, comme on peut le voir facilement, le meme raisonnement que dans la

section 5 montre aussi que la fonction ainsi prolongee devient une fonction

uniforme et mέromorphe dans R tout entier. Dέsignons-la par φ(p).

Nous allons maintenant etudier cette fonction φ plus precisement et discer-

ner les trois cas suivants, comme nous Γavons fait dans la section 5. Soient S'o
la surface premiere de /1/M, done irreductible, avec la valeur nulle passant par Γ1

et S'o' celle etalee au-dessus de Si'. S'o se trouve au-dessus de So. Le meme

raisonnement que dans la section 5 fait se representer les trois cas suivants:

(a) SO Π 8" est non vide et S'o est de type (0, 1);

(b) S& Π So' est vide et Si est de type (0, 2)

(c) S'o Π Si' est vide et 8'0 est de type (0, 1).

Dans le cas (a), S'o Π 8" consiste en un seul point et par suite il en est de

meme de 8όΓ\8". La partie de R etalee au-dessus de So est justement όgale a

Si. Si doit etre de type (0, 1). φ, έtant non nulle dans R—(Si\jS'o') et non

constante sur So, ne s'annule jamais dans R — S^. En prenant si necessaire

son inverse 1/φ, on peut supposer que φ est holomorphe dans tout R. Le

raisonnement dans la section 8 affirme tout pareillement que φ s'annule sur So7

Dans le cas (έ), φ est aussi holomorphe et univalente sur So. Dans ce cas,

on peut dire que

La partie de R etalee au-dessus de Si coincide avec S'o.

A cet effet, supposons, pour le reduire a Γabsurde, qu'il y ait une surface

irreductible 8$, etalee au-dessus de So, autre que So. On va d'abord montrer

que 8$ et Si' sont des zeros ou des poles de φ. Prenons trois nombres positifs

6, M1 et M2 (0<βn<p et 0<M 1 <M 2 ) et considerons dans RO\JSΌ la partie Sϊ

donnάe par \f1/n\ <,Sy M^\φ\^ M2, oύ Ro est la partie de R obtenue par Γ

exception des parties trouvees au-dessus de So et So7. En tenant compte du fait

que φ prend sur chaque Sl

c (cφO) ainsi que sur S'o toute valeur differente de

zero une et une seule fois, on voit que St est compact done SI ne se prόsente

pas au voisinage de S? et Si'. Ceci montre que φ est sur S? identiquement

nulle ou infinie et il en est de meme de S". Prenons ensuite dans Ro trois

cycles suffisamment petits δx, δ* et δ2 entournant respectivement S'o, S$ et Si'
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une fois dans un certain sens. En comparant la variation totale de Γargument
de ψ le long de ces cycles, nous voyons qu'il n'existe pas d'entier m different de
zόro tel que m*δ* soit homologue a un multiple de 81 dans Ro. D'autre part,
comme il existe, grace a Cousin, une fonction entiere qui ne s'annule que sur
Si', il n'existe pas d'entiers miy m* et m2 tels que m2 Φ0 et que m1δ1+mϊiίδϊic+
m2δ2 soit homologue a nul. L'existence d'une fonction entiere qui ne s'annule
que sur Si entraϊne que si m1h1 est homologue a nul m1 est egal a zero. Ceci
montre que Ro admet trois cycles indέpendants. Or, la transformation dόfinie
par

( z' =
[u =

reprέsente holomorphiquement et biunivoquement Ro sur le domaine cylindrique
donnέe par 0< \z\ <ρ1/n et 0< |w| <° ° , qUi n'admet cependant que deux cycles
independants. On est ainsi arrivέ a l'absurde. L'enoncό a etέ dέmontrέ com-
pletement.

On en deduit que φ est holomorphe dans R—S&' et ne s'y annule jamais.
En reprenant si necessaire son inverse 1 /φy nous pouvons supposer que φ est ho-
lomorphe dans R tout entier. D'ailleurs, d'apres le meme raisonnement que dans
la section 8, φ s'annule sur Si'.

Dans le cas (c), Si est alors simplement connexe et elle est une surface de
Riemann au-dessus de Si sans point critique. Si est necessairement simplement
connexe et de type (0, 1). La partie de R au-dessus de So se partage done en
n surfaces irreductibles de type (0, 1). Dans le present cas, φ prend la valeur
un sur *So identiquement. Nous allons voir que φ prend sur chaque surface irre-
ductible S'o

w de R etalee au-dessus de Si une valeur constante differente de zero et

de Vinfini.

En efϊet, d'abord, le meme raisonnement que dans la section 9 montre que
φ est constante sur chaque SiCi\ Si φ prenait la valeur constante nulle ou la
constante infinie sur une *Sόc<), le raisonnement fait dans le cas (b) montrerait
qu'il existe trois cycles indάpendants dans Ro. Or, ceci est imposible. Nous
avons ainsi Γάnoncά.

La fonction φ est done holomorphe dans R—S" et ne s'y annule jamais.
Ceci nous permet comme precedemment de supposer que φ est holomorphe
dans R tout entier. Le fait que φ s'annule sur S&' sera montrέ comme prέcέ-
demment.

Dans tous ces trois cas (a), (b) et (c), on a obtenu une fonction φ holomor-
phe dans tout R> qui ne s'annule que sur la surface critique Si' et qui fait, pour
tout c (0< \c\<p), corresponds holomorphiquement et biunivoquement a cha-
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cune des n surfaces irreductibles dans R etales au-dessus de Sc tout le plan d'une
variable pointe a Γorigine. Maintenant, a Γaide de cette fonction φy nous allons
construire une fonction φ holomorphe dans D : \ f | < p, en reprenant p plus
petit si necessaire, telle que, pour tout c (0< \c\ <p), φ fasse corresponds a Sc

tout le plan d'une variable pointe a Γorigine holomorphiquement et biunivoque-
ment.

Pour ceci, prenons une surface premiere Se (0< \c\ <p) et un tube normal
ΣΓ<r autour de Sc dans ΣΓo—"*% oύ les notations precedentes Γ et Σ Γ sont con-
servees. Σ Γ c Π Γ se partage alors en n composantes connexes. La composante
connexe Σrc> contenant SJ, de la partie de R etalee au-dessus de Σ Γ c n'admet
qu'un feuillet au-dessus de tout point de ΣΓ ί : et par suite elle est analytiquement
equivalente a ΣΓίr par projection. La restriction ψ*t de φ a Σrc peut done etre
regardee comme fonction uniforme et holomorphe dans ΣΓ<.. Posons

φ est alors une fonction uniforme et holomorphe dans Σ Γ c Comme elle est une
fonction symetrique des branches de φ, on peut la prolonger analytiquement en
une fonction uniforme et holomorphe dans D tout entier, que Γon designera par
la meme lettre φ. Nous allons montrer que pour resoudre le probleme (b) il
suffit de prendre cette fonction φ elle-meme ou bien d'effectuer a φ done a φ une
lάgere modification.

Representons par la restriction de ψx a Sc la surface Sc sur le plan d'une
variable t pointe a Γorigine: 0 < | £ | < o o . Pour chacune des autres ψ>t , sa
restriction (ψi)c a Sc, regardee comme fonction de t, pourra s'ecrire a{t, ou a{

est une constante non nulle. Car, il est evident que ψ4 peut s'ecrire a{t ou
bien ajt. Si φt s'έcrivait ajt, on aurait dans Σ Γ c

oύ β, est consideree d'abord comme restriction de φ a Γ' Π Σrc puis comme
fonction holomorphe sur Γ c et finalement comme fonction holomorphe dans Σ Γ c

telle qu'elle se reduise sur chaque surface premiere de/dans Γ c a une constante.
D'autre part, φ prend la valeur nulle sur So*'. Done, quand un point dans Z>—
(So U So') tend vers Sό\ la valeur de ψ2 et celle de ψ ,- en ce point tendent vers
zέro simultanement. Ceci revient a dire que, si Γon prolonge analytiquement
la fonction a{ le long d'un chemin situέ dans D—(SoΠ S") et tendant vers So7,
la valeur de a{ — ψ̂ j ψ,- tend vers zero. Or, cette limite de la valeur de #,
devrait etre egale a la valeur prise par φ au point situe sur Γ1" et au-dessus de
So, ce qui est en contradiction avec la propriete de φ.

La restriction de φ a Sc est done reprόsentόe par βt, oύ β=l-\-a2-{-"*-\-ani

a{ consideree comme restriction de φ a Γ' done comme fonction holomorphe
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de la quantite z = fιfn. Ceci nous permet de considerer la quantite β comme
fonction holomorphe de zf dans le cercle \z'\ <p 1 / n .

Si β n'est pas identiquement nulle, on peut reprendre ρ>0 assez petit pour
que β ne s'annule pas pour 0< \z'\ <ρ1/n. S'il en est ainsi, φ est une fonction
holomorphe dans D reprόsentant pour tout c (0< \c\ <p), la surface premiere Sc

sur tout le plan d'une variable pointe a Γorigine, ce qui rόsolut le probleme (b).

Si β est identiquement nulle, il faut modifier la fonction φ, comme ce qui
suit: Fixons un nombre c tel que 0<\c\<ρ. Soient c1, c2, •••, cn ses n~iemes

racines et soit c' la valeur prise par φ sur S'e. Formons le polynome de z'

oύ a est un nombre complexe tel que Γon ait a(z')φθ pour \z'\<ρ1/n. Ceci
est possible. Au lieu de φy considέrons la fonction

qui est une fonction uniforme et holomorphe dans R, ayant les memes propriέtέs
que φ a Γexception de ce que la restriction d e ^ α έ F est egale a a au lieu
de ί, comme fonction de z'. En remplaςant φ par la somme des branches de
cette fonction ainsi modifiee, on aura au lieu de β

a{&)+a{&) ax+ - +a(c») an = a^-c2) ••• (S-c^ + O.

On a ainsi reduit le present cas au cas prέcέdent ou β ΐ 0.
Nous avons ainsi resolu le probleme (b) et par suite le probleme B, comme

nous 1'avons remarquέ a la fin de la section precέdente. En rέsumέ, on a

Lemme 6. Dans le cas oύ n>l et m>l, le probleme (b) est toujours resoluble.

Lemme 7. Pour une fonction entiere f satίsfaisant aux conditions (# Λ f m ), n
et m έtant des entίers positifs quelconques, il existe une fonction entiere adjointe άf

13. Fonctions adjointes. Soit f(x, y) une fonction entiere satisfaisant
aux conditions (Bnm). Nous avons construit une fonction adjointe a / dans
ce qui precede. Tout d'abord, dans la section actuelle, nous nous plaςons dans
le cas oΐi n = 1 et m > 1 et etudions dans ce cas des fonctions adjointes a/. II s'
agira de savoir s'il y une fonction adjointe satisfaisant aux conditions (̂ 4).

D'apres ce que Γon a vu dans la section 7, il faut discerner trois cas
suivants:
{a') Si Π Si' est non vide et Si est de type (0, 1)
(V) Si Π Si' est vide et Si est de type (0, 2)
(/) Si Π Si' est vide et Si est de type (0, 1).

Le raisonnement fait dans la section 9 montre d'abord que, si/est de type (a7) ou
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de type (b'), on peut toujours trouver une fonction entiere adjointe a / satisfaisant
aux conditions

Dans le cas (c'), on ne peut avoir de telle fonction adjointe. Dans ce cas,
par le meme procede que dans la section 9, on peut trouver une fonction entiere
φ adjointe a / telle que / prenne la valeur constante un sur So et la valeur
constante nulle sur S". Pour une telle fonction adjointe a/, on peut dire que

La fonction φ—1 satisf ait aux conditions (Bm/ 2 ), oumf>l> et elle est ou bίen

de type (a') ou bίen de type (b').

En effet, la transformation donnee par

\w = <p(x, y)

fait correspondre a tout Γespace de (x, y) a Γexception de Si U Si' tout Γes-
pace de (z, w) a Γexception de la surface entiere zw = 0, holomorphiquement
et biunivoquement. C'est-a-dire, pour tout nombre complexe a (φ0,-ί), φ—1
satisfait aux conditions 1'), 2') et 3') de (Bntn). La surface entiere φ—l=0se
compose de deux surfaces premieres. L'une d'elles coincide avec So et se de-
signe par To. L'autre, que Γon designe par Γό', est manifestement d'ordre un.
De plus, si Tί Π Tί' est vide, Ttf doit etre de type (0, 2) et, si non, T'Q' est de
type (0, 1). Done, meme si w! > ί, la surface entiere φ—1 = 0 n'est pas de
type (c7). Ensuite, la surface entiere T_x donnee par <p—l=-l, qui coincide
avec So7, est, d'apres le corollaire 1, d'ordre un. Et le raisonnement dans la
section 5 montre que T_x est de type (0,1) ou bien de type (0,2) et qu'en aucun
de ses points les derivees dφ/dx et dφ/dy ne s'annulent a la fois. Le raisonne-
ment fait dans la section 9 pour montrer qu'il n'existe pas de fonction entiere,
satisfaisant aux conditions (Bltl) et de type (c), s'applique aussi a la demonstra-
tion du fait que T_x = Si' est de type (0, 2). Done, Γenonce a ete demontre.

D'oύ on peut conclure le theoreme suivant:

Theoreme 3. Soit f(x, y) une fonction entiere satisfaisant aux conditions

(Bj,m)> a v e c M>1. Si f est de type (a') ou de type (b'), on peut toujours trouver

une fonction entiere φ(x, y) adjointe a f qui satisfait aux conditions (A). Si f est

de type (c'), on peut trouver une fonction entiere φ(x> y) adjointe a f telle que la

fonction φ—1 satisfasse aux conditions (Bm/fl) et soit de type {a') ou de type (bf).

14. D'apres ce que Γon a vu dans la section 12, pour toute fonction enti-
ere / satisfaisant aux conditions (Bnm) avec n> 1 ttm>l, on peut aussi trouver
une fonction adjointe a /; c'est-a-dire, une fonction entiere qui, pour tout nombre
complexe c(Φfl), fait correspondre a Sc tout le plan d'une variable pointe a Γ
origine: 0<\w\<oot holomorphiquement et biunivoquement. Alors, il est
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όvident que la fonction donnάe par <p(x, y)/[f(x, y)Y a meme caractere que φ a
Γexception d'avoir eventuellement des poles sur S'o ou sur Si', oύ r est un
nombre entier non nul quelconque. On Γappellera aussi fonction adjointe άf.
Dans la section actuelle, nous allons voir plus precisάment ces fonctions
adjointes, dans le cas oύ m>l etn>l.

Soit φ (x, y), de nouveau, une fonction adjointe a/. On peut d'abord dire

qu'
Elle prend des valeurs constantes ax et a2, qui peuvent etre infinies, sur Si et

sur So' respectivement.

En effet, soient p un point de Si, qui est un point ordinaire dcf=0, et a la
valeur prise par φ en p. Si φ n'etait pas constante sur Si, la surface φ = a ne
rencontrerait Si au voisinage de p qu'au point p. Pour toute valeur c non nulle
mais assez voisine de zero, la surface φ=a rencontrerait Sc au moins en n points,
ce qui contredit l'univalence de φ sur Sc. II en est de meme de S".

Examinons ensuite les surfaces premieres de φ. L'όnoncά precάdent montre
que So et S" sont des surfaces premieres de φ. La transformation donnόe par

(T) ( * •
{*» J )

correspondre a tout Γespace de (x, y) a Γexception de Si U S" celui de (#, w)
a Γexceptions des droites analytiques z = 0 et w = 0y holomorphiquement et
biunivoquement. Done, on a Γenonce que

La fonction f fait correspondre a toute surf ace premiere Ta de φ sauf Si et S"

tout le plan d'une variable complexe w pointe a Γorigine, holomorphiquement et

biunivoquement, a moins que Ta n'intersecte Si U S". A ce sens, on peut dire

que/est une fonction adjointe a φ.
On aura ici Γenonce que
Si φ est holomorphe dans tout Γespace de (x, y), elle prend la valeur identi-

quement nulle sur Si et sur Si' a lafois.

En effet, supposons, pour le reduire a Γabsurde, qu'une des aλ et α2, soit
a2, ne soit pas nulle. D'apres le meme raisonnement que dans la section 8, Γ
autre ax doit etre nulle. A Γaide de la transformation (Γ), on voit que, pour
tout nombre a (φaj, la surface entiere <p—a=0 est irrέductible. Done, d'apres
le corollaire 1, la surface premiere Si de φ avec la valeur nulle est d'ordre un.
La fonction ψ(x, y) donnόe par

est holomorphe dans tout Γespace et ne s'annule que sur Si'. Son ordre de
zόro en Si' est m>l. D'autre part, pour tout nombre complexe a (Φ#), la sur-
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face entiere ψ(x> y)—a=0 est irreductible, ce qui contredit le corollaire 1.
Done, on a ax = 0.

Enfin, nous allons indiquer que si la fonction φ est holomorphe en So, elle est
aussi holomorphe en S".

En effet, supposons, pour reduire a Γabsurde que φ ait des poles sur S".
Alors, φ s'annule identiquement sur So. Car, sinon, la fonction l\φ serait une
fonction entiere adjointe &/et ne s'annulerait que sur So', ce qui est en contra-
diction avec Γenonce precedent.

Dάnotons, de nouveau, fx{xy y) la fonction φ pour arranger Γecriture, et
denotons nx et — mlt Γordre de zero en So et celui de pole en So' de/j. En ce
moment, on peut supposer, sans restreindre la generalite, que Γon a n>niy

puisque, si necessaire, on peut choisir la fonction fj[f]r au lieu def1 oύ r est
un nombre entier positif convenable. A Γaide de la transformation donnee par

*i=f(x,y)

on voit facilement que/^tf, y) satisfait aux conditions V), 2'), 3') de (Bnimi) et la
surface analytique/= 0 coincide avec So et celle/j = oo coincide avec So'. C
est-d-dire, fx satisfait aux conditions (BnimJ avec nx > 0 et m1 > 0.

Ensuite, prenons deux nombres entiers n2 et rλ de maniere que l'on ait

n = w^+^2, r1 > 0 et nλ> n2^> 0,

et posons

m = m2-m1r1 et /a(a, y) = f(x, y)l[f1(x9 y)]n.

f2 est une fonction adjointe ^fλ et, de plus, d'apres ce que Γon a dit ci-dessus, si
m2n2 Φ 0, f2 satisfait aux conditions (Bn2nt2); et ainsi de suite.

On a done les fonctions

/ i ^ Λ / 2 ( ^ Λ —>fP(χ>y)>

oύ/ t + 1(^, 3;) =fi-1(x, y)l[fi(x, y)]Ti et les entiers positifs r, (i = i, •••, /)—1) sont
determines de maniere que Γon ait

-i = *W + wί+i et

-i = miri + mi+i

M Φ 0(1 = 1,-^-

npmp = 0.

(E)

Les fonctions /,(#, 3;) (i = ί, ,_p—ί) satisfait comme precόdemment aux con-
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ditions (Bn. m.). D'autre part, on a

mi_1 > 0 si m, > 0 et mi+1 > 0

ou

mi_1 < 0 si m{ < 0 et 7//ί+1 < 0.

Lorsque mp=0yfp(xy y) est une fonction entiere et ne s'annule que sur S&.
D'apres le corollaire 1, Γordre de zero np defp en Si est necessairement egal &
un. Formons done la fonction

fp+i{*>y)- [ffi(x9y)]"P-i

Elle est une fonction adjointe ^/, ne s'annulant pas identiquement sur So. Done,
on a mp_1—±L De plus, mp_2 etant donnάe par mp_1rp_ly on a

m/»-2 ^ 0 si mp-\ = ί

et

*»*-2< 0 si ^ 1 ^ ! = - ί

Done, si mp=0y on a par recurrence mΛm > 0, ce qui est contraire & Γhypo-
these. Si n^=0, /^(Λ?, y) ou bien 1//^(Λ, y) est une fonction entiere, designee par
fp(x> y)> Qtfί(χy y) n e s'annule que sur S^. Done, onz mp= ±1. D'apres le
raisonnement dans le cas prέcedent, on a np_1=l. mp_2 etant donnά par
tnp_^rp_x±ly et positif, on a

mp-2 > 0 si mp_1 > 0

et

^ - 2 < 0 si m^.i < 0.

Par suite, on a de meme par recurrence mjn > 0. Ceci est aussi contraire k V
hypothese. Done, Γenonce a άtά demontrό completement

De ce qu'on a dit jusqu'ici, on peut tirer la conclusion suivante:

Theoreme 4. Pour toute fonction entiέref(x, y) satίsfaίsant aux conditions
(Bnm) avec n>l et m>ls toute fonction adjointe άf satisfait aux conditions (Bninil),
oύ nx et m1 sont des entiers tels que n1m1 > 0.

15. Fonctions entieres satisfaisant aux conditions (Bh m), avec m > l .
Dans la section actuelle, nous allons dέterminer toutes les fonctions entieres qui
satisfassent aux conditions (B2 w ) , avec m> 1. D'apres ce qu'on a vu dans la
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section 13, une telle fonction f(x, y) est ou bien de type (a7), ou bien de type (b'),

ou bien de type (c').

Dans les cas (a7) et (b'), on peut toujours trouver, d'apres le thέoreme 3, une

fonction φ adjointe a / satisfaisant aux conditions (̂ 4). Done, d'apres le meme

raisonnement que dans la section 10, on peut voir aisement que la fonction / se

reduit au polynome xmy ou a celui de la forme xm(xιy-{-a0-\ h^z-i*7"1) avec

1>1 et β oφ0 respectivement, suivant que /est de type (a') ou de type (b'), par

un automorphisme analytique convenable de tout l'espace de (x} y). II s'agit

done du cas (c').

Dans ce cas, on peut toujours trouver, d'apres le theoreme 3, une fonction

φ adjointe a / telle que la fonction φ—1 satisfasse aux conditions (Bm'J) avec

m'>J et soit de type (a') ou bien de type (b7). De ce qui precede, on peut

trouver un automorphisme analytique

*i = <Pi(χ, y)

de tout Γespace (xy y) telle que φ—1 se reduise au polynome x™yλ ou bien a

celui de la forme #?'(tfϊjΊ+^o + h V - i ^ " 1 ) a v e c / ' > ί et i 0 Φ θ par cet

automorphisme, et que φx soit une fonction adjointe a φ—1. Designons ce

polynome par P (x1% yt) dans tous les cas.

En ce moment, la fonction f(x, y) se transforme par (7\) en une fonction de

la forme

/.(*, y) = χmχ

puisque φx ne s'annule que sur So et φ ne s'annule que sur S^'. De plus, on

peut dire qu'ow a

oil B(X) est une fonction entίere d'une variable complexe X.

En effet, la fonction P(xly yd+1 est celle adjointe a fx puisque φ est une

fonction adjointe a /. Par suite, la fonction fλ est une fonction adjointe a

P(xlf J i ) + ί et la fonction donnόe par

χ β

[P{χi,yi)+i]mt *

est aussi celle adjointe a P(x11y1)-\-L D'autre part, xx peut etre regarde comme

fonction adjointe a P(x19 JΊ)+ί . Done, on peut όcrire

oύ C(X) est une fonction entiere d'une variable complexe X, puisque le rapport

de x1e
Acxi'yi) et xλ est constante sur toute surface premiere de P{xiyy^- C'est-a-

dire, on a
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oύ B(X) est une fonction entiέre cΓune variable complexe X.

Maintenant, considέrons la transformation donnee par

f*2 =
ly2 =

° r°+ 1>

Elle est un automorphisme analytique de tout Γespace de (xly y^) k Γexception

de la droite analytique x1=l. Par cette transformation,/^, y±) se rόduit & la

fonction

Ensuite, considάrons la transformation donnάe par

X >. — Xa

\X2~
[y2 =

I _[P(x1,y1)+l]-[a0+a1xιe™'i"i»1>+^
3

oύ a,i {i—0y 1, •••, l—l) sont des nombres complexes, et l(>0) est le degre de

P(x19 yj par rapport a xx. Elle est aussi un automorphisme analytique de tout

Γespace de (x3, y3) & Γexception de la droite analytique x3=0. Par suite, la

transformation donnee par le produit de (T'2) par (Ti)

(T2)

est aussi un automorphisme analytique de tout Γespace de (xlf yt) & Γexception

de la droite analytique xx=0y quels que soient les nombres complexes a0, •••, at_x.

En ce moment, si Γon peut dόterminer les nombres complexes {#,} (i=0y ί, ,

l—l) tels que la transformation (T2) soit un automorphisme analytique de

Γespace de (xly yt) tout entier, fx{xly yj se transforme en un polynome x3(xly3-\-

ao+axxz-] h^z-i^s"1) par (Γ2).

Done, il s'agit maintenant de determiner les nombres complexes {a{}

(i=0> ί, •••, l—l). Envisageons ici le coefficient cs t de x[y{ dans le developpe-

ment en serie de Taylor de la fonction

G(xly yλ) = [P(xly yi)+l -x[yi] - [a

Aprέs un calcul facile, on peut voir que, pour tout s tel que 0<s<l—ly cStOy est

une combinaison lineaire des 7, a0, aly •••, as telle que son coefficient de as ne soit

pas nul. Par suite, on peut dόterminer uniquement aoy aly •••, aι_1 de maniere

que £5>0 (0<s<l—l) soient tous nuls. Alors, dans cSytx{y{y on peut facilement

voir de la forme de G(xx, yt) qu'on a toujours
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cot = 0 pour tout t^l

et

cStt=0 pour t^l et 0<s<l.

Done, on peut ecrire

oύ H(xly y^) est une fonctίon entiere telle que H(0, yj soit constante. Alors,
pour x1=0y y3 est une fonction lineaire de y1 non constante. Done, (T2) est
biunivoque dans tout Γespace. Ceci signifie que la transformation (Γ2) est un
automorphisme analytique de tout Γespace de (xly jya).

On a Penonce que

Par un automorphisme analytique convenable de tout Γespace des variables x et
y, toute fonction entiere de x et y satisfaisant aux conditions (B1 m) peut se rέduire a
Γun des trots types de polynomes suivants:

(a') x>»y

(W) x^xty+a^ +at^x1-1) avec 1>1 et ao*0;

(c') x(xιy+a0-\ hfl/-i*/~T a v e c t^1 et

16. Fonctions entieres satisfaisant aux conditions (B n m) avec n > l
et m > l . Dans la section actuelle, nous determinerons toutes les fonctions
entieres satisfaisant aux conditions (Bntn) avec n>l etm>l. Soit f(x, y) une
telle fonction entiere.

D'apres le theoreme 4, on peut trouver une fonction entiere adjointe a/ qui
satisfait aux conditions (Bni Wl) ou n>n1>l et m>m1>ly puisque, si Γon a
nx>n, il suffit de prendre fj[f]r au lieu de/j, oύ r est un nombre entier positif
convenable.

Ensuite, si Γon a u^>l et m^>ly pour la fonction /, on prend encore une
fonction entiere f2 adjointe a fiy comme ce qui suite: comme on Γa vu dans la
section precedente, la fonction/ est une des fonctions adjointes a/1# Par suite,
prenont des nombres entiers non negatifs rx et n2 tels que Γon ait

n = n1r1+n2 et n1>n2>0

et posont

m2 = m — m1r1

et

La fonction/2 est certainement une fonction adjointe a fx et elle satisfait aux con-

ditions (Bn2ttn2). De plus, d'apres le thάoreme 4, on a n^>n2>.l et
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En continuant ce procόdό, on arrivera a une suite de functions entiέres

f(xy y) = fo(xy yh fx(x, y), - , / , ( * , y),

°ufi+i(x> y)=Si-i(x> y)IUi(x> y)Y* (i:=zl> —iP-1) e t ri s o n t dέterminέs avec les
ordres n{ et w, de maniere que Γon ait

et

et de plus

np= 1 ou mp= 1 .

Alors,/t est fonctionadjointe &Si-i {^h ~>P) e t

Comme dans le procόde qui suit il n'y a acuune diffέrence essentielle entre
le cas de np=l et celui de mp=l, on suppose ici, pour fixer les idέes, que Γon
a np=l. Alors, d'apres le theoreme II, par un automorphisme analytique con-
venable (Γn)

{ n'

de tout Γespace de (x, y), la fonction Sp{χ> y) s e reduit ou bien au polynome
xiy™p> ou bien a celui de la form #? ί(#ij 1+tf 0+ +β/-iΛJi~1)> ou bien a celui
de la forme x^xly^ h^i-i^i"1)^, oύ 1>1 et α0φ0, suivant que/^, est de type
(a7), de type (W) ou bien de type (c7). Dόnotons S\(xi> JVi) (^"=0, -/, •••,/>) les
functions transformέes de f^x^ y^) par (Γn), et envisageons les functions f] plus
prόcisόment.

D'abord, nous nous occupons aύ cas oύ fp est de type (a').
s'ecrire

ou hi(xiy yt) (i=0, ly •••,/>) sont des functions entieres de xt et y1 et hp(xly y^) = 0y

puisque toute /,• prend la valeur nulle justement sur S'o et sur S'o', avec les ordres n{

et nti respectivement.

De plus, on peut dire qu'on a

oil Λ(X) est une fonction entiere d'une variable X et c{ sont des nombres entiers

positifs.

En eίfet, fp_1 etant une fonction adjointe a /*, /J_x est adjointe a xίyTp- Par
suite, la fonction donnέe par
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> Vl) = /J-l(*l> y i ) / [ ^ Γ > ] " ' - l

est aussi adjointe a X^P. D'apres le corollaire 1, on a mp_1 — mpnp_1=±l.
D'autre part, 3^ et l/yly toutes les deux, sont aussi des fonctions adjointes a xxy™ρ.

Done, on a Γegalite

oύ B(X) est une fonction entiere d'une variable X puisque le rapport de
y1e

hρ-i<:xi'yi') et de yί ou celui de ehρ-icx^y^ly1 et de l/y1 est constant sur toute
surface premiere de xty?p. C'est-a-dire, on a

oύ 4̂(̂ Γ) est une fonction entiere d'une variable X.
Or, en general, on a les egalites

/ί-.=ΛL/i-JΓ'-1 (i=2," ,p).
Done, on a

ou ί, _2 et ^ _2 sont des nombres entiers positifs convenables. Done, Γόnoncό a
ete dέmontrό.

Considόrons ici la transformation

oύ (α, β) est la seule solution de deux equations lineaiies simultanόes non
degenerees

(x + tnpy=0

\ nx+my = — 1 ,

oύ on a (n,m)=l. La transformation (T12) est un automorphisme analytique
de tout Γespace de (x> y)Ό; car, de la relation

a+tnpβ=0,

on a

7) Voir Peschl [4].
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Par suite, f\xly JΊ) , se rέduit, en vertu de na-\-mβJt-l=Oy au polynome par la
transformation (T12).

C'est-a-dire, f{xlyy^) se reduit au polynome xnym par Γautomorphisme
analytique de tout Γespace de (xy y) donne par le produit de (Tn) et de (T12).

Ensuite, nous nous plaςons dans le cas oύ fp est de type (b'). D'apres le

meme raisonnement que dans le cas precedent, on peut ecrire la fonction

fXχi> JVi) s°us la forme

f(Xl, yj = Λ?(*iyι

oύ 1>1, ao^O, et A(x) est une fonction entiere d'une variable X.
Considerons ici deux transformations suivantes

(Tr )

\ 23/

oύ la paire (α, β) est la seule solution de deux equations linόaires simultanees
non dόgenerέes

Γ mpx+y = 0

\nx+my = —l,

oύ on a (rc, m)=l. La transformation (T22) est un automorphisme analytique
de tout Γespace de (x, y) a Γexception de la droite analytique x1=0y mais elle
n'en est pas dans tout Γespace. La transformation (T23) est un automorphisme
analytique de tout Γespace de (x, y); car, mpa-\-β—0 entraϊne

Dόnotons /3(#3, y3) la fonction transformee de /X^, yj par le produit de
(Γί2) et de (Γ23). On peut έcrire

puisque Γon a na-\-mβ-\-l=0.
Ensuite, consideronr la transformation

{ Xo = X,

y3 = *iΛ

oύ i, (/=0, 1, •••,/—7) sont des nombres complexes que Γon determinera plus
tard. Elle est un automorphisme analytique de tout Γespace de (x, y) a Γexcep-
tion de la droite analytique x4=0 mais elle n'en est pas dans tout Γespace.
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Comme on Pa fait dans la section 13, on peut tout pareillement determiner les
coefficients b{ (ί=0, 1, •••,/—1) de maniere que la transformation (T22) donnee
par le produit de (Γ£2), (Γ23) et (Γί4)

oύ P(xly y1)=xTp(χιyiJrao-\ h^z-i^ί"1) soit un automorphisme analytique de
tout Γespace de (#, y). Alors, f(x, y) se reduit k un polynome de la forme

par Γautomorphisme analytique de tout Γespace de (x, y) donnό par le produit
de (Tn) et de (T22).

Enfin, traitons le cas oύ fp est de type (cf). D'apres le raisonnement
prόcedent, on peut ecrire la fonction/1 sous la forme

f(xly yi) = xtxly^at+^ + a^X-^i^^^^ ,

oύ A(X) est une fonction entiere d'une variable X.
Considerons aussi trois transformations suivantes

{ x2 = xx

{ x3 = x4

Λ = ̂ i+fto+ +*/-i*i-1,

oύ on dάtermine la paire (α, β) de maniere que les equations lineaires simultanees

f a+mpβ = 0

\

soient satisfaites et on determine les coefficients (i0, b19 •••, bt_^) de maniere que
la transformation donnee par le produit de (Γ£2), (T33) et de (T34), que Γon
dάsigne par (Γ32), est un automorphisme analytique dans tout Γespace de (x, y).
Ceci est possible comme precέdemment. Alors, comme precedemment, la
fonction f1 se rέduit k un polynome de la forme

*.+•• +*/-»*ί~T.
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oύ 1>1 et i 0 φ 0 , par Γautomorphisme analytique (Γ32) de tout Γespace de (xy y).

Done, on a Γenoncέ que

Pour toute fonction entieref(x, y) satίsfaisant aux conditions (Bntn) avec n>l

et m>l, elle peut se rέduire ou bien au polynome xnym ou bien ά celui de la forme

xn(xιy-\-a0+ •••+«/_ 1x
ι~1)m, oύ 1>1 et a{ (ί—0, •••, l—l)"sont des nombres com-

plexes tels que a0 Φ 0, par un automorphisme analytique convenable de tout Γespace

de (x, y).

17. Conclusion. D'apres ce que Γon a vu dans les section 10, 15 et 16,
on a le

Theoreme. Toute fonction entiere f(x,y) satisfaisant aux conditions (Bnm)

avec n>0 et m>0, de deux variables complexes x et y, peut se reduίre toujours, par

un automorphisme analytique convenable de tout Γespace de (x, y), ou bien au

polynome xnym ou bien a celui de la forme xn(xιy-{-a0-{- "-\-aι_1x
ί~1)m oύ, 1>1 et

a{ sont des nombres complexes tels que α 0 Φθ.
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