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REMARQUES SUR LES VARIETES LOCALEMENT
HESSIENNES

PHILIPPE DELANOE

(Reςu le 7 mars, 1988)

Les varietes localement hessiennes sont une classe privilegiee de varietes
affines pour Γetude de la cσnvexite [10]. Les varietes hyperboliques [11] [7] en
constituent Γexemple non trivial d'origine elles ont ete initialement creees dans
le cas homogene non compact en leur qualite de bases de varietes-tubes (tangentes)
biholomorphiquement equivalentes a des domaines bornes homogenes de C" [6].
En premiere partie, nous notons deux caracterisations geometriques de ces vari-
etes. En seconde partie, nous ameliorons le theoreme de [2] sur les varietes
localement hessiennes compactes, concernant Γexistence d'une structure locale-
ment hessienne cohomologue a une structure donnee et de volume present.
Nous en tirons un corollaire sur Γimpossibilite pour la premiere classe de Chern
des varietes affines compactes d'etre definie positive, resultat deja obtenu mais
de faςon differente dans [8].

1. Suivant [9], definissons une variete localement hessienne (V, D,g\ comme
une variete diίferentielle V munie d'une connexion lineaire plate et sans torsion
D, et d'une metrique Riemannienne g qui, vue comme 1-forme sur V a valeurs
dans T*V, est fermee pour la differentiation exterieure covariante associee a D.
Nous allons maintenant proposer deux caracterisations de ces varietes.

Variέtέs-tubes.

Le fibre tangent d'un ouvert connexe Ω de R* peut etre vu comme un
tube complexe (ou comme son conjuguέ] i, racine carree "positive" de Γunite),

TΩ ̂  Ω±iR"

un diffeomorphisme defini sur fl etant alors holomorphe si et seulement s'il est
affine. Ainsi, le fibre tangent d'une variete affine est-il muni de faςon cano-
nique d'une structure (affine) complexe de variete-tube.

Theorέme 1. Soit (V,D) une variete affine. C'est une variέtέ localement
hessienne si et seulement si son fibre tangent, muni de la structure-tube complexe

canonίque, admet une metrique Kάhlerίenne quasi-fibree relatίvement au feuilletage
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dέfini par la submersion canonique de TV sur V.

Preuve. La necessite fait Γobjet de la proposition 0.1 de [9]. Montrons
la suffisance; soit done G une metrique Kahlerienne quasi-fibree sur TV re-

lativement au feuilletage vertical canonique. L' atlas affine reel naturel de TV
herite de 1 'atlas affine de V, est constitue de cartes qui sont adaptees a ce feuil-

letage. Aussi, dans une carte affine complexe de TV dont on note les coor-

donnees (n est la dimension de V),

*, λ = l , — , w ,

G s'ecrit-il par hypotheses (avec la convention dΈinstein),

Fixons un point P de TV, et choisissons en P une carte affine de TV diαgonαlίsαnt

G (il suffit pour cela de composer la carte generique precedente avec une trans-

formation unitaire convenable de Cn). Dans cette carte,

=

Cette ecriture montre que les feuilletages vertical et horizontal (pour D) de TV
sont orthogonaux relativement a G, que Γecriture generique de G en carte affine

est en fait de la forme,

G = Gw(x)(d&®dof+df®dyr)

que ses composantes G^(x) sont done rέelles. Ainsi, Gλμ(x) = Gμ.^(x) et en posant

dans toute carte affine de V,

g: =

nous definissons bien une metrique Riemαnnienne sur V, La preuve s'acheve des

lors comme dans [9] (proposition 0.1). c.q.f.d.

Variέtέs de Codazzi.

Soit (V9 D) une variete diίFerentielle munie d'une connexion lineaire sαns
torsion. Soit Cod(F, D) le sous-espace ferme des formes differentielles quadra-
tiques g sur V, de Codαzzί pour D, i.e. telles que pour tout triplet de champs

de vecteurs (X, Y, Z) sur F,

Dxg(Y, Z)=Dγg(X, Z) .
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Appelons (V, D), variete de Codazzi, s'il existe g^Cod(V, D) non degeneree et
non parallele (relativement a D).

Une variete localement hessienne, (V, Z), g) avec g non plate, est un exemple
de variete de Codazzi.

Thέor&me 2. Soit (V,D) une variete de Codazzi et soil g une metrique
pseudo-Riemannienne sur V, vue comme isomorphisme de TV sur T*V. Alors,
g eCod(J^ D) si et settlement si Γ image par Tg du sous-fibrέ horizontal H dέfini
par D, est un sous-fibre Lagrangίen pour la structure symplectίque canonique σ de

T*V.

Preuve. Un calcul de routine monter que la restriction σ' de σ a Tg(H), a

pour expression dans une carte locale naturelle de T*V9 (q'y />,•), i=l, •••,/*,

# designant Γisomorphisme inverse de g. Le theoreme s'ensuit. c.q.f.d.

Corollaire 1. Une variέtέ affine (Vs D) est localement hessienne si et seule-
ment s'il existe une mέtrique g sur V qui envoie le sous-fibrέ horizontal canonique
de TTV-* TV sur un sous-fibrέ Lagrangίen de TT*V-*T*V.

2. Soit (Vy Dyg) une variete localement hessienne compacte de dimension
n et soit ω une densite non degeneree sur V.

Une metrique Riemannienne g' sur V est dite cohomologue a£ s'il existe un

potentίel global de (g'—g), i.e. une fonction reelle u sur M dont la hessienne
dans la connexion D coincide avec (g'—g). g' est alors aussi localement hes-
sienne et les formes de Kahler des metriques quasi-fibrees correspondantes & g'
et a# sur TV (voir theoreme 1) sont cohomologues.

Thέordme 3. // existe une constante positive C et une mέtrique Riemannienne
gf cohomologue a g, uniques, telles que,

Preuve. On montre par la mέthode de continuity (voir e.g. [3], section I)
qu'il existe une unique fonction reelle lisse u sur V, solution admissible (i.e. telle
que g+ΓPu soit dέfinie positive), de Γ equation (integro-) differentielle de type
Monge-Ampere reelle suivante sur V,

dette+D^det^)]-1 = exp«W»ω2[dέt (£)]->

<w> designant la moyenne de u sur V dans la metrique g. L'introduction de
cette moyenne dans Γequation, idee-clef de [3], rend le probleme, qui est
elliptique, localement inversible et elle ramene Γestimation a priori uniforme de
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u k celle de osc (u), Γoscillation de u sur V. Les estimations a priori d'ordre
superieur sont etablies dans [2].

Pour estimer OSC(M), nous pouvons d'apres [10] joindre par une geodesique
de D le point Q de V oύ u atteint son minimum au point P^ V oύ u atteint son
maximum. Soit t le parametre affine sur la geodesique γ de P a ζ), qui vaut
zero en P et un en Q (cf. e.g. [5], p. 138). u etant admissible pour g, et de
gradient nul en P et Q, nous avons,

O8c(κ) = -(* d(u γ)/dtdt = -
J o o o

o Jo

L'existence de u est done acquise. L'unicite de la constante C=
se demontre comme dans [4] (p. 647); celle de gf=g-\-D>2u decoule alors du
Principe du Maximum. c.q.f.d.

Corollaire 2. La premiere classe de Chern d'une variέte affine compacte ne
pent etre strictement positive.

Preuve. Raisonnons par Γabsurde. Soit (F, D) une variete affine compacte

admettant une densite ω telle que,

intrinsequement definie (voir [2]), soit definie positive sur V. (F, D,g) est done
localement hessienne et d'apres le theoreme 3, il existe g' metrique localement
hessienne cohomologue έ g telle que,

La metrique Kahlerienne quasi-fibree correspondant a g' sur TV, manifeste-
ment complete, possede pour tenseur de Ricci Γextension quasi-fibree de (2^),
qui est uniformement definie positive. Ceci est impossible d'apres le theoreme
de Myers (voir e.g. [1]). c.q.f.d.

Le theoreme 3 precedent ameliore le theoreme 2.1 de [2], en relachant la
condition (artificielle) sur (V, D,g) d'etre "speciale", et en precisant la preuve de
Γimportant lemme 2.2 sur Γestimation a priori de osc(w). Notons que le corollaire
2.3 de [2] fait deja Γobjet du corollaire de [8].
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