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Deérivées Faibles et Formalisme Lagrangien

Par Riichi IiNno

Dans les notes précédentes “Sur les dérivations dans les espaces
vectoriels topologiques sur le corps des nombres complexes”?, nous
avons étudié dérivée au sens de Fréchet et dérivée faible sur une classe
des applications de l'espace vectoriel topologique complexe, localement
convexe et séparé dans l'espace complet du méme type.

Ce travail a pour le premier but d’appliquer aux fonctions définies
sur un espace de distributions vectorielles & valeurs dans un espace
vectoriel topologique complexe des propriétés des dérivées au sens de
Fréchet et dérivées faibles étudiées dans les notes précédentes. Le second
but de ce travail est de discuter la possibilité du formalisme lagrangien

dans la théorie quantique des champs par la méthode de la dérivation faible.

1. Rappel des notions sur les espaces de distributions a valeurs
vectorielles et le produit tensoriel topologique®. Soit % un espace de
distributions quasi-complet sur R”, c’est-a-dire, un sous-espace de I’espace
9 des distributions sur R”, muni d’'une topologie localement convexe
plus fine que la topologie induite par celle de 9 et quasi-complet, soit
E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé et complet
complexe. On appelle H(E) I'espace HEE (produit & d’espaces vectoriels
topologiques®), identifié a l'espace L.( 9%, ; E) des applications linéaires
continues de l'espace %, dans E (Y(, est le dual de ¥, muni de la to-
pologie de la convergence compacte), muni de la topologie de la con-
vergence uniforme sur les parties équicontinues de H'. H(E) est un
sous-espace de l'espace 9'(E) des distributions sur R” 4 valeurs dans E,
dont l'injection dans 9'(E) est continue; il est en général un espace
quasi-complet, et complet si 4 est complet.

Si 4 est un espace de distributions complet, ayant la propriété
d’approximation stricte”, alors on a J{(E):j[@E” (complété biprojectif
de produit tensoriel de 9 et E). En outre, lorsque % et E sont des

1) R. Ilino [1],[2] et [3]

2) On trouvera ’étude détaillée dans L. Schwartz [1] et [3].

3) L. Schwartz [1], exposé n° 7 et [3], chap. L

4) L. Schwartz [3), préliminaire.

5) A. Grothendieck [1], chap. I. et L. Schwartz [3], corollaire 1 de la proposition 11, page 47.



186 R. Iino

espaces de Fréchet et .9 nucléaire, alors (J(E)), et HEE. sont identiques,
algébriquement ct topologiquement®. D’autre part, comme J(E) est
aussi un espace de Frichet, on a ((J(E)).).=J(E). Alors pour tout espace
vectoriel topologique F, localement convexe séparé et complet, on a

LAHE); F) = LL(IKE)): ; F) =~ (HE)).EF
= (HEENEF = Y EEEF) (Associativité du produit €).

En vertu de la relation E.6F~_L.((E.).; F) et du fait que E soit
un espace de Fréchc:, on a

1.1) L(HE); F)= HeL.(E; F).

2. Deriveée faikle. Soit 4 un espace de distributions quasi-complet,
E un espace vectoriel topologique complexe, localement convexe séparé
ct ccmplet. Si f est une fonctionnelle continue définie sur 4(E) dériva-
ble au sens de Fréchet en un point u € H(E), la dérivée df(u) € (H(E)) >.
Il est bien connu que (JH(E)Y est l'espace J(.%, E) des formes bilinéaires
intégrales® sur 4 < E; donc la dérivée df(u) n’est autre qu'une forme
bilinéaire intégrale sur 4 xE. En particulier, lorsque 4 est un espace
de distributions normal (c’est-a-dire, il contient I'espace 49 des fonctions
numériques indéfiniment dérivables a4 support compact sur R”, I'injection
de 9 dans 4 est continue et 9 est dense dans %), et de plus un espace
de Fréchet nucléaire, et E est un espace de Fréchet, la dérivée df(u) est
une distribution a valeurs dans E’ contenue dans Y'(E.), 4 étant un
espace de distributions (normal).

Plus généralement, supposons f une application continue de H(E)
dans F (localement convexe séparé et complet) dérivable au sens de
Fréchet en un point # de 4(E); donc on a df(u)€ L(Y(E); F). Comme
L(Y(E); F) est canoniquement isomorphe & un sous-espace vectoriel
topologique de (J(E)).EF, a cet espace tout entier si ((JU(E)).).=.I(E),
on peut supposer df(u) € (Y(E)),EF, lorsque J(E) est tonnelé; en parti-
culier, d’aprés (1.1), on peut supposer df(u)€ HELE ; F)), lorsque A
et E sont les espaces de Fréchet et 4 nucléaire.

Supposons maintenant ° un élément fixé de E et f une application
continue de Y(E) dans E, ayant une dérivée faible en # < J(E) au long
de h®¢ pour tout ke H>. Soient %, k deux éléments arbitraires de ¥,

1) L. Schwartz [1], exposé n° 19, théoréme 3, [4], corollaire 1 de la proposition 22.
2) R. Iino [1], n° 1.

3) L. Schwartz [1], exposé n° 7, et A. Grothendieck [1], chap. I, page 87.

4) Convenons désormais de noter ¢ (resp. Z') un élément de E (resp. E’).

5) R, lino [1], n° 2,
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& une variable complexe et » un nombre réel positif quelconque. Par
I’hypothése, on a une relation suivante:

@.1) Dr@[h@el-Dr@kael= L [ SN JERD) g,

27

Compte tenu du fait qu'un systéme fondamental de voisinages de 0
de Y((E) soit constitué des polaires des parties A’®RB’ de l'espace B(4, E)
des formes bilinéaires continues sur A xE, A’ (resp. B’) équicontinue
dans 4’ (resp. E’), on peut aisément montrer que, pour une partie équi-
continue N’ de E’ et un nombre « >0 quelconque, il existe un voisinage
V de 0 dans ¥, tel que les relations |£| =7, h—k¢€ V entrainent

| <Df (@) h®e]— Df (@) [ kRE], 'é’>|_/_»~:’£, pour tout ¢ € N,

ce qui montre que Df(#) est une application continue (linéaire®” de HXpé,
muni de la topologie induite par celle 4(E), dans E.

D’autre part, remarquons que l'’espace H®é est un sous-espace vec-
toriel de H(E), et celui-ci, muni de la topologie induite par celle de H(E),
est isomorphe a 4, algébriquement et topologiquement, puisque la to-
pologie initiale de % est celle de la convergence uniforme sur les parties
équicontinues de 4.

Par conséquent, on a tout de suite le

Théoréme 2.1. Soient é un élément fixé de E, f une application con-
tinue de H(E), ayant la dérivée faible en 4 <€ JH(E) au long h@é pour tout
he Y. Df(u) est alors une application linéaire continue de l'espace HRé,
muni de la topologie induite par celle de Y(E), dans E. En posant
Df (@) h®é]=<T(4, @), k>, T, é) est une application linéaire continue de
H dans E. Donc, si 9 est un espace de distributions normal, T(u, é)
appartient a l'espace I (E) des distributions a valeurs dans E.

Pour une application dérivable au sens de Fréchet en #, ’énoncé du
théoréme est la chose triviale, en faisant une restriction df(#) a HARe.

3. Quelque propriétés algébriques des espaces particuliers des
fonctions differentiables a valeurs vectorielles. Remarquons d’abord que
&™=espace des fonctions m fois contintiment différentiables sur R*(E=E"),
S™=sous-espace de &™ des fonctions a décroissance rapide ainsi que
leurs dérivées d’ordre <Um et 9" =sous-espace de £&” a support compact,
considérés comme les espaces du type (H”) défini par L. Schwartz®,

1) R. lino [2], n° 2 et n° 3.
2) R. lino [1], n°® 2.
3) L. Schwartz [17, exposé n° 10 et [2], n° 1.4.
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sont des algébres topologiques pour la multiplication usuelle ; nous app-
ellerons 4™ les algebres. Comme 7” est un espace de distributions
normal complet, ayant la propriété d’approximation stricte, on a A™(E)=
J"’@E, quel que soit E localement convexe séparé et complet; on sait
que, par L. Schwartz®, 4™(E) est 1’espace des fonctions @ m fois con-
tinGment différentiables & valeurs dans E scalairement dans A” (c’est-a-
dire <@, &> € A pour & € E').

REMARQUE 3.1. Si E est un espace de Banach, 4”(E) est exactement
I'espace des fonctions @ m fois contintiment différentiables & valeurs dans
E dont la norme ||D?®(x)||(|p|<<m) dans E est une fonction numérique
contenue dans A°, muni de la topologie définie naturellement.

Proposition 3.1. Si E est une B*-algébre complexe ayant un élément
unité 1, JA™(E) est une algébre topologique localement convexe séparée et
complete, dont x-opération est continue.

Démonstration. Montrons d’abord que A™(E) est une x-algebre.
Puisque A”(E) est un espace vectoriel, il suffit donc de montrer que,
pour deux éléments arbitraires @,, $, de A™(E), on a $,p,€ AE), et
que on peut définir l'opération * dans A™(E): celui-la est aisément
prouvable, en vertu de la théorie de la dérivation d’un produit®. Posons
P*(x)=(p(x))*, ot * du second terme est l'opération % dans E. Donc on
a tout de suite @*e A"(E). En effet, soit ~=(0, ---, 0, %, 0O, ---, 0),
A<Lk<n), (h est le point dans R* dont la k-iéme coordonnée est #,,
les autres étant nulles): on a }:¢(x+h)— Px) _9P(x)| ~ = rﬁ*(x+hh) — PH%)

k

f» Iy, 0%,

_(aﬁ(x)> 8¢*(x) <8¢(x)>*

%y, ox, ox, 1’
(1<k<m), a cause de la remarque 3.1; il en est de méme pour toute
dérivée D? d’ordre | p|<m, donc $* € E™(E) ; enfin, il est aisé de voir que
@* appartient 2 A™(E), en vertu de la définition de I’espace du type 4™ *.

Comme nous avons déja vu, A”(E) étant un espace vectoriel topo-
logique localement convexe séparé et complet, il nous reste a voir que
le produit multiplicatif @,p, (resp. x-opération @*) est une application
continue de A™(E)X A™E) (resp. A™(E)) dans A™(E); mais, en vertu
de la remarque 3.1 et du fait que =x-opération dans E est continue,

qui montre que $* admet dérivée premiére

1) L. Schwartz [1], exposé n° 10 et [2], n° 1.6.

2) N. Bourbaki [17], chap. I, §.1, n° 3, proposition 3, page 7.

3) Il est facile de vou‘ que les formules fondamentaux suivantes ont lieu:
a) ((P*)* ¢, b) (‘ﬁ"“/’z)* (01 f"ﬂzy c) ((/71 (‘72)* ‘Pz (01: d) (a @)*=ap*,
pour tout nombre complexe a.
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I’énoncé-ci sera démontré aisément.
Désignerons par A le dual de A™. Il est clair que 4™ est un
module sur 'algébre 4™ On a immédiatement le

Théoréme 3.1. L’espace JZ/"”(E) de distributions a valeurs dans E
est un module sur l'algebre A"RE®".

Démonstration. Désignerons par R; une application b—ba de E
dans E (produit multiplicatif 4 droite). Nous allons définir, pour 7€ A'™(E),
un produit multiplicatif a droite R;(7)=7a par @€ E, par la formule:

(3.1) {Ta, p> =<T, p>a, pour tout @€ A",

ceci montre 7@€ A™(E), car, comme on voit aisément, 7@€ L(A™; E),
puisque ((A™).)i=A" (A™ étant tonnelé”) et R linéaire continue de E
dans lui-méme. Définissons puis un produit multiplicatif a droite par
p=pd, pe A" deE, par une relation suivante :

3.2) {Tp, f>=<Ta, ¢f>, pour tout fe ",

ce qui montre 7@€ A™(E).

Donc on voit tout de suite qu'une application Lz:$— T3 de A" XE
dans A™(E) est bilinéaire continue: en effet, d’aprés (3.2), on peut
voir I’énoncé. Par conséquent, en vertu de la définition du produit
tensoriel projectif, 'application se prolonge au JZ'"@E, ce qui montre que
A™(E) est un module a droite sur JZ"‘@E. Quant a la démonstration
du fait qu’il est en méme temps un module a gauche sur J"’@E, elle
est évidente, en utilisant une methode analogue a celle au-dessus.

REMARQUE 3.2. Dans le cas ot m=o0, A°QE=J"(E), puisque 9,
S, & sont nucléaires®.

x-opération dans A™(E). Soit T € A'™(E). On définira x-opération
dans A'™(E) par I’égalité suivante :

(3.3) (TY*, ¢> =<T, »*, pour tout p€ A",

ou @ est complexe conjuguée de @ et x surmontée du crochet désigne
x-opération dans E. Alors on voit (7)* € 4'™(E) : en effet, comme @ € A™
entraine @€ ™, donc (3.3) signe le fait que (7)* € L(A™; E), *-opéra-
tion étant continue dans E. En outre, on voit aisément que x-opération
dans A'™(E) définie ici est continue de A'”(E) dans lui-méme.

1) On désigne par le symbole &» un produit tensoriel projectif complété. Voir L. Schwartz
[1] et A. Grothendieck [1].

2) L. Schwartz [3], préliminaire, la note au bas de la page 17.

3) L. Schwartz [1], exposé n° 18.
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Produit direct. Soit 9, (resp. 9;) le dual de 9, (resp. 9,) défini
sur R;ﬁ(resp. R;)). Pour S,€ 9DUE), T,€ D)(E), on définit un produit
direct S, 7T, € 9, (E) par

B.4) ST, PE)VW)>=<S,, Px)><T,,¥(3)>, pour peD,etpeD,,
compte tenu du fait que Q;é)@; égale a 9 ,.

4. Application du type (L) et derivee faible. Soient E, F' deux
espace vectoriels topologiques complexes localement convexes séparés et
F complet, I'; un ensemble filtrant de semi-normes définissant la topologie
de F, I'r un ensemble de semi-normes définissant la topologie de F.

DEFINITION 4.1. On dit qu’une application continue f de E dans F
est du type (L), si elle vérifie la condition suivante :

(L) Pour tout semi-norme g€ 'y, il existe un nombre entier n >0
(ne dépendant que de f), une semi-norme p€ 'z, un nombre positif M,
tel qu’on ait:

4.1) q(f(x)) < M{p(x)}", pour tout x dans E.

On a immédiatement f(0)=0, F étant séparé. En vertu de la défini-
tion du polyndéme®, on sait qu'un polyndme sans terme constante défini
sur E a valeurs dans F est une application du tyoe (L) et dérivable au
sens de Fréchet partout dans E. Réciproquement, on peut montrer qu’
une application du type (L) de E dans F dérivable au sens de Fréchet
partout dans E est un polyndme sans terme constante (cet énoncé est
une généralization du théoréme de Liouville®), mais ceci ne nous servira
pas.

Ensuite, soit E un espace de Banach complexe, et soit A”=9" ou
S™.  Soit f une application de E dans lui-méme du type (L); alors, pour
un élément @ quelconque de AZ(E), une fonction x— f(#(x)) est con-
tinue sur R, a valeurs dans E, telle que, pour tout polyndme numérique
P(x), P(x)f(p(x)) est borné dans E. Par conséquent, I'intégrale suivante
a un sens:

4.2) F(#) = | (S @)dx

. Proposition 4. 1. Soit ¢ un élément fixé de E. Si f admet dérivée
faible partout dans E au long de é, l'application f de A™E) dans E aussi
posséde une dérivée faible partout dans A™(E) au long de h®é pour tout
he A"

1) R. Iino [2], n° 1.
2) R. lino [3], n° L.
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Démonstration. Soient @ un élément quelconque de E, £ une variable
complexe. Alors on a

T L f(Ei-I—?Eé)
“.3) pr@lel = 5 |, Fera,
ol 7 désigne un nombre réel positif indépendant de @°. D’aprés la
définition 4.1, il existe un nombre entier » >0 (ne dépend que de f),
et un nombre réel positif M, tels qu’on ait

@9 IDr@Cel <M (il +riiey.

Alors Df(@)[é] reste borné dans E, lorsque & parcourt dans une partie
bornée de E ; ceci prouve que, pour @ € A™E) et he A", h(x)Df(P(x))[€]
=Df(®(x))[~(x)¢] admet une intégrale dans R;. Par conséquent, on a

[ Dr@E) el = (|, DA DHxE1dx
= { o {], SODEROD g gy L B rp)+ swerdz]

2ni El-r 27i) g1 &
:LS F(@+ERRE) 1o i hcns
5 Vi1 & di=Df (p)[hR¢].

REMARQUE 4.1. D’aprés le théoréme 3.1, si on pose Df($)[AQe]=
{T(®p, &), k>, on peut supposer T(p, ) comme un élément de A(E).
Mais, comme on verr a aisément, une application @ — Df(@)[¢] de E dans
lui-méme est continue (d’aprés (4.3)), donc une fonction x— Df($(x))[€]

est continue a valeurs dans E et T(®, é) est identique a Df(p(x))[€]
considérée comme une distribution appartenant a A"(E).

5. Sur le formalisme lagrangien dans la théorie quantique des
champs. Bornons-nous a considérer un systéme composé d’'un champ
complexe quantifié sans champs extérieurs. Rappelons d’abord une pro-
cédure de formalisme lagrangien utilisée usuellement par physiciens?®.
On en va exposer particuliérement.

a) Variable de champ. On désigne par @(x, t) (s’appelle une varia-
ble de champ) une fonction numérique contintiment dérivable dans R®x R},
et par @* une complexe conjuguée de .

b) Lagrangien et densité lagrangienne. On suppose le lagrangien

1) R. Iino [2], n° 2.
2) Voir par exemple G. Wentzel [1].
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de champ (noté L) comme une fonctionnelle des @ et ®* exprimée par
I'intégrale de la densité lagrangienne (noté L):

6.1 Lp, o0 = [ Lo, grad o, §; 9%, grad %, #*)(s, Hdx,

ou - désigne l'opérateur —aa—t
c) Principe de la variation et équation de champ. Pour tout ségment.
(,, t,) fermé ou ouvert dans R}, le principe de la variation est comme
suivant :
t, ty
G.2) ag Ldt=8g S

t 31

Rngx dt =0,

ou la variation infinitésimale 6@ (resp. 8p*) de ¢ (resp. ®*), supposée
comme indépendante de @* (resp. @) est sousmise a la condition:
dp(x, t)=0p(x, £,)=0 (resp. 0p*(x, t,)=0p*(x, £,)=0), dont les équations
de champ

?A_za( oL )_Q<i>:0
op Hox,\o(p/ox) ] ot\op ’

.3 oL _ ¢ a( oL ) 8<8L)= ,

o(op*[ox;)] ot\op*

8?’*—1':1 ax,.

ont lieu.
d) Variable canonique conjuguée. Une variable canonique conjuguée

7z (resp. 7*) associée a @ (resp. @*) est définie par une dérivée fonction-
nelle partielle ou dérivée faible partielle du lagrangien L(®, @*) par
rapport 4 ¢ (resp. ¢*), c’est-a-dire par

oL

(5. 4) w = DyL(p, p*) = OF | 7% = DyuL(p, p*) = 5%

op’

Remarques que @, @*, = et #* ont jusqu’ici considérées comme fonc-

tions au sens usuel du mot.
e) Relations canoniques de commutation. Elles sont définies par :

[o(x, 1), (', )] = @(x, (', t)—=(¥, )P(x, £)=ihd(x—x')",
Lo*(x, 1), z*(x/, )] = ikd(x— 1),

(6.5) [o(x, t), (v, 1)] = [o(x, 1), P, t)] = [o*(x, 1), P*(«', 1)]
= [#(x, 8), =(«', )] = [=(, 8), 7¥(«/, 1)] = [7*(x, 1), 7*(x, 1)]
= [o(x, 8), z*(&, )] = [P*(x, t), =(«, £)]=0,

1) Bornons-nous a étudier le champ bosonnien.
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ou i=+/—1, 27% la constante de Planck, 8(x— x’).le neyau de Dirac défini
par:

G(x—a), P> = gRa‘P(x, x)dx,  pour tout p€9, /.

Remarquons que, par ces. relations, @, *, 7 et #* dés ce moment sont
considérées comme fonctions ou distributions a valeurs algébriques (pra-
tiquement, a valeurs dans une algébre des opérateurs dans un espace
hilbertien).

f) L’opérateur hamiltonien. L’opérateur hamiltonien H(p, @*) est
défini par la densité hamiltonienne H comme suivant :

(5.6) H(p, 9*) = | s B, 9, Hdx,
ol H(p, ¢*) s’écrit :
.7) H(p, %) = m(x, (s, )+ 74, )%, H—L,

(L=L (p, grad @, ¢ ; ¢*, grad *, ¢*) définie dans b), mais, @, *, -+
considérées ici comme fonctions ou distributions 4 valeurs algébriques).
Comme nous avons vu au-dessus, la variable de champ @(x, ¢), sa
complexe conjuguée @*(x, ) et les variables canoniques conjuguées =(x, £),
7*(x, t) ont été considérées comme fonctions numériques de a) a d); au
contraire, elles-mémes ont été interprétées comme fonctions ou distribu-
tions a valeurs algébriques, depuis l'introduction des relations canoniques
de commutation. En outre comme, dans chaque échelon de la construc-
tion au-dessus, les quantités présentées n’ont pas été définies précisé-
ment; lopération d’intégrale, variation, dérivée faible, relations de
commutation, produit multiplicatif dans (5. 7) ne sont pas bien définis.

Il est donc naturel de présenter un probléme suivant: peut-on con-
struire un formalisme lagrangien dans les conditions suivantes :

(A.1) La variable de champ @(x, ) est une fonction 4 valeurs dans
une B*-algébre E ayant un élément unité 1 (car, dans les densités
lagrangiennes usuellement utilisées, les quantités telles que (@), pP* se
présentent).

(A.2) Les produits dans (5.7) ou, plus généralement, produits qui
paraissent dans les densités lagrangiennes ou les densités hamiltoniennes
utilisées usuellement dans la théorie quantique des champs, sont con-
sidérés comme produits multiplicatifs identifiés a ceux des fonctions a
valeurs dans E, si tous les facteurs se réduisent a celles-ci.

Nous voulons discuter une possibilité de faire la formulation dans
les conditions (A.1) et (A.2). Pour cela, nous allons faire quelque hy-
pothéses suivantes :
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(B.1) L’algébré E est une B*-algébre complexe (non commutative)
ayant un élément unité 1.

(B.2) La fonction L est une application du type (L) de F =f[l E;

(E;=E, 1<<i<<10) (product d’espaces vectoriels topologiques) dans E,
ayant dérivées faibles partielles partout dans F au long de 1Y,

(B.3) Une variable de champ @ appartient a JAZ.(E) (m>1), qui
a été défini déja dans #° 3, ol x=(x,, x,, x,) € R%, t€ R}, ou A"=9" ot
S,

Dans ces hypothéses, une fonction (x, ¢)— L (p, grad @, g?) 5 Pr,
grad @*, 3*) (x, £)” est continue sur R*xR! et a valeurs dans E, telle
qu’un produit multiplicatif par tout polynome numérique P(x, ¢) défini sur
R:x R}, en particulier, par tout polynéme numérique P(x) défini sur R3
est borné dans E ; donc le lagrangien :

6.1 L3, = L@ gradp, §; 9% grad g%, %) (v, Hds,
et en méme temps l'action:

. 8) 13, 7*) = Sz L(#, %) ()dt,  pour t,, t, arbitraires,

sont bien définies.

Donc, d’aprés la considération analogue a celle de la proposition 4. 1,
on peut facilement montrer que I(®, @*) posséde une dérivée partielle
faible par rapport 4 @ (se note D,I(®)) partout dans Ay .(E)X Az .(E)
au long de 2®I1 pour tout #€ A, ; on a pour tout k€ A®,

DA HRT]=<DL@L], b+ 2} DL UP L], I+ <DL (1], 2>

ou on supprime $* et leur dérivées, car on suppose $* comme indépen-
dante de @, et supprime aussi grad @ et q?' dans L pour la brieveté, et
on désigne de plus par D,L, D, L, D,L dérivées partielles faibles de L
dans F par rapport aux @(x, t), o9p(x, t)/ox;, r;“;(x, t) respectivement : par
exemple

DL = SL (e 0, OO0, S0, SD,

’
=0

P(x, t); P*(x, £), grad $*(x, 1), §*(x, t))

1) Voir Appendice.
2) 1l est clair qu’ on a @*€ AP ,(E), 0p/0x:, 05*/0%; (i=1,2,3), , $*€ A7 (E). Voir
la démonstration de la proposition 3. 1.
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ol £ est une variable complexe.
Compte tenu de la remarque 4.1, on a donc pour tout k€ A7,

DI@) @11 =<D, L)1 -3 2 (D, L) 1) - ZDLP I, B>,
ol éE;—'(Dq,,.L(q*)) [1]), 1<i<3), et %(D‘;,L(@)[i]) sont dérivées au sens

de distribution a valeurs vectorielles; par conséquent, lorsque D J(F)[AR1]
=0 pour tout A€ A7, a support par rapport a ¢ contenu dans (¢, £,), on
a immédiatement dans A.%(E)

6.3/ DLP[1]-3 2 D, LPI) -2 DL [T = 0,

puisque #,<f, étant arbitraires. De méme facon, on aura
- 3 - =
6.3/ DAL@MII1-3 2> (DL@9 1D~ 2 (DiL@*)[1]) =0,

Ces deux équations ne sont autre que ’équation de champ &.
3 Op* op
2 Bx, ox,
qui est la densité lagrangienne de champ complexe sans champs ex-
térieurs utilisée usuellement®. Il est aisé de voir qu’elle satisfait 4 I’hypo-
thése (B.2). De plus on aura immédiatement pour (5.3) :
(O-p)p =0, (O-p)p* =0,
. o, 2 2 19

ol = ottt — s

U=seonton 7ar

Ensuite définissons une variable canonique conjuguée 7 (resp. 7z%*)
associée a @ (resp. ¢#*). Par les hypothéses et en vertu de la proposi-
tion 4.1, on a immédiatement, pour tout f€ R} et he A7,

D, L(p, ) () [hR1] =
gks h(%)Di (P, grad @, $ ; ¥, grad %, %) (x, H)[1]dx,

ExemMPLE. Supposons le cas L(®, ci’)*):gi’;*q";—cz Cutp* @

ol par $(¢) on désigne 'application x—>¢.'v(x, t) de R? dans A™"(E), donc
on a

D; i, L(3, ) () [hQT] =Dy, (P, $*)[1], M(%)>, pour tout k€ AR.
En posant D;,L(, %) () [h@1]=<7(x, t), h(x)> pour tout k€, on a

1) Les constantes c¢ et u sont la vitesse de la lumiére et la masse de champ, respectivement.
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(5. 4Y # = Dy L(p, *)[1]:

7 s'appelle variable canonique conjuguée associée 4 . De méme facon,
on peut définir #* (variable canonique conjuguée associée a @*) par
Div i, L(P, %) () [h@1]=<=*(x, t), h(x)> pour tout k€ AT, on a donc

(5. 4y #* = Dy L(®, p*)[1] 7.

En vertu de la remarque 4.1 et de la définition du lagrangien (5. 1), il
est facile de voir qu'une fonction (x, f)— 7(x, £) (resp. #*(x, ¢)) est au
moins séparément continue de R:x R}, 4 valeurs dans E, et de plus de
voir qu’elle .est bornée dans E, par une méthode analogue a celle dans
la démonstration de la proposition 4.1. Par conséquent on pourra définir
la densité hamiltonienne et I’hamiltonien par

(5.7y H(p, $*) = #p+ g% — L(P, #¥),

(5.6) H@, %) = |, Hp, #9)(, H)dx .

On va finalement étudier les relations canoniques de commutation.
Le subjet qui s’intéresse est la premiére relation de (5.5):

(5.5) [B(x, t), 7(x/, t)] = ihd(x—x') .

Remarquons le fait que, pour ¢ fixé de R}, une fonction x— @(x)? définie
sur R? et une fonction x’' — #(x’) définie sur R% sont continues, prenant
leurs valeurs dans E ; donc

P(x)7(x')—=(x)P(x) = [$(x), #(x")]

est bien définie sur R2XR% (produit direct supposé dans #° 3), et pour
x (resp. x) fixé dans R3/ (resp. R?) la fonction x (resp. ') —[&(x), #(x')]
est une fonction continue définie sur R? (resp. R3/), a valeurs dans E.
Au contraire, lorsqu on interpréte iA8(x—=x’) (terme a droite de (5.5))
comme #%8(x— )1 (elle est naturelle), il est impossible pour AS(x— x')1
de faire l'assertion au-dessus. Par conséquent, la relation canonique de
commutation :

[P(x), #(x)] = [$*(x), #*(x)] = iAd(x— )1,

n’a pas sens précis dans nos hypothéses (B.1), (B.2) et (B. 3) lesquelles
nous avons fait compte tenu des conditions (A. 1), (A.2) et de la demande

1) Remarquons que 7* n'est pas nécéssairement égale & (7)* défini dans n° 3, mais, ainsi que
I’exemple précédent, 7*=(7)* a lieu dans les cas pratiques.
2) Désormais on supprimera ¢ dans & et 7.
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de définir les intégrales de la densité lagrangienne et de la densité
hamiltonienne®. Cette circonstance ne se changera pas par un relache-
ment des conditions, tant que nous n’abandonnerons pas la condittion

(A.2).

APPENDICE

Nous voulons étudier brievément une dérivée partielle faible. Soient
E, F, G trois espaces vectoriels topologiques localement convexes séparés
et G complet, f une application de EXF dans G, (x,, ,), (%, k) deux
éléments de EXF, s et ¢t deux variables complexes. Posons (s, )=

f(x,+sh, y,+1tk). Si §—¢(s, O)’ (resp. K »(0, t)b > existe dans G, on
os s=0 ot t=0
dit que f a une dérivée partielle faible par rapport a x (resp. ¥) en
o
(resp. 3 @(0, t)'tzo)

s’appelle dérivée partielle faible (premiére) par rapport a x (resp. y) en
(%,, y,) au long de % (resp. k) et se note D, f(x,, y,)[ %] (resp. D, f(x,, y,)[£])-

Lorsque (s, t) est une fonction réguliére (holomorphe) dans un
domaine cylindrique D={(s, ¢); |s|<R, |t|<R, R_>0} C C* (I'espace de
deux variables complexes), on a immédiatement le développement de
Taylor a l'origine:

(x,, ¥,) au long de % (resp. k) ; la valeur % (s, 0)

s$=0

. smtn am+n¢(0’ 0)
(s, 1) = m,Zn=o m!n!  os™ot"

pour tout (s, )€ D,

ou

"0, 0) _ m!in! f(xo+-Eh, .+ k)
os™ot" (2mi)? S\£1=p S]§l=p graipni dedg, 0<p<R),

duquel on a les! dérivées partielles faibles d’ordres supérieurs. Les
propriétés fondamentales des dérivées partielles faibles s’obtiendront par
une méthode analogue a celle de mes notes précédentes. Par exemple,
les propriétés utilisées #° 5 aisément s’obtiennent.

Université de Waseda

(Recu le 23 Mars, 1961)

1) En méme temps, nous avons tenu compte de la possibilité de faire la transformation de
Fourier vectorielle des @, © qui est 'opération trés importante dans la théorie quantique des
champs.



198 R. IiNo

N.

>RER B

.

or

Index bibliographique

Bourbaki [1]: Fonctions d'une variable réelle. Chapitres I, II, III, Paris,
Hermann.

. Iino [1]: Sur les dérivations dans les espaces vectoriels topologiques sur le

corps des nombres complexes. I. Proc. Japan Acad. 35 (1959), 343-348.

. Iino [2]: Ibid. II, 35 (1959), 530-535.
. Iino [3]: Ibid. III, 36 (1960), 27-32.
. Grothendieck [1]: Reésumé des résultats essentiels dans la théorie des pro-

duits tensoriels topologiques et des espaces nucléaires. Annales de
IInstitut Fourier. 4 (1952), 73-112.

. Schwartz [1]: Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires. Sémi-

naire Schwartz, Faculté des Sciences de Paris (1953/1954).

. Schwartz [2]: Espaces de fonctions différentiables a valeurs vectorielles.

Journal d’Analyse Mathématique, Jérusalem, 4 (1954/1955), 88-148.

. Schwartz [3]: Theéorie des distributions a valeurs vectorielles. (I). Annales

de I'Institut Fourier, 7 (1957), 1-139.

. Schwartz [4]: Ibid. (II), 8 (1958), 1-209.
. Wentzel [1]: Quantum theory of fields. Interscience, New York (1949).





