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Derivees Faίbles et Formalίsnte Lagrangien

Par Riichi IINO

Dans les notes precedentes "Sur les derivations dans les espaces
vectoriels topologiques sur le corps des nombres complexes " υ , nous
avons etudie derivee au sens de Frechet et derivee faible sur une classe
des applications de Γespace vectoriel topologique complexe, localement
convexe et separe dans Γespace complet du meme type.

Ce travail a pour le premier but d'appliquer aux fonctions definies
sur un espace de distributions vectorielles a valeurs dans un espace
vectoriel topologique complexe des proprietes des derivees au sens de
Frechet et derivees faibles etudiees dans les notes precedentes. Le second
but de ce travail est de discuter la possibilite du formalisme lagrangien
dans la theorie quantique des champs par la methode de la derivation faible.

1. Rappel des notions sur les espaces de distributions a valeurs
vectorielles et le produit tensoriel topologique23. Soit Si un espace de
distributions quasi-complet sur Rn

y c'est-a-dire, un sous-espace de Γespace
S)f des distributions sur Rn

y muni d'une topologie localement convexe
plus fine que la topologie induite par celle de 3)' et quasi-complet, soit
E un espace vectoriel topologique localement convexe separe et complet
complexe. On appelle Sί(E) Γespace SISE (produit £ d'espaces vectoriels
topologiques33), identifie a Γespace XZ{M'C E) des applications lineaires
continues de Γespace Si'c dans E (Sί'e est le dual de Si, muni de la to-
pologie de la convergence compacte), muni de la topologie de la con-
vergence uniforme sur les parties equicontinues de Sί. M(E) est un
sous-espace de Γespace <3)'{E) des distributions sur Rn a valeurs dans E,
dont Γinjection dans £>'{E) est continue il est en general un espace
quasi-complet, et complet si M est complet.

Si M est un espace de distributions complet, ayant la propriete
d'approximation stricte4), alors on a M{E) = M®E^ (complete biprojectif
de produit tensoriel de M et E). En outre, lorsque Si et E sont des

1) R. lino [1], [2] et [3].
2) On trouvera Γetude detaillέe dans L. Schwartz [1] et [3].
3) L. Schwartz [1], expose n° 7 et [3], chap. I.
4) L. Schwartz [3), preliminaire.
5) A. Grothendieck [1], chap. I. et L. Schwartz [3], corollaire 1 de la proposition 11, page 47.
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espacεs de Frechet et Si nuclέaire, alors (Sί(E)Ye et M'8E'e sont identiques,
algebriquement et topologiquement1^ D'autre part, comme M(E) est
aussi un espace de Frέchet, on a {{Sί{E)Yeγe = Sί(β). Alors pour tout espace
vectoriel topologique F, localement convexe separe et complet, on a

Xc(Si(E) F) = XM^(E))c)c F) « {M{E)YβF
= (M'£E'r)£F = M'8{E'C£F) (Associativite du produit £).

En vertu de la relation EfβF^X,{{EfX F) et du fait que E soit
un espace de Frechet., on a

(1.1) XC(M{E) F) « M'£XC(E F).

2. Derivee f aifcle. Soit Si un espace de distributions quasi-complet,
E un espace vectoriel topologique complexe, localement convexe separe
ct ccmplet. Si / est une fonctionnelle continue definie sur SKJE) deriva-
ble au sens de Frechet en un point u€Jί(E), la derivee df(u)e(Jί(E)Y2\
II est bien connu que (Jί(E))' est Γespace J(Jίy E) des formes bilineaires
integrates3' sur JίxE; done la derivee df(u) n'est autre qu'une forme
bilineaire integrate sur JίxE. En particulier, lorsque Jί est un espace
de distributions normal (e'est-a-dire, il contient Γespace 3) des fonctions
numeriques indefiniment derivables a support compact sur Rn, Γinjection
de 3) dans M est continue et 3) est dense dans M), et de plus un espace
de Frechet nucleaire, et E est un espace de Frechet, la derivee df(u) est
une distribution a valeurs dans E/ contenue dans M'(E'C), Si! etant un
espace de distributions (normal).

Plus generalement, supposons / une application continue de M(E)
dans F (localement convexe separe et complet) derivable au sens de
Frechet en un point u de M(E) done on a df{u) e X{Si{E) F). Comme
XC{M(E) F) est canoniquement isomorphe a un sous-espace vectoriel
topologique de (Jί(E)YcSFy a cet espace tout entier si ((Jί(E)Yeγe = Jί(E)y

on peut supposer df(u) 6 (Jί(E)Ye€F, lorsque M(E) est tonnele en parti-
culier, d'apres (1.1), on peut supposer df(u) 6 M'£(XC(E F)), lorsque Si
et E sont les espaces de Frechet et Si nucleaire.

Supposons maintenant e^ un element fixe de E et / une application
continue de Sί(E) dans E> ayant une derivee faible en we Sί(E) au long
de h®e pour tout h€M5\ Soient h> k deux elements arbitraires de Si9

1) L. Schwartz [1], expose n° 19, theoreme 3, [4], corollaire 1 de la proposition 22.
2) R. lino [1], n° 1.
3) L. Schwartz [1], expose n° 7, et A. Grothendieck [1], chap. I, page 87.

4) Convenons desormais de noter e (resp. e') un element de E (resp. E').
5) R, lino [1], n° 2.
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ξ une variable complexe et r un nombre reel positif quelconque. Par
Γhypothese, on a une relation suivante:

(2.1)
h

Compte tenu du fait qu'un systeme fondamental de voisinages de 6
de Sί(E) soit constitue des polaires des parties A'®B' de Γespace B{Sίy E)
des formes bilineaires continues sur SixEy A (resp. B') equicontinue
dans Si! (resp. E')y on peut aisement montrer que, pour une partie equi-
continue N' de Ef et un nombre a^>0 quelconque, il existe un voisinage
V de 0 dans M> tel que les relations \ξ\ = r, h — ke V entrainent

\φf{u){_h®e~}-Df{U){_k®e~\y #>\<-9L9 pour tout efeN' y

ce qui montre que Df(u) est une application continue (lineaire2) de M®ey

muni de la topologie induite par celle Si{E)y dans E.
D'autre part, remarquons que Γespace Sί®e est un sous-espace vec-

toriel de Sί{E)y et celui-ci, muni de la topologie induite par celle de M(E)y

est isomorphe a Sίy algebriquement et topologiquement, puisque la to-
pologie initiale de Si est celle de la convergence unif orme sur les parties
equicontinues de Si!.

Par consequent, on a tout de suite le

Theoreme 2.1. Soient e un element fixe de Ey f une application con-
tinue de Sί{E\ ayant la derivee faible en Ue Sί(E) au long h®e pour tout
h€Si. Dfifi) est alors une application linέaire continue de Γespace Sί®ey

muni de la topologie induite par celle de Sί{E)y dans E. En posant
Df{ϋ)\_h®e~] = (T(uye)yhyy T{Uye) est une application lineaire continue de
M dans E. Doncy si Si est un espace de distributions normal, T{uy e)
appartient a Γespace Si\E) des distributions a υaleurs dans E.

Pour une application derivable au sens de Frechet en uy Γenonce du
theoreme est la chose triviale, en faisant une restriction df(u) a Sί®e.

3. Quelque proprietes algebriques des espaces particuliers des
fonctions differentiates a valeurs vectorielles. Remarquons d'abord que
Sm = espace des fonctions m fois continύment differentiates sur Rn(8=S°°)y

Sm = sous-espace de 6m des fonctions a decroissance rapide ainsi que
leurs derivees d'ordre < m et 3Γ = sous-espace de Gm a support compact,
consideres comme les espaces du type (Sim) defini par L. Schwartz3),

1) R. lino [2], n° 2 et n° 3.

2) R. lino [1], n° 2.

3) L. Schwartz [1], expose n° 10 et [2], n° 1.4.
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sont des algebres topologiques pour la multiplication usuelle nous app-
ellerons Jίm les algebres. Comme JLm est un espace de distributions
normal complet, ayant la propriete d'approximation stricte, on a ^Am(E) =
Jlm®E> quel que soit E localement convexe separe et complet on sait
que, par L. Schwartzυ, Jlm(E) est Γespace des fonctions Φ m fois con-
tinύment differentiables a valeurs dans E scalairement dans Λm (c'est-a-
dire <ρ, e'> G Jlm pour ef G E).

REMARQUE 3.1. Si E est un espace de Banach, Jlm(JS) est exactement
Γespace des fonctions φ m fois continύment differentiables a valeurs dans
E dont la norme \\Dpφ(x)\\{\p\<im) dans E est une fonction numerique
contenue dans JL\ muni de la topologie definie naturellement.

Proposition 3.1. Si E est une B*-algebre complexe ayant un element
unite ϊ, <Am(J£) est une algebre topologique localement convexe separee et
completey dont ^-operation est continue.

Demonstration. Montrons d'abord que ^Λm{E) est une ^-algebre.
Puisque <Jlm(E) est un espace vectoriel, il suffit done de montrer que,
pour deux elements arbitraires φx, φ2 de JLm{E)y on a φxφ2 G Jlm{E), et
que on peut definir Γoperation * dans Jlm{E): celui-la est aisement
prouvable, en vertu de la theorie de la derivation d'un produit2). Posons
Φ*(x) = (Φ(x))*9 oύ * du second terme est Γoperation * dans E. Done on
a tout de suite φ*eJlm(E). En effet, soit h = (0, —, 0, hk9 0, —, 0),
0-<^k<ίή)9 (h est le point dans Rn dont la &-ieme coordonnee est hky

les autres etant nulles): on a

\
qui montre que φ* admet derivee premiere

hk

3xk \
( 1 < ^ < ^ ) , a cause de la remarque 3.1 il en est de meme pour toute
derivee Dp d'ordre \p\<Zm> done φ* eEm(E) enίin, il est aise de voir que
Φ* appartient a Jίm{E)y en vertu de la definition de Γespace du type Mm 3\

Comme nous avons deja vu, Jlm{E) etant un espace vectoriel topo-
logique localement convexe separe et complet, il nous reste a voir que
le produit multiplicatif φxφ2 (resp. ^-operation φ*) est une application
continue de Jlm(E) x JLm(E) (resp. JLm(E)) dans Jlm(E) mais, en vertu
de la remarque 3.1 et du fait que ^-operation dans E est continue,

1) L. Schwartz [1], expose n° 10 et [2], n° 1.6.

2) N. Bourbaki [1], chap. I, §. 1, n° 3, proposition 3, page 7.

3) II est facile de voir que les formules fondamentaux suivantes ont lieu:

a) ( J * ) * = <p, b) ( ^ + ̂ 2)* = ̂ ? + ̂ ?, c) (,φ1φ2)* = (Pfφf, d) ( α ^ ) * = α^*,

pour tout nombre complexe a.
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Γenonce-ci sera demontre aisement.
Designerons par Jl'm le dual de Jlm. II est clair que Jίfm est un

module sur Γalgebre Jlm. On a immediatement le

Thέoreme 3.1. Lespace Jίfm(JE) de distributions a valeurs dans E
est un module sur Γalgebre <Jlm®E1\

Demonstration. Designerons par i?- une application b-+bά de E
dans E (produit multiplicatif a droite). Nous allons definir, pour Te Jl'm(E)y

un produit multiplicatif a droite i?-( T) = Ta par a£Ey par la formule:

(3.1) <f#, <p> = <T, φ}ay pour tout φeJlm ,

ceci montre TάeJl'm{E)y car, comme on voit aisement, TaeX(Jΐn E),
puisque {{JLm)cYc = JLm (Jlm etant tonnele2;) et R- lineaire continue de E
dans lui-meme. Definissons puis un produit multiplicatif a droite par
φ = φa, φ G Jlm

y a^Ey par une relation suivante :

(3.2) < Tφy /> = < Tay φf> , pour tout fe Jίm ,

ce qui montre TφeJlfm(E).
Done on voit tout de suite qu'une application Lψ:φ-> fφ de JίmxE

dans JL'm{E) est bilineaire continue: en effet, d'apres (3.2), on peut
voir Γenonce. Par consequent, en vertu de la definition du produit
tensoriel projectif, Γapplication se prolonge au Jlm®Ey ce qui montre que
Jΐm(E) est un module a droite sur JΓ®E. Quant a la demonstration
du fait qu'il est en meme temps un module a gauche sur Jίm®Ey elle
est evidente, en utilisant une methode analogue a celle au-dessus.

REMARQUE 3.2. Dans le cas oύ m = ̂ y JΓ®E=JΓ(E)y puisque S)y

Sy 6 sont nucleaires3).
^-operation dans ^A'm(E). Soit T^Jl/m(Jβ). On definira *-operation

dans JVm(E) par Γegalite suivante :

(3. 3) <( ?)*, <P> = <fy <?>* , pour tout Ψ 6 JT ,

oύ Φ est complexe conjuguee de ψ et * surmontee du crochet designe
^-operation dans E. Alors on voit (T)* e JL'm{E): en effet, comme ψ G JΓ
entraine φeJLm

y done (3.3) signe le fait que ( f )* G X(JΓ E)y *-opera-
tion etant continue dans E. En outre, on voit aisement que ^-operation
dans Jί/m{E) definie ici est continue de Jί'm(E) dans lui-meme.

1) On designe par le symbole Q*ρ un produit tensoriel projectif complete. Voir L. Schwartz
[1] et A. Grothendieck [1].

2) L. Schwartz [3], preliminaire, la note au bas de la page 17.
3) L. Schwartz [1], expose n° 18.
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Produit direct. Soit S)f

x (resp. 3)y) le dual de Wx (resp. 3)y) defini
sur Rx (resp. i??;). Pour SxeWx(E), fy£φy(E)9 on definit un produit
direct Sx® Ty e <D'XtV(E) par

(3.4) < ,

compte tenu du fait que <Dx®Wy egale a <D'Xjy.

4. Application du type (L) et derivee faible. Soient E, F deux
espace vectoriels topologiques complexes localement convexes separes et
F complet, ΓE un ensemble filtrant de semi-normes definissant la topologie
de F> ΓF un ensemble de semi-normes definissant la topologie de F.

DEFINITION 4.1. On dit qu'une application continue / de E dans F
est du type (L), si elle verifie la condition suivante:

(L) Pour tout semi-norme q£ΓF, il existe un nombre entier n^>0
(ne dependant que de / ) , une semi-norme p€ΓE, un nombre positif M,
tel qu'on ait:

(4.1) q(f{x))<LM{p(x)}n, pour tout x dans E.

On a immediatement /(0) = 0, F etant separe. En vertu de la defini-
tion du polynόmeυ, on sait qu'un polynόme sans terme constante defini
sur E a valeurs dans F est une application du tyoe (L) et derivable au
sens de Frechet partout dans E. Reciproquement, on peut montrer qu'
une application du type (L) de £ dans F derivable au sens de Frechet
partout dans E est un polynόme sans terme constante (cet enonce est
une generalization du theoreme de Liouville2)), mais ceci ne nous servira
pas.

Ensuite, soit E un espace de Banach complexe, et soit \Am = 2)m ou
Sm. Soit / une application de E dans lui-meme du type (L) alors, pour
un element φ quelconque de Jl™(E), une fonction x-*f(φ(x)} est con-
tinue sur Rx a valeurs dans E, telle que, pour tout polynόme numerique
P(x), P(x)f(φ(x)) est borne dans E. Par consequent, Γintegrale suivante
a un sens:

(4.2) f(φ) = \

Proposition 4. 1. Soit e un element fixe de E. Si f admet derivee
faible partout dans E au long de e, Γapplication f de <Jlm(E) dans E aussi
possede une derivee faible partout dans Jlm(E) au long de h®e pour tout

1) R. lino [2], n° 1.
2) R. lino [3], n° 1.



Dέrivέes Faibles et Formalisme Lagrangien 191

Demonstration. Soient a un element quelconque de Ey ξ une variable
complexe. Alors on a

(4.3)

oύ r designe un nombre reel positif independant de aΌ. D'apres la
definition 4.1, il existe un nombre entier n^>0 (ne depend que de / ) ,
et un nombre reel positif M, tels qu'on ait

(4.4) \\Df(a)tej\<^-(\\a\\+r\\e\\y.

Alors Df{a)\jf\ reste borne dans Ey lorsque a parcourt dans une partie
bornee de E ceci prouve que, pour φ£ JΓ(E) et he JLm

y h(x)Df(Φ(x))[β~\
=Df{φ(x))\_h(x)~έ~\ admet une integrate dans R". Par consequent, on a

\RnDf{φ{x))[e-]h{x)dx = \RnDf{φ{x))\_h(x)e-\dx

REMARQUE 4.1. D'apres le theoreme 3.1, si on pose Df(φ)[_h®e'} =
, e)y A>, on peut supposer T(φ, e) comme un element de Jl/m(E).

Mais, comme on verr a aisement, une application a->Df(a)[e'] de E dans
lui-meme est continue (d'apres (4.3)), done une fonction x•-*Df(φ{x))[e~\
est continue a valeurs dans E et T{φye) est identique a Df(φ{x)) {Jf\
consideree comme une distribution appartenant a Jl'm(E).

5. Sur le formalisme lagrangien dans la theorie quantique des
champs. Bornons-nous a considerer un systeme compose d'un champ
complexe quantifie sans champs exterieurs. Rappelons d'abord une pro-
cedure de formalisme lagrangien utilisee usuellement par physiciens2).
On en va exposer particulierement.

a) Variable de champ. On designe par ψ{xy t) (s'appelle une varia-
ble de champ) une fonction numerique continύment derivable dans RlxR't,
et par φ* une complexe conjuguee de φ.

b) Lagrangien et densite lagrangienne. On suppose le lagrangien

1) R. lino [2], n° 2.
2) Voir par exemple G. Wentzel [1].



192 R. IINO

de champ (note L) comme une fonctionnelle des φ et φ* exprimee par
Γintegrale de la densite lagrangienne (note L):

(5.1) L{φy 9>*)(f) = ^ 3 L(φy grad <py φ ψ*y grad φ*y Φ*)(xy t)dx,

oύ designe Γoperateur —-.
at

c) Principe de la variation et equation de champ. Pour tout segment
(t1, t2) ferme ou ouvert dans R), le principe de la variation est comme
suivant:

(5.2) δ i 2 L d t = δ[2[ z L d x d t =
J J Rt1 JRx

oύ la variation infinitesimale δφ (resp. δ̂ >*) de φ (resp. φ*)y supposee
comme independante de φ* (resp. φ) est sousmise a la condition:
δφ(x, t1)=-8φ(χy t2) = 0 (resp. δφ*(x, t1) = δφ*(χ, t2) = 0), dont les equations
de champ

\ 3 / 3L \ 0

rf.)/ 3t\dφ) 'dφ f^ϊBXi
(5. 3)

dL ^ a / ax y 3 / ax,\ n

)) dtxdφ*) '
ont lieu.

d) Variable canonique conjuguee. Une variable canonique conjuguee
7t (resp. TΓ*) associee a ψ (resp. <£>*) est definie par une derivee fonction-
nelle partielle ou derivee faible partielle du lagrangien L(φy φ*) par
rapport a φ (resp. φ*), c'est-a-dire par

(5. 4) π = D}L(φ, φ*) = H , 7T* = £ §^

Remarques que φ, φ*, π et ?r* ont jusqu'ici considerees comme fonc-
tions au sens usuel du mot.

e) Relations canoniques de commutation. Elles sont definies par :

IX*, t), «•(*', /)] = cp(x, i)«-(^, / ) - * ( ^ , t)φ{x, t)=ihKx-x'T,

lφ*(x, t), π*{x', 0 ] = «δ(Λ-Λ/) ,

(5.5) ι χ * , /), w^', />] = [?>(Λ, o, 9>*(^, t)i = C<P*(X, /

1) Bornons-nous a etudier le champ bosonnien.
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oύ i=\/^ΐy 2π% la constante de Planck, δ(χ—χ')le noyau de Dirac defini
par:

<δ (*—*'), Ψ> = ]„*?(*> x)dx > P°ur tout
JR

Remarquons que, parses.relationship, φ*, ™ et TΓ* des ce moment sont
considerέes comme fonctions ou distributions a valeurs algebriques (pra-
tiquement, a valeurs dans une algebre des opeί£teurs φtns u n espace
hilbertien).

f) L'operateur hamiltonien. L'operateur hamiltonien H{φ> φ*) est
defini par la densite hamiltonienne H comme suivant:

(5. 6) H(φ, Φ*) = ( 3 H(φy ψ*) (xy t)dx ,

oύ H(φy q&) s'ecrit:

(5. 7) H(φ, φ*) = τr(χy f)φ{x, f) + π*(x, ί)Φ*(^, t)-L ,

(L = L (φ, gradφ, φ; φ*y grad^*, φ*) definie dans b), mais, φ, φ*, •••
considerees ici comme fonctions ou distributions a valeurs algebriques).

Comme nous avons vu au-dessus, la variable de champ φ(x, t)9 sa
complexe conjuguee <ρ*(x, t) et les variables canoniques conjuguees τr(χ> t),
π*(χy t) ont ete considerees comme fonctions numeriques de a) a d) au
contraire, elles-memes ont ete interpretees comme fonctions ou distribu-
tions a valeurs algebriques, depuis Γintroduction des relations canoniques
de commutation. En outre comme, dans chaque echelon de la construc-
tion au-dessus, les quantites presentees n'ont pas ete definies precise-
ment Γoperation d'integrale, variation, derivee f aible, relations de
commutation, produit multiplicatif dans (5. 7) ne sont pas bien definis.

II est done naturel de presenter un probleme suivant: peut-on con-
struire un formalisme lagrangien dans les conditions suivantes:

(A. 1) La variable de champ φ(x, t) est une fonction a valeurs dans
une β*-algebre E ayant un element unite ϊ (car, dans les densites
lagrangiennes usuellement utilisees, les quantites telles que (φ)2, φ<ρ* se
presentent).

(A. 2) Les produits dans (5. 7) ou, plus generalement, produits qui
paraissent dans les densites lagrangiennes ou les densites hamiltoniennes
utilisees usuellement dans la theorie quantique des champs, sont con-
sideres comme produits multiplicatifs identifies a ceux des fonctions a
valeurs dans E, si tous les facteurs se reduisent a celles-ci.

Nous voulons discuter une possibilite de faire la formulation dans
les conditions (A. 1) et (A. 2). Pour cela, nous allons faire quelque hy-
potheses suivantes:
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(B. 1) L'algebre E est une 5*-algebre complexe (nόn commutative)
ayant un element unite ϊ.

1010

(B. 2) La fonction L est une application du type (L) de F = Π E£
ί = l

(Ei=E, l < 2 < 1 0 ) (product d'espaces vectoriels topologiques) dans E,
ayant derivees faibles partielles partout dans F au long de ϊΌ

y

(B. 3) Une variable de champ φ appartient a Jl™t(E) (m>l), qui
a ete deίini deja dans n° 3, oύ ̂ ( X , :r2, #3)<Ei?*, teR], oύ JLm = 3)m oύ

Dans ces hypotheses, une fonction (xy t)->L(φy grad^, Φ; φ*y

grad φ*y φ*) (x, /)2) est continue sur Rl x R) et a valeurs dans £, telle
qu'un produit multiplicatif par tout polynόme numerique P(xy t) deίini sur
RlxR), en particulier, par tout polynόme numerique P(x) defini sur Rl
est borne dans E done le lagrangien:

(5.1/ L(φ, <?*) (t) = \ 3 L(φ, grad φ, φ ^*, grad ^*, ^*) (x, t)dx ,

et en meme temps Faction:

(5. 8) I(φ, φ*) = Γ2 L(φ, 0*) (ί)rfί, pour t19 t2 arbitraires,

sont bien definies.
Done, d'apres la consideration analogue a celle de la proposition 4.1,

on peut facilement montrer que I(φ, φ*) possede une derivee partielle
faible par rapport a φ (se note DΨI{φ)) partout dans Jl™ t(E) x Jl™ e(E)
au long de h®ϊ pour tout heJl™t on a pour tout heJl™c

oύ on supprime φ* et leur derivees, car on suppose φ* comme indepen-
dante de φy et supprime aussi grad^ et φ dans L pour la brievete, et
on designe de plus par DφLy DΨiLy DφL derivees partielles faibles de L
dans F par rapport aux φ(x, t)y dφ(xy t)/dxiy Φ(xy t) respectivement: par
exemple

~ =ΆL(-(X f) dφ(x> O-i ξj dφjx, t) dφ(xy t)
uζ \ θX1 dX2 ζ)Xz

Φ(xy t) ψ*{x> t)y grad φ*(xy t)y φ*(xy

1) Voir Appendice.

2) II est clair qu' on a $*£Jl™t<iE), d$/dxi} ϋφ*/dXi (i = l,2,3), 0, freJl^J1^. Voir

la demonstration de la proposition 3.1.
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oύ ξ est une variable complexe.
Compte tenu de la remarque 4.1, on a done pour tout heJl™t

oύ ^-(DφiL(φ)\ΐ\\ (1<*<3), et ~AD}L(<p)[lJ) sont derivees au sens

de distribution a valeurs vectorielles par consequent, lorsque DφI(φ)[h®ϊ^\
= 0 pour tout h€jl™c a support par rapport a t contenu dans (t19 t2), on
a immediatement dans Jl'x

m
t(E)

(5.3/ ΛΛ9ϊ)CΪ]-i:^:(^z(0)Cl])-^(z>μi(0)Cl]) = o,

puisque ^ < A etant arbitraires. De meme faςon, on aura

(5. 3)' Z V 2 ^ * ) [ Ϊ ] - Σ ^ (DnL{ψ*)\ϊ])-ξ-t ( Z ? ^ ( ^ ) [ ϊ ] ) = 0 .

Ces deux equations ne sont autre que Γequation de champ φ.

EXEMPLE. Supposons le cas L(φ, φ*) = φ*φ-c2 Σ ^ | ^ - c » * cp

qui est la densite lagrangienne de champ complexe sans champs ex-
terieurs utilisee usuellementυ. II est aise de voir qu'elle satisfait a Γhypo-
these (B. 2). De plus on aura immediatement pour (5. 3/ :

oύ π=^-+^-+^--±^-U dxl dxVdxl c2dt2'
Ensuite definissons une variable canonique conjϋguέe π (resp.

associee a φ (resp. φ*). Par les hypotheses et en vertu de la proposi-
tion 4.1, on a immediatement, pour tout t G R) et A G <Jζf,

, grad 0, ^ 0*, grad 0*, 0*)(Λ

oύ par 0(ί) on designe Γapplication x^φ(xy t) de R\ dans Jl™~\E)> done
on a

, 0*) (0 [A®ϊ] = Φkt,L{φy φ*) [ ϊ ] , λ(*)> , pour tout A G J[~.

En posant D^L{φ, ^*) (f) [A ® ϊ ] = <??(*, ί), A(Λ)> pour tout heJl™, on a

1) Les constantes c et ^ sont la vitesse de la lumiere et la masse de champ, respectivement.



196

(5.4/ * = Di

π s'appelle variable canonique conjuguee associee a φ. De meme faςon,
on peut definir π* (variable canonique conjuguee associee a φ*) par
DfctMΦy ^*)(O[A®Ϊ] = <***(*> t)y h(x)y pour tout heJl™, on a done

(5.4/ H*=Di*L(φ,φ*)[ϊy\

En vertu de la remarque 4.1 et de la definition du lagrangien (5.1)', il
est facile de voir qu'une fonction (x, t) -> π(x, t) (resp. π*(x, t)) est au
moins separement continue de RlxR), a valeurs dans E, et de plus de
voir qu'elle .est bornee dans Ey par une methode analogue a celle dans
la demonstration de la proposition 4.1. Par consequent on pourra definir
la densite hamiltonienne et Γhamiltonien par

(5. 7)' H(φ, φ*) = πφ + π*φ* - L(φ, φ*),

(5. 6)' H(φ, 0*) = \R3 H{φy 0*) (x, t)dx .

On va finalement etudier les relations canoniques de commutation.
Le subjet qui s'interesse est la premiere relation de (5. 5):

(5. 5) lφ{χ, ί), τr(x\ t)-} = i%Kx-x')

Remarquons le fait que, pour t fixe de R), une fonction x -> φ(x)Ό definie
sur Rl et une fonction x/->π(x/) definie sur R\' sont continues, prenant
leurs valeurs dans E; done

φ(x)π(x')-π(x')φ(x) =

est bien definie sur RlxR^f (produit direct suppose dans n° 3), et pour
xf (resp. x) fixe dans R\r (resp. Rl) la fonction x (resp. xf) -> [_φ(x)y τz(x')~\
est une fonction continue definie sur Rl (resp. R\*)9 a valeurs dans E.
Au contraire, lorsqu on interprete i%8{x—xf) (terme a droite de (5.5))
comme ifiδ(x—x')ϊ (elle est naturelle), il est impossible pour i~fr§(x—x')l
de faire Γassertion au-dessus. Par consequent, la relation canonique de
commutation:

n'a pas sens precis dans nos hypotheses (B. 1), (B. 2) et (B. 3) lesquelles
nous avons fait compte tenu des conditions (A. 1), (A. 2) et de la demande

1) Remarquons que vr* n'est pas necessairement egale a Or)* defini dans n° 3, mais, ainsi que
Γexemple precedent, τr* = (7r)* a lieu dans les cas pratiques.

2) Desormais on supprimera t dans ψ et π.
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de definir les integrates de la densite lagrangienne et de la densite
hamiltoniennei:>. Cette circonstance ne se changera pas par un relache-
ment des conditions, tant que nous n'abandonnerons pas la condittion
(A. 2).

APPENDICE

Nous voulons etudier brievement une derivee partielle f aible. Soient
E, F, G trois espaces vectoriels topologiques localement convexes separes
et G complet, / u n e application de £ x F dans G, (x0, y0), (h, k) deux
elements de ExF, s et t deux variables complexes. Posons φ(sy t) =

Si — φ(s, 0)
OS

(resp. ^iΨ(09t) ) existe dans G, on
\ σΐ t=o/

dit que / a une derivee partielle faible par rapport a x (resp. y) en

o, y0) au long de h (resp. k) la valeur — φ(s> 0)
OS s=o

resp. I- φφ, t)
σΐ

s'appelle derivee partielle faible (premiere) par rapport a x (resp. y) en
(#o, Jo) au long.de A (resp. k) et se note Dxf(x09 jyo)l>] (resp. Dyf(x09 J O O ] ) -

Lorsque 9>(s, ί) est une fonction reguliere (holomorphe) dans un
domaine cylindrique D={(s,t); \s\<R, | f |< i?, i?>0}CC 2 (Γespace de
deux variables complexes), on a immediatement le developpement de
Taylor a Γorigine:

S o w a h ^ p tout

3 M + > ( 0 , 0 ) _
O U

duquel on a les' derivees partielles faibles d'ordres superieurs. Les
proprietes fondamentales des derivees partielles faibles s'obtiendront par
une methode analogue a celle de mes notes precedentes. Par exemple,
les proprietes utilisees n° 5 aisement s'obtiennent.

Universite de Waseda

(Recu le 23 Mars, 1961)

1) En meme temps, nous avons tenu compte de la possibilite de faire la transformation de
Fourier vectorielle des φ, π qui est Γoperation tres importante dans la theorie quantique des
champs.
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