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Remarques sur la Reduction mod. p des Groupes

Lίneaires AlgebrίquesF

Par Jean DIEUDONNE

1. Dans un recent travail publie dans ce journal [4], T. Ono a
applique aux groupes lineaires algebriques la theorie de la reduction
mod. p due a G. Shimura [5], et obtenu de nombreux resultats interes-
sants. Toutefois, pour etablir une partie de ces resultats, il est amene
a utiliser la connection entre un groupe lineaire et son algebre de Lie,
ce qui Γoblige a se limiter au cas oύ le corps de base est de caracteri-
stique 0. Je me propose de montrer dans cette note comment on peut
se debarrasser de cette restriction genante en utilisant la theorie des
hyperalgebres de Lieα).

2. Dans tout ce qui suit, K designe un corps parfait de caracte-
ristique />>0, ay ant un ensemble infini de valuations discretes (wλ)λ^L

nous conservons les notations oλ, pλ et % de T. Ono, et nous suppcsons
comme lui que tout element φ 0 de K est une pλ-unite pour presque
tout λ e L.

II nous sera commode de designer par Ml<&<w2) les "coordonnees"
tij—δ;. d'une matrice dans le groupe lineaire GL(n)=GL(n, Ω) (Ω domaine
universel contenant K).

Lemme 1. Soit G un sous-groupe algebrique de GL(ri)y definί sur K,
et soit (Fp) (!<><>) un systeme de generateurs de Γ ideal de G, ay ant
leurs coefficients dans K. Pour presque tout λ e L, les polynόmes Fp ont
leurs coefficients dans oλ, et si Acλ) est Γ ensemble algebrique defini (sur κλ)
par les equations F^((sk))=Q (l<P<r), la composante connexe de Γ ele-
ment neutre e dans Λcλ) est la composante connexe du groupe reduίt Gcλ).

La premiere assertion est evidente. Si G est de dimension m, il resulte
du critere jacobien de simplicite que la matrice jacobienne des Fp (pour
sk = Q, 1<^<^2) est de rang n2—m. Pour presque tout λ, les mineurs
d'ordre n2—m de cette matrice qui ne sont pas nuls sont des {>λ-umtes,
done la matrice jacobienne des F£λ) est de rang n2—m. Le critere de

* Work done under contract AF 49 (638)-106 with the U.S. Air Force.
1) J'utilise dans ce qui suit les notations et resultats de \_2^ et p].
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simplicite montre alors que la composante connexe de e dans ^4cλ) est
de dimension my done a meme dimension que Gcλ) [5, prop. 19] la
proposition resulte de ce que Gcλ) est contenu dans A^ []5, th. 7].

Corollaire. Soient G, H deux sous-groupes algebriques de GL(w), de finis
sur K. Pour presque tout λ, les composantes connexes de e dans (Gr\HYX:>

et dans G^r\H^ sont les memes.
En effet, soient Pt ilfO^r) (resp. Qy(lfC./<s)) des generateurs de

Γideal de G (resp. H} a coefficients dans K. Pour presque tout λ, les
coefficients des P, et Qj sont dans oλ soit ^4cλ) (resp. βcλ)) Γensemble
algebrique defini par les equations PJλ) = 0 (resp. Qjλ) = 0). Comme Γideal
de Gr\H est engendre par les Pt et les QJ9 le lemme 1 montre que la
composante connexe de (Gr\H)^ est la meme que celle de A^nK^
pour presque tout λ mais le lemme 1 applique respectivement a G et
a H, prouve aussi que cette composante connexe est celle de G^A^fiP0.

Nous designerons par tt Γhyperalgebre de GL(n), par (TJ (oύμζN1,
I etant Γintervalle !<&<n2) la base structurale de U correspondant a
la loi de groupe exprimee a Γaide des parametres sk comme cette loi
est definie sur le corps premier Fp, les coefficients de la table de multi-
plication de la base (TJ appartiennent a Fp nous poserons Shk=Tphζk.

Soit G un sous-groupe algebrique de GL(n), de dimension ra^>0, defi-
ni sur K, et soit © la sous-hyperalgebre de U qui lui correspond £3].
Si (ZJ (oύ oί e NJ, J etant Γintervalle IfC/fCw) est une base structurale
de ©, on peut ecrire

(1) ZΛ = Σ ββ^Tμ, (aΛ € K) .

Une autre maniere d'interpreter ces formules est de dire qu'il y a
un groupe f ormel G* de dimension m et un monomorphisme u = (uk) de
G* dans GL*(ri) ayant pour image le groupe f ormel correspondant a G
et tel que

( 2) uk(x) = Σ aM.xΛ (1 < k < n2)
Λ

et, pour tout μ = (μ19 ••• 9μn2) e N1

(3)

J'ignore s?il est possible de choisir la base structurale (ZΛ) de sorte
que, pour presque tout λ e L, tous les elements aΛ[lι (ou, ce qui revient
au meme d'apres (3), tous les aMk) soient des $λ-entiers mais pour notre
objet, il nous suίfiira d'un resultat plus faible (prop. 1 ci-dessous).

Soit &m(K) une hyperalgebre de Lie libre a m "generateurs" (Uhj)
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sur K, a loi canonique [2] avec les notations de [2, p. 215], on a
VΛ = ΦΛ((Uhj)), oύ ΦΛ est un polynόme non commutatif par rapport aux

/<C7W, h<^h(ct))9 a coefficients dans le corps premier Fp.

Lemme 2. Soit (Fp) (lfC/o<r) un systeme de polynόmes a coefficients
dans Ky tel que la composante connexe de e dans Γensemble algebrique A
defini par les equations Fp = 0 (l<p<>) soit ίdentique a la composante
connexe de e dans G. Pour tout entier £>0, soit (b^) une famille dy elements
de K, oύ h(oί)<^ty h(μ)<^t, satisfaisant aux conditions suivantes:

1° si on pose ZΛ— Σ^Tμ, pour h(a)<ty et Xhj = Z^_ (l<j<ra,
μ. ^ J

on a ZΛ = ΦΛ((Xhj)) Pour h(a)<t\
2° si on pose uy^x) = y^bΛζ^

ΛCl<^k<^n2)y pour tout couple d'indices
Λ k

\NJ, de hauteurs h(oc)<^t, h(μ)<^t, le coefficient de x* dans
est bΛμί

3° si on pose bjk = bejSk (l^j^m, 1<^<^2)> la matrice (bjk) est de
rang m

4° dans chacun des polynόmes Fp((u(

k"(x)))(l^p<^r), les coefficients
des Λ^A(l<./<w, 0</z<£) sont nuls.

Dans ces conditions, il existe une base structurale (ZΛ') de © telle que
Zά = ZΛ pour A(tf)<f.

Posons Fp((5Λ)) = Σ/pΛ+ " > les termes non ecrits etant de degres

>2 par rapport a Γensemble des sk. Nous demontrerons le lemme par
recurrence sur /.

Pour ί = 0, Γhypothese 4° du lemme se reduit a

k

Mais on sait que le systeme d'equations lineaires ΣΛJ^ —0
k

(1<&<^) est de rang n2—mj et que lorsque (ξk) parcourt Γensemble des
solutions de ce systeme, X= Σ ^Λ^ parcourt Γalgebre de Lie g de G.

Comme par hypothese la matrice (bjk) est de rang m, les XQj = ^ΣlbjkSokk
(l<j<m) forment une base de g, d'oύ aussitot le lemme dans ce cas,
vu Γexistence des lois de groupe pseudo-canoniques [2, th. 2].

Supposons le lemme demontre jusqu'a Γentier /, et soit 0ΛJ une
famille verifiant les conditions du lemme oύ t est remplace par /-hi.
Par Γhypothese de recurrence, il y a un monomorphisme u d'un groupe
formel G* dans GL*(w), tel que, dans les expressions (2) et (3) on ait
aaiL = bΛlί pour h(cx)^t, h(μ)<^t, et que Γon ait Fp(uk(x))) =0 pour
l<p<r [3, p. 364, lemma 2]. En vertu de ces relations et de Γhypo-
these 4°, on a done
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( 5 ) Ί±f>k(Ajk-Bjk) = 0 (1 <j <m , 1 < P < r)

oύ on a pose Λjk = apt+ιs.,ζk et Bjk = bpt+ιSjιζk. D'apres ce qu'on a vu plus
haut, il y a done, pour chaque indice / tel que l</<ra, une famille
(Cgj) d'elements de K (l<y<m) telle que Γon ait

( 6 ) Σ Vίy - Aik-Bik (I < i < m) .

Definissons alors un isomorphisme v = (Vj) d'un groupe f ormel G'*
sur G* par les formules

3 3 i=\ tj

Si on pose uP>=uov = (up) et up(xf) = '%la'Λt.x'*, il resulte de (6)
C6

que Γon a a'aζk = bΛζk pour h(cx)<^t et pour a=ptJrlS. (l<y<m). Par
le "procede standard" [3, p. 335], on peut definir un isomorphisme
w= (Wj) d'un groupe f ormel G"* sur G7*, ayant une loi de composition
pseudo-canonique et tel que si on pose u^=uwow= (z42))> et u™(x") =
*Σa**ΛX"*> on a^ a**k = a**k=b*ek P°ur h(a)<it et pour <x=pM£j(l<j

a

<m). En vertu de Γhypothese 1°, on a alors aussi a'ίtk = bMk pour
A(Λ)<ί + l, et en vertu de Γhypothese 2°, a/ίlt = bΛllt pour /z(<x)<£ + l et

)<ί-4-l, ce qui acheve de demontrer le lemme.

Proposition 1. Soient G un groupe algebrique de dimension m contenu
dans GL(ri), (Z^ une base structurale de son hyperalgebre, correspondant
a une loi de groupe pseudo-canonique, et supposons les ZΛ donnes par (1).
Pour tout entier />0, soit Ht Γensemble (fini) des λeL tels que tous les
aΛUt pour lesquels h(a)<^t et h(μ)<,t soient des $κ-entίers pour \£Hty et
soit a^ Vintage de aΛIJι dans /cλ pour λ^ί/,, h(oή<^t, h(μ)<t. Alors il
existe une partie finίe H/ 5 Ht de L, telle que pour tout λ £ H/, il existe
une base structurale (Z^) de Γhyperalgebre du groupe "reduit" Gcλ:) telle
que, si on pose ^*λ) = Σ c^TV, on ait c$l = a$ί pour h(a)<^t et h(μ)<^t.

La matrice (ajk) est evidemment de rang m, done un au moins de
ses mineurs d'ordre m est Φ 0. Prenons H/ 5 Ht tel que, pour \£H't,
ce mineur soit une pλ-unite, que les coefficients de tous les Fp soient
des pλ-entiers, et Que la composante connexe de e dans Gcλ) soit egale a
la composante connexe de e dans Γensemble algebrique defini par les
equations Fpλ) = 0 (lemme 1). La matrice (a$) est de rang m; la famille
(a%) (h(ct)<t, h(μ)<t) verifie done les conditions 2°, 3° et 4° du lemme
2 pour tout λ^#V En outre, on a par hypothese ZΛ=Φa((Xhj)) pour
tout indice oc\ si on pose Y^ = Σ 0$^ pour h(a)<^t, h(μ)<it, on a

μ

done Yiλ) = ΦΛ((-X^)) pour h(a}<t, puisque les coefficients de Φ* sont
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des t>λ-entiers pour tout λ e L et appartiennent a Fp la condition 1° du
lemme 2 est done aussi verifiee, et Γapplication de ce lemme aux families
(a%) demontre la proposition.

3. Nous pouvons maintenant etendre les theoremes de T. Ono lorsque
K est un corps par fait de caracteristique

Proposition 2. Soient G19 G2 deux sous-groupes, algebriques connexes
de GL(ri). Si, pour presque tout λ, les groupes GiλW G2λ) se centralisent
mutuellement, alors Gx et G2 se centralisent mutuellement.

II suffit de montrer que G2 est contenu dans la composante connexe
du centralisateur de G19 et pour cela il suffit de prouver que Gl et G2

commutent en tant que groupes formels [3, p. 374, cor. 2 to prop. 28].
Supposons le contraire il existerait alors un element X dans Γhyperal-
gebre de G! et un element Y dans Γhyperalgebre de G2, tels que \_X, Y] Φ 0
[3, p. 356, prop. 12]. Soient X= Σ «μΓμ, Y- Σ *μTμ, [Jf, Y] = Σ Λ

μ μ μ

pour presque tout λ, les a^, δμ et cμ sont des pλ-entiers, et les elements
χ< *> = Σ #μλ) Tμ,, Ycλ) = Σ ^μλl) ̂ V appartiennent aux hyperalgebres de Giλ)

μ μ

et G2λ) respectivement, en vertu de la prop. 1 en outre, on a \_X^, Ycλ)]
= Σ4λ)7μ puisque les coefficients de la table de multiplication des Tμ

sont dans Fp mais pour presque tout λ, ceux des £μ qui sont Φ 0 sont
des t>λ-unites, par suite un au moins des cμ

Λ) est Φ 0, ce qui est contraire
a Γhypothese [3, p. 356, prop. 12] et etablit la proposition.

Corollaire. Si un sous-groupe connexe H dyun groupe algebrique connexe
G est tel que, pour presque tout λ, #cλ) soit contenu dans le centre de Gcλ),
alors, H est contenu dans le centre de G. En particulier, si Gcλ) est com-
mutatif pour presque tout λ, alors G est commutatif (cf. [_4, prop. 2.16]).

Proposition 3. Soient G un groupe algebrique connexe, Q un sous-
groupe algebrique connexe de G. Si Qcλ) est un tore (resp. un tore maximal)
de Gcλ) pour presque tout λ, Q est un tore (resp. un tore maximal) de G.

Compte tenu du cor. de la prop. 2, les demonstrations sont les memes
que celles des prop. 2.18 et 2.19 de [4], et nous pouvons done les omettre.

Proposition 4. Soit G un groupe algebrique connexe. Si Gcλ° est nilpo-
tent pour presque tout λ, alors G est nilpotent.

En effet, on sait que G est resoluble [4, prop. 2.11] soit Q un tore
maximal de G, que Γon peut supposer defini sur K, en remplaςant au
besoin K par une extension de degre fini. Alors Qcλ) est un tore maximal
de Gcλ) pour presque tout λ [4, prop. 2.15], done centralise Gcλ) [1, prop.
11.4]. On en deduit (cor. de la prop. 2) que Q centralise G et par suite
[1, th. 12.2] que G est nilpotent.
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Proposition 5. Soft G un groupe algebrique connexe. Si Gcλ) est semi-
simple (resp. simple) pour presque tout \ alors G est semi-simple (resp.
simple).

En effet, dans le cas contraire, G contiendrait un sous-groupe
distingue connexe nilpotent (resp. un sous-groupe distingue connexe) N
de dimension ^>0 (resp. de dimension ^>0 et distinct de G) par suite,
pour presque tout λ, 7Vcλ) serait un sous-groupe de meme nature dans
G(λ) [4, cor. 1.5 et 1.8], contrairement a Γhypothese.

4. Pour aller plus loin, nous allons d'abord donner, pour le cen-
tralisateur d'un sous-groupe de GL(n)y une description legerement diffe-
rente de celle indiquee dans [3, pp. 371-373].

Soit m Γideal maximal dans Γanneau des series formelles /^[[A , ••• ,
s«2]], et pour tout r>0, soit nr Γideal de cet anneau engendre par les
puissances s%r(l<^k<^n2). Pour toute matrice x£GL(ri) de coordonnees
xkj et toute serie formelle /£tn, on peut ecrire f(xsx~l) =^Rlί(x)sμ'y oύ

les RU sont des fractions rationnelles par rapport aux xk, a coefficients
dans Fp. En particulier, pour tout indice μ = (μk) de hauteur
on peut ecrire.

(ΛSΛΓ^ΞΞ 2 cUtV(x)sv (mod. nr)

oύ les c^(x) sont rationnelles, et si on designe par wr(x) la matrice
d'ordre n2Pr

y wr est un homomorphisme rationnel de GL(n) dans GL(n2t>r)y

defini sur Fp. Les formules precedentes entrainent, pour Γautomor-
phisme a'x de Γhyperalgebre 11, derive de Γautomorphisme interieur ax:

de GL(n)y les formules

(8) <ή(TJ = Σ cw(x)Tv (h(μ) < ry h(v) < r)
V

on observera que ces formules definissent un automorphisme de la sous-
algebre §,_1 C U des semi-derivations speciales invariantes de hauteur r.

Cela etant, soient G un sous-groupe algebrique connexe de GL(n),
defini sur K, (Sett son hyperalgebre. Si G' est le centralisateur de G
dans GL(n), il existe un entier r assez grand, tel que G/ soit Γensemble
des matrices x ay ant la propriete que la restriction de *wr(x) a $,-1^®
soit Γidentite [3, pp. 371-373].

Proposition 6. Soient G un sous-groupe algebrique connexe de GL(n)9

defini sur Ky Go son centralisateur connexe dans, GL(n). Pour presque tout
λeL, Gίcλ) est le centralisateur connexe de Gcλ) dans GL(ny Ωλ).

En effet, il y a une base structurale (ZΛ) de 8,^A®, donnee par
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ZΛ='ΣιbΛμ,TUl9 telle que, pour presque tout λ, les Z^ = ^b(

(^TUι forment
μ /A

une base structurale de 3,,-ιA®(λ) (prop. 1). Le centralisateur Gf de G
est defini en ecrivant que *wr(x) laisse invariants les Za (h(ot)<^r)y done
par les conditions

( 9 ) Σ b«,c^(x) = bΛlL (h(a) < ry h(μ) < r) .
V

Comme les c^(χ] sont des fractions rationnelles a coefficients dans
Fp, et que G£(λ) est connexe pour presque tout λ [5, th. 26], il resulte
du lemme 1 que pour presque tout λ e L, Go(λ) est la composante connexe
de e dans Γensemble algebrique defini (dans GL(n, Ωλ)) par les equations

(10) Σ bSίc^x) = b% (h(a) < r, h(μ) < r) .
V

Cela montre que G£cλ° contient le centralisateur connexe de Gcλ) pour
presque tout λ mais il est d'autre part contenu dans ce centralisateur
connexe pour presque tout λ [4, prop. 1.2], d'oύ la proposition.

Corollaire. Solent H un sous-groupe connexe de G, C son centrali-
sateur connexe dans G. Pour presque tout λ, Ccλ) est le centralisateur
connexe de ί/(λ) dans Gcλ\

En effet, C est la composante connexe de e dans GA//Q (H'Q centra-
lisateur connexe de H dans GL(ri)) le corollaire resulte done de la
prop. 6 et du corollaire du lemme 1.

Proposition 7. Solent H un s.ous-groupe connexe de G, N son norma-
llsateur connexe dans G. Pour presque tout λ, 7Vcλ) est le normallsateur
connexe de ί/(λ) dans G(λ).

Nous omettons la demonstration de cette proposition, qui est tout a
fait analogue a celle de la prop, 6 et de son corollaire.

Proposition 8. Solent G un sous-groupe algebrique connexe de GL(ri),
C un sous-groupe algebrique connexe de G. Pour que C solt un sous-groupe
de Cartan de G, // faut et il suffit que, pour presque tout λeL, Ccλ) solt
un sous-groupe de Cartan de Gcλ) (cf. [4, th. 2.30] pour la caracteristique 0).

Si C est un sous-groupe de Cartan de G, c'est par definition le
centralisateur connexe d'un tore maximal Q de G pour presque tout
λeL, Qcλ) est un tore maximal de Gcλ) [4, prop. 2.15], et Ccλ) est son
centralisateur connexe (cor. de la prop. 6), done un sous-groupe de Cartan
de Gcλ). Inversement, si Ccλ) est un sous-groupe de Cartan de Gcλ) pour
presque tout λ GL, C est un sous-groupe nilpotent maximal de G (prop. 4)
il suffit de demontrer que le normalisateur connexe N de C est egal a C
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[1, 20.2]. Or ΛΓcλ) est pour presque tout λ e L, le normalisateur connexe

de Ccλ) (prop. 7), done egal a Ccλ) par hypothese, et par suite les dimen-

sions de N et de C sont egales [5, prop. 19], d'oύ la conclusion.

Northwestern University

(Reςu le 27 Fevrier 1958)
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