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SUR LA CLASSIFICATION DES ALGEBRES

DE LIE REELLES ET SIMPLES

SHINGO MURAKAMI

(Reςu le 13 Septembre, 1965)

Le but de cette note est de donner une nouvelle methode de clas-
sification des algebres de Lie reelles et simples. Comme on sait, la
classification de ces algebres de Lie a ete faite pour la premiere fois
en 1914 par Elie Cartan [3]. En 1929, Cartan [4] lui-meme a decouvert
une methode plus simple de la classification il a etabli en effet un
theoreme d'apres lequel le probleme de classification revient a la
determination des classes d'equivalence d'automorphismes involutifs
d'une algebre de Lie simple et compacte $, deux automorphismes de g
etant mis dans une classe d'equivalence s'il sont conjugues dans le
group des automorphism.es de g. Cartan n'appliquait ce theoreme
qu'aux cas oύ cj est de type classique, et F. Gantmacher £5] £6] a
poursuivi la methode de Cartan et a donne de nouveau la classification
des algebres de Lie reelles et simples. D'autre part, on sait qu'une
algebre de Lie complexe et simple est determinee par un systeme de
racines simples Π associe a cette algebre. Etant donnee une algebre
de Lie reelle et simple g0 dont la complexifiee QC est encore simple, I.
Satake [10] a fait correspondre a c;0 une involution du systeme Π as-
socie a gc. Au moyen de la classification des involutions de Π qui
correspondent ainsi aux sous-algebres reelles de cjc, S. Araki [1] a
recemment obtenu une nouvelle methode de classification des algebres de
Lie reelles et simples.

La methode de classification qu'on donne ici repose aussi sur le
theoreme de Cartan cite plus haut. Elle donnera en meme temps la
determination des sous-algebres caracteristiques de toute algebre de Lie
reelle et simple. Ces sous-algebres correspondent aux sous-groupes
compacts maximaux dans le groupe adjoint de Γalgebre de Lie, et jouent
un role remarquable dans la theorie des espaces symetriques rieman-
niens. Comme on le rappelera au § 1, la structure des sous-algebres
caracteristiques d'une algebre de Lie reelle et simple g0 est uniquement
determinee par g0 de plus, d'apres A. Borel et J. de Siebenthal [2] cette
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structure est deja etudiee de maniere systematique dans le cas oύ g0

est de certain type qu'on appelle type interieur. On suivra en effet le
travail de Borel-de Siebenthal pour la classfication des algebres de Lie
de type interieur, et on s'interesse ici particulierement a la classifica-
tion des algebres de Lie de type exterieur. Comme Cartan Γa remarque
dans [4], en realite il ne reste, comme determination difficile, que celle
des algebres de Lie reelles et simples de type exterieur dont la com-
plexifiee est de type E6 la methode qu'on donne ici permettra de
traiter ces algebres de Lie avec leurs sous-algebres caracteristiques.

1. Prέliminaires.

On notera g0 une algebre de Lie reelle et simple. Soit gc la com-
plexifiee de g0, c'est-a-dire, Γalgebre de Lie complexe obtenue de g0 par
extension des scalaires gc = g0(g)C. Pour que gc ne soit pas simple, il faut

R

et il suffit que g0 soit Γalgebre de Lie reelle qui resulte d'une algebre
de Lie complexe et simple par restriction des scalaires. Les algebres
de Lie complexes et simples sont aussi simples sur les reels et deux
telles algebres sont isomorphes sur les complexes des qu'elles le sont
sur les reels. Ainsi la classification des algebres de Lie reelles et
simples dont la complexifiee n'est pas simple revient a celle des algebres
de Lie complexes et simples. Pour cette raison, on considerera dans la
suite la classification des algebres de Lie reelles et simples dont la
complexifiee est aussi simple comme algebre de Lie complexe. En
d'autres termes, on s'occupera de la classification des formes reelles
d'une algebre de Lie complexe et simple.

On designe maintenant par gc une algebre de Lie complexe et semi-
simple. On sait que gc admet une forme reelle compacte g. Soit Aut(g)
le groupe des automorphismes de g Aut(g) se munit d'une structure de
groupe de Lie compact dont Γalgebre de Lie peut s'identifier canoni-
quement a Γalgebre g. La composante connexe de Γelement neutre de
Aut(g), qui se notera Int(g), est le groupe des automorphismes interieurs
de g. D'autre part, soit θ une involution de g, c'est-a-dire, un automor-
phisme d'ordre 2 de g. Alors, Γespace vectoriel g est la somme directe

( 1 ) g = ΪH-m

oύ l = {XϊΞ§\ Θ(X) = X} et m = pf<EΞg; Θ(X)=~X}. Le sous-espace reel
— 1 m de gc est une forme reelle de gc.

Theoreme de Cartan [4], Les notations etant comme ci-dessus, toute
forme reelle g0 d'une algebre de Lie complexe et semi-simple gc se trans-
forme, par un automorphisme interieur de gc, en la forme reelle gθ definie
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par une involution θ de Q. Pour que les formes reelles gθ et gθ> de gc

definies par des involutions θ et θ' soient isomorphes, il faut et il suffit
que θ et θ' soient des elements conjugues dans le groupe Aut(g).

Appliquant ce theoreme au cas oύ gc est simple, on voit que la
classification des algebres de Lie reelles et simples revient a celle des
classes d'elements conjugues du groupe Aut(g) qui contiennent une
involution de g. D'autre part, le theoreme nous permet de donner la
definition suivante.

DEFINITION. Une algebre de Lie reelle et simple g0 dont la com-
plexifiee gc est simple est dite de type interieur (resp. de type exterieur)
si g0 est isomorphe a une forme reelle gθ de gc definie par un automor-
phisme interieur (resp. exterieur) θ de g.

Une decomposition d'une algebre de Lie reelle et semi-simple g0 en
somme directe g0 = ϊ-f-t> est une decomposition de Car tan, si cette decom-
position est celle qui est definie par une involution de g0 de la meme
maniere que (1) et si la forme de Killing de g0 est definie-negative sur
ί et definie-positive sur p. Cette decomposition se determine par la
sous-algebre ϊ qui s'appelle la sous-algebre caracteristique de cette
decomposition. L'existence d'une decomposition de Cartan est assuree
par le theoreme de Cartan; en effet, gβ = ϊ-f-\/ — 1 m deduite de (1) est
une decomposition de Cartan de gθ dont ϊ est la sous-algebre caracteris-
tique. On sait qu'une sous-algebre caracteristique correspond a un
sous-groupe compact maximal du groupe Aut(g) [8a]. D'autre part,
Cartan [4] a montre que deux sous-algebres caracteristiques de g0 se
transforment Γune en Γautre par un automorphisme de g0, de sorte que
la structure des sous-algebres caracteristiques est bien determinee par
Γalgebre de Lie g0. Ce fait sera utilise au cours de la classification
qu'on va donner.

Proposition. Pour qu'une algebre de Lie reelle et simple g0 soit de
type interieur, il est necessaire et suffisant que le rang de g0 soit egal au
rang des sous-algebres caracteristiques de g0. Autrement dit, pour que la
forme reelle gβ de gc definie par une involution θ d'une algebre de Lie
simple et compacte g soit de type interieur , il faut et il suffit que la sous-
algebre ΐ={X<=$; Θ(X)=X] est une sous-algebre de rang maximal de g.

Pour la demonstration, voir [7, Theorem 9. 3. 2] ou [10].

2. Classification des algebres de Lie reelles et simple de

type intέrieur.

D'apres ce qu'on a rappele au § 1, la classification des algebres de
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Lie de type interieur revient au probleme suivant. Soit g une algebre
de Lie simple et compacte, et soient Aut(g) et Int(g) les groupes in-
troduits pour g au § 1. Le probleme est alors de trouver toutes les classes
de conjugaison du groupe Aut(g) qui sont representables par des elements
d'ordre 2 du sous-groupe Int(g). On donnera une reponse a ce probleme
en construisant un systeme des representants de ces classes. La classe
constituee par Γelement neutre sera exclue dans la consideration suivante,
car cette classe determine Γalgebre de Lie isomorphe a g.

Soient maintemant g une algebre de Lie semi-simple et compacte
de rang /, et ϊj une sous-algebre de Cartan de g. On a dimΐ) = l.
Designant toujours par gc la complexifiee de g, le sous-espace ξ)c de gc

engendre par f) est une sous-algebre de Cartan de gc. Posons f)0 = v/1Γ[ ί> >
c'est un sous-espace reel de gc de dimension / qu'on appelle la partie
reelle de ϊjc. La forme de Killing de gc definit un produit scalaire (,)
dans ξ)0 Soit Δ le systeme des racines de gc par rapport a la sous-
algebre de Cartan ί)c. Toute racine α e Δ definit un vecteur de Ij0 et
un seul, note encore α, tel que a(fϊ) = (a, h) quel que soit Ae§0. On
introduit maintenant un ordre lineaire dans le dual ί)f de Γespace reel
£)0. On salt que le systeme Π des racines simples par rapport a cet ordre
est un systeme de / racines al9 ••• , <*/ lineairement independantes et que
toute racine positive a peut s'ecrire sous la forme m^a^Λ h/w/α/ avec
/ entiers non-negatifs m19 ••• ,m/.

Puisque tout automorphisme de g se prolonge d'une maniere unique
en un automorphisme de gc, le groupe Aut (g) peut etre identifie a un
sous-groupe du groupe des automorphismes de gc. Soit N(ty) le sous-
groupe de Aut (g) forme par les automorphismes qui conservent la sous-
algebre £). On a un homomorphisme canonique du groupe N(fy) dans le
groupe des transformations lineaires de £)0. On designe par R Γimage
de cet homomorphisme et les elements de R sont dits rotations de Ij0.
Une rotation de §o est une transformation orthogonale de Ij0 qui definit
une permutation du systeme de vecteurs Δ dans E)0, et la reciproque
est aussi vraie. Soit W le sous-groupe de R forme par les rotations
qui sont definies par des automorphismes interieurs de g W n'est autre
que le groupe de Weyl de g operant sur Ij0. Soit d'autre part P le
sous-groupe de R forme par les rotations qui conservent le systeme des
racines simples Π. D'apres le lemme ci-dessous, le groupe P est
canoniquement isomorphe au groupe des automorphismes de Π, un
automorphisme de Π etant une permutation p de Π = {a19 ••• , α/} telle
que (p(α,), p(a^)) = (ai> αy) (ι,y = l, •••,/). Un element de P sera dit
rotation particuliere de §0 (par rapport au systeme Π). On sait que

R = PW,
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oύ 1 est la rotation identique de ΐ)0. (Pour tout cela, cf. [5] [8a] [12]).

Lemme 1. Soit Π = {a19 •••, α/} ££/ zm systeme de racines simples gc.
Supposons donne un systeme de I racines ΐl/={a/

l> ••• , α£} tel que (a'ί9 a'j)
= ((Xi, αy) (ί,y = l, •••,/). A/0rs, /# transformation lineaire r de Ij0 definie

par r(aϊ) = a'i (i = l, ••-,/) 0s/ une rotation de £)0 βί IT est un systeme de
racines simples par rapport a un ordre lineaire dans le dual de £)0.

Demonstration. D'apres Γhypothese, r est une transformation
orthogonale de ί)0. Pour tout / = !,•••,/, soit <rt (resp. σ ) la reflexion de
ί)0 par rapport a Γhyperplan orthogonal a a{ (resp. αQ. Comme r(a^ =
a'i> σ{=rσl r~

1. On sait que crt , σ£ sont des elements du groupe de Weyl
PΓ et que σ19 ••• , σ/ engendrent TF. Par consequent, rwr~1^ IF pour tout
w^ W. On sait d'autre part que toute racine α e Δ s'ecrit sous la forme
a = w(ag) avec w^ W et α^eΠ. On a alors r(ά) = (rwr~λ)(a't)^Δ. L'ensem-
ble Δ etant fini, cela demontre que r definit une permutation de Δ, et
ainsi r est une rotation de ί)0. La derniere assertion en resulte im-
mediatement.

Soit maintenant μ la racine maximale et posons a0=—μ. Soient
Ω={α0, a19 ••• , α/} et Q le groupe des rotations qui conservent Ω. On
a PcQ. II resulte du lemme 1 que le groupe Q est isomorphe au
groupe des automorphismes de Ω, groupe des permutations du systeme
Ω qui conservent les produits scalaires entre les elements de Ω.

Considerons le groupe Aut (g). Suivant Identification canonique
de Γalgebre de Lie de Aut (g) avec g, le sous-groupe a un parametre
de Aut(g) qui correspond a X<^Q peut s'ecrire exp t ad (X). Le sous-
groupe analytique de Aut (g) qui correspond a la sous-algebre de Cartan
ξ) de g est un tore maximal T de Aut (g) (et en fait de Int (g)). L'ap-
plication /z^exp 2π\/^ϊ ad (K) de f)0 dans T est un homomorphisme
surjectif dont le noyau Γ est un sous-groupe discret de ί)0 de rang
maximal; Γ est Γensemble des elements Ae£)0 tels que (α, h) = 0 mod.
1 pour toute α e Δ .

Ces notations etant etablies, on peut enoncer le theoreme suivant,
du essentiellement a Borel et de Siebenthal [2],

Thέoreme 1. Soient g une algebre de Lie simple et compacte et gc

la complexifiee de g. Soit Δ le systeme des racines par rapport a la sous-
algebre de Cartan §c complexifiee d'une sous-algebre de Cartan ί) de g.
Posons ί)0 = \/ —1 ί) Soient Π = {a1, ••• , α/} le systeme des racines simples
et μ la racine maximale (par rapport a un ordre lineaire dans le dual de
f)0). Soient m19 ••• >ml les entiers positifs tels que
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Pour tout i tel que m~\ ou 2, posons

ϊ ad

ou hi est Γelement de £)0 deϋni par α/Aί) = 8ίy/2 0" = 1, ••• , /).
Alors tout element d'ordre 2, different de Γelement neutre, dans Int(g)

est conjugue a Γun des θ{ dans le groupe Int (g) (et par suite dans Aut (g)).
De plus, pour que θj et <9y soient conjugues dans Aut (g) il faut et il
sufβt que Γun des deux cas suiυants soit arrive :

1) mi = mj = 'ί et il existe un automorphisme p de Π tel que p(ai} = aj.
2) mi=mj=2 et il existe un automorphisme ω de Ω={α 0, al9 ••• , α/}

(a0= — μ) tel que ω(aί) = aj.
Soit Qf la forme reelle de QC definie par g et θf. La structure d'une

sous-algebre caracteristique ΐ{ de g, est comme suit :
1) Si m,— 1, ϊz est le produit direct d'une algebre de Lie semi-simple

compacte ϊ£ et du centre de dimension 1 l( a le rang /—I et un systeme
de racines simples de ϊ£ est isomorphe au systeme Π— {#/}.

2) Si mi = 2y if est une algebre de Lie semi -simple compacte de rang
/, dont un systeme de racines simples est isomorphe au systeme Ω— {a,-}.

Ici, dire que deux systemes de racines sont isomorphes signifie
qu'il existe une bijection entre eux qui conservent, a une multiplication
d'une constante pres, les produits scalaires entre les elements corres-
pondants.

La plupart de Γenonce de ce theoreme est contenue, comme cas
particulier, dans les resultats de Borel-de Siebenthal [2]. La seule partie
a laquelle on doit donner une demonstration est celle qui concerne la
condition necessaire et suffisante pour que deux θi soient conjugues
dans Aut (g). Comme cette partie ne sera pas utilisee dans le paragraphe
suivant, j'en donne ici seulement Γidee de demonstration. Soit Γ le
groupe de translations de ϊ)0 definies par les elements de Γ et soit U
le groupe de transformations de ί)0 engendre par Γ et le groupe des
rotations R. Le groupe U est le produit semi-direct de R et de Γ, et
Γ est un sous-groupe invariant de U\ en particulier, tout element de
U s'ecrit, d'une maniere et d'une seule, sous la forme γr, ou r^R et
γ est la translation definie par γ e Γ . Posons S={h<=$Q; αf (A)^0(i = l,
•••,/), μ(h)^ί} S est le simplex fondamental de g. Soit Us le sous-
groupe de U constitue par les elements qui appliquent S sur lui-meme.
On peut alors montrer que Γhomomorphisme de U sur R de noyau Γ
definit un isomorphisme de Us sur le groupe Q de plus, lorsque Γon
ecrit un element de Us sous la forme γω avec ω^Q, si ω(α0) = α0 on a
γ = 0 et ω e P ; si ω(α0) = αt- avec i>0, on a j = 2h{ et mf = l. D'autre
part, pour que 6{ et θ 5 soient conjugues dans le groupe Aut (g), il faut
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Liste des algebres de Lie reelles et simples de type interieur

Racine maximale

QΊ era σ/-ι

A,
XT

AIII

B, α 1 + 2αr2 + » + 2α,
ff/-2 /I αi

BI

c, σo «ι 02
CI

CII

2α/ -

I DII

Ai D5xT EII

A1xA5
EH

2al + 3α2 + 4α3 -
EVI

E6XT EVII

A7 EV

EVIII

A1xE7
EIX

A4

A!

FI

B, FII
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et il suffit que h{ et hj soient transformes Γun en Γautre par un element
de Us. L'assertion en resulte sans grande difficulite.

D'apres le theoreme de Cartan rappele au §1, le theoreme 1 donne
la classification complete des algebres de Lie de type interieur. Le
theoreme 1 determine egalement la structure des sous-algebres caracteris-
tiques de toute algebre de Lie en question, puisqu'une algebre de Lie
semisimple et compacte est bien determinee par un systeme de racines
simples de cette algebre. A la page precedente, on donne la liste des
algebres de Lie de type interieur ainsi classees avec la structure de leurs
sous-algebres caracteristiques. (Dans cette liste, g et & sont designees
par les notations de Cartan, et T signifie le centre de dimension 1).

3. Classification des algebres de Lie reelles et simples de

type exterieur.

Comme dans le cas de type interieur, la classfication des algebre de
Lie de type exterieur revient a donner, pour une algebre de Lie simple
et compacte g, un systeme de representants des classes de conjugaison
du groupe Aut (g) contenant une involution exterieure. Notons que
Aut (g)Φlnt (g) arrive, pour g simple et compacte, seulement lorsque g
est de type Al(l^2\ D, ou E6.

Soit d'abord g une algebre de Lie semi-simple et compacte. On
utilisera les notations introduites au §2. On peut choisir pour toute
racine α e Δ un vecteur propre eΛ de a de telle maniere qu'on ait
[_e<»> e_a~\=~a et [0Λ, e^\=NΛtβeΛ+β oύ NΛtβ est un nombre reel, different
de 0 si α + /3eΔ. Si un automorphisme θ de g conserve f) et definit une
rotation p dans Jj0, on a

pour toute # e Δ , oύ KΛ est un nombre complexe on voit

Or, etant donnee une rotation particuliere p de ί)0, il existe un automorph-
isme θp et un seul, conservant ξ) qui definit p dans f)0 et pour lequel
/cα,1 = =tfa,/ = l. Si p est involutive, θp Test aussi. On sait que tout
automorphisme involutif de g est conjugue dans le groupe Aut (g) a un
automorphisme θ de la forme

( 3 ) θ = θp exp 2πv

/~ϊ ad (h)

oύ p est une rotation particuliere involutive et oύ h est un element de
§0 fixe par p [8b]. Dans cette assertion on peut supposer de plus que
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p est Γune des representantes, choisies en avance, de toutes les classes
de conjugaison du groupe P. (En realite, cette remarque n'est utilisee
que dans le cas oύ g est de type D4). II va sans dire que θ de (3) conserve
§ et definit la rotation p dans £)0.

Revenons au probleme de classification. D'apres ce qui precede,
toute algebre de Lie de type exterieur est isomorphe a Γalgebre gθ

definie par une algebre de Lie simple et compacte g et une involution
θ de la forme (3) avec pΦl. Pour classer les algebre de cet espece,
etudions la structure de la sous-algebre caracteristique ϊ = { X e g ; Θ(X)
= X}. On montre d'abord que ϊ est semi-simple. Posons G = Int(g);
c'est un groupe de Lie compact connexe dont Γalgebre de Lie est g.
Soit K la composante connexe de Γelement neutre du sous-groupe de G
constitue des elements echangeable avec θ dans Aut (g). Alors, on
constate que K est un sous-groupe ferme connexe de G qui correspond
a la sous-algebre ϊ de g.

Lemme 2. Les notations etant comme ci-dessus, I est une algebre de
Lie semi-simple compacte et K est canoniquement isomorphe au groupe
Int (ϊ).

Demonstration. Soit $+ = {h<=$ θ(h) = h}. Comme p φ l , on a ί)+φϊj.
On sait que §+ contient un element regulier de g cela resulte par
exemple de Γexistence dans ϊ d'un element regulier de g [5] [8b].
Puisque cet element est un element regulier de ϊ et que ϊ correspond
au groupe compact K, il en resulte que ί)+ est une sous-algebre de
Car tan de ϊ. Soient T et S les tores maximaux de G et de K qui cor-
respondent a ϊj et a §+ respectivement. On a K~$>T comme fj+φί).
Soit C le centre de K et soit Z(C)° la composante connexe de Γelement
neutre du centralisateur de C dans G. Evidemment Z(C)0nK. Puisque
CcS, on a C c T et par suite Z(C)°iDT. Cela demontre que Z(C)° est
un sous-groupe connexe de G qui est strictement plus grand que K.
L'algebre de Lie g etant simple, on sait que ϊ est une sous-algebre max-
imale de g. Par consequent, on aZ(C)° = G. Puisque le centre de G se
reduit a Γelement neutre, C se reduit a Γelement neutre. Le groupe K
etant compact et connexe, on en conclut que Γalgebre de Lie ϊ est
semi-simple compact et que K est canoniquement isomorphe au groupe
Int(ϊ).

D'apres ce lemme, pour savoir la structure de ϊ, il suffit de voir le
systeme des racines Δf de Γalgebre de Lie semi-simple complexe ϊ c

complexifiee de ϊ dans gc. Soit g = ϊ + m la decomposition (1) de g par
rapport a Γinvolution θ. On a gc = ϊ c + mc, m c etant le sous-espace
complexe engendre par m dans gc de plus on voit que cette decomposi-
tion e$t celle de gc qui est definie par Γinvolution θ prolongee sur gc.
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Puisque θ conserve ξ), on a I?c = ί)+ + £)ίL oύ £)+= ϊ c Π ί)c et E)^-=mcnt)c; en
fait, £)+ peut etre consideree comme complexifiee de Γalgebre ξ)+ intro-
duite au cours de la demonstration du lemme 2. D'autre part, pour
toute racine α e Δ , ecrivons a* au lieu de p(d). Posons

(4) Δ2 = {/3eΔ; β*=β,Kβ = -;

On a Δ = Δ1LJΔ2LJΔ3 et il resulte de (2) les for mules suivantes:

1 ^ 3

(6) mc = #1 + Σ {^}c+ Σ {̂ ->

oύ { } c designe le sous-espace complexe engendre par {•}. Pour toute
racine α e Δ , qui est maintenant consideree comme forme lineaire sur
§c, notons a' la restriction de a dans IjJ. Puisque ^+ contient un element
regulier de g, α'n'est identiquement nulle pour aucune α e Δ . Pour la meme
raison, $°+ est une sous-algebre de Cartan de ϊ c . II resulte alors de (5)
que le systeme des racines Δf de ϊ c par rapport a cette sous-algebre
de Cartan I# est donne par {αx α^Δ 1 UΔ 3 }.

La structure de ϊ sera determinee lorsque Γon aura su un systeme
de racines simples de ϊ c avec les produits scalaires entre ces racines
simples. Posons Ijι = \/"— ϊ f)+ il est evident que ^ est la partie reelle
de ΐft. On definit maintenant un ordre lineaire dans Γespace dual t)f de
5ι qui est compatible avec Γinclusion ^cξ) 0, c'est-a-dire, tel que si a
est une racine positive de gc, a' soit non -negative (et par suite positive)
Γexistence d'un tel ordre est bien connue et facile a montrer. On
designera par Πf le systeme des racines simples de f c par rapport a cet
ordre. Puisque la restriction a ϊ c de la forme de Killing de gc est
invariante par les operations adjointes des elements de fc, on peut
mesurer les produits scalaires entre les racines dans Δf en utilisant le
produit scalaire ( , ), tout au moins pour savoir le type de Πί en par-
ticulier, on identifie une racine α / e Δ ! avec le vecteur a/^1 tel que
a'(h1) = (a', h^ quelque soit h^^. Dans ce cas on constate facilement
qu'on a, comme vecteurs dans §0,

(7) α' = α, r =

oύ α e Δ j et
La rotation particuliere p definit une permutation d'ordre 2 de Π.

Ainsi, on peut poser
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( 8 ) Π - to, - , ap9 βl9 - , βq, ξl9 ξf9 -., ξ,9 ξ*}

oύ α^eΔi, /3/eΔ2, £ Λ eΔ 8 et ̂ + 0 + 2r = /. L'expression (8) de Π determine
P et on a r > 0 ; sinon, p serait la rotation identique. Remarquons que
si a est une racine positive, ρ(ά) Test aussi cela resulte de (8).

Lemme 3. a{> ••-, α£, β{, •••, /3£, £{, •••, ί £ s0w£ lineairement indepen-

dantes dans §ί et p+q + r est egal au rang de tc.

En effet, on voit que k={AeIj 0; (f*-£ί)(A) = 0, fc = l, — ,r>. Le
lemme en resulte.

Lemme 4. to', •••,<, ?{, — ,

Ce lemme est dύ a Raghunathan [9, Lemma 22]. Rappelons sa
demonstration pour des raison de convenance. Soit a une des racines
a^l^i^p) et ξk(l^k^r), et supposons que a! ne soit pas simple. La
racine a! etant positive, il est somme de deux racines positives de ϊ c .
Par suite, il y a deux racines positives 7, δ e Δ j L ^ telles que α/ = γ / + δ/.
Compte tenu de (5), on voit alors que eΓί-}-θ(eΛ) et [#v + #(#?)> £δ + #(#δ)]
sont des vecteurs non-nuls et lineairement dependants. II en resulte
que [#,y, e?~] ou [#v, 0(#8)] est non-nul et que ceci est un multiple scalaire
de eΛ ou de θ(ea). Ainsi, a est egale a Γune de formes 7 + δ, 7 + δ*,
γ* + δ et γ*-hδ*, ce qui contredit le fait que a est une racine simple
de gc.

Considerons le cas oύ θ = θp. On designe par ίp la sous-algebre
caracteristique pour ce cas. D'apres la definition de 0P, on aq = Q dans
(8) et Γexpression (8) de Π par rapport a θp est :

( 9 ) ΠP= {al9-,ap9 ξ^ξft ξriξ?}.

Le lemme 3 dit que Πfp est constitue de p + r racines. Par consequent,
le lemme 4 implique

(10) ΠΪP = to', - x , eί, .-,5;}.

Le sy steme Πp etant connu, les produits scalaires entre les elements de
Πfp peuvent etre calcules en utilisant (7) en effet, Γhp est Γimage de Πp

par la projection orthogonale de f)0 sur f)^ On obtient ainsi une partie
de la liste a la page 305 des algebres de Lie de type exterieur deter -
minees par les θp.

II reste a consider er le cas oύ θ est de la forme (3) avec AΦO.
Puisque ρ(h} = h, on voit que θ et <9P commutent par consequent,
exp 2τr\/ — 1 &d (h) appartient au sous-groupe connexe Kp qui correspond
a la sous-algebre ϊp dans le groupe Aut (g). Si Γon remplace exp 2π\/ — 1
ad (h) par un element exp 2π\/^ΐ ad (h') avec A'efy qui est conjugue a
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exp 2π\/~^ΐ ad (h) dans Kp, θ est conjugue a θ' = θp exp 2ττ\/^:l ad
dans le groupe Aut (cj). Ainsi, pour notre but, on peut supposer que h
est choisi de sorte que exp 2π\/^ϊ ad (h) represente une classe des
elements conjugues de Kp. Or, d'apres la liste qu'on vient d'obtenir, on
voit que ϊp est une algebre de Lie simple compacte dont le type est Γun
de types β/, C/ et F4. Dans tous les cas on sait que Aut (ϊp) = Int (fp).
D'apres le lemme 2, Kp est canoniquement isomorphe au groupe Int (f p)
et par suite au groupe Aut (ϊp). En vertu du theoreme 1, on peut
maintenant supposer que h est Γun des elements hΊ ou h" de ^ definis
comme suit. Soit v la racine maximale de ϊp. D'apres (10), v est de la
forme

Pour tout ί tel que »{ = ! ou 2 et pour tout k tel que wί' = l ou 2, on
definit les elements h( et h" de ^ par les equations

«£(«) = δ.,/2, &(ΛO = 0

αtfAί7) ^ 0, fί(Aί') = S»/2

ou fl = l, •• , j^ et ί = l, --,r.
Montrons que θk = θp exp 2ττ\/3Γΐ ad (Ai' ) est conjugue a ^p. En effet,

soit hk Γelement de ^0 qui est defini par

α-(A*) = 0, ^(AA) = 8w/2, f ?(**) = 0 .

On a h" =p(hk)
Jr-hk et on constate que Γelement exp 2π\/ — 1 ad (/^) de

Aut(g) est d'ordre 2 et que θk et (9P sont transformes Γun en Γautre
par la conjugaison definie par cet element.

Etudions enfin le cas oύ θ est 0t = 0pexp27rv / :^ϊad (h^. On peut
supposer que ί = 1 sans restreindre la generalite. Les systemes Δ1? Δ2, Δ3

etant pris par rapport a cet automorphisme Θ19 il resulte de la forme
de θl que ΠΠΔ2 consiste en une seule racine qui est notee at dans Πp

(donne par (9)). Par suite, en posant β = aly on a Γexpression (8) de Π
par rapport a θl :

(H) Π = {/?, α2, -., ap9 ξly ξf, - , ξr, £*} .

D'apres les lemmes 3 et 4, on a alors

(12) Π, = {i^αj, - , < « , •-,«},

oύ >7X est une racine simple de ϊ c et done restriction d'une racine positive
On va voir quelle est la racine -η.

5? Soit Π = {alf •••, α/} ww systeme de racines simples
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algebre de Lie complexe simple gc. Supposons que la somme a = ail-\
de m racines differentes de Π soit une ratine de gc. Alors, etant donnee
une ratine α y e Π qui est differentes de toutes les aiu(l<.u^m\ pour que
a + ctj soit une ratine de gc ίl faut et il suffit qu'il existe une ratine aiu

telle que (aj9aiu)^0.
Ce lemme resulte facilement du fait que (αt , α Λ )^0 pour /, A = l, •••,

/ et /ΦA.
Puisque g est simple et que r>0, on peut trouver une serie de

racines appartenant a Π :

(13) A α, v - , α,,, ξk ( 2 ^ , - , it^p)

telle que les racines successives ne soient pas orthogonales Γune a
Γautre. Puisque le diagramme de Dynkin de Π ne contient pas de
" cycle f erme," (13) est bien determinee si Γon choisit ξk de plus, si
Γon enleve une des racines aiu(l^u^t) de (13), la serie qui reste n'est
plus connexe, c'est a dire, se decompose en deux parties qui sont
orthogonales Γune a Γautre. Or, d'apres le lemme 5

(14) η = 0 + α / ι + . . . + α ί ί + fA

est une racine de gc. II est evident que ̂ e Δ 3 et par suite ^ / e Δ r On
va montrer que rf est une racine simple de ϊ c alors elle doit etre celle
qui figure dans (12). Supposons done que η' ne soit pas simple. Comme
rf est une racine positive de F, il y a alors deux racines positives γ,
SeΔjUΔg telles que ^'^γ'-fδ' . Le raisonnement utilise dans la de-
monstration du lemme 4 montre qu'on a alors 77 = 7 + 8, en remplaςant
7, δ par γ*, δ* si necessaire. Puisque η est la somme (14), 7 est somme
de certains facteurs de cette somme et S = η — 7. On peut supposer que
7 admet la racine ξk dans ses facteurs. Si 7 n'avait par β parmi ses
facteurs, δ serait somme de β et d'un certain nombre de α, , et dans
ce cas on aurait δ<ΞΔ2, ce qui contredit δ e Δ ^ Δ g . On a done rγ = β +
oίjλ-\ ----- hαy5 + ?Λ. Puisque 7Φ?7, Γensemble {/9, α^, •• ,αy5, ξk} se decom-
pose en deux parties qui sont orthogonales Γune a Γautre. Compte
tenu du lemme 5, on a alors une contradiction, car on sait qu'il existe
une serie de racines, partant de Γun des facteurs de 7 et se terminant
a 7, telle que chaque terme soit obtenu par Γaddition au precedent d'un
des facteur de 7 [2] [8a]. Cela demontre que η' est une racine simple
de ϊ c .

En resume, on a ainsi le theoreme suivant.

Th^oreme 2, Les notations g, ή, gc, ί)c, ξ)0, Δ, Π etant comme dans le



304 S. MURAKAMI

theoreme 1, on suppose que g admet un automorphisme involutif exterieur
(et done que g est de type Ah D/, ou E6}. Soit p une rotation particuliere
d'ordre 2 ( φ l ) (qui represente une classe de conjugaison du groupe des
rotations particulieres pour le cas g=D4). Ecrivons Π sous la forme

ΠP = to, •••, ap9 ξl9 ξf, — , ξr, ξ*}

oύ p(ag) = (Xi (i = 1, •••,£) et p(ξk) = ξ* (fc = l, —,r). Soit θp Γ automorphisme
involutif de g qui prolonge canoniquement p sur g. La sous-algebre
caracteristique ϊp de θp est alors une algebre de Lie semi-simple qui admet
§i = {Aei)0; p(h)=h} comme la partie reelle d'une sous-algebre de Cartan.
De plus, un systeme de racines simples Πtp de ϊp est donne par

Πip - {αί, •-,«;, fί, - , # }

oώ x signifie la projection orthogonale de §Q sur §ι So// ẑ  = wίαίH ----- 1-
nΊja'p+n{'ξί-\ ----- Vn'r'ζ'r la racine dominant e de ϊ p .

Tout automorphisme exterieur d'ordre 2 de g 0s/ conjuque, dans le
groupe Aut (g), « /'ww rfe5 elements θp ou θ.: = θp exp 2τrv /^l ad (A;), oύ
hi^$1 est deϋni, pour tout i tel que n{ = l ou 2, par les equations tf/(Af )
= δίy/2(y = l, - ,Λ, ?*(Aί)=?f(Aί) = 0 (A = l, - , r ) . Dβ ^/ιw, /α sous-algebre
caracteristique ϊ, J^ (9/ ^5/ une algebre de Lie semi-simple admettant ^
comme la partie reelle d'une sous-algebre de Cartain. Un systeme de
racines simples Πt, de ϊ,- est:

Πϊt- = {?', αί, - , a ί , - , α ί , f ί , - ,K}

6>ώ 77 β ί̂ /^ racine α̂  + α^H ----- hα^ + f* somme des racines successives,
partant de α, #/ 5̂  terminant a une racine ξk, dans le diagramme Πp.

D'apres ce theoreme on voit les types de ΠΪP et de Πf . et par suite
ceux de fp et de ! f . Le resultat sera donne, pour chaque g, dans la
liste a la page suivante. D'apres cette liste, on voit que les structures
des sous-algebres caracteristiques definies par θp et θf se different Γune
de Γautre, sauf le cas oύ g est de type Dt et oύ elles sont definies par
θf et 0/-./-J. Dans ce dernier cas, on verra ci-dessous que θ{ et θί_i_1

sont conjuguees dans le groupe Aut (g). On en conclut que, sauf ce
dernier cas, les algebres de Lie de type exterieur definies par Γinvolu-
tion θp et les θ{ ne sont pas isomorphes Γune a Γautre. Cela termine
la classification des algebres de Lie de type exterieur.

On montre que 0, et θί_i_l sont conjuguees dans le cas oύ g est de
type ZJ/10. Dans ce cas,

*) Cette demonstration est suggeree par Hideya Matsumoto, ce dont Γauteur lui exprime sa
reconnaissance,



CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE LlE 3 0 5

α/-2/

o^ -off

Πϊp = {αί, αί
o

et ϊp est de type /?,_!. Posons η[ = a[-\ hαί_2 + gί. D'apres le lemme
5, ι?ί est une racine de lp et les produits scalaires entre —771, αί, •••,
oίί-2, ξί sont representes par le diagramme suivant.

- ? ί ί_2 ξί

D'apres le lemme 1, il en resulte qu'il existe une rotation w de ^ telle
que w(ξί)=— η{ et w(a'i) = aί-i-1(i = l> ••-,/— 2). Puisque ϊp est de type
#/_!, ^ est necessairement un element du groupe de Weyl de ϊp. Soit
done w Γelement du groupe K=Int(lp) qui laisse invariant £)+ et qui

Liste des algebres de Lie reelle et simples de type exterieur

Racine maxima le
v de tp

2f

#-ι ζ'f
— α = ^ o

A77

04=0

o-o
AI

σi 02 flfί-3

IIΛ

lC\ a' 1-2 DI

C4 EIV
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definit la rotation w dans §+. On a, pour chaque ι = l, •••,/— 2, hl_i_l —

w~1(hi) = p(hι) + hι oύ A/ est Γelement de f)0 defini par aa(hι) = 0 (0 = 1, •••,

/— 2), fι(A/) = l/2 et f*(A/) = 0. Alors, la conjugaison du groupe Aut(g)

definie par Γelement (exp2τrv /^ΐ ad (hi))w~l transforme 0, en #/_,-_!.

On illustre enfin le cas oύ g est de type E6. On a

Πp - fo, α2, £, |f, £, fί}

et

Πιp = {αί,αί, £{,£}.

Par suite ϊp est de type F49 et on a

On a done, comme 0, , la seule involution 0 lβ D'apres le diagramme de

Πp, η=a1 + a2 +-ξz et rf '^aί + aί + ξί On voit aisement que η' est ortho-

gonale a aί, a f£ mais non pas a ξ{ et qu'il est de meme longeur que

ξ[. Πkl = {a'2, ξz> ξ{y η'} est done de type C4. Ainsi ΐl est de type C4.

^x ξί ξί ai
o - o - o< Q
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NOTE ajoutee a Γepreuve au 15 fevrier 1966.

L'auteur a dernierement eu Γoccasion d'apprecier un article mimeo
graphie de M. Nolan R. Wallach dans lequel est donnee une methode
de classification analogue a celle qu'on trouve ici. L'article est intitule
< A classification of involutive automorphisms of compact simple Lie
algebras up to inner equivalence > (partie de la Ph. D. dissertation de
Γauteur a Washington University, St. Louis, 1965).






