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SUR LA CLASSIFICATION DES ALGEBRES
DE LIE REELLES ET SIMPLES

Suingo MURAKAMI

(Recu le 13 Septembre, 1965)

Le but de cette note est de donner une nouvelle méthode de clas-
sification des algébres de Lie réelles et simples. Comme on sait, la
classification de ces algebres de Lie a été faite pour la premiére fois
en 1914 par Elie Cartan [3]. En 1929, Cartan [4] lui-méme a découvert
une méthode plus simple de la classification; il a établi en effet un
théoréme d’aprés lequel le probléme de classification revient a la
détermination des classes d’équivalence d’automorphismes involutifs
d’'une algébre de Lie simple et compacte g, deux automorphismes de g
étant mis dans une classe d’équivalence s’il sont conjugués dans le
group des automorphismes de g. Cartan n’appliquait ce théoréme
quaux cas ou g est de type classique, et F. Gantmacher [5] [6] a
poursuivi la méthode de Cartan et a donné de nouveau la classification
des algébres de Lie réelles et simples. D’autre part, on sait qu’une
algebre de Lie complexe et simple est déterminée par un systéme de
racines simples Il associé a cette algébre. Etant donnée une algébre
de Lie réelle et simple g, dont la complexifiée g€ est encore simple, I
Satake [10] a fait correspondre a g, une involution du systéme II as-
socié a g°. Au moyen de la classification des involutions de IT qui
correspondent ainsi aux sous-algébres réelles de g¢ S. Araki [1] a
récemment obtenu une nouvelle méthode de classification des algébres de
Lie réelles et simples.

La méthode de classification qu’on donne ici repose aussi sur le
théoréme de Cartan cité plus haut. Elle donnera en méme temps la
détermination des sous-algébres caractéristiques de toute algébre de Lie
réelle et simple. Ces sous-algébres correspondent aux sous-groupes
compacts maximaux dans le groupe adjoint de I’algébre de Lie, et jouent
un role remarquable dans la théorie des espaces symétriques rieman-
niens. Comme on le rappelera au §1, la structure des sous-algébres
caractéristiques d’une algébre de Lie réelle et simple g, est uniquement
déterminée par g,; de plus, d’aprés A. Borel et J. de Siebenthal [2] cette
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structure est déja étudiée de maniére systématique dans le cas ou g,
est de certain type qu'on appelle type intérieur. On suivra en effet le
travail de Borel-de Siebenthal pour la classfication des algébres de Lie
de type intérieur, et on s’intéresse ici particuliérement a la classifica-
tion des algébres de Lie de type extérieur. Comme Cartan I’a remarqué
dans [4], en réalité il ne reste, comme détermination difficile, que celle
des algébres de Lie réelles et simples de type extérieur dont la com-
plexifiée est de type E,; la méthode qu'on donne ici permettra de
traiter ces algébres de Lie avec leurs sous-algébres caractéristiques.

1. Préliminaires.

On notera g, une algébre de Lie réelle et simple. Soit g€ la com-
plexifiée de g,, c’est-a-dire, I'algébre de Lie complexe obtenue de g, par
extension des scalaires ; g=g,QC. Pour que g€ ne soit pas simple, il faut

R

et il suffit que g, soit I'algébre de Lie réelle qui résulte d'une algébre
de Lie complexe et simple par restriction des scalaires. Les algébres
de Lie complexes et simples sont aussi simples sur les réels et deux
telles algébres sont isomorphes sur les complexes dés qu’elles le sont
sur les réels. Ainsi la classification des algébres de Lie réelles et
simples dont la complexifiée n’est pas simple revient a celle des algébres
de Lie complexes et simples. Pour cette raison, on considérera dans la
suite la classification des algébres de Lie réelles et simples dont la
complexifiée est aussi simple comme algébre de Lie complexe. En
d’autres termes, on s’occupera de la classification des formes réelles
d’une algebre de Lie complexe et simple.

On désigne maintenant par g€ une algébre de Lie complexe et semi-
simple. On sait que g€ admet une forme réelle compacte g. Soit Aut(g)
le groupe des automorphismes de g; Aut(g) se munit d’une structure de
groupe de Lie compact dont l'algébre de Lie peut s’identifier canoni-
quement a lalgébre g. La composante connexe de I'élément neutre de
Aut(g), qui se notera Int(g), est le groupe des automorphismes intérieurs
de g. D’autre part, soit 6 une involution de g, c’est-a-dire, un automor-
phisme d’ordre 2 de g. Alors, I'espace vectoriel g est la somme directe

(1) g=*f+m

ou t={Xeg; 0(X)=X} et m={Xeg; 6(X)=—X}. Le sous-espace réel
go=F+v'—1 m de g° est une forme réelle de g€.
Théoréme de Cartan [4]. Les notations étant comme ci-dessus, toute

forme réelle g, d’une algebre de Lie complexe et semi-simple g€ se trans-
forme, par un automorphisme intérieur de g, en la forme réelle g, définie
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par une involution 6 de §. Pour que les formes réelles g, et gy de g©
définies par des involutions 0 et 6 soient isomorphes, il faut et il suffit
que 0 et @ soient des élements conjugués dans le groupe Aut(g).

Appliquant ce théoréme au cas ou g¢ est simple, on voit que la
classification des algébres de Lie réelles et simples revient a celle des
classes d’¢léments conjugués du groupe Aut(g) qui contiennent une
involution de g. D’autre part, le théoréme nous permet de donner la
définition suivante.

DrrFINITION. Une algébre de Lie réelle et simple g, dont la com-
plexifiée g€ est simple est dite de type intérieur (resp. de type extérieur)
si g, est isomorphe a une forme réelle g, de g¢ définie par un automor-
phisme intérieur (resp. extérieur) 6 de g.

Une décomposition d’une algebre de Lie réelle et semi-simple g, en
somme directe g,=¥+p est une décomposition de Cartan, si cette décom-
position est celle qui est définie par une involution de g, de la méme
maniére que (1) et si la forme de Killing de g, est définie-négative sur
f et définie-positive sur p. Cette décomposition se détermine par la
sous-algébre f qui s’appelle la sous-algébre caractéristique de cette
décomposition. L’existence d’'une décomposition de Cartan est assurée
par le théoréeme de Cartan; en effet, gg=f++/—1 m déduite de (1) est
une décomposition de Cartan de g, dont f est la sous-algébre caractéris-
tique. On sait qu’une sous-algébre caractéristique correspond a un
sous-groupe compact maximal du groupe Aut(g) [8a]. D’autre part,
Cartan [4] a montré que deux sous-algébres caractéristiques de g, se
transforment 'une en l'autre par un automorphisme de g,, de sorte que
la structure des sous-algebres caractéristiques est bien déterminée par
lalgébre de Lie g,. Ce fait sera utilisé au cours de la classification
qu’on va donner.

Proposition. Pour qu'une algébre de Lie véelle et simple g, soit de
type intérieur, il est nécessaive et suffisant que le rang de g, soit égal au
rang des sous-algébres caractéristiques de g,. Autrement dit, pour que la
forme réelle gy de o€ définie par une involution 6 d’une algébre de Lie
simple et compacte g soit de type intérieur, il faut et il suffit que la sous-
algebre t={Xecqg; 0(X)=X} est une sous-algebre de rang maximal de g.

Pour la démonstration, voir [7, Theorem 9.3.2] ou [10].

2. Classification des algébres de Lie réelles et simple de
type intérieur.

D’aprés ce qu'on a rappelé au §1, la classification des algébres de
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Lie de type intérieur revient au probléme suivant. Soit g une algébre
de Lie simple et compacte, et soient Aut(g) et Int(g) les groupes in-
troduits pour g au §1. Le probléme est alors de trouver toutes les classes
de conjugaison du groupe Aut(g) qui sont représentables par des éléments
d’ordre 2 du sous-groupe Int(g). On donnera une réponse a ce probléme
en construisant un systeme des représentants de ces classes. La classe
constituée par I'élément neutre sera exclue dans la considération suivante,
car cette classe détermine l'algébre de Lie isomorphe a g.

Soient maintemant g une algébre de Lie semi-simple et compacte
de rang /, et ) une sous-algébre de Cartan de g. On a dim )=/
Désignant toujours par g€ la complexifiée de g, le sous-espace )¢ de g€
engendré par §) est une sous-algébre de Cartan de g¢. Posons h),=+/—15;
c’est un sous-espace réel de g€ de dimension / qu’on appelle la partie
réelle de H°. La forme de Killing de g€ définit un produit scalaire (,)
dans §,. Soit A le systéme des racines de g€ par rapport a la sous-
algébre de Cartan Y)°. Toute racine a=A définit un vecteur de §, et
un seul, noté encore «a, tel que a(k)=(a, k) quel que soit Z&h,. On
introduit maintenant un ordre linéaire dans le dual )¥ de l'espace réel
h,. On sait que le systéme II des racines simples par rapport a cet ordre

est un systéme de / racines «, -+, «, linéairement indépendantes et que
toute racine positive a peut s’écrire sous la forme m,a,+ -+ +m,c; avec
! entiers non-négatifs m,, -+, m;,.

Puisque tout automorphisme de g se prolonge d’une maniére unique
en un automorphisme de g% le groupe Aut (g) peut étre identifié a un
sous-groupe du groupe des automorphismes de g¢. Soit N(b) le sous-
groupe de Aut(g) formé par les automorphismes qui conservent la sous-
algébre ). On a un homomorphisme canonique du groupe N(b) dans le
groupe des transformations linéaires de §,. On désigne par R l'image
de cet homomorphisme et les éléments de R sont dits rofations de Y,.
Une rotation de Y, est une transformation orthogonale de §), qui définit
une permutation du systéme de vecteurs A dans §,, et la réciproque
est aussi vraie. Soit W le sous-groupe de R formé par les rotations
qui sont définies par des automorphismes intérieurs de g; W n’est autre
que le groupe de Weyl de g opérant sur §,. Soit d’autre part P le
sous-groupe de R formé par les rotations qui conservent le systéme des
racines simples II. D’aprés le lémme ci-dessous, le groupe P est
canoniquement isomorphe au groupe des automorphismes de II, un
automorphisme de II étant une permutation p de II={a,, -, a;} telle
que (p(a;), play)=(a;, ;) (5, 7=1,---,7). Un élément de P sera dit
rotation particuliére de 9§, (par rapport au systéme II). On sait que

R = PW, PNW = {1},
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ol 1 est la rotation identique de §,. (Pour tout cela, cf. [5] [8a] [12]).

Lemme 1. Soit I1={a,, -+, a;} est un systéme de racines simples gC.
Supposons donné un systeme de | racines II'={a}, .-, a}} tel que (al, a})
=(a;, ;) (6,7=1,--,1). Alors, la transformation linéaire r de V), definie

par r(a))=ai (=1, -+ ,1) est une rotation de Yy, et 11’ est un systéme de
racines simples par rapport a un ordre linéaire dans le dual de Y),.

Démonstration. D’aprés I’hypothése, » est une transformation
orthogonale de §,. Pour tout /=1, .--,/, soit o; (resp. o}) la réflexion de
h, par rapport a4 I'hyperplan orthogonal 4 «; (resp. «f). Comme 7(a;)=
al, oi=ro;r~'. On sait que oy, o; sont des éléments du groupe de Weyl
W et que oy, -, 0, engendrent W. Par conséquent, rwr < W pour tout
we W. On sait d’autre part que toute racine a <A s’écrit sous la forme
a=w(a;) avecwe W et a;Il. On a alors 7(a)=(rwr ") a;)=A. L’ensem-
ble A étant fini, cela démontre que r définit une permutation de A, et
ainsi  est une rotation de Y),. La derniére assertion en résulte im-
médiatement.

Soit maintenant x la racine maximale et posons a,= —pu. Soient
Q={a,, a,, -, a,;} et @ le groupe des rotations qui conservent Q. On
a Pc@. 1l résulte du lemme 1 que le groupe @ est isomorphe au
groupe des automorphismes de ), groupe des permutations du systéme
Q qui conservent les produits scalaires entre les éléments de Q.

Considérons le groupe Aut(g). Suivant lidentification canonique
de lalgébre de Lie de Aut(g) avec g, le sous-groupe 4 un parameétre
de Aut(g) qui correspond & Xeg peut sécrire expfad(X). Le sous-
groupe analytique de Aut(g) qui correspond a la sous-algébre de Cartan
h de g est un tore maximal 7 de Aut(g) (et en fait de Int(g)). L’ap-
plication k—exp2z\/—1ad (k) de 9§, dans T est un homomorphisme
surjectif dont le noyau I' est un sous-groupe discret de b, de rang
maximal ; T" est 'ensemble des éléments i€, tels que (a, #)=0 mod.
1 pour toute axcA.

Ces notations étant établies, on peut énoncer le théoréme suivant,
da éssentiellement 4 Borel et de Siebenthal [2].

Theéoréme 1. Soient g une algébre de Lie simple et compacte et g¢
la complexifiée de g. Soit A le systéme des racines par rapport & la sous-
algébre de Cartan )¢ complexifice d’une sous-algébre de Cartan %) de q.
Posons %,=+/—1 §. Soient I1={a,, -+, o;} le systéme des racines simples
et p la racine maximale (par rapport a un ovdre linéaire dans le dual de
9,). Soient m,, ---,m, les entiers positifs tels que

n= Mmoo+ e +ma; .
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Pour tout i tel que m;=1 ou 2, posons
0; = exp 2n\/—1ad (%,),

ou h; est Uélément de V), défini par o h;)=3;;/2 (j=1,--,1).

Alors tout élement d’ordre 2, différent de I’élément neutre, dans Int(g)
est conjugué & U'un des 0; dans le groupe Int (g) (et par suite dans Aut (q)).
De plus, pour que 0; et @; soient conjugués dans Aut (g) il faut et il
suffit que lun des deux cas suivants soit arrivé:

1) m;=m;=1 et il existe un automorphisme p de 11 tel que p(ct;)=a;.

2) m;=m;=2 et il existe un automorphisme » de Q={a,, &, -+, o;}
(ay=—n) tel que o(a;)=a;.

Soit g; la forme réelle de g€ définie par g et 0,. La structure d’une
sous-algeébre caractéristique ¥; de g; est comme suit :

1) Si m;=1, t; est le produit direct d’une algébre de Lie semi-simple
compacte ¥, et du centre de dimension 1; t; a le rang [—1 et un systéme
de racines simples de t, est isomorphe au systéme I1— {a;}.

2) Si m;=2, ¥, est une algebre de Lie semi-simple compacte de rang
I, dont un systéme de racines simples est isomorphe au systéme Q—{a;}.

Ici, dire que deux systémes de racines sont isomorphes signifie
qu’il existe une bijection entre eux qui conservent, 4 une multiplication
d’une constante preés, les produits scalaires entre les éléments corres-
pondants.

La plupart de I'énoncé de ce théoréme est contenue, comme cas
particulier, dans les résultats de Borel-de Siebenthal [2]. La seule partie
a laquelle on doit donner une démonstration est celle qui concerne la
condition nécessaire et suffisante pour que deux 6; soient conjugués
dans Aut (g). Comme cette partie ne sera pas utilisée dans le paragraphe
suivant, jen donne ici seulement l'idée de démonstration. Soit [* le
groupe de translations de §), définies par les éléments de T' et soit U
le groupe de transformations de §, engendré par I et le groupe des
rotations K. Le groupe U est le produit semi-direct de R et de I, et
[* est un sous-groupe invariant de U; en particulier, tout élément de
U s’écrit, d’'une maniére et d’une seule, sous la forme 97, ou rR et
9 est la translation définie par yI'. Posons S={rs)h,; a,(h)=0G=1,
v l), w(h)<1}; S est le simplex fondamental de g. Soit Us le sous-
groupe de U constitué par les éléments qui appliquent S sur lui-méme.
On peut alors montrer que I’homomorphisme de U sur R de noyau i\
définit un isomorphisme de Us sur le groupe @ ; de plus, lorsque I'on
écrit un élément de Us sous la forme 9w avec w=Q, si w(a,)=aq, on a
v=0 et o=P; si ow(a,)=a; avec >0, on a y=2h; et m;=1. D’autre
part, pour que 6; et 8; soient conjugués dans le groupe Aut(g), il faut
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Liste des algébres de Lie réelles et simples de type intérieur
Racine maximale
8 L= —ay, 2 h; t; 89,
a az a1 al
A - ; i
(s1y | @tertta h.»(lgig[vl 21]+1) A'i‘;’ h AT
a
hy B, XT
B] az al-2 A al
(I>2) oy + 20,4+ + 20 mr—o—a=30 BI
hi(2<i<)) D;XB,_;
ao
hy A, XT CI
C[ 2a1+2a2+~-- @ @ a Q-2 ai-1 qi
(I=3) +20, 1+ 711
h;(lgig[T]—H) C;XCy—; CcII
a al-1 hl Dl—l xXT
Dl ay -+ 2(12+"'+ az as o al-2 P (2< . [L]) D D DI
(1z4) | 20 o, +ay o i\#=t=|3 iXDi-i
o = hi(sil>4) A, XT DIT
——o Iy D;xT EIl
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o hy A, X As EIT
hy A; XDg EVI
20, +3a,+ 4ozt @0 @ a2 a5 @ a5 as
E, 3+ 205+ag | O O° j o—o—o he E¢xT EVII
+2a;
ar h; A, EV
20ty + daty + 60t I D, | EVII
E +5a4+4a5 a1 a2 as a4 as Qs ar; ao
8 +3ag+ 2a,
+3ag s hy A X E; EIX
hy A; XCs FI
F 2a, + 30, +4a; @ a1 a2 a3 aa
4 a|_2a4 O——O——O0—0—0
h4 B4 FII
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et il suffit que %; et k; soient transformés I'un en l'autre par un élément
de Us. L’assertion en résulte sans grande difficulité.

D’aprés le théoréme de Cartan rappelé au §1, le théoréme 1 donne
la classification compléte des algébres de Lie de type intérieur. Le
théoréme 1 détermine également la structure des sous-algébres caractéris-
tiques de toute algébre de Lie en question, puisqu’une algébre de Lie
semisimple et compacte est bien déterminée par un systéme de racines
simples de cette algébre. A la page précédente, on donne la liste des
algébres de Lie de type intérieur ainsi classées avec la structure de leurs
sous-algébres caractéristiques. (Dans cette liste, g et g, sont désignées
par les notations de Cartan, et T signifie le centre de dimension 1).

3. Classification des algébres de Lie réelles et simples de
type extérieur.

Comme dans le cas de type intérieur, la classfication des algébre de
Lie de type extérieur revient a donner, pour une algébre de Lie simple
et compacte g, un systéme de représentants des classes de conjugaison
du groupe Aut(g) contenant une involution extérieure. Notons que
Aut (g)=+Int (g) arrive, pour g simple et compacte, seulement lorsque g
est de type A,(/=2), D, ou E,.

Soit d’abord g une algébre de Lie semi-simple et compacte. On
utilisera les notations introduites au §2. On peut choisir pour toute
racine a=A un vecteur propre ¢, de « de telle maniére qu’on ait
[€s; e_u]l=—a et [, 65]=N, puss 00 N, est un nombre réel, différent
de 0 si a+B<A. Si un automorphisme 0 de g conserve §) et définit une
rotation p dans §,, on a

( 2 ) 0(&,,) = Ku€pa
pour toute o= A, ou k, est un nombre complexe; on voit
Kkt _g = 1, kgrp = (Np(w),p(ﬁ)/Nw,B)"w’CB et x_ g4 = Ry .

Or, étant donnée une rotation particuliére p de b, il existe un automorph-
isme 0, et un seul, conservant 5 qui définit p dans }, et pour lequel
ke, =-=kK;=1. Si p est involutive, §, I'est aussi. On sait que tout
automorphisme involutif de g est conjugué dans le groupe Aut(g) a un
automorphisme 6 de la forme

(3) 0 = 0,exp 2z/—1 ad (k)

oll p est une rotation particuliére involutive et ou % est un élément de
b, fixé par p [8b]. Dans cette assertion on peut supposer de plus que
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p est I'une des représentantes, choisies en avance, de toutes les classes
de conjugaison du groupe P. (En réalité, cette remarque n’est utilisée
que dans le cas ou g est de type D,). Il va sans dire que 8 de (3) conserve
h et définit la rotation p dans ¥,.

Revenons au probléme de classification. D’aprés ce qui précéde,
toute algébre de Lie de type extérieur est isomorphe a l'algebre g,
définie par une algebre de Lie simple et compacte g et une involution
0 de la forme (3) avec p=+1. Pour classer les algébre de cet espéce,
étudions la structure de la sous-algébre caractéristique f={Xegq; 0(X)
=X}. On montre d’abord que f est semi-simple. Posons G=Int (g);
c’est un groupe de Lie compact connexe dont l'algébre de Lie est g.
Soit K la composante connexe de I'élément neutre du sous-groupe de G
constitué des éléments échangeable avec 6 dans Aut (g). Alors, on
constate que K est un sous-groupe fermé connexe de G qui correspond
a la sous-algébre f de g.

Lemme 2. Les notations étant comme ci-dessus, ¥ est une algébre de
Lie semi-simple compacte et K est canomiquement isomorphe au groupe
Int (¥).

Démonstration. Soit ), ={r€bh; 0(h)=h}. Comme p=+1, on a §, +H.
On sait que H, contient un élément régulier de g; cela résulte par
exemple de lexistence dans ¥ d'un élément régulier de g [5] [8b].
Puisque cet élément est un élément régulier de ¥ et que f correspond
au groupe compact K, il en résulte que §H, est une sous-algebre de
Cartan de f. Soient T et S les tores maximaux de G et de K qui cor-
respondent 4 § et a b, respectivement. On a KDp7T comme 9, =Y.
Soit C le centre de K et soit Z(C)° la composante connexe de 1’élément
neutre du centralisateur de C dans G. Evidemment Z(C)’DK. Puisque
CcS, on a CcT et par suite Z(C)’DT. Cela démontre que Z(C)° est
un sous-groupe connexe de G qui est strictement plus grand que K.
L’algebre de Lie g étant simple, on sait que f est une sous-algébre max-
imale de g. Par conséquent, on a Z(C)’=G. Puisque le centre de G se
réduit a I'élément neutre, C se réduit a I'’élément neutre. Le groupe K
étant compact et connexe, on en conclut que l'algébre de Lie f est
semi-simple compact et que K est canoniquement isomorphe au groupe
Int (f).

D’aprés ce lemme, pour savoir la structure de ¥, il suffit de voir le
systéme des racines A, de l'algebre de Lie semi-simple complexe £¢
complexifiée de f dans g¢. Soit g=f+m la décomposition (1) de g par
rapport a linvolution 8. On a g°=f¢+mC mC¢ étant le sous-espace
complexe engendré par m dans ¢g¢; de plus on voit que cette décomposi-
tion est celle de ¢© qui est définie par linvolution ¢ prolongée sur g,



300 S. MURAKAMI

Puisque 6 conserve 5, on a Hh¢=5H7 45 o h;=E°NHS et h2=m°NPH°; en
fait, §% peut étre considérée comme complexifiée de I'algébre §,. intro-
duite au cours de la démonstration du lemme 2. D’autre part, pour
toute racine a€A, écrivons a* au lieu de p(a). Posons

A, = {a€A; at=a, k,=1}
(4) A, = {BEA; B*=0, kg=—1}
A, = {E€A; E¥E}

On a A=A,UA,UA, et il résulte de (2) les formules suivantes :

(5) fC = b£+a§ {ez,,}chEEZA {es+reep}€
(6) me =54 51 {epdo+ 37 {er—wiee}®

ou {-}¢ désigne le sous-espace complexe engendré par {-}. Pour toute
racine @A, qui est maintenant considérée comme forme linéaire sur
H¢, notons o’ la restriction de o dans 2. Puisque b, contient un élément
régulier de g, @’ n’est identiquement nulle pour aucune ¢ A. Pour la méme
raison, §)5 est une sous-algébre de Cartan de f¢. Il résulte alors de (5)
que le systéme des racines A, de f¢ par rapport a cette sous-algébre
de Cartan Y% est donné par {a’; ac=A,UA,}.

La structure de f sera déterminée lorsque l'on aura su un systéme
de racines simples de ¥¢ avec les produits scalaires entre ces racines
simples. Posons ), =+/—1 b, ; il est evident que Y, est la partie réelle
de §%. On définit maintenant un ordre linéaire dans I'espace dual bH¥ de
b, qui est compatible avec l'inclusion §,CH,, c’est-a-dire, tel que si «
est une racine positive de g°, «’ soit non-negative (et par suite positive) ;
I'existence d’un tel ordre est bien connue et facile & montrer. On
désignera par I1, le systeme des racines simples de £€ par rapport a cet
ordre. Puisque la restriction 4 ¥¢ de la forme de Killing de g est
invariante par les opérations adjointes des éléments de ¢, on peut
mesurer les produits scalaires entre les racines dans A, en utilisant le
produit scalaire ( , ), tout au moins pour savoir le type de II,; en par-
ticulier, on identifie une racine a’€A; avec le vecteur a’'ey, tel que
o’'(h)=(a’, k) quelque soit #,€h,. Dans ce cas on constate facilement
quon a, comme vecteurs dans b,

1
(7) a =a, & =5E+E

ol aEA, et E€A,.
La rotation particuliére p définit une permutation d’ordre 2 de II.
Ainsi, on peut poser
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(8) II= {an""apr Bx)""ﬁq’§n Eik,'"rgrv E:(}

ou a;EA,, B;EA,, ExEA; et p+qg+2r=1I. L’expréssion (8) de IT détermine
p et on a »>0; sinon, p serait la rotation identique. Remarquons que
si a est une racine positive, p(a) I’est aussi; cela résulte de (8).

Lemme 3. «f, -, ap, Bi, -, B4, E{, -+, El sont linéairement indépen-
dantes dans 9, et p+q-+r est égal au rang de ¥C.

En effet, on voit que §y,={r<h,; (£,—EH(H)=0, k=1, .-, 7}. Le
lemme en résulte.

Lemme 4. {of, -+, al, &, -+, EI}CI1,

Ce lemme est da a4 Raghunathan [9, Lemma 22]. Rappelons sa
démonstration pour des raison de convenance. Soit « une des racines
a(1<i<p) et £E,(1<k<r), et supposons que «’ ne soit pas simple. La
racine «’ étant positive, il est somme de deux racines positives de f°.
Par suite, il y a deux racines positives v, §€A,U A, telles que o’ ="+ 8",
Compte tenu de (5), on voit alors que e,+0(e,) et [e,+0(e,), es+0(es)]
sont des vecteurs non-nuls et linéairement dépendants. Il en résulte
que [e,, ¢;] ou [e,, O(e;)] est non-nul et que ceci est un multiple scalaire
de ¢, ou de 6H(e,). Ainsi, o est égale a4 'une de formes y-+3, v+5%
¥v*+8 et y*4-8% ce qui contredit le fait que « est une racine simple
de g°.

Considérons le cas ou #=60,. On désigne par f, la sous-algébre
caractéristique pour ce cas. D’aprés la définition de 6,, on a ¢=0 dans
(8) et I'expréssion (8) de Il par rapport a 6, est:

(9) I, = {au"')ai,’ &, Eiki"'rgrr g:’k}'

Le lemme 3 dit que IIt, est constitué de p+7 racines. Par conséquent,
le lemme 4 implique

(10) HEP = {a{’ ) a;n E{’ Tty E;} .

Le systéme II, étant connu, les produits scalaires entre les élements de
ITy, peuvent étre calculés en utilisant (7); en effet, IIt, est I'image de II,
par la projection orthogonale de Y, sur %),. On obtient ainsi une partie
de la liste a la page 305 des algébres de Lie de type extérieur déter-
minées par les 6,.

Il reste a4 considérer le cas ou 8 est de la forme (3) avec A=0.
Puisque p(k)=h, on voit que 6 et 6, commutent; par conséquent,
exp 27/ —1 ad (k) appartient au sous-groupe connexe K, qui correspond
a la sous-algébre f, dans le groupe Aut (g). Si 'on remplace exp 2zv/ —1
ad (k) par un élément exp 27/ —1 ad (#’) avec A’'€), qui est conjugué 3
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exp 2z\/—1 ad (k) dans K,, 6 est conjugué a 6'=0,exp2z\/—1 ad (#)
dans le groupe Aut (g). Ainsi, pour notre but, on peut supposer que %
est choisi de sorte que exp2z\/—1ad (k) représente une classe des
éléments conjugués de K,. Or, d’aprés la liste qu’on vient d’obtenir, on
voit que f, est une algébre de Lie simple compacte dont le type est 'un
de types B;, C, et F,. Dans tous les cas on sait que Aut (,)=Int (,).
D’aprés le lemme 2, K, est canoniquement isomorphe au groupe Int (f,)
et par suite au groupe Aut(f,). En vertu du théoréme 1, on peut
maintenant supposer que % est I'un des éléments £, ou A’ de Y, définis
comme suit. Soit » la racine maximale de f,. D’aprés (10), » est de la
forme

v = mla+ il E 4 Al EL

Pour tout 7 tel que #,=1 ou 2 et pour tout £ tel que #;’=1 ou 2, on
définit les éléments %; et k' de Y, par les équations

ag(hi) = 84/2,  &(hi) =0;
(ki) = 0, Ef(B) = Sou/ 2

ol a=1,,p et b=1, -, 7.
Montrons que 6,=0, exp 2=/ —1 ad (%,’) est conjugué a §,. En effet,
soit %, I'élément de Y, qui est défini par

a(hy) =0, Ehi) = 844/2, E¥(hy) = 0.

On a &)/ =p(h,)+h, et on constate que I’élément exp 27/ —1 ad (&,) de
Aut (g) est d’ordre 2 et que 6, et §, sont transformés l'un en lautre
par la conjugaison définie par cet élément.

Etudions enfin le cas ou 6 est §,=0,exp2z\/—1 ad (%#;). On peut
supposer que =1 sans restreindre la généralité. Les systémes A,, A,, A,
étant pris par rapport a cet automorphisme 6,, il résulte de la forme
de 6, que TINA, consiste en une seule racine qui est notée «, dans II,
(donné par (9)). Par suite, en posant @=a,, on a I'expréssion (8) de II
par rapport a 6,:

(11) IT = {B’ azy"'yap) El) Eiky'")fry Ef}'
D’apres les lemmes 3 et 4, on a alors
(12) Hf = {77’7 a;’ HRE) a;» {: ) E;} ’

ol 7’ est une racine simple de € et donc restriction d’une racine positive
neA,UA,. On va voir quelle est la racine 7.

Lemme 5, Soit I1={a,, -+, a;} un systéme de racines simples d’une
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algébre de Lie complexe simple €. Supposons que la somme a=o; +-+a;,,
de m racines différentes de 11 soit une racine de o°. Alors, étant donnée
une racine o;I1 qui est différentes de toutes les a, (1=u=m), pour que
a+a; soit une racine de g€ il faut et il suffit qu’'il existe une racine a,,
telle que (o;, a;,)=*0.

Ce lemme résulte facilement du fait que («;, «,)<0 pour i, k=1, ---,
! et i=h.

Puisque g est simple et que »>0, on peut trouver une série de
racines appartenant a IT:

(13) B, Qs oty By Er (2§11) ) Z,_._<_p)

telle que les racines successives ne soient pas orthogonales Il'une a
lautre. Puisque le diagramme de Dynkin de II ne contient pas de
“cycle fermé,” (13) est bien déterminée si l'on choisit £,; de plus, si
I'on enléve une des racines «; (1<#<t) de (13), la série qui reste n’est
plus connexe, cest a dire, se décompose en deux parties qui sont
orthogonales I'une a l'autre. Or, d’aprés le lemme 5

(14) 7 =B+a,++a,+E

est une racine de g°. Il est évident que n=A, et par suite v’€A, On
va montrer que »’ est une racine simple de ¥¢; alors elle doit étre celle
qui figure dans (12). Supposons donc que 7’ ne soit pas simple. Comme
»’ est une racine positive de f¢, il y a alors deux racines positives v,
S€A,UA, telles que 7»'=v’4+8. Le raisonnement utilisé dans la dé-
monstration du lemme 4 montre qu'on a alors n=v+3, en remplacant
v, & par ¢* &% si nécessaire. Puisque » est la somme (14), v est somme
de certains facteurs de cette somme et §=»—+. On peut supposer que
v admet la racine £, dans ses facteurs. Si v n’avait par B parmi ses
facteurs, § serait somme de B et d’un certain nombre de «;, et dans
ce cas on aurait §A,, ce qui contredit 6A,UA,. On a donc y=8+
aj +-+aj +&,. Puisque vy, 'ensemble {8, a;,, -+, a;,, £;} se décom-
pose en deux parties qui sont orthogonales I'une a I'autre. Compte
tenu du lemme 5, on a alors une contradiction, car on sait qu’il existe
une série de racines, partant de I'un des facteurs de v et se terminant
a v, telle que chaque terme soit obtenu par I’addition au précédent d’un
des facteur de v [2] [8a]. Cela démontre que »’ est une racine simple
de f°.

En résumé, on a ainsi le théoréme suivant.

Théoréeme 2. Les notations g, b, g%, 0, 0, A, I étant comme dans le



304 S. MURAKAMI

théoréme 1, on suppose que g admet un automorphisme involutif extérieur
(et donc que g est de type A,, D,, ou E,). Soit p une rotation particuliére
d’ordre 2 (1) (qui représente une classe de conjugaison du groupe des
rotaitons particulieres pour le cas g=D,). Ecrivons I1 sous la forme

HP = {aU Y ap’ El) fik, Y gr’ gj‘}

ou pla)y=a; (i=1, -, p) et p(E,)=§¥ (k=1, ---, 7). Soit 0, I'automorphisme
involutif de g qui prolonge canoniquement p sur gq. La sous-algébre
caractéristique ¥, de 0, est alors une algébre de Lie semi-simple qui admet
bh,={h<€Y,; p(R)=h} comme la partie réelle d’une sous-algebre de Cartan.
De plus, un systeme de racines simples Iy, de ¥, est donné par

pr = {a{; B a;» E{, "t E{}

ou ' signifie la projection orthogonale de Y, sur ¥,.. Soit v=nic}+ -+
npotn,+n’El+ - +nl'El la racine dominante de %,.

Tout automorphisme extérvieur d’ordre 2 de g est conjuqué, dans le
groupe Aut (q), @ lun des éléments 0, ou 0;=0,exp2z\/_—1ad (k;), ou
h;<b, est défini, pour tout i tel que ni=1 ou 2, par les équations o h;)
=8;;/2(7=1, .-+, ), Eu(b:)=E¥(h;)=0 (k=1, -, 7). De plus, la sous-algébre
caractéristique ¥; de 0; est une algébre de Lie semi-simple admettant b,
comme la partie réelle d’une sous-algébre de Cartain. Un systeme de
racines simples Iy, de t; est:

]-_-[ri = {77/) a{, Tt a;, R a;n E{; Tty E;}

ou n est la racine a;+a; + - +o;,+E, somme des racines successives,
partant de a; et se terminant a une racine &, dans le diagramme I1,.

D’aprés ce théoréme on voit les types de IIr, et de ITy, et par suite
ceux de £, et de ¥,. Le résultat sera donné, pour chaque g, dans la
liste 4 la page suivante. D’aprés cette liste, on voit que les structures
des sous-algebres caractéristiques définies par 6, et 4, se different I'une
de lautre, sauf le cas oll g est de type D, et ou elles sont définies par
0; et 0,_;_,. Dans ce dernier cas, on verra ci-dessous que 8; et 0,_;_,
sont conjuguées dans le groupe Aut(g). On en conclut que, sauf ce
dernier cas, les algébres de Lie de type extérieur définies par l'involu-
tion 4, et les #; ne sont pas isomorphes I'une a lautre. Cela termine
la classification des algébres de Lie de type extérieur.

On montre que 6; et §,_;_, sont conjuguées dans le cas ou g est de
type D/®. Dans ce cas,

*) Cette démonstration est suggérée par Hideya Matsumoto, ce dont 'auteur lui exprime sa
reconnaissance,
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II, = {av Oy, &y E;k}’ o, a, al—z/og‘
5 O o\

oF¥

1, = {af, -+, ai_s, E1} ai  aj a;_, &l

o o o

et t, est de type B,_,. Posons n{=a{+---+aj_,+&{. Daprés le lemme
5, 71 est une racine de f, et les produits scalaires entre —7{, af, - -,
af_z, E1 sont représentés par le diagramme suivant.

-7 ai a3
O

O O cee

’ ’ ’
a;_3 a;_y &1
) )

D’aprés le lemme 1, il en résulte qu’il existe une rotation w de %, telle
que w(E)=—7ni et w(al)=a]_;_(i=1, ---,/—2). Puisque ¥, est de type
B,_,, w est nécessairement un élément du groupe de Weyl de f,. Soit
donc @ I'élément du groupe K=Int (f,) qui laisse invariant %, et qui

Liste des algébres de Lie réelle et simples de type extérieur

4
1, Racine maximale 7
g Y | 8ep yde ¥, 0; t; 89,
R I
§i6: & & 5
OO+ =O~0~O-O—==+=—0=0
& & ESH2E S e
Azg By | Al 1 +252f,
& & &1 &f
O—0O—---—0=30
162 Eran €], el a/+E 54
OO -+ —O—O—O—---—O—0
Azpy 28+ 265 &7 62! &2 O
(f 222) Crl AL ™ +ay O cl>—o——-- b, Al
éi 5; 5/’4 ai e/,_l
O—0—-=--—0&=0
£ 0,' a;’+a'.’+1+"'
a1 az ai-3 +a -+ &
O—0—=--—0— g
al-2\g gx a1/+20‘§/+"' IZ\
D, B,-,| DI +§?I—2 N |’ @2 i @i alie2 B;XB;-;-| DI
+26/ — | 0-0—+—0=30 0-0--—03x
a1 a2 aj-3 ai-z &1 o~ 7. ai+a &
o—-O0— —O0—0=>0 [—
S—
6 & & & af+af +&7
. /’ 4 /
Es a F,| EI 2a, 13?12/+4£2 0, s 6 & R on EIV
1 2 asz
L o0—O0—0&=D0
O—O0&=—0——0
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définit la rotation w dans §,.. On a, pour chaque i=1, .-, /-2, b,_; ,—

w(h)=p(h)+h, o0 k, est 'élément de B, défini par «a,(k,)=0 (a=1, --,

[—-2), £(h)=1/2 et E¥(h,)=0. Alors, la conjugaison du groupe Aut(g)

définie par I'élément (exp 27/ —1 ad (%,))w™" transforme 6, en 6,_;_,.
On illustre enfin le cas ou g est de type E;,. On a

51 gz a, Eik EE“
O O Q

(&) (S5

Hp = {0{1; o, ‘El; gik’ Ezr gzk}

et Oy

pr = ‘{C({, aé; E{) ‘fé} . gi Eé aé C({
O o R

Par suite £, est de type F,, et on a
v = 2001+ 3as +4E5 + 2E7 .

On a donc, comme 6;, la seule involution §,. D’aprés le diagramme de
II,, n=a,+a,+E, et ”=aj+az+&. On voit aisément que 7’ est ortho-
gonale 4 «of, & £ mais non pas a £ et qu’il est de méme longeur que
El. I, ={as, &, &, 7’} est donc de type C,. Ainsi f, est de type C,.

7 E & o
@] O O O
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NoOTE ajoutée a I'épreuve au 15 février 1966.

L’auteur a derniérement eu l'occasion d’apprécier un article miméo-
graphié de M. Nolan R. Wallach dans lequel est donnée une méthode
de classification analogue a celle qu'on trouve ici. L’article est intitulé
< A classification of involutive automorphisms of compact simple Lie
algebras up to inner equivalence» (partie de la Ph. D. dissertation de
Pauteur 4 Washington University, St. Louis, 1965).








