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1. Digression introductive

Soit V une variete differentielle compacte de dimension paire 2m munie d'une

forme symplectique σ. Notons [σ]e//2(K,/?) la classe de cohomologie de De

Rham definie par σ, et [σ]me7/2 m(F,/?), celle definie par

σm:=σΛ Λσ .

(m fois)

Theoreme 1. Etant donnέe une forme arbitraire non degeneree ωe[σ]"\ il

existe σ' e [σ] non-dέgέnέree, racine extέrieure m-ieme de ω, c9est-ά-dire9 solution sur V

de Γequation:

(1) (σ')m = ω.

Preuve. (Si m = \. la question est triviale.) Si σ' verifie Γequation (1) il est

immediat (en raisonnant par Γabsurde) qu'elle doit etre non degeneree. Pour

Γexistence de σ', utilisons le resultat de Moser [6]: il construit un diffeomorphisme

/ : K-» V isotope a Γidentite (flot d'un champ de vecteurs) tel que

D o n c / * σ est bien cohomologue a σ (grand merci a Etienne Ghys de me Γavoir

fait observer), e t / * σ verifie Γequation (1) .*.

Cet article peut etre vu comme un essai pour definir de faςon unique dans

[σ] la racine m-ieme d'une telle forme ω. au moyen d'une structure presque-complexe

adaptee (section 2). Ceci est touioure possible avec ω assez proche de σm (section

3): mais il semble qu'en general on n'y parvienne (grace au theoreme de Calabi-Yau)

que si σ provient d'une structure Kάhlerienne (section 4) ce qut suppose des

* Charge de recherches au CNRS, membre du reseau europeen GADGET II (contrat n°CHRX-CT92-
0050)
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restrictions sur la topologie de V.

2. Inequation de Calabi-Yau vue par Gromov

Soit / une structure presque-complexe sur V, c'est-a-dire un endomorphisme
du fibre tangent

j

TV -» TV

dont le carre vaut moins Γidentite.

DEFINITION 1. Une 2-forme de V, α, est dite /-positive en xe V si a(v,Jv)>0
pour tout vecteur tangent en x non nul, υ. Elle est dite /-positive sur V (ou
simplement "positive", lorsque Ket /s'entendent) si elle est /-positive en tout point.

DEFINITION 2. La structure presque-complexe / est dite adaptee a la forme
symplectique σ, si σ est /-positive et si / est un symplectomorphisme de chaque
espace tangent muni de σ i.e. si σ(/., /.) = σ (on dit alors que / est "calibree" par σ).

L'existence sur V d'une structure presque complexe adaptee a σ est classique
(voir e.g. [8], lecture 2).

Desormais nous fixons /adaptee a σ, et nous considerons la question suivante:
existe-t'il une fonction reelle φeC™(V,R) telle que la 2-forme

soit /-positive et verifie Γequation (1) ? (bien sur ί/ designe Γendomorphisme
transpose de /). L'equation ainsi posee pour φ:

(10 lΣ(φ)Y = ω, Σ(φ) positive,

n'est autre que Γecriture presque-complexe de Γequation de Calabi-Yau (cf. section
4, preuve du theoreme 3), soluble dans le cas Kahlerien [9]. Je suis profondement
reconnaissant a M. Gromov de m'avoir interroge sur la possibilite d'etendre la
resolution de cette equation au cas oύ la structure presque-complexe riest plus
integrable, ce qu'exprime la question precedente. La reponse est: oui localement
(section 3): sans doute non globalement (section 4)... J'ai longtemps essaye d'etablir
une reponse globale affirmative, en vain, et c'est finalement par sa mise en doute
que j'ai pu, helas seulement en dimension deux, comprendre comment la non-nullite
de la torsion peut faire obstacle (section 4).

Commenςons par nous assurer du type elliptique de l'equation (Γ), reecrite



EQUATION DE CALABI-YAU PRESQUE-COMPLEXE 831

scalairement:

Proposition 1. Voperateur diffέrentiel scalaire non lineaire du second ordre
F sur V defini par

est de type elliptique sur Γouvert

C?:={06C°°(K,Jf), Σ{φ) est positive pour /}.

Preuve. Fixons φeC^^R), xe F, aeT*V, posons L = dF(φ) et prenons au
voisinage de x une fonction reelle u verifiant

W(JC) = 0 , du(x) = (x.

Le symbole principal de L en (x,α) s'obtient en calculant

D'apres Γappendice 3 (cf. infra), si α#0 et si φeC+ ,

L(u2/2)<0

REMARQUE 1. L'operateur L s'annule manifestement sur les fonctions
constantes. Etant scalaire elliptique du second ordre (et V sans bord), le principe
du maximum de Hopf [4] entraine que le noyau de L est uniquement constitue
des fonctions constantes.

REMARQUE 2. La positivite de Σ(φ) est essentielle pour Γellipticite de F: la
non-degenerescence de Σ(φ) ne suffit pas. Prenons en effet Γexemple, sur C x C
muni de la structure complexe standard, de la 2-forme reelle non-degeneree

Cette forme s'avere immediatement nulle sur tout couple de vecteurs de la forme
(v,Jv). Prenons α = rfz1+rfz1, alors

f/αΛαΛΣ = 2ι dzι Adz1 ΛΣ = 0.

3. Surjectivite locale de F

Localite au sens de la variete V:

Au voisinage d'un point arbitraire xeV, sur lequel on se donne une fonction
positive lisse/, il existe (cf infra, appendice 2) une fonction locale φ verifiant au point
x: Σ(φ) positive et F(φ)=f. La preuve de la proposition 1 montre que Γoperateur
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Fest elliptique en φ au point x. Des lors on est assure, comme dans [3] (theorem 3.1),
de Γexistence d'une solution (elliptique) locale de Γequation F\u)=f.

Localite au sens fonctionnel, globalement sur V:

Considerons les sous-varietes de Frechet (affines) fermees de codimension 1
suivantes:

B:={feC™(V9R), \fσm=\σm}.

Par construction, Γoperateur F envoie C°°(F,/?) dans B. Notons encore F sa
restriction a

celle-ci est a valeurs dans

comme le montre la preuve du lemme de Γappendice 3.

REMARQUE 3. L'ouvert C+ est convexe (ainsi done que A+). En effet, si φ0 et
φγ sont dans C+, posant pour ^G[0,1],

nous avons

et la positivite de Σ(φ0) et de Σ(0t) entraine evidemment celle de Σ(φf), done

φteC? .-.

Proposition 2. Uopέrateur F:A+ —>B+ est injectif.

Preuve. Soient φ0 et φγ dans A+ ayant meme image par F. En reprenant les
notations de la remarque 3, Γidentite

I
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s'ecrit encore:

oύ Γoperateur lineaire S£ est defini par la relation

Jo

D'apres la remarque 3, J2? est elliptique. Comme dans la remarque 1, le noyau de

5£ est reduit aux constantes. Done (Φι—φ0) est constante; etant dans A, elle est

nulle

Theoreme 2. F est un diffέomorphίsme lisse de A+ sur F(A+).

Preuve. Compte-tenu de la proposition 2, il suffit de montrer que

F:A+ -• F(A+) cz B+ est un C 0 0 diffeomorphisme local. Cela decoule du theoreme

d'inversion locale "elliptique" de [2] (theorem 2, p.686), moyennant la

Proposition 3. Pour tout φeA+, le sous-espace ferme A constitue Γespace de

Frέchet tangent aussi bien ά A+ en φ qu'ά B+ en F(φ), et dF(φ) est un automorphisme

de A.

Preuve (de la proposition 3). Fixons φeA+ et posons L = dF(φ\ En derivant

au point φ la fonctionnelle constante

nous voyons d'abord que L envoie C°°(F,/?) dans A, lequel est bien Γespace tangent

a B+ en F(φ). L'operateur differentiel L etant elliptique, sa surjectivite suit d'apres

la theorie de Fredholm-Riesz-Schauder (voir e.g. [1]. ρ.183-189) de Γorthogonalite

dans Γespace de Hubert L2(σm\ du sous-espace A et du noyau de Γadjoint formel

L* de L. Rappelons que L* est defini, pour tout couple {δφ,δψ) de C°°(V9R)9 par:

Lφ)L*(δψ)σm = Ϊ(δφ)L(δφ)σm.
v v

Pour identifier le noyau de L*, observons que pour tout
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Uδφ)L*(\)σm= \L(δφ)σm =

puisque L est a valeurs dans A. Le noyau de L* contient done les fontions

constantes. Mais d'apres la theorie de Fredholm-Riesz-Schauder [1] (p.187), les

noyaux de L et L* ont meme dimension, et celle-ci vaut 1 d'apres la remarque

1. Done le noyau de L* est exactement constitue des fonctions constantes:

Γorthogonalite requise entre ce noyau et A dans L2(σm) a done bien lieu. Etant

surjective, et evidemment continue, Γapplication lineaire L: A -+ A est ouverte

(classique). En outre, cette application est ίnjective d'apres la remarque 1. C'est

done bien un automorphisme .'.

En particulier le theoreme 2 montre que Γapplication F:A + -> B+ est ouverte,

et il permet d'affiner le resultat du theoreme 1 comme suit:

Corollaire 1. Si ωe[σ]m est sujfisament proche de σm en topologie C 0 0, la

structure presque-complexe J permet den definir la racine exterieure m-ieme de

maniere (unique et) differentiable par rapport a ω (via ΐequation (Γ) et en contraignant

φ a rester dans A).

4. Discussion de la surjectivite globale de F

Le theoreme 2 repond done oui a la question de Gromov posee section 2,

mais seulement de maniere locale. Posee globalement, cette question va maintenant

recevoir une reponse nuancee, dont la remarque 2 constituait un premier indice. La

preuve du theoreme 3 utilisera des notions et des notations (choix de bons reperes

locaux et d'une bonne connexion en presence de la structure presque-complexe /)

indispensables pour calculer des expressions locales significatives de Σ(φ) et de F(φ\

et au sujet desquelles on voudra bien se reporter systematiquement a Γappendice

1 ci-apres.

Theoreme 3. Si la structure presque-complexe J est integrable, Γoperateur

F:A + -*> B+ est surjectif. Rέciproquement si F est surjectif et si m = 2, la structure

J doit etre integrable.

Preuve. Supposons / integrable. La differentielle exterieure d sur V se scinde

alors en deux parties, d et d", d'ordre respectif (1,0) et (0,1), qui verifient les relations

(voir [5], p.267), de sorte que Γoperateur differentiel agissant sur les fonctions
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d 'Jd= i(d"d' - d'd") = - 2ί d'd"

est purement de type (1,1). Ainsi (cf. appendice 1): Σ = H et F=Fθ9 en accord
avec la proposition 5 puisqu'ici, compte-tenu de (2):

/integrable o t = 0 => τ = 0 => V/>0, F, = 0.

D'apres le theoreme de Newlander-Nirenberg etendu au cadre C00 [7], nous
pouvons disposer d'un atlas de V constitue de cartes a valeurs dans Cm dont
chaque coordonnee complexe z verifie: d"z = 0. Les changements de cartes de cet
atlas sont holomorphes (au sens usuel). Dans cet atlas, Γoperateur G(ψ):=F( — \l//2)
n'est autre que Γoperateur non-lineaire elliptique de type Monge-Ampere complexe
dont la surjectivite est attestee par le theoreme 1 de [9] (voir [9] p.362-363).
L'operateur Fest done bien surjectif et la premiere partie du theoreme 3 est acquise.

Pour la seconde partie du theoreme 3, raisonnons par Γabsurde en supposant
/ non integrable, w = 2, et en construisant un element de B+ non atteint par F
sur A + . Mon idee est la suivante: mettre en evidence une fonction φ0 situee sur
la frontiere de Γouvert A+ dans A et telle que F(φo)eB+. Les considerations
exposees dans la remarque 3 et la preuve de la proposition 2 montrent que F{φ0) ne
peut etre Γimage par F d'aucun element de A+. En effet, si φίeA+ verifie
F(φ1) = F(φ0\ alors pour tout /e]0,l], </>f = [ ^ i + ( l — t)φo~] est dans A+ et la preuve
de la proposition 2 s'applique, conduisant a Γegalite absurde φi^Φo H nous reste
done seulement a construire sur V une telle fonction φ0.

Commenςons par enoncer une definition auxiliaire.

DEFINITION 3. Soit (K,/) une variete presque-complexe compacte et soit Σ
une 2-forme /-positive sur V. Pour toute fonction non constante φeC™{V,R),
ΐamplitude de positivitέ de φ relativement a (/ et) Σ est le reel:

αΣ(0) = sup{^G]O,oo[, (Σ+sd*Jdφ) est /-positive sur V).

REMARQUE 4. La variete V etant compacte, il est facile de s'assurer a Γaide
du principe du maximum de Hopf [4] que Γamplitude de positivite d'une fonction
est infinie si et seulement si cette fonction est constante.

REMARQUE 5. Etendons de maniere evidente la notation C+ en y precisant
la 2-forme /-positive de base: il est alors clair que pour toute fonction
φeC^iV^R) non constante, la fonction amplifiee aΣ(φ)φ se trouve sur la frontiere
de CΎ(Σ).

Passons a la construction de φ0. J n'etant pas integrable, de Γexpression (4)
de τ (appendice 1) suit Γexistence de (xθ9φ)eVxA tel que τ(φ)(x0)Φ0. Quitte a
multiplier φ par un reel positif inferieur a aσ(φ), nous pouvons prendre φ dans
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Λ+ sans alterer la precedente condition au point x0 (car Γoperateur τ est
linέaire). Dέsormais le couple (xθ9φ) est ainsi fixe; en outre, m = 2.

Au voisinage de x0 sur V9 prenons un champ de reperes complexes adapte
(eue2) tel que la matrice de h(φ) (appendice 1, rq. 7) y soit diagonale au point xo;
soient {λuλ2) les valeurs propres (reelles positives) de cette matrice. Prenons une
carte de Fcentree en x0 d valeurs dans C 2 : x e F -• z e C2, telle qu'au point x0:

d/dz* = eΛ, α=l,2.

Fixons deux reels positifs r e t ε assez petits pour que, sur

B(r):={xeV, \zι\2 + \z2\2^r2}.

Γon ait: |τ(^)|>2ε, en notant \τ(φ)\ le module de la composante stricte de la
(2,0)-forme complexe τ(φ) (module ίndependant du choix du repere complexe
adapte). Soit 0eC°°(F,/?) une fonction-plateau egale a 1 sur B(r/2), nulle hors
de B(r), et soit ψeC^iV.R) globalement definie par

sur B(ή

φ:=
0 hors de B(r).

Un calcul de routine de Γexpression de dtJdφ(x^) dans la carte z montre que
H(φ + φ)(xo) = 0. Pour Λe[l,oo[, la fonction

_{R-2φ{Rz) sur B{r/R)

~\θ horsde 5(r/iί)

coincide avec φ dans B(r/2R). Ainsi aura-t'on toujours

(2)

Simultanement, comme

ε. Fixonson pourra trouver R^l assez grand pour que sur B(r/R):
desormais un tel reel R. Ce choix implique

(3) sur B(r/R).

Par addition d'une constante convenable, nous projetons φR sur A sans alterer les
proprietes (2) et (3); notons encore abusivement φR cette projection.

D'apres (2),
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Done (3) reste valide en y remplaςant φR par: aΣφ(φR)φR. Prenons

et verifions pour ce choix les proprietes requises (cf. supra).
D'une part, φ0 se trouve bien dans Γespace vectoriel A, car φ et φ s'y

trouvent. D'autre part, Γintroduction de aΣφ(φR) dans Γexpression de φ0 implique
(voir remarque 5) que φ0 est bien situee sur la frontiere de A+=A+(σ). Nous en
deduisons que sur V:

comme il ressort des calculs de Γappendice 3 ci-apres. En outre, d'apres ces memes
calculs,

et grace a (3), nous avons sur B(r /R):

Ainsi sur B(r/R), compte-tenu de la proposition 5 (appendice 1):

et hors de B(r/R): F(φo) = F(φ)>0. On a done bien: F{φo)eB+ .'.

COMMENTAIRE. Lorsque m>2, on ne peut plus construire φ0 par la methode
precedente car τ possede plusieurs composantes strictes et la non-annulation
de τ(φ)(x0) implique seulement celle d'une seule de ses composantes en xo; la
proposition 5 montre alors que e'est pour j — \ qu'il faut etablir la positivite de
Fj{φ0) sur B(r/R). Mais le parametre R ne permet plus de propager cette positivite
(aisement obtenue au point x0) a la boule fermee B(r/R\ car il est sans effet sur
la taille des derivees secondes de φR.

REMARQUE 6. Le defaut de surjectivite globale demontre au theoreme 3 persiste
en dimension 2m>4 dans toute situation "produit": (V,σ,J) = (V x V'\&' + σ'\J'' + J")
oύ V est de dimension 4 et / ' non integrable. II suffit en eίfet de considerer
comme "fonction </>0" (cf. supra) sur V x V'\ toute fonction φ0 construite sur V.

Le theoreme 3 et la remarque 6 conduisent a poser la

CONJECTURE. L'operateur F: A + -• B+ est surjectif si et seulement si la structure
presque-complexe / est integrable.
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Appendice 1

Bien que cette section ne fasse appel qu'a des notions classiques (voir par
exemplc [5]) j'ai prefere y inclure de breves explications afin d'en rendre la lecture
autonome.

Scindages determines par J

L'extension par C-linearite de la structure presque-complexe / au fibre tangent
complexifie TV®C determine un scindage de TV®C en deux sous-fibres,
conjugues complexes Γun de Γautre, note

TV®C=T1>°-

tels que la matrice de J relativement a ce scindage s'ecrive:

/ 0

P - J

en designant par I le morphisme identite dc chaque sous-fibre. Par dualite, on
obtient un scindage du fibre cotangent complexifie dont, en particulier, le carre
exterieur peut s'ecrire

A2T*V®C=T2>0®T1Λ®T0>2.

Dέsignons par /?2,o> P\Λ e* Po,2 ̂ e s niorphismes de projection correspondants, et
considerons les operateurs differentiels τ et H qui, a toute fonction reelle lisse φ,
associent les sections lisses respectives de Γ2 0 et de 7 ^ definies par:

Soulignons un fait elementaire mais important, dont le lecteur pourra aisement
s'assurer par lui-meme.

Proposition 4. Pour tout (/>GC°°(F,/?), la positivite de Σ(φ) equivaut a celle de
H(φ) ("positivite" s'entend relativement a J).

Soit [m/2] la partie entiere du reel ra/2. Pour chaque 7G{0, ,[m/2]}
considerons Γoperateur differentiel non-lineaire, allant de C°°(F,/f) dans lui-meme,
defini par la relation:

—
(j\)2(m-2j)\

F:σm = — τj Λ τj AHm~ 2j.
3 (j\)2(m2j)\

La proposition suivante decoule de la preuve du lemme de positivite objet de
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Γappendice 3 (cf. infra).

Proposition 5. Uoperateur F admet la decomposition:

oύ, pour tout φeC+: Fo(φ)>0 et pour tout;e{0, , | > / 2 ] } ,

Pour obtenir des expressions geometriquement significatives de τ et de //,

permettant de calculer les operateurs Fj9 il nous faut introduire de bons reperes

locaux et une bonne connexion.

Reperes locaux de Γ 1 0 adaptes a (σ,J)

Ayant choisi la structure presque-complexe J adaptee a la 2-forme σ (cf. supra),

le 2-tenseur h defini par A:=σ( ,/.) s'avere etre une metrique riemannienne pour

laquelle le morphisme J est une transformation orthogonale. En outre, notant

que /*(/., ) = σ, on voit que pour tout vecteur tangent v, les vecteurs v et Jv sont

orthogonaux pour h. Cette remarque permet de construire des champs de reperes

locaux de TV "adaptes" a (σ,/), en particulier orthonormes pour h. En effet,

partant d'un champ de vecteurs unitaires local, ε x , on obtient le couple orthonorme

(ε^/εj), qui engendre un champ local dc 2-sous-espaces nγ. Puis prenant un

champ local de vecteurs unitaires orthogonal a π l 5 ε 2 , on obtient le quadruple

orthonorme (ε1,/ε1,ε2,/ε2), lequel engendre un champ local de 4-sous-espaces

π 2 . Repetant m fois ce procede, on aboutit a un champ local de reperes orthonormes

de TV de la forme:

Considerant ce champ comme champ de reperes local de TV® C, on lui prefere le

nouveau champ (dit "complexe adapte")

oύ la barre indique la conjugaison complexe et oύ, pour tout n e {1, ,m}, on pose

en:=(εn-iJεJ/y/2,

car, Γextension C-lineaire de / a TV®C vcrifiant, pour tout «,

on voit que (eu - 9em) est un champ de reperes local de Γ 1 0 . Soit (0V ,0m) le

champ de coreperes dual. En convenant de sommer d e l a m sur les indices muets

repetes, les extensions C-lineaires de /, h et σ s'ecrivent localement:
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Connexion sur Γ1 ° adaptee a (J9h)

Soit V la connexion de Levi-Civita de h. Son extension par C-linearite s'ecrit
dans le champ de reperes local precedent:

Vea = ωβ®eβ + ωβ ®eβ

oύ, V etant reelle, h parallele pour V et les reperes adaptes a / et h9 les 1-formes
locales ω verifient les relations:

La connexion V etant depourvue de torsion, son premier groupe d'equations de
structure s'ecrit simplement:

On definit (voir [5], p.236-237) une connexion lineaire V* sur le fibre Tuo-* V,
dite adaptee a h et /, par la formule

Le premier groupe d'equations de structure de V* s'ecrit alors:

en designant par

dθa=-ω*βΛθβ + Θa

la torsion de V* qui represente une 2-forme globale sur TV®C a valeurs dans
Γ1 '0. Le premier groupe d'equations de structure de V, rappele ci-dessus, implique

done V* verifie

D'apres le critere de Frobenius (dans la version d'Elie Cartan), Pintegrabilite du
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sous-fibre

Γ 1 ' 0 ^ TV®C

\ / "

V

resulte de Γannulation de la 2-forme t = t<x®ea, oύ

Cette 2-forme t n'est autre que la torsion de la structure presque-complexe /. Son

annulation revet pour V deux significations: Γune differentielle, puisqu'elle est

equivalente a Γexistence sur V d'un atlas holomorphe relativement a J (theoreme

de Newlander-Nirenberg [7]); Γautre topologique, puisqu'alors V est Kάhlέrίenne,

done ses nombres de Betti d'ordre impair sont necessairementpαίr^. En introduisant

des symboles de Christoffel (relatifs a la metrique h\ t s'ecrit localement

Nous poserons: s = Θ — t, de sorte que

Calcul des expressions locales de τ et de H

Pour toute fonction φeC™(V,R\ nous pouvons a present calculer dans un

champ de reperes complexe adapte et avec la connexion adaptee V*:

= i(φaθ*-φaθ
al

puis,

De Γequivalence

nous deduisons

dtJdφ = 2i d{φaθ*)

e'est-a-dire

dxJdφ = 2i (dφaΛθa + φadθa).
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Utilisant les equations de structure de V*, nous trouvons

d xJdφ = 2/ (φaβθ
β Λ θa 4- φΛβββ Λ θ* + φ α Θ

Enfin, la realite de ί/ί/ί/</> combinee a Γobservation: p2,o(®a) = Q feite P^ u s haut,

fournit aussitόt Γidentite

Ainsi nous obtenons (voir plus haut la definition de τ et H):

(4) τ(φ)=-2iφar

H{φ) = ιl(δaβ - 2φaβ)θ" Λ ffl + 2φα5α],

soit encore, en faisant apparaitre certains symboles de Christoffel relatifs a la

metrique h (les composantes de la 2-forme s en repere complexe adapte):

(5) H(φ) = i(δaβ - 2φaβ - 2φyΓ}a)θ« A ffl.

REMARQUE 7. Considerons Γoperateur differentiel φ -> h(φ) defini, pour tout

couple de vecteurs tangents (u9v)9 par:

Notons que

h(φ)(u, v) = V2 [H(φ)(ujv) + H(φ)(v, Ju)l

done Γexpression de h en repere complexe adapte se deduit aussitόt de celle de

H; elle vaut

KΦ) = (δaβ - 2φa-β-2φγΓja)(θΛ®ΰβ + ffβ®θ").

Pour toute fonction φ e C+9 h(φ) est une metrique hermitienne relativement a /, et

sa matrice m x m en repere complexe adapte

(δaβ-2φaβ- 2φyΓja)

est hermitienne definie positive. Reciproquement, la proposition 4 montre que si

0 G C ° ° ( F , / ? ) est telle que h(φ) soit une metrique hermitienne sur (V,J), alors

Appendice 2

L'objet de ce bref appendice est d'etablir le resultat de solubilite infinitesimale

requis au debut de la section 3.

Nous allons raisonner au voisinage d'un point xeV arbitrairement fixe; on
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s'y donne une fonction positive / : il s'agit de construire une fonction reelle u telle

que Σ(M) soit /-positive en x et que F(u)(x)=f(x).

Prenons un champ local de reperes complexes adapte (eί9~ ,em) et une carte

a valeurs dans Cm telle que:

Calculons dans cette carte Γexpression de dtJdφ(x) oύ φ = \zι\2; on trouve

dtJdφ(x) = 2i51ΛΘ1.

Done pour tout reel t, on a

Σ(tφ)(x) = i[(l -2O0 1 Λθ1 + X θa Λία]
α> 1

et ^</>)(x) = ( l - 2 0 Ainsi u = tφ convient avec (1-2f) =/(*)> 0 Λ

Appendice 3

L'objet de cet appendice est d'etablir un lemme de positivite.

Lemme. Soient φeC+, π une 1-forme (reelle) sur V et /?e{0, ,m — 1}.

Considerons la fonction fe C°°(F,/?) definie par:

Λlors f est non-negative sur V, et positive en tout point oύ π est non nulle.

Pour la preuve de la proposition 1 (section 2), on utilise le lemme avec

p = m—\. La positivite de F(φ) utilisee section 3, et la preuve de la proposition

5 (appendice 1), se lisent sur le calcul effectue ci-apres de [Σ(φ)~]p en prenant/? = m.

Preuve du lemme. Fixons x e F e t prenons au voisinage de x un champ de

reperes complexes adapte a / et a h = σ( ,J) (cf. appendice 1). Choisissons ce

champ (eU'-,em) tel qu'au point x soient verifiees les deux conditions suivantes

(| | designe la norme dans la metrique h et (0V--,0m) le corepere dual):

(i) πl\π\=i

(ii) Posons: H(φ) = iHaβθaΛθβ, la matrice (Haβ) etant

hermitienne definie positive. Alors, la sous-matrice obtenue au point x en prenant

(α,β)e{l, ,m — I} 2 est diagonale.

Pour prouver le lemme, notons d'abord qu'en x, d'apres (i):
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(tJπ)Aπ = i\π\2θmAf)m.

Rappelons ensuite que σ s'ecrit simplement

σ = iθaAffa.

Ainsi, en posant q = (m — 1 — p) et en sommant sur les arrangements en q elements

distincts (α1? ,αg) de Γensemble {l, ,w—1}:

= im-p\π\2θm ΛSm A(θaι Λ0αi) Λ Λ(0α« A

Pour chaque combinaison non ordonnee (ocu- ,(xq\ le calcul correspondant de

[Σ(φ)Y en x va done s'effectuer modulo Γideal engendre par les 2(m—p) formes

(θa\ffa\'",θcι'19ff
Cίq

9θ
m,ffm). Les egalites modulo cet ideal seront notees: Ξmodfαi ,- ,

ocq). Rappelons la decomposition (cf. appendice 1)

et utilisons la formule du binόme de Newton (sans precaution de signe puisque

le produit exterieur des 2-formes est commutatif); nous obtenons, en calculant

mod(α1? ,α4),

[P/2]

Y

ayant observe chemin faisant que les termes oύ τ(φ) et τ(φ) n'ont pas le meme exposant

sont necessairement = 0 mod(ocl9'"9oL^. D'apres la condition (ii), il vient en posant

r=p — 2k et en sommant sur les arrangements en r elements distincts (βι,~' >βr) du

complementaire de (α l 5 ,αg,w) dans {l, ,m}:

[p/2] Ό\

{Σ(φ)Y= Σ — r- ΓHβ.s.—Hβ n θβιAffβίΛ ΛθβrAffβrΛ[τ((/>)]fcΛ[τ((/>)]fc

k=o{k\)2(p-2k)\ βίβι βrβr

toujours mod(α1? -,(xq). Rappelons que les Hββ sont reelspositifs (cf. condition (ii)).

REMARQUE 8. Lorsque k = 09 fixons 0?i, ,/?p). La somme des termes

correspondants dans

est egale a

q\p\r\π\2Hβιh-HPpfrθ
ιt\6ιh-W/\&Λ

_/φι-l-/,) „ _m
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Cette somme est done positivement proportionnelle a σm .'.

Pour evaluer la contribution des termes oύ fc/0, nous sommes ainsi ramenes

a calculer mod(ai9- -9oίq9βl9' 9βr) Γexpression

Posons

et, sans restreindre la generalite, supposons que le complementaire de {ocu- 9ocq,

βU"',βr,m) dans {l, ,/w} soit Γensemble {l, ,2fc}. II vient alors, en calculant

mod(oιl9";βr) et en sommant sur les permutations s et sf de Γensemble {l, ,2fc},

de signatures respectives ε(s) et ε(s'):

[τ(φ)f Λ lτ(φ)T = {2k)\ΣΦW)τS(i)S(2)''' τ, ( 2*- i),(2Jk)V(i)*'<2) τs,(2fc_ 1)5,(2fc)

Pour tout entier TV, on etablit aisement la formule:

que Ton utilisera ci-apres avec N=2k. En introduisant la notation abregee

7\s) .*= T s ( 1 ) s ( 2 ) T S (2k- l)s(2fc) 5

et en tenant compte du caractere reel de Γexpression

ίτ(Φ)fAίτ(φ)T,

nous egalons finalement cette derniere, mod(αl5•••,/?,), a:

Λ AΘ2kAPk.

Observons que la somme entre accolades peut encore s'ecrire
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Σ Φ)ε(i')Re[71(5)7V)]
sΦs'

=\ Σ

Or, pour tout (z,z')eC2

9 Γexpression

|z|2 + |zf±2Re(zz0^(|z|- |zΊ) 2

est toujours non-negative. En recapitulant, nous trouvons que les termes de

pour lesquels kφO sont non-negaίivement proportionnels a σm. Ce resultat joint
a la remarque 8 apporte la preuve du lemme .'.
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