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内 容 梗 概

本論文は,筆 者 が信州大学工学部(情 報工学科)に 在職中に行った 「高さ平衡木

にたいす る総数 の評価 と最適構成」に関す る研究のうち,主 要な結果 をまとめた

ものである.全 体は7章 から成 り立ってお り,各 章の見出しおよび内容梗概はっ

ぎのとお りである.

第1章`序 論'で は,関 連す る研究の背景,お よび筆者の行った研究の 目的,

概要 を述べる.第2章`基 礎概念'で は,数 学記号 と用語 を定義 し,木 構造およ

び高さ平衡木にっいて説明する.

木の数学理論 を考えることは,木 構造の性質 を明 らかにし,認 識 を深めること

を目的 としている.ま た,実 際への応用 も含 んでいる.本 論文では,AVL木 と

2-3木 に対 し,大 き く分 けて2っ の問題一数え上 げ問題と最適構成問題一に関

連 した観点 から考察す る.数 え上 げ問題 は,木 構造におけるアルゴ リズム解析の

基礎 をなす ものであ り,符 号化にも応用 されている.最 適構成問題は数学的に興

味深い問題であると共 に木構造の能率 に対 して一っの目安 を与える.ま た,デ ー

タ構造の初期設定への応用 が考え られ る.

第3章 と第4章 は,そ れぞれAVL木 と2-3木 の数え上げに関す るもので,

その総数の具体的な表現 を考 える.第3章`あ る種 のAVL木 の総数 の表現'で

は,高 さhでn個 の葉 を持っAV:L木 のうち,葉 の数が少ない場合は再帰数 を用

いて表現できること,葉 の数 が多い場合 は2の ベ キ乗の多項式で表現できること

を示す.こ れは,発 表論文(1)と(2)を まとめたものである.第4章`2-3木 の

総数の表現'で は,高 さhでn個 の葉 を持っ2-3木 の総数がBrun。 の公式 を用

いて再帰的に表現で きること,お よび,二 項係数の積和 によって表現できること

を示す.ま た,後 者の表現 から葉 の数 が少ない場合の2-3木 の総数 に対す る近



似式 を導 く.こ れは発表論文(3)と ほぼ同 じ内容である.

第5章 と第6章 は,最 適構成問題に関するものである.2-3木 に関する探索

モデル を設定 し,平 均路長の期待値が最小 となるような木の構成 を考える.最 適

木 の特徴,コ ス トお よび構成アル ゴリズムを示す.第5章`比 較 コス トに関する

最適2-3木'で は,見 出しの比較回数 に関する探索モデル を扱っている.こ れ

は発表論文(4)～(6)に 関連 しているが(4)を 中心 にまとめる.2一 結果比較器 を用

いたときの最適木 がフィボナ ッチ数 を用いて表現できることを示す.第6章`疎

モデル2-3木 の最適構成問題'は,発 表論文(7)と(8)に 関連 しているが(8)を 中

心にまとめる.疎 モデル2-3木 の飾 内と節外の路長 を一般化 したVコ ス トを設

定 し,そ れに対す る最適木 を考察す る.

第7章`結 論'で は,得 られた結果や今後の研究課題 にっいて総括的 に述べる.



(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(s)

(7)

(s)

{g)

関 連 発 表 論 文

清 水,中 村:"あ る 種 のAV:L木 の 総 数 の 表 現",電 子 通 信 学 会 論 文 誌(A),

J68-A,4,pp.382-387(1985).

清 水,中 村:"あ る 種 のAVL木 の 総 数 に対 す る 多 項 式 表 現",電 子 通 信 学

会 論 文 誌(A),J68-A,10,pp.1128-1129(1985).

清 水,中 村:"2-3木 の 総 数 の 表 現",電 子 通 信 学 会 論 文 誌(D),J67-D,6,

pp.715-721(1984).

清 水,岡 本:"2一 結 果 比 較 器 を用 い た と き の 比 較 コ ス ト最 小2-3木",

電 子 通 信 学 会 論 文 誌(D),J63-D,12,PP.987-993(1980).

岡 本,清 水:"最 適2-3兄 弟 木",電 子 通 信 学 会 論 文 誌(D),J64-D,7,

pp.577-584(1981).

清 水:"対 称 比 較 コ ス ト最 小2-3木",電 子 通 信 学 会 全 国 大 会,1250,

(1982).

清 水:"最 適 α一β2-3葉 探 索 木",電 子 通 信 学 会 論 文 誌(D),J65-D,3,

pp.370-377(1982).

清 水,ｫ探 索 コ ス ト最 小2-3葉 探 索 木",電 子 通 信 学 会 論 文 誌(D),J65-D,

4,pp.451-457{1982).

(IAORabs.Vo1.26,No.1,2641${19$3)).

M.Shimizu,G.Nakamura:"ExpressionsfortheNumberof2-3Trees

withnLeaves,"SCC,15,pp.$4-91(1985),ScriptaTech..



目 次

第1章 序 論

第2章 基 礎 概 念

2.1緒 言

2.2数 学 的準 備

2.3木 構 造

2.4高 さ平 衡 木

2.4.1AVL木

2.4.22-3木

2.5結 言

第3章 ある騨V林 の緻 の珊

緒 言3.1

3.2母 関 数

3.3漸 化 式

3.4準 フィボ ナ ッチ木 にたいす る表現

3.4.1木 の定義 と漸化 式

3.4.2定 理

3.4.3再 帰 数 に よる表 現

3.5準 完 全2分 木 にた いす る表現 .

3.5.1木 の定義 と漸 化式

3・5・22の べキ乗の多項式による表現

{i)



3.6結 言

第4章2-3木 の総 数 の表現

4.1緒 言

4.2母 関 数

4.3高 さhの 木 の総 数

4.4Brunoの 公 式 を用 いた再帰 的表 現法 …・…・

4.4.lBrun。 の公式

4.4.2ベ キ乗 の関数 の展 開形

4.4.3再 帰 的表現

4.5二 項 係数 によ る表現 法

4.5.1再 帰表 現

4.5.2具 体 的表現

4.6準 完全2分 木 に対 す る総数 の近似 式 ・……

4.7結 言

第5章 比較 コス トに関す る最適2-3木

5.1緒 言

5.2コ ス トの定義

5.3フ ィボ ナ ッチ2分 木

5.4比 較 コ ス ト最 小2-3木

5.5構 成 アル ゴ リズム

5.6結 言

伍)

31

33

33

34

34

36

36

37

39

41

41

44

49

53

55

55

56

58

64

69

71



第6章 疎モデル2-3木 の最適 構成 問題 ・…

6.1緒 言

6.2定 義

6.3高 さhの コス ト最小 木

6.4Vの 考察

6.5最 適 木 の構成 法

6.5.1構 成 アル ゴ リズム … ・・…

6.5.2構 成 例

6.6結 言

第7章 結 論

謝 辞

文 献

73

73

74

75

80

$5

85

88

89

91

92

93

(皿)



第1章 序 論

計算機内に格納 され る情報の集合は,格 納後 に予想される分類,探 索,更 新な

どの操作が効率よ く行われ るように構造化される.こ れ をデータ構造 と呼ぶ.デ

ータ構造の概念は,計 算機 が多量の情報 を扱 うようにな り,効 率 のよい処理が要

求されるようになったことから生 じた.デ ー タ構造のうちで最も一般的な概念は

木構造であろう.こ れは主 に2分 木 に写像されるものである.木 構造 における探

索能率 は線形 リス トに比べてす ぐれているが,最 悪 の場合両者は一致する.こ れ

をさけるには,木 構造の 自由度に適 当な制限 をつければよい.し かし,常 に完全

なバ ランスを要求すると,バ ランス化のオーバヘ ッドが大 きす ぎる.そ こで,完

全にバランスしている木 に比べて平均探索能率は多少低下 しても,再 構成アルゴ

リズムを効率 よく行 う方法が考え られた.こ れが平衡木の方法である.1962年 に

Adal's。n-Vel'skiiとLandisに よって提案 されたAVL木(1)は この端緒 をなす

ものであ り,1970年 にH◎pcr。ftに よって紹介 された2-3木(6)と ともに最もよ 『

く知 られている.こ れ らは木の路長(pathlength)に 制限 を加えるもので,高 さ

平衡木(heightbalancedtree)と よばれている.そ れ以外 にもいくつかの平衡木

が提案 されている.た とえば,高 さ平衡木である兄弟木(brothertree)(29)や 左

右部分木の飾 の数 に制限のある節平衡木(n。debalancedtree)(33)な どがある.

しか し,よ く知 られている著書(3)輌(6)に解説 されているものはほとんどAVL木

と2-3木 に限 られている.そ こで,本 論文では両者 をまとめて高さ平衡木 とよ

び,こ れ にたいす る考察 を行 う.

木構造 における分類,探 索,更 新などの操作 アル ゴリズムの能率 を考えるとき,

最も重要 な尺度は平均路長であろう.こ れは実行時間 を直接反映 しているからで

ある。しかし,一 般 にこれの解析は困難 とされている.そ れは,操 作 にともない

一1一



木構造が動的に変化するとき,ど のような木がどのような頻度で出現す るかとい

うことがわからなければな らないか らである.実 際,高 さ平衡木についての性能

評価もコンピュータ ・シミュレーションによるものが中心であったcr)『(9)相異な

るn個 の見出 しにたい し,n!通 りの置換 が等確率で起 こるとす るとき,挿 入ア

ル ゴリズムによってn1通 りの木 を構成すれば,大 きさnの 木にたいする平均路

長 が計算 される.し かし,一 般に木の総数は見出 し(節)の 数にたい して指数関数

的に増大するものであ り,コ ンピュー タ ・シ ミュ レーションによる評価 は時間的

にも容量的にもす ぐに限界が くる.高 さ平衡木の性能,特 に平均路長 に関す る理

論的考察は未解決な問題 となって いる(5)'(6)このような背景 から,本 論文は高さ

平衡木の平均路長 にたいする数学的性質 を明 らかに しようと考え,こ れに関連 し

た2つ の問題一数え上げと最適構成問題一 を考察す る.

最初の問題は,位 相的 に異なるすべての木 が等確率で出現すると仮定 したとき

の平均路長 を考えるものである.こ のとき平均路長 を求める問題は,単 にどの種

類の木がい くつあるかとい う数え上げ問題 となる.木 の数 え上 げ問題は数学的モ

デル として古 くから研究 が行われている.最 初の理論は,A.Cayleyが1875年 に

炭化水素の異性体の数 を計算す る方法 として開発 したものといわれ る.そ れ から

近年 に至 るまでの事情 にっいてはKnuth(2,p.405)に 詳 しい.ま た,解 析 の方法

としては,主 に母関数 による方法,反 転公式による方法,Polyaの 方法などが

知 られて いるRio)木 構造 とくに平衡木 として提案 された木 は,そ の 自由度 が制限

されてお り,解 析 を困難に している.実 際,AVL木 の数え上げな どは組合せ問

題におけるオープンプロブ レムとなってい る(11)本 論文では,同 じ大 きさの高 さ

平衡木 にたい し,最 大路長っま り高 さが等 しい木 の総数 を考察す る.主 に,母 関

数による方法 を用いて解析 し,総 数 を再帰的または具体的に表現す る.

木の数え上げ問題は,木 構造の符号化に応用 される.こ れは木とい う本来2次
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元的な構造 を1次 元的に表現することであ り,デ ータ構造の圧縮 などを考える問

題である.た とえば,2分 木はその総数 がカタラン数(catalannumber)(2)と して

容易に表されることが知 られているが,こ の符号化 にっいては最近い くっ かのア

ルゴリズムが提案 されている(12)高 さ平衡木 にっいても,そ の総数がわかれば符

号化ができると考え られる.

2番 目の問題は平均路長の期待値 が最小 となる木 を考える問題である.路 長の

総和 を探索コス トとするとき,コ ス ト最小木 を構成す る問題は一種の最適構成問

題である.探 索コス トを見出し(節)の 数でわったものが平均路長である.本 研究

は,見 出 しの重みが一様な場合 の高 さ平衡木にっいて考察す る.AVL木 の場合

は完全 にバ ランス している木が最適木である.2-3木 では,次 数 の異なる2種

類の節 の重みに差 があるとすれば,い くっ かの最適構成問題が考え られる.コ ス

ト最小2-3木 の特徴,コ ス ト,構 成法 にっいて考察す る.

一般 に,最 適木の構成問題は数学的に興味深い問題である.そ の起源は1952年

のHuffmanの アル ゴリズ囚13)といわれているが,見 出 し探索木の最適構成問題.

にっいては文献(18)に 詳 しく述べ られている.最 適構成問題の応用 としては,デ

ータ構造 の初期設定への応用が考えられる.デ ータ集合へのアクセス頻度 が低い

場合には,初 期状態 が比較的長 く保存 され るから有効であろう.

以上述べたように,本 研究は高 さ平衡木の能率評価の一環 として,ま たデータ

構造の符号化,初 期設定などをにらんだ基礎的な研究 として,数 え上 げと最適構

成問題 を考えたものである.
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第2章 基 礎 概 念

2.1緒 言

本論文で用い られ る基礎的な記号,用 語 を準備 してお く.こ れ らは文献(2)一(6)

から抜粋 したものである.2.2で は数学記号および用語 を定義す る.こ れ らは

主 に整数関数である.2.3で は木 に関す る用語 を定義する.2.4で は,AVL

木 と2-3木 を概説す る.

2.2数 学的準備

ガウス記号,数 え上げの基本的な関数,位 数2の 再帰数 を定義する.

(1)実xに たい し,「明 はxよ り小さ くない最小 の整数 を表 し,Lx」 はxよ

り大きくない最大の整数を表す.

(皿)pnkは 順列(permutati。n)を 表す.こ れは,n個 の対象か らk個 選んで一

列に並べる方法の数である.

prik=n(n-1)…(n-k十1).

n!は 階乗(factorial)を 表 す.こ れ はn個 の対象 の順列 の数 であ る.

n!_pnn=n(n-1)…(1).

これ を近似 的 に表現す るもの にス ター リン グの公式 があ る.

伽 侃(nl",/
e、

(2.1)

{2.2)

(2.3)

② は二項聯 一 ・coefficien・ ・)を表す・これは調 からk個 とる組

合せの数である.階 乗を用いて表現すると

(⇒ 「!n!(n-k)i'integern≧integerk≧ ・(2.4)
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で ある.こQVYLし て二項 魍(bi。 。mi。、 、h。.。e。)があ る.

(x+y)r=(◎ 姻integerr≧o.(2・5)

k

[窒]は第 ・種のスター リング数を表 している・これは2項!Jjら 巾への変形 に

用いられる.

n!(x=x(x-1
n)…(x-n+1>

一[距 一[
π勾 押+…+(一1ア 周

一 Σ ←1)T-kCn
Jxk.k(Z.6)

k

表2.1に 二項係数 を,表2.2に 第1種 のスター リング数 を示す.こ の表から,

たとえば

(⇒ 「 擢 一1曜+35x3-50x2+24x)

な る ことがわ かる.

表2.1幽 二 項係 数

「

0

1

2

3

4

5

6

7

8

(o)(;)(,)G)(,)(;)(n)(s)(a)
i

1

1

1

i

1

1

i

i

0

1

2

3

4

5

s

7

8

0
0
1

3

s
10
15

21
2$

0

0

0

i

4

10

20

35

ss

0

0

0

0

1

5

15

35

70

0

0

0

0

0

i

6

21

56

0

0

0

0

0

0

1

7

28

0

0

0

0

0

0

0

i

8

0

0

0

0

0

0

0

0

1
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表2.2第1種 のス ター リング数

n

0

1

2

3

4

5

s

7

8

周[.] [s]国 国 周 周周図
1

0

0

0

0

0

0

0

0

000

100

1io

231

6116

245035

120274225

72017641624

50401306813132

0

0

0

0

1

10

85

735

6769

0

0

0

0

0

1

15

175

1sso

000

000

000

000

000

000

100

Zi10

322281

(皿)ラ ィボ ナ ッチ 数(Fibonaccinumber)は

F,_1,Fz=1,F`+2=F`+1+F`,i≧1

ル 力数(Lucasnumber)は

L1=1,L、=3,L=.、=L:+i+Ltt≧1

の 再 帰 式 で 定 義 さ れ る も の で,そ の 具 体 的 な 値 は

鑑マ き{(1も海)i(1毫 β)i}鴇

Li=(1+海2)`+(≒ κ)iφ ・

とな る.こ こに φは黄 金比(goldenratio)と よ ばれ る もので

φ=(1十 π 「)/2=1.618…

{2.7)

(z.a)

(a.s)

(2.10)

{2.11)

であ る.ま た便法 としてF。=0も 定義 して お く.フ ィボ ナ ッチ数 とル カ数 との

間 に は

L`翼F`一1+F=+1

-7
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表2.3フ ィボ ナ ッチ数 とル カ数

Fl

F2

F3

Fg

FS

FB

F7

Fe

F9
1F
10

1

1

2

3

5

8

13

21

34

55

五1

窃

五3

五4

LS

五6

LT

Le

Ls

Lio

i

3

4

7

11

18

29

47

76

123

Fll

F'is

F13

FI4

Fis
'
FI6

FiT

Fie

F19

Fzo

89

144

233

377

610

987

1597

2584

4181

6765

LII

五12

Lia

L19

his

五16

L17

五18

L19

L20

199

322

521

843

f364

2207

3571

5778

9349

15127

なる関係がある.表2.3に フィボナ ッチ数 とルカ数 を示す.フ ィボナ ッチ数や

ルカ数のように,数 列 をつ くる各数 がその直前 にある2つ の数の和で定義 され る

ものを位数2の 再帰数 とよぶ!15)

2.3木 構 造

木(tree)は 閉路 のな い有 向グ ラ フ(directedgraph)で,節(n。de)と 枝(edge)よ

り成 る.節 に入 って くる枝 を1本 も持 た ない節 が1個 あ り,こ れ を根(r。。t)と よ

ぶ.根 を除 く節 は共 通部 分 を持 たない集合 に分 割 され,こ の集 合 は再 び木 とな る.

これ を部 分木(subtree)と い う.つ ま り,木 は再帰 的 に定 義 され る.節 か ら出て

い く枝 を持 たな い節 を外 部節(externalnode)ま たは葉(leaf)と い う.外 部節 で

ない飾 を内部節(internaln。de)と い う.根 の レベル(leve1)を0と し,レ ベルd
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の子(s。n)を レベルd+1と す る.こ の よう に して木 のす べ ての第 が レベル 付 け

された と き,最 大 の レベル+1が その木 の高 さ(height)で あ る.内 部節 か ら出て

い く枝 がm以 下 の と き,そ の木 をm分 木(m-arytree)と よぶ.特 に,m=2の と

き を2分 木(binarytree)と い う.2分 木 で は,根 の右子 と左 子 を根 とす る部分

木 がそれ ぞれ右部 分木 と左 部分木 で あ る.ま た,葉 の レベル がすべ て等 しい2分

木 をと くに完全2分 木(c。mpletebinarytree)と い う.内 部節 には一意 な見 出 し

(key)が お かれ,そ れ が中間順(in。rder)で 配 置 されて い ると き,探 索木(search

tree)と よ ばれ る.中 間順 は対称 順(symmetric。rder)と も いわれ,左 部分 木,根,

右部分木 に含まれる見出しをそれぞれa・r,bと するときa<r<bの 関係 が成

り立 っ もので あ る.根 か ら簾(見 出 し)ま で の枝 の数 が路 長(pathlength)で あ る.

2.4高 さ平衡木

AVL木 と2-3木 に関す る説 明 を行 う.こ れ らの木 は,与 え られ た見 出 しの

探 索,挿 入,削 除 が,最 悪 の場 合 でも0(1。gN)時 間で行 われ るデー タ構 造 であ.

る.ま た,探 索 と更 新 だ けで な く,集 合 の分割(partiti。n)や 併合(merge)な どの

操 作 も効 率 よ く行 うこ とがで きる(3)

2.4.1AVL木

AVL木 は,平 衡 木(balancedtree)ま た はHB(1)木 とも よばれ,各 節 にたい

す る左,右 部 分木 の高 さの差 がた かだ か1で あ るよ うな2分 木で あ る.高 さhの

AVL木 で節 の数 が最小 の ものは フィボ ナ ッチ木で あ り,最 大 のも のは完全2分

木で あ る.図2.1に 高 さ4の フィボ ナ ッチ木 を示す.○ は節 を表 し,□ は葉 を

表す.高 さhの フィボ ナ ッチ木 の節 の数 はFゐ+z-1で あ り,高 さhの 完 全2分 木

の節 の数 は2h-1で あ るか ら,高 さhのAvL木 の節 の数kは

Fti+2-1≦k≦;2ん 一1(2.13)
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図2.1高 さ4の フィボ ナ ッチ木 の例

であ る.こ の式 よ り,k個 の節 を持 っAVL木 の高 さは

logz(k+1)ch<1.4410gz{k+2)一 〇.328(2 .14)

であ る ことが導 かれ る.

2.4.22-3木

2-3木 は3分 木 の部分 集合 で あ り,葉 がす べて 同 じレベル に置 かれて い る木

で あ る.内 部節 は2個 また は3個 の子 を持 っ が,そ れぞ れ2分 第(binaryn。de),

3分 節(ternaryn。de)と よ ばれ る.2分 第 には1個 の見 出 しがお かれ,3分 節 に

は2個 の見 出 しがお かれ る.見 出 しは中間 順 に配 置 されて お り,探 索 木 として構

成 されて い る.図2.2に2-3木 の例 を示す.節 内 の数字 は見 出 しを表 して いる.

2-3木 は最 小次 数(m=3)のB一 木 と して も知 られ てい る.

2-3木 の高 さhと 葉 の数nに た い して

2kSnS3k(2.15)

が成 り立 っ.葉 の数 がn=2ｰの 木 は内部節 がす べ て2分 節 か らな る完 全2分 木

であzj,n=3hの 木 は,す べて3分 節 か ら成 る完全3分 木 で あ る.式(2.15)か
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図2.2高 さ4の2-3木 の例

ら,n個 の葉 にた いす る木 の高 さhは

Llo92n」 ≧ ん≧ 「lOg37し](2.16)

であ る ことがわ かる.

Ya617)に よる と,ラ ンダム な2-3木 にお いてN個 の見 出 しを格納す るの に要す

る平 均節数k(N)は,

0.70N≦k(N)≦0.79N(2.17)

で あ る.

見 出 しがすべ て葉 にお かれて い る2-3木 をと くに疎 モデル の2-3木 また は2

-3葉 木 とよぶ .こ の内部節 には見 出 しを探索 す るた めの分離値(query)が お かれ

る.疎 モ デル2-3木 では,所 要領 域 の小 さい分離 値 を選 ぶ ことによって,2-3

木 よ りも領 域利用 率 を上 げ るこ とがで き る.第6章 で は,こ の疎 モ デル2-3木

について考 察 して いる.

2.5結 言

本論文では,数 学的帰納法による証明,母 関数 による展開,0一 記法による表
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現 をしば しば用 いて い るが,こ れ らにっ いて は文 献(2)に 詳 しい.平 衡探 索木 に

お け る見 出 しの挿 入,削 除 に際 して,再 バ ランス化 を行 うアル ゴ リズム は,回 転

(rotati。n)の 操作 によっ て行わ れ るが,こ れ は文 献(5)と(6)に 説 明 されて い る.
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第3章 ある種のAV:L木 の総数 の表現

3.1緒 言

(11?

AVL木 の数 え上 げは組合せ問題 におけるオープンプロブVム となっている

が,ほ とんど手がっけられていない.こ の章では,高 さhでk個 の節(n個 の葉)

を持つAVL木 の総数にたいする具体的表現 を考察する。まず,高 さhのAVL

木 を表す母関数を導入 し,そ こから総数 についての漸化式 を導 く.こ の漸化式は

2う の項 からなっているが,1っ は フィボナッチ木 に近い部分(こ れ を準 フィボ

ナッチ木 とよぶ),も う1っ は完全2分 木 に近 い部分(こ れ を準完全2分 木 とよぶ)

の表現 に対応 している.そ れぞれの項 を変換することにより,準 フィボナッチ木

の総数は位数2の 再帰数 を用いて表現されることを示 し,準 完全2分 木の総数は

2の べキ乗の多項式で表現 されることを示す.

3.2で は,AV:L木 にたいする母関数 を示すが,こ れは,Knuth(6,p.459)に

よって与 えられているものである.3.3で は母関数から漸化式を導 く.3.4は 『

準 フィボナッチ木 にたいす る表現 を考察す る.3.4.1は 木の定義および漸化式

を示す.3.4.2は 本章の最 も重要な部分である.準 フィボナッチ木 の総数 にた

いす る多項式表現の骨格 を定理 として与える.3.4.3で は,そ の具体的な表現

を考察する.3.5は 準完全2分 木 にたいす る表現である.3.5.1は 木の定義

および漸化式 を示す.3.5.2で は,準 完全2分 木 の総数 にたいする多項式表現

の骨格 を示 し,3.5.3で その具体的な表現 を考察する.

3.2母 関 数

高 さhでk個 の節 を持 っAVL木 の総 数 にた いす る母 関数 を導入す る.高 さh

のAVL木 の母関 数 を,Knuth(6)に した がって,
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2ム_i
Bti(z)= _Eb(h,k)zkk?0(3.1)

k;Fh+2-1

と定 義す る.係 数b(h,k)は 高 さhでk個 の筋 を持 っ木 の総数 を表す.Knuth

は,高 さhのAV:L木 につ いて,

Bo(z)=i

B1(z)=z

BA+i(z)=zBA(z)睡 叫 、(z)}}

の 関 係 を示 し,こ れ か ら,

BZ(z)=2a2+z3

B3(z)=4z4十6z5十4zs十z'

Bq(2:)=162:7十32z8十44z9十 。・。十8214十Z足5

を 与 え て い る.そ して 一 般 的 に,

Bh(・)2Fs・ ・一1Fhz・ ・一i+FA2+1-2L、.1ノ …

+complicatedterms+2a一'zzA-z+zzh-1

の 表 現 を 得 て い る.こ こ に,LL

べ ら れ る 範 囲 でb(h,k)を 求 め る と,

b(h,Fh+、 一1)=2Fh+i-1

b(ん,Fん+2)一2'… 一2Lh.1

b(ん,2h-2)=2h-1

b(ん,2h-1)=1

(3.2)

(3.3)

はル カ数 で あ る.こ のKnuthの 結 果 か ら,調

(3.4)

とな る.本 章 で は,式(3.3)のc。mplicatedtermsに っ い て 若 干 の考 察 を行 う.
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3.3漸 化 式

高 さhでn個 の葉 を持 っAV:L木 の総数 にた いす る漸化 式 を導 く.AVL*の

節 の数kと 葉 の数nと の間 には,n=k+1の 関係 があ る.そ こで,b(h,k)

の かわ りにc(h,n)を

c(h,n)=c(h,k十1)=b(h,k}(3.5)

と定義 して以 下 の解 析 に用 い る.こ れ は,nを 変数 と した ほ うが解析 過程 で の表

現 が少 し簡 明 にな るためで あ る.c(h,n)の 母 関数 を

2A
Cti(z)=Σc(ん,n)Zn=ZBh(z)(3.6)

n=Fh+2

と定 義 す る と,式(3.2)は

Co(z)=zC,(z)=zz

ch(・)=2Ch一 ・(z)Ch一 ・(Z)+Ch一 ・(2)C・ 一・(・)・ ん ≧2・(3・7)

と な る.こ れ か ら,G(h,n)の 漸 化 式 が求 ま る.

2ん一2
C(ん,n)=・2ΣC(h-2,ブ)C(h-1,n-j)

ノ;Fム

ZA-1

+Σc(h-1,J)c(ん 一1,n-j).h≧2(3.8)
ノ零FA+1

但 し,初 期 値 は

・(0,ゴ)一{二:;:;1・(1・ ブ)一{二:;:;1(3 .9)

で あ る.式(3.8)が 成 り立 っ ことは,次 章4.5.1に 示 され てい る方 法 と同様 に

して証明 され る.式(3.8)と(3.9)を 用 いてc(ん,Fh+2+r),hニ1-6,rニ

0-4を 求 め る と表3.1の ようにな る.
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表3.1c(ん,Fん+2+r),ん=1～6,r霜0～4

hri 0 1 2 3 4

1

2

3

4

5

6

1

2

一

1

6

一

4

44

14

16

128

4096

32

448

22528

一

so

1552

一

70

2720864

67584 159744

1

334080

a

β

3.4準 フィボ ナ ッチ木 にた いす る表 現

3.4.1木 の定義 と漸 化式

AVL木 の部分 木 で あ る準 フィボ ナ ッチ木 を定義 し,そ の総 数 に関す る漸化 式

を導 く.高 さhのAVL木 の うちで,葉 の数nが

FA+2≦nく2FA+1』(3 ●10)

を満 たす もの を特 に準 フィボナ ッチ木 と呼 ぶ.n=FA+2+rと お くと,0≦ γ

くFA -1と な る.表3.1で は太 線 βよ り下 の部 分 が準 フィボナ ッチ木 に対 す る

e(ん,FL+2+γ)を 示 して い る.次 の補題3.1で 準 フィボ ナ ッチ木 の総 数

e(h,FA+2+γ)に 関す る漸化式 を与 え る.

【補題3.1】 準 フィボナ ッチ木 の総数e(ん,FA+2+r),0≦rくFL-1

につ いて

ア

。(ん,Fん.、+・)一2Σ:・(ん 一2,Fム+ブ)・(ん 一1,Fん+1+・ づ)
ノ=O

(3.11)

が成 り立 っ.

(証 明)式(3.8)の 右辺第2項 で は,変 数jの 範 囲 がFL+1≦ 」≦2A-iで あ

り,式(3.10)よ り
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n-j<2FL.、 一FE+!=FL+、

を み た す か らc(h-1,n-」)=0と な る.っ ま り,第2項 は0と な る.

2h『2

c(ん ・n)=2 .Σc(h-2,ノ')e(ん 一1,n一 ノ').
ノ=Fh

ま た,

n-j<FL+1の と きc(h-1,n-j)=0

だ か ら,jの 上 限 を か き か え て

n-F ゐキユ

c(ん,n)=2Σc(ん 一2,ノ)e(h-1,n一 ブ)
.ノ

=Fゐ

n=IMA+2十rtO≦r〈FL -1と お く と ・

FA+r

c(h・F…+「)=2

ノΣみo(L-2・]')e(L-1・F…+・ づ)

と な り,」 を 」 ニj一.,F'Lに か え る と,式(3.11)が 成 り立 う.(証 明 終)

た と え ば,o(5,F7+2)は,式(3.11)よ り

　
・(5,F・+2)一2Σ ・(3,F,+ブ)・(4,F、+2つ)

ノ=o

==2(4●44十6.32十4●16)

=864

とな り,表3.1の 値 と一致 してい る.こ こで,式(3.11)の 右 辺 に代入 で きるの

は鎖 線 αよ りも下 の部 分 の数 値 で ある こ とに注意 す る.っ ま り,α と βの間 の数

値 がc(h,FA+2+r)の 初期 値 となる.こ れ らの初期値 について の表 現 が得 られ

なけれ ば,式(3.11)は 漸化式 と して は不完全 で あ るが,本 論文 で は主 に式(3.11)

の関 係 だけ に着 目 して議論 奪進 め る.

ところで,準 フィボ ナ ッチ木 の総数 を考察 す る にはc(h,n)を 一・定 の2の
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ベ キ乗 で 割 っ た 整 数 を扱 う ほ う が 便 利 で あ る.d(h,n)を

C(ん,n)

d(h,n)=(3.12)

ZFA+3-n't

で 定 義 す る と これ は常 に整 数 で あ る.た とえ ば,h=3の と きC,(z)を 具 体

的 に 計 算 す る と,式(3.7)よ り,

C3(z)=4z5十6z6十4z'十ze

で あ る か ら,

d(3,5)=c(3,5)/2F6-s-1=4/22=1

d(3,6)=c(3,6)/2Fss1=6/2'=3

d(3,7)=c(3,7)/2F6-7-1=4/2ｰ=4

d(3,8)=c(3,g)/2F6-s-t=1/2一'=2

と な る.そ こで 以 下 で はc(h,n)の か わ りにd(h,n)を 考 察 す る.式(3.

8)と(3.12)よ り』d(ん,Fh+2+r),h=1-9,r=0-5を 求 め る と表3.2の よ

う に な る.表3.2の γ と δは,そ れ ぞ れ 表3.1の α と βに対 応 して い る.

表3●2d(h,」Fん+2+r),h=1～9,r=0～5
■

＼ 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1

1

一 一 一

1

3

一 一一 畠 一

4

11

2
一 一

70

340

112
脚一`

1

1

1

1

1

1

1

4

7

11

18

29

47

覇

30

9727

66

170

434

1126

1072

5039312

1168

4538

18448

1305

6678

37667

233681

33812

265905

2449663

r

a
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【補 題3・2】 準 フィボ ナ ッチ木 の総 数d(ん,F㌦+2+γ),0≦r〈Fh-1

について

ア
d(h・Fh・ ・+・)=

ノζ 。d(ん 一2・FL+ノ)c・e(h一 一1・FA+1+r-i)

(3.13)

が 成 り立 っ.

(証 明)式(3.11)と(3.12)よ り

・(ん,F、.、+・)・ ・2Ed(ん 一2
,F、+ブ)2Fh・ ・一(FL+・""1

ノニo

・d(ん 一1
,,F、.、+。 一 ブ)2F… 一(FL+1+γ 一ノ'一1

ゲ
=Σd(h-2

,FL+ブ)(]C(h-1,Fh+1+γ 一一i)

ノ'=0

.2F… 一(IF'L・・+か1

と な る.両 辺 を2FE+3一(FE+2+「)一1で 割 る と,式(3.13)が 成 り立 っ.

(証 明 終)

た と え ば,d(7,F,+2)は 式(3.13)よ り　
d(7,Fg+2)=Σ(]e(5,F7+グ)(]e(6,F,+2-7')

ノ'=0

ニt1・66十7●11十27・1

=170

とな り,表3.2の 値 に一致 して い る ことがわ かる.

3.4.2定 理

準 フィボ ナ ッチ木 の総数(]e(ん,FA+2+γ)を 具 体的 に表現 す る には,次 の定

理3.1が 重 要 であ る.こ れは,d(ん,FL+2+γ)の 表現 の骨 格 を与 え るも ので

あ り,準 フィボナ ッチ木 の総 数 に限 らず,漸 化 式(3.11)で 表現 され る もの にっ い
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て はすべ て成 り立 っ も のであ る.た だ し,d(ん,Fh+2+r)の 初期 値(表3.2'

あ γと δの問 の数 値)に っ いて は,3.4.3の おわ りで触 れ る ことに して,そ

れ まではd(ん,FA+2+r)の 表現 が再 帰的 に式(3.11)を 満 たす こ とを証 明す る.

っ ま り,h-2とh-1で 成 り立っ と仮定 した とき,hで も成 り立 っ こと を示す.

【定理3・1】 準 フィボ ナ ッチ木 の総数d(h,Fti+z+r),0≦ γ〈Fh-1は

d(ん ・Fh+・+r)÷ 淫
。(;)嚇 一1(・づ)(3・14)

と表 現 され る.こ こに,ムA -1は ル カ数 で あ り,λ ゐ一1(の は

λ・一1(it>=

t=。(1)λ ・一・ω λ、.,(L-t(3.15)

で定 義 され る整数 とす る.

(証 明)式(3.14)がh-1とh-2で 成 り立 っ とした とき,hで も成 り立 っ こと

を示す.式(3.13)と(3.14)よ り

d(ん,Fム+2+r)

r

i=。{÷ 凶6C

lr-ir-L Σ

(r一 の!v=OU

)L鴛 一・λ・一・(i-u)}

・{()Lｰ
h一・λ、.、(・+の}

→Ti=。C)認C)五 茸一・λ・一・(ご一の

・(∵)Lｰ
h一,λ、一、(・+v)

とな り,変 数uとvを それ ぞれ
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s=u

j=u-Fv

に 変 換 す る と,

一1
r!TL=。C)is=。 署3C)LSh一 、λ、.,(L-S)

・(r-i

j-s)L三:1λ ・一2(・+ブ+・)

とな る.Jとsの 総 和 の領域 は 図3.1の1で あ る.こ こで,皿 と皿 の領域 を考

え・この領域での眺=1)を しらべる・領珈 では・

j-s>・ 一L≧ ・のため(;:1)一 ・

とな り,領 域 皿で は,

s>i≧ ・ のためC)一 ・

JT

r

4

-1

I

i

i

l

i

I

i
i
i 》

皿

1

皿

i

i

i

i

1

0 1
r S

図3.1総 和 の領 域
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rir-L+s

→Trr→rr重

t=Os=aノ_,i=os=0ノ=si=oノ=oJ=0

と も か け る.こ れ か ら

1

r!ri=。 〈1)r1一 。1s=。C)LS.,λ 、.,(i一 ・)

・C=;)鵡 λ・一・(r-i-j+s)

とな り,総 和 を入れかえると

一 況 重
。f=。sL/t-31'a:;諏;)(1)Cr-J一 二)λ・一・(i-S)

●えん一、(r-i一
.1+s)

を 得 る.こ こで,

(iJ¥s)(;:1)一(1)s(')c:1)

に注意すると,

一一;1

! .r7-o(二1;)s=o(=s)L:a-31'圭 二;

・r

i=。CrL=1)λ ・一・(t-S)λ ・一・(r-i-j+s)

と な る.し か し,

tくsで は(;:1)一 ・
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となるふら,

t=i-s

と お けば,

一 汁 轟(り ゑ(り 五:一・L{二茎

・r-
t=:(r-jt)λ ・一・ω λ・一・(・一ブー の

ともか ける.と こ ろが,j≧sの た め,

t>・ づ では(∵)一 ・

とな る.よ って

一 謡(∫)
s=。(1)Lsti一 ・L盗=茎

・r-j
t=0(γ7り λ・一・(の λ・一・(・づ 一 の

_1

r!,T。(り(L・ 一・+L・ 一・)ノ

・Σ1(∵)λ ・一・ω え・一・(・ナt)

÷ ≦。(;)L{一1Σ1(∵)λ ・一・(t)λ ・一・(rづ 一 の

とな る..(証 明 終)

定 理3.1よ り,d(h,Fム+2+r),r=0～5を 示 す と次 の よ う に な る.
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d(ん,Fん+2)一 λゐ一 、(0)

己(ん,Fん+2+1)=Lん_1λ ゐ_1(0)+dh_1(1)

d(ん,F…+2)一 去 〔Ll.、 λ、.、(・)+2五 、.、 λ、.、(1)+え 、.、(2)〕

己(ん,F…+3)一 ÷ 〔L3h 一、λ、.、(・)+3Lh .、 λ、.、(・)

十3LA_1λ ゐ_1(2)十 λゐ_1(3)〕

d(ん,F…+4)一124〔L4ti.、 λ、一、(・)+4・1-1λ 、.1(1)

+6LA.、 λ、一、(2)+4L、.1λ 、一1(3)+λ 、.1(4)〕

己(ん ・F…+5)一112。 〔Ll.、 λ、一1(・)+5L1一 、dA.、(1)

+10L£ 一1λ ゐ_1(2)+10LA_1λ ん一1(3)

十5Lん_1λ ム_1(4)十 λん_1(5)〕

(3.16)

3.4.3再 帰 数 による表現

前 段落 の結果 に基 づ き ・d(h,Fh+2+r),0≦rくFゐ_1を 具 体 的 に表

現す る.そ の方法 と して式(3.15)の 転 一1(の を位数2の 再帰 数で表 現す る.

まず,i=o,1の ときは,

殺 二:(o)=i(i)=o}(3・17)
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とな るYと を示す.h-2とh-1で 成 り立 っ として,hの とき を示せ ば十分 で あ

る.

iニoの とき,式(3.15)よ り

λ・一・(・)一(1)λ ・一・(・)λ ・一・(・)

で あ る.仮 定}・ よ り,λ 、.、(・)一 ・,λ 、一、(・)一1で あ り・(8)=1だ か ら右

辺 は1に なる.

i=1の とき,式(3.15)よ り

λ・一1(1)一(1)λ4一 ・(・)λ ・一・(・)+G)λ ・.,(・)え 、一、(・)

であ る ・仮定 に よ り 裾 一3(1)=o,λ ん一2(1)=0で あ るか ら右 辺 は0に な る・

i≧2の とき,位 数2の 再帰 数Rh_,(1)～RA-1(i-1)を 用 いて えA一、(の

を表 現す る.転 一1(2)～ λA-1(6)は 次 の よ うにな る・転 一1(i),L≧7に つ

いても,再 帰数 の性質 に注 意 して漸化 式(3.15)を 満 たす よ うに くふ うす れば,そ

の表現 が逐 次 に得 られ ると考 え られ る.

λゐ一1(2)=Rん_1(1)

λゐ_1(3)=2Rh_1(2)

λ、一、(4)一3Rl.、(1)+6R、.i(3)

λん_1(5)==20Rh_i(2)Rゐ_1(1)十24Rh_1(4)

λ、.1(6)=15Rh .、(1)+90Rh.、(1)R、 一1(3)

+40Rl .、(4)+120R、.、(5)

(3.18)

こ の 右 辺 最 終 項Rh一,(i-1)に 係 数(i-1)!を っ け た(具 体 的 に は1,2,6,
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24,120)の は,式(3.14)の 右 辺 の係 数 の和 がr!に なる よ うに調整 した ため

で あ る.

弐(3.18)の 第1行 がh-2とh-1で 成 り立 っ と仮定 した とき,hで 成 り立 っ こ

と を示す.i・=2の とき式(3.15)よ り

λ、.・(2)一(1)λ ・一・(2)λ ・一・(・)+C2)λ ・一・(1)

・λ・一・(・)+(;)え ・一・(・)λ ・一・(2)

で あ り,式(3.17)よ り

λ・一1(2)一(1)λ ・一・(2)+(;)λ ・一・(2)

と な る.仮 定 に よ り λん一3(2)rRん 一3(1),ヘ ー2(2)=RA-z(1)で あ り,

㈲=1,⑤ 一1だ か ら・

λ・一1(2)=R・ 一・(1)+R・ 一・(1～=R・ 一1(1)

が 成 り立 っ.

同 様 に してi=3～6に つ い て も 逐 次 に 証 明 さ れ る.

式(3.17)と(3.18)を 式(3.16)に 代 入 す る とd(h,Fん+2)～d(h,Fん+2+5)

は 次 の よ う に な る.

d(h,Fh+2)=1

d(ん,Fん+2+1)=Lん 一1

d(ん,F、.,+2)1-2〔LZh.、+R、 一、(1)〕
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d(ん ・F・+・+3)一 ÷ 〔L£ .1+3L、 。1R、.、(1)+2R、 .、(2)〕

己(ん,F…+4)「 麦 〔L'A-1+6Ll一 ・R・ 一・(1)+4L・ 一・

・2R、 .1(2)+(3RD一 、(1)+6R、.、(3))〕

d(・ ・F…+5)「1
。 〔L5s.、+1・Ll.ん(1)

+IOLA _、2Rh一 、(2)+5L、 .、(3Rl.、(1)

十6Rh _,(3))十(20Rh_,(2)Rh_,(1)

十24Rん_1(4))〕

(3.19)

ここで,式(3.4)と(3.19)の 最初 の2項 が対 応す るこ とに注意 す る.

ところで,式(3.14)ま たは(3.19)を 用 いて実際 の値 を求 め るには,λ ん一1(の

またはRん 一1(の の初 期値 を知 る必要 があ る.し か し,初 期 値 の系列 に関す る表

現 は得 られな かっ たので,こ こで は,d(ん,∬ ん+2十r)の 初期値 の領域(表3.

2の γと δとの間)に お いて式(3.19)の 表現 が成 り立 っ と した ときのRん.1(の

を初期 値 と し,そ れ をi=1～5に っいて だ け示 してお く.

RZ(1)=一1R3(1)=6

R3(2)=22R4(2)=6?

R3(3)=6R4(3)=77}(3.20)

R,(4)=147R5(4)=621

R4(5)=125R5(5)=2171
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念 のため,式(3.20)の 第1行 が成 り立っことを示す.i=1の とき,式(3.19)の

第3行 においてh=3,4と するとそれぞれ

d(4,F6+2)=2(LZ+RZ(1))=2(32+(一1))=8/2=4

d(3,F・+2)一 音 〔LZ3+R3(1)〕1_2〔42+6〕=22/2=1・

とな り,表3.2の 値 と一・致 してい る.i=2～5に っ いて も同様 に示す こと が

で き る.

3.5準 完全2分 木 に たいす る表現

3.5.1木 の定義 と漸化 式

高 さhのAVL木 の うちで葉 の数nが

3・2ゐ『2<n≦2h(3.21)

を満 たす も の を特 に準完 全2分 木 と呼ぶ.表3.3は,漸 化式(3.8)に よって

o(h,2h-i) ,h=1～7,i=0～6を 計算 したも ので,太 線 αよ り下 の

部分 が準 完全2分 木 に対 す るc(ん,2Lの を示 して い る.比R(h)を

表3.3C(h,2"一i)

π 0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

1

2

6 4

70 so 44

1

i

i

1

1

i

4

8

16

32

64

28

120

496

2016

56

560

4960

41664

1820

35960

635376

4376

201392

7624544

8104

906640

42871188

a
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高さhの 準完全2分 木の葉数の範囲
R(h) 高 さ

hのAVL木 の 葉 数 の 範 囲

と お く と,式(2.13)と(3.21)よ り,

2ん 岬3・2ゐ 一2

R(h)

2h-Fs+z+1

で あ る.式(2.9)よ り,

2ん_3・2ム ー2

2ゐ 一 φゐツ κ

とな り,分 子 と分母 を2hで わ る と

1

φ2

41一 ア『

とな る.$.1.618だ か ら

ユ.

φ

2 り

1
:>

4(・.1.・7(。.809)h)4

とな る.こ の ことか ら,高 さhの 準完 全2分 木 の葉数 の範 囲は,高 さhのAVL

木 の うちで かな りの部分 を占めて いる といえ る.準 完 全2分 木 の総数 に対 す る漸

化式 は,

ノc(ん,r)=・o(ん,2ゐ 一T)==e(h,n)(3●22)

とか く と,

デ
f(ん,r)=Σf(h一 一1,ノ)f(h-1,γ 一 ノ)(3.23)

1=0

で表 され る.こ の式 は,補 題3.1と 同様 に,式(3.21)の 条件 下で は式(3.8)の
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第1項 が0に なることおよび第2:項 の総和の範囲が修正されることから導 かれる.

但 し,式(3.23)の 初期値は表3.3の 太線 αのす ぐ下の数値である.

3.5.22の ベキ乗の多項式 による表現

次式は多項式表現の骨格 を与えるものであ り,漸 化式(3.23)を 変換す ることに

よ り得 られ る.

細 一÷ ノ重
。じ)λ ・一・ω(2ん 『1)r-j(3・24)

ここに,転 一1(1)は

λ・一1ω 一 淫
。(1)λ ・一・(の λ・一・(j-t)(3.25)

で表 現 され る整数 で あ る.式(3.24)と(3.25)が 再帰 的 に成 り立 っ こ とは,定 理3.

1と 同様 に証明 され る.え ゐ一1(.ノ)の一 般的表 現 は得 られて いな い が,巫 一1(0)～

λん.1(6)は 次 のよ う に予想 され る.

λん一1(0)=1

λん一1(1)=0

λゐ一1(2)=一(2ム ー1)

λん.1(3)=2(2ゐ 一1)

えん一1(4)=3(2ん 騨1)2-6(2ム ー1)

λゐ一・(5)一 一20(2ん 一1)2+84(2ん 一・)

λん_1(6)==一15(2ん 一1)3十130(2ん 一1)2-1560(2ん 『1)

(3.26)

これ らを式(3.24)に 代入 す る と メ(ん,0)～.f(ん,6)の 多 項式 表現 が得 られ る・

30



f(ん,0)こ1

∫(ん,1)=2ん 一1

ノ(ん ・2)一 音[(2・ 一・)・一(2ケ1)コ

∫(・ ・3)一 ÷[(2・ 一1)・ 一3(2・ 一1)・+2(2・ 一1)コ

.f(ん ・4)「 麦[(2・ 一1)・一6(2・ 一1)・+11(2・ 一・)・一6(2・ 一1)]

.f(ん,5)_112。[(2・ 一1)5_i・(2・ 一1)・+35(2・ 一1)・

一50(2ん 一1)2→ 一84(2ん 一1)]

1
[(2ん 一1)6-15(2ん 一1)恩 十85(2ん}1)4プ「(ん,6)=・720

-225(2ん 一i)3十634(2ん 一1)2-1560(2ん 一1)]

{3.27)

実際,こ れ らが表3.3の 太線 αよ り下 の部分の数値 を表 していることは容易

に確 かめ られる(式(3.22)に 注意).式(3.25)の λん一!(グ)もf(ん,γ)と 同様 の議論

によって2の べキ乗の多項式に展開 されることに注意すれば,」 ≧7に ついて

も λん.1(ガ が逐次に求 まると考え られる.

3.6結 言

高 さhでn個 の葉 を持っAVL木 の総数 にたいする具体的表現 が部分的に明 ら

かになった.式(3.8)の 両項 が別々に考察で きる部分 について総数の表現 を考察
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したが,両 項 を一緒 にした場合の数え上げつ まり高 さhのAVL木 の完全な数え

上げは今後の課題である.ま た,本 方法 を多分木の数え上 げに拡張することも考

え られる.
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第4章2-3木 の総数 の表現

4.1緒 言

2-3木 の数 え上 げ問題 にっ いて は,fillerな どの研 究 があ る(19)か れ らは,

n個 の葉 を持 っ2-3木 の総 数 を｢nと す る とき,あ る定 数u、,u、 が存在 して

⊥ φ・ ・
1〈dx〈1φ ㌔2

nn

が成 り立 っ こ とを示 した.こ こで φは黄金比 で あ る.ま た,Guptaな どは2-3

木 の符号化 に関す る研 究 の中で,探 索 グラ フを用 いてdnを0(n2)で 数 え上 げ る

アル ゴ リズ ム を示 して い る(22)

本 章 では,高 さhでn個 の葉 を持 っ2-3木 の正確 な総数 を表現 す る.こ の総

数 がわ かれ ば,そ れ をす べて のhに っ いて加 え る ことによ り,n個 の葉 を持 つ

2-3木 の2nを 求 め る ことがで きる.Millerな どの研 究 は このnの 漸近

的性質 を考察 したもの であ る.

次節 以降 の内容 は,っ ぎのよ うであ る.4.2で は,高 さhの2-3木 を表現 す

る母関 数 を与 え る.4.3で は,高 さhの2-3木 の総 数 を考 察す る.4.4で は,

Brunoの 公式 を用 いて,n個 の葉 を持 っ高 さhの2-3木 の総数a(h,n)を 再

帰 的 に表現す る.4.4.1で は,複 合関数 のn次 導 関数 を表現す るBrunoの 公

式 を概 説す る.4.4.2で は,Brun。 の公式 を用 いて一般 的 なべ キ乗 の関数 の

展開形 を示す.4.4.3で は,そ の特別 な場合 と してa(h,n)を 表現 す る.4.

5で は,二 項 係数 を用 いてa(h,n)を 表 現す る.4.5.1で は,二 項 係数 を用

いたa(h,n)の 再 帰 関数 を示 し,4.5.2で,そ こか ら具体 的表現 を導 く.4.

6で は,4.5.2の 表 現 か ら,準 完全2分 木 に対す るa(h,n)の 近似 式 を求 め

る.
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4.2母 関 数

高 さhの2-3木 の母 関数 を,

3ん
Fk(Z)L..Q

n=2A(h,n)z"1ん ≧1(4・1)

と定義す る.係 数a(h,n)は,高 さhでn個 の葉 を持 っ木 の総数 を表す.

Fh(x)は,Fh_,(2)を 用 いて再帰 的 に表現 で き る.高 さhの2-3木 が2分 簾

を根 に持 っ ときは,左,右 部 分木 がそれぞれ 疏 弓(Z)で 表現 され,3分 節 を根 に

持 っ ときは,左,中,右 部分 木 がそれ ぞれ ヘ ー1(Z)で 表 され る.よ って,2-3

木 の母 関数 の性質 か ら,

Fk(z)一 伊 薦一1(・)}2+伊 ゐ一1(・)}3(4.2)

とな る.た だ し,便 宜 的 に高 さ0の 木 は1個 の葉 を表す もの とす る.っ ま り

F。(z)=zで あ る.こ れ か ら,

F,(z)=Z2+Z3

F,(・)一(・2+・3)2+(・2+・3)3

=♂+2z5+2xs+3Z7+3zg+z9

の よ うに して,任 意 の高 さの木 の総数 が再帰 的 に計算 され る.実 際,こ れ らは図

4.1に 対応 してい る.○ は2分 節,① は3分 飾,□ は葉 を表す.

4.3高 さhの 木の総数

2-3木 の母関数の式(4.2)か ら容易に計算できるのは,高 さhの 木の総数で

ある.高 さhの 木の総数はFゐ(1)で 与え られ るから,

{
Fo(1)=1

Fk(1)=={F'h-1(1)}2十{Fh_1(1)}3(4.3)

よ り,再 帰 的 に計 算 さ れ る.h=0～5に っ い て は,表4.1の よ う に な り,ほ
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h=0:h=1:

口

n=1
ddddh
n=2n=3

h=2:血 論

n=4
一
n=5

血幽一
n=6
轟幽 轟一 n=7

一
n=8

n=9

図4.1h=d～2に たいす る2-3木

表4.1高 さhの 木 の総数

ん へ(1) 角

0 1 2

i 2 1.5
■

2 12 1,083

3 1872 1+5.3419・ ・。×10.4

4 6563711232 1+1.5235… ×10-10

5 2.8278… ×1029 1+3.5363・ 。・×10-30

嘲
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ぼ指数関数的に増加する.な お,

Fh+,(1)

19h-IF

h(1)}3-1+F表1)

に着 目す れ ば,hが 大 きい ところで は,

表4.1の 第3列 にはNhも 示 した.

{4.4)

ほ ぼ3乗 倍ず っで激 増す るこ とがわ かる.

4.4Brun。 の公式 を用 いた再帰 的表現 法

4.4.1Brun。 の公 式

高 さhでn個 の葉 を持っ 木 の総 数a(h,n)を,そ れ よ りも高 さが1つ だ け少

な いa(h-1,m)で 表現 す る方法 を提案 す る.こ れ には,Brunoの 公式(zi)を用 い

るの が便利 で ある が,情 報 工学 の分 野で はあ ま り知 られて い ない.そ こで,こ れ

につ いて概 説す る.

まず,整 数nの 分割(partiti。n)に っ いて述 べ る.た とえ ば整 数5は,

5=2十3

5=1十1十1十2

とい うよ うに,い くっ かの正 の整数 に分 け られ る。 この分 け方 は7通 りあ る が,

この数 を5の 分 割数 とい う.こ れ を一般化 して整数nの 分割 を考 え る と,そ れ に

1がk,個,2がk2個,…,nがkn個 使 わ れて いれ ば,

n=k,+2k、+…+nkri(4・5)

の関係 があるはず で あ る.そ して

k=k、+k,+…+kx(4・6)

は,nを 何個 の整 数 に分 けた か とい う数 を表す.こ の分 け方 の総 数 をP(n)と し,

P(n)個 の分 け方 の集 合 をn(n)と 書 く.

っ ぎに,複 合 関数(c。mpositefunction)の 導 関数 にっいて考 察す る.Y(Z)を

一36一



関数f(z)とg(z)の 複 合 関数 と し,

Y(z)=f[9(2)]

と表す.Y(z),f(z),g(z)のn次 導 関数 を,そ れ ぞれ,

(4.7)

Yn一(諭 物rω ・ ん 一(謝 雅プ(のL
、_d,ω

とか くとき,Ynは

Yn-
cr,鳶1!考 撫!¥11)k,C21)k

'
…(
n( ,)kn (4.8)

■

で表 され る(21)こ こに,総 和 の下 のx(n)は,nの 分割 の集合 を意 味す る.式

(4.8)はBrunoの 公式 とよばれ る.表4。2にY(z)の 導 関数Y,～Ysを 示す.

4.4.2ベ キ乗 の関数 の展 開形

式(4.2)の 右 辺 が2乗 と3乗 の項 か らな る ことに着 目し,一 般 的 なべ キ乗 の関

数 を考 え る.ま え と同様 に して,

Y(z)=ノ 『[9(Z)](4 .9)

と表 し,特 に,

表4.2Y(z)の 導 関 数y!～Y5

γ 星=figi

Y2一 .fi92+f29i

Y,=fig,+f:,(3g,91)+.f,9i

y、 一 ア19、+f,(49,9、+392)

}〆3(69292)+∫49歪

Y5=flg5+fz(59a9,+109agz)

+f3(10939i+159291)

+ノ 、(109,9i)+f,9言
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f(z)=z'(4.10)

9(z)=1+blz+b,z`+…(4・11)

の 場 合 を考 え る.す る と,

Y(・)一(1+b,z+b2zZ+…)r

=1+・1(・)・+e2(・)・2+…(4・12)

と 表 され,¢1(r),e2(r),… は,h,,b2,… で 表 現 さ れ る は ず で あ る.eri(r)

は,

en(・)_1
nl(d'dz)nY(・)L一 。(4・13)

で あ るか ら,

gk(=_o=klbk,(1sk)(4.14)

∫1■ll∵ 芝1塔{二;劉)'(4 .15)

の関係 に注意 しなが ら,Brunoの 公 式 を用 い る と,式(4.8)よ り,

er(・)一 岩 黒
,た肇)kk*!(告)触 …(半)kn(4.16)

a(n,¥k/k,!kl...kri!ゐ 塾 …bknn(4・17)

と な る.こ こ に,kは 式(4.6)で 定 義 し た も の で あ り,

(1)=0・(k<0,k]r)

とお いて い る.el(γ)～e5(r)は 表4.2よ り次 の よ うにな る.

1!ε1(・)一(・)μ11
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21e,(・)一(・)id,+(・),婿 む
3!e3(γ)==(r)1d3十(r)2(3d2d1)十(r)3d1

4!・4(・)==(・)ld、+(・),(4d,己1+3己 茎)

十(r)3(6己2di)十(T)4d{

5!e5(γ)==(r)1d5十(r)2(5d4dl十10d3d2)

十(r)3(10d,d?+15(Z塁dt)

+(r)、(10d2dl)+(γ),Cll

た だ し,表 示 を簡 明 にす る た め に 砺=ん!死 とお い た.

4.4.3再 帰 的 表 現

前 段 落 の 結 果 を用 いてa(h,n)に つ い て の再 帰 的 表 現 を示 す.母 関 数 の 式

(4.1)は,

Cth=3N-2h

と お け ば,式(4.2)か ら,

Fh(。)_。2んa(ん,2・+の 。i
i-0

一{・ ・^一1葱 ・(ん一1 ・Zh-1+の ・i}

+{ノ ー1:智 ・(ん一1・2卜1+の ・・}3(4 .18)

となるが,こ れを

一 ノ ㌃B(ん
,の ・・+…2鱈3鴛C(ん,のZ1

一 ・・A2aA-1B

i=0(h.,i)・ ・+・ ・^㌻12㌦(ん.乞 一2卜1)Zt
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と お く.こ こ で,

3α1ん_1十2k-1=3(3k.1-2k.一1)十Zh-1

=3k-2h=ah

2ah_!+3ん 一'=2(3ん 一1-2ト1)+3ん 一1

=3h-2h=dh

に 注 意 し て,

B(ん,i)≡ ≡6,2ah_!<L≦ah

C(ん,L)≡ …0,t〈0

と 定 義 す れ ば,

tiaA
zz Σ α(h2"+i)z{

`繍o

一 ・・^意{B(ん
,の+C(ん,ε.2・ 一1)}。 ・

i鰯0

と な る.こ れ か ら,

α(ん.2薦 十 ご)==B(ん
,i)十C(んIL-2鳶 一1)

(4.19)

{4.20)

と な る.こ の式 の,B(ん,L)とC(ん,i-2h-1)をd(ん 一」,2"一'+の で 表

現 す る の にBrunoの 公 式 を用 いれ ば,d(ん,2h+の に 対 す る再 帰 式 が得 られ

る.式(4・18)がFh_,(Z)の2乗 と3乗 の 和 と して 表 され る か ら・式(4・12)のbkを

ゐ鳶=・d(ん 一1,Zh一,+k)

と お い た と きの2乗 と3乗 の 関 数 を考 え れ ば よ い.こ の と き,B(h,i)とc(h,

i)は,そ れ ぞ れe.s(2)とeti(3)に 対 応 す る か ら,式(4.17)よ り,

B(ん ・の 一
c;、(1)k.,!li翫 、!{・(ん 一1・2・一・+1)}・ ・

・。・{α(ん 一1
,2ん 嶋1十L)}髭`(4●21)
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C(ん ・の
n(i、(3k)産1!liち!{・(ん 一1・2詞+1)}机

…{α(ん_1 ,Zk-1+の}ki(4.22)

とな る.

な お,2-3木 の拡 張で あ るB一 木 の場合 も,式(4.16)を 利 用す れ ば,ま った

く同 じ再帰 式 が得 られ る.

4.5二 項係数 による表現法

4.5.1再 帰表現

高 さhでn個 の葉 を持っ木の総数a(h,n)に ついて,前 節で述べた再帰表現

とは別の再帰表現 を示す.

最初に着 目す ることは,再 帰式(4.2)の 代わ りに,

Fk(z)=Fん 一1(Z2+Z3)

も 成 り立 っ こ とで あ る.こ れ は再 帰 式 の 最 初 の部 分 が,

Fo(z)=z

F,(z)=22+Z3

F、(・)コ(・2+Z3)2+(xZ+x3)3

F3(・)一{(・2+・3)2+(22+x3)3}2

+{(・2+・3)2+(・2+z3)3}3

{4.23)

とな る ことか らも推 察 され るよ うに,Fh_,(Z)の 変数ZにZZ+Z3を 代 入 して も,

Fh(z)が 得 られ るか らであ る.

式(4.18)は 式(4.23)か ら,

Fh(z)一 意 。(ん,2h+i)z…i(4
.24)

i=0
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一at一la(ん.1
,2ト1+プ)(。 ・+z・)・ ・㍉(4.25)

ゴ■0

とな る.こ れ に二 項定 理(式(2.5))を 用 い る と,

F、ω 一簿(h-1・2・ →+ブ)醤'(2ん τサ)z・A'・d・k

一雛 ㌔(ん 一」・2卜1+ブ)(2't'2+ブ)・ 蜘

とな る.い ま,簡 便 のた めに,

f(ブ,り 一 ・(ん 一・,2・ 一1+ノ)(2㌦+ブ)・ ・^・・…

と お く と,

αA-12A-1+j

FE(z)=Σ Σf(ノ',k)

ゴーOk■O

で あ る.こ の総 和 の領域 は 図4.2の1の よ うになる が,こ こで技巧 的 にHと 皿

の領 域 を考 え,

αA-12ん 一1・」

51=:Σ Σf(ブ.k)

」幽Ok・mO

ah -1(2^一1+3・A .、)一2ゴ

〆(ノ',た)5皿=忍
k.多 一1.」.1

ロ 　　ゐ　ヨ

5皿=Σ Σf(ブ,k)
」嗣Ok■ 一一2ゴ

とお くと,領 域 豆で は,

2胴+プ 〈 は り,(2∵ プ)一 ・
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k

ト　 ユ2十3
αh _1

2h-1+・ 、一 、

0

一2a
h_1

皿

1

2」+k=2h-1+3・ 、.、

皿

k-J=2h-1

ah -1j

2」+k=0

図4.2総 和の領域

だ か ら,f(」,k)=0で あ る.ま た,領 域 皿 で は,

k〈 ・,2・ 一1+ブ 〉 ・ よ り,(2E"、+ゴ)一 ・

だ か ら,f(j,k)ニ0で あ る.し た が っ て,

Fh(z).・51・ ・SI+S皿+5皿

・M、(・ ん一蒐… ん.1)一 ・ゴ

=Σ Σ ∫(グ,k)

」一 〇k一'2j

とも かけ る.こ こで,変 数jとkを,

コ サ

{
ノ=ノ

m=2ブ+k
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に変 換 す る と,

2h-1十3Ctn_1=Cth

に 注 意 して,

ロ
s・+s・+5・ 一 潔 禽 〆(グ,一2プ)

となる.す ると,総 和 はそのまま入れ替え られて,

αゐ αん_1

51+Sll+5皿=Σ Σf(ブ,m-2ブ)

m・=Ojx・O

となる.こ の式 を具体 的 に か くと,

Fh(αAα ん_!z)=ΣΣ α(ん一1,2九一1+ブ

mｰ0ゴ 富0)(惣)・ ・A・m

で あ る.こ の式 と式(4.24)のz2ゐ+iの 係数 が等 しい とお くと,

・(ん ・2・+の 一 鷺1α(ん 一1・2卜1+ブ)(2鋤

0≦i≦ αゐ

別 の表現 とな る.

4.5.2具 体 的表現

前段 落 の結果 か ら,α(ん,2h+i)を 二項 係数 の積 和で表 現す る.

【定 理4.1】h≧1の とき,α(ん,21t+i)は,

・(ん ・2ん+の 一

,、1ζ …,aOO=/。(2ｰ+SｰS,一2S,,)…儲 卸)

0≦i≦ah

の よ う に表 さ れ る.た だ し,a(0,1)=1で あ る.

一44一

{4.26)

(4.27)

が成 り立 つ.こ れ は,α(h,ZA+i)のhに っいて の再帰式 であ り,式(4.20)の

(4.28)



(証明)h=1の とき成 り立 っ こ とを示す.式(4.28)でhニ1と お くと,

・(1,2+の 一

,_=o(2ｰ+Sｰi-2S。)OS_=o(1+Soi-2So)一(D
OO

となる.これから,

・(1,2)《1)=1,a(1・3)一(1)司

・(1・2+グ)一(1)=o,ブ ≧2

とな り,

F1(x)=z2+z3=a(1,2)z2+a.(1,3)xs

と一致す る.

っ ぎに,h=・k-1の とき成 り立 っ と仮 定 して,h=kの ときに成 り立 っ こ と

を示 す.帰 納法 の仮定 よ り,

・(k-1,2k一'+i)一
,㌻ …,二(1:+so-ZSo)…(衛;2)

pSiSak_,

が成 り立 っ.そ こで,こ れ を式(4.27)に 代入 す ると,

・(k,2k+のak-1

j=0・(k-1・2k-1+J)(筆 ㌶)

曽,簿:…5皇(2ｰ+SｰS,一2Sｰ)

…(2k_2+S_k
-2Sk
_z・)(Zk-1+Ji-2)。 ≦t≦dk

と な る.(証 明 終)
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表4.3二 項 係 数 に よ るd(hZh+i),i=0ん7の 表 現

α(ん,2ん)=1

・(ん,2・+1)一(2㌘1)

・(・,2・・2)一(Zti-2:)・(2㌻2)

・(・,2・+3)一(2ζ 塞)・(21-2)(2㍗)

・(・,2・・4)一(㌘)+(.LA-21)(2ん ヨ+1)・(ZA-2り ・(rLA-31)

・(・・2・・5)一(.LA-15)・(.LA-21)(2A-i3+1)・(2A-z2)(2^一1+2)

/

`111

・(・・2・・6)一(LA-16)・(2A-z1)(2^一1
4+1)・(㌘)(2ゐ 一'+22)

+(2A-23)・(2㌻3)(2A-1.2+2)・(2a-al)(Za-z1
.+1)

・(・・2^・7)一(2㌻1)・(Zs-z
1)(2^三+1)+(ZA-22)(2A-13+2)

+`23zl,2A-i+3/+(21a¥,Za-3+2J

・(ZA-s1)(2^了+1)(2^一i+3)
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式(4.28)か ら,i=0,1,…,7に 対 す る α(ん,2"+L)は 表4.3の よ うにな

る.特 に,2h>Lの とき,

λ薦二2"一1

として,α(ん,2k+i)を へ の多項式 に展 開す る と,表4.4の よ うになる.ま

た,h=1～8に っ いて計 算す る と,高 さhの 木 の総 数 として表4.5の 数値 が

得 られ る.

表4.4d(h2ti十 の,i=0～7の 式(2ゐ>i)

α(ん,2`)=1

¢(ん,2A+1)=λA

2

・(・,2・+3)一 著 ・琶 ・、

・(・・2・+4)_z4_A
4!・ 吾 ・覧一亭

・(・,2・・5)一 吾 ・512・ 莞一肇+亭

・(・・2・・6)一 蓄 ・536・1一 吾 ・19?360・£+亭

・(・,2・+7)一 許+51
44・ 慧一嘉 ・11272520・量+姜

・器 ・・
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4.6準 完全2分 木 に対 す る総数 の近似 式

ここで は,前 飾 の結 果 を用 いて,準 完全2分 木 に対 す るa(h,n)の 近似式 を

導 く.準 完 全2分 木 とは,葉 の数nがrh《2kな るrhに 対 して2"≦n≦

2h+rkで あ るよ うな高 さhの 木 であ る.表4.4の 多項 式 か ら推察 す る と,

2h》rhな るrhに 対 し,0≦L≦rhの とき,

'玉

:z;0,1,2

t!

α(h,2"+の=奢
+56(ε 竺ll!+・(λ ヒ ・)(4・29)

:3≦L≦rh

が予想 され る.そ こで,実 際 に式(4.29)が 成 り立 っ こ とを帰納法 に よ り証 明す る.

まず,h=1の ときは λ、=1と な る か ら,式(4.29)は,

ゴ
・(1・2+の 瓢π

とな る.こ れ か ら,

1'1ｰ
α(1・2)=すrい(1・3)翼 石 詔1

となz>>

F,(z)=z2+z3=d(1,2)z2+d(1,3)z3

と一 致 す る.

っ ぎ に,h=k-1の と き成 り立 っ と して,h=kの と き成 り立 っ こ と を示 す.

帰 納 法 の 仮 定 よ り,2k-1》7髭 一1な るrk_,に 対 して
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{2(k一!)一11ii
=0,1 ,2

LI

α(k-1・Zk-1+i)={2・k-1)一1}i

+512・ 一}i一 ・

it6(i-3)!●

十 〇((2(k-1)一1)i-3):3.≦L≦rk_1

睾 書 仁:i=・ ・1・2

=

舞署+号.21睾ll;llll+・(/Zk-1`i-32i-3)

:3≦L≦rk_1

が 成 り立 っ.そ こで,λ ゐ=2髭 一1と して 式(4.27)に 代 入 す る.rk_,〈 ブ ≦

dk-tの と き,

α(k-1,2k-1+ブ.)=o

と し て,2k》rk≧i≧0の と き,

・(な・2・+の 一 翼 ・(ん一1・2k-1+ブ)(宥 場)

2

jet。2、弩!(λ ゐ+グレ2ブ)+rk_,j-3{2・ 弩!

+56
2'一,1誓.3)!+・(ll;:)}(.tk+ji-2j)

一;智
2、ll!(λ 彫+ブL-2ブ)
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+誰2、 一,等3)!儒)+rk_,
j=3・((j-3)(謝)

=1+皿+1

と な る.こ こで,丸 》 ブ を 利 用 す る と,

2、ll!(λ 彪+ブi-2ブ)一2、～～!{λ1→ ・+・(λr・ 一1)}

=0(i-jk)

と な る か ら,

1=o(ak)

Il=0(え 乏一5)

i-o(λ 毒畠6)

で あ る ことがわ かる.よ って,式(4.29)を 求 め る}とは,1の 展開 だ け を考 えれ ば

よい.そ こで,

1=(iつ+垂 ・Gせ21)+dZk8(響)+・(i-3k)

と して この右 辺 を展 開す る.第1種 のStirling数(式(2.6))を 用 い ると第1項

～3項 はそれぞれ 次 の ように なる .

(iつ 一去{[ii]λレ 固 λ毒一1+固 λ1-2畷 一・)}

÷2.畿)!+{≠(i-1)(i-2)「121徒)!}

●i-2
k+0(λ 歪繍3)
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1・Cε・ご1)一2.(λ 鳶乞一2)1{[1二1]λ 毒一2一 圏 λ1-3

+・(λ 、一・)}

λ乏一111(i-3)(t-4)
==

2・(t-2)!一2●(i-2)!12

-1}λ 乏一・+・(λ1-3)

靴 二42)一8.(ll4)!{[1=1]λ1一 ・+・(λ1一 ・)}

一
8.li≡1)!+・(λ1一 ・)

よ っ て,

d(k,2k十L)==1→ 一丑十 懸

一 糞+{一
2.(≒_2)!+2.(1i-2)!㌧}ti-1k

i(i-1)2i-1(i-4)(i-3)一2

+{
8.(L-2)「12.(z-2)!一4.(i-2)!

+8
.(1i-4)!}λ1-2+・(s-3k)

」+51λ1-2 +。d重 一・)
i16(i-3)!

と な る.(証 明 終)
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4.7結 言

高 さhでn個 の葉 を持っ2-3木 の正確な総数 を表現する方法 にっいて考察 し

た.Brunoの 公式 を用 いた再帰的な表現(式(4.20))と,二 項係数 による再帰的お

よび具体的な表現(式(4.27)と(4.28))と を明 らかにした.ま た,準 完全2分 木 に

対す るa(h,n)の 近似式(4.29)を 求めた.

本節 に関連 して,2-3木 の拡張であるB一 木の数え上げ問題がある.m次 の

B一 木 を表現する母関数 は,

F、ω 一{ヘ ー1ω}「 馴+…+{F卜1ω}・

で表 されるから,高 さhでn個 の葉 を持っ木の総数 は,2-3木 の場合 と同様 に

Brunoの 公式 を用いて再帰的に表現で きる.こ れから式(4.28)に 対応す るような

具体的な式 を求めることが研究問題 として残 されている.
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第5章 比較 コス トに関す る最適2-3木

5.1緒 言

2-3木 の最適 構成 問題 にっいて はRosenbergな どの研究 があ る(19);(23、(24)各種

の性 能評 価 の尺 度 にた い して,最 適 木 を特 徴 づ け,そ の構成 法 を示 して いる.文

献(19)は 平均訪 問節 数(n。de-visit-c。St)に 関す るもので あ る.こ れ は,節 内 の

探 索時間 を無視 した能率評 価 であ る が,こ の ときの最適木 は領域 利用 率 がかな り

悪 い ので,文 献(24)で は領 域利用 率 が最大 の木 を考 えて い る.そ して そ の木 が平

均 訪問節 数 におい ても最適 に近 い ことを示 してい る.文 献(23)は,見 出 しの比較

回数 に関 す る コス ト(key-c。mparis。n-cost)を 扱 っ たも ので,節 訪 問 時間 は無 視

して いる.こ の ときの比較 は,1度 に3と お りの比較 結果(〈,=,〉)が 得 られ る

3一結果比 較器(3一 。utc。me-c。mparat。r)を 用 い ると仮 定 して いる が,今 後 の研究

課題 と して 「1度 に2と お りの比 較結 果(≦,〉)し か得 られ ない場 合,っ ま り,

2一結果比 較器(2-outc。me-comparat。r)を 用 いた場合 の考察 」 を与 えて いる.本

第 で は この問題 を扱 う.実 際 に,計 算 機で は1度 に2と お りの比較 結果 しか得 ら

れ な いので,2一 結果 比較 器 を用 いた場合 の見 出 しの比較 回数 の考察 も意 味 があ

る と考 え られる.

5.2で は,2一 結 果比較 器 を用 いた ときの探索 アル ゴ リズ ム を示 し,比 較 コ ス

トを定義 す る.5.3で は,そ の探索 アル ゴ リズム に よる比 較 コス トを調べ るた

め に,2-3木 の2分 木変 換(binarization)を 考 え,2分 木(binarytree)が 比較

コス ト最 小 とな る場 合 を特 徴 づ ける.5.4で は,比 較 コス ト最小2分 木 の特 徴

に基づ いて,比 較 コ ス ト最 小2-3木 を特徴 づ け,5.5で,そ の構 成 アル ゴ リズ

ム を示す.
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5.2コ ス トの定義

2一結果 比較器 を用 いた と きの探 索 アル ゴ リズム を定 め,比 較 コス トを定義 す

る.ま ず,2-3木 に対す る記 法 の定義 を行 う.

【定義5.1】

(1)2-3木 の節 の集合 をNと し,N。,N2,N3を それぞ れ葉,2分 節,3分

節 の集 合 とす る.

(2)議 論 を簡単 にす るため に,2-3木 のす べて の節 に対 して,次 の よ うに定 義

され る アル ファベ ッ ト{λ,μ,ρ,ε,r}上 の記 号列 を対応 づ ける.

(i)根 をAと す る.

(五)記 号列xに 対応す る2分 節 の左 子節(lefts。n)をxlと し,右 子節

(rights。n)をxrと す る.記 号列xに 対 応す る3分 節 の左子節 をxλ,

中子 節(middleson)をxμ,右 子第 をxρ とす る.

(3)3分 簾xに 対 して,x〔1〕 は小 さい方 の見 出 しを表 し,x〔2〕 は大 きい方

の見 出 しを表 す.

7個 の葉 を持 つ2-3木 の例 を図5.1に 示 し,2-3木 の探 索 にお け る見 出 し

の比較 を図5.2に 示す.図5.2(a)は,文 献(23)で 仮 定 した3一 結 果 比較器 を

用 い た場 合 であ り,(b)は,本 節 で扱 う2一 結 果比 較器 を用 い た場 合で あ る.

●

●

λ

μ

●

●

P

Zrlrλ

● ○

μ ρ

図5.12-3木 の 例
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i

K:x[i]

二 〉"≦

K:x[i]一

『K:
x[i]

<

(a)3一 結果比 較 器 く

(b)2一 結果 比 較 器 ,

図5.2見 出 しの比較(i=1・2)

START

x<一一d

xENoY

s
K:コ じ[1]

xENzY

S
K:x[2

N

>

N

>

FAIL

K:コ じ[1]

SUCCEED

x<一 一xl:i{xEN2

くx←xaifxEN・

x← コじρ

x← 」じr

κ:コ じ[2]

<

SUCCEED

コじ← 」じμ

図5.3 探索 アル ゴ リズムA'
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2一結果 比較 器 を用 いた ときの2-3木 の探索 アル ゴ リズ ムA'を 図5.3に 示 す.

図の4箇 所 にあ る2重 のひ し形 が見出 し同 士の比較 を表 す.

アル ゴ リズムA'を 用 いて2-3木 の探 索 を行 うときの比較 コス トを定 義す るた

め に,関 数placeを 次 の よ うに定 義す る.

【定義5.2】 関 数placeは,次 の(a),(b)で 定 義 され る.

(a)Place(π 〔1〕)=2

(b)x∈ 脇+N3に 対 して

x∈NZの と き

place(xL(1))=place(x(1))十2

place(xr(1))=place(x(1))+1

x∈N3の と き

place(xλ 〔1〕)=place(x〔1〕)十2

place(x(2))=place(x(1))十1

place(xu(1))=place(x(2))+2

place(xp(1))=place(x(2))+1

place(x〔i〕)は,ア ル ゴ リズムA4を 用 いて,見 出 しx〔i〕 をア クセ スす るの

に必 要 な比 較 回数 を表す.

【定 義5.3】 節 の集合 が,N=N。+N。+N、 の2-3木Tの 比較 コス トは,

次式 で表 され る.

C(T)=Σplace(x〔1〕)+Σplace(x〔2〕)

ζr∈NZ十Nes∈ ハ』

5.3フ ィボナ ッチ2分 木

前節 で定 めた探索 アル ゴ リズ ムで2-3木 を探索 した ときの比較 コス トを調 べ

るた め に,2-3木 の2分 木 変換(binarizati。n)を 考 え,2分 木 が比較 コス ト最
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小 とな る場合 を特徴 づ け る.

【定義5.4】(23)2-3木 の2分 木 変換 βは,図5.4で 示 され る.3分 箇 は2

個 の2分 節 に分 け られ,大 きい方 の見 出 しを含 む節 は,小 さい方 の見 出 しを含 む

節 の右子第 とな る.

【補題5.1】(23)す べて の2-3木Tに 対 して 変換 βは定義 され,β(T)はTと

同 じ比較 コス トを持 っ.

任意 の2分 木 に対 して,関 数placeで 各 節 の コス トを定 義 した場合 の比較 コ

ス ト最小2分 木 にっ いて は,文 献(25)に 示 されて いる.次 の補題5。2と 補題5.

3は,文 献(25)に よ る.

(25)

任 意 の2分 木 にお いて,任 意 の 内部節 の コス トiは 次式 で示【補題5.2】

され る.今,根 か らそ の節 までの路 上 の右枝(rightedge)の 個数 をK,,左 枝

(leftedge)の 個 数 を1(iと す る と,

i=2+K,+2Ki,

この とき,同 じコス トiを 持 っ節 の個 数 は,た かだ か魂 一互個 で あ る.こ こで,F=

は フィボ ナ ッチ数 であ る.

2分 木 の各節 の コス トを図5.5に 示す.補 題5.2よ り,次 の補 題5.3が 成

り立っ.

a

a

TiI/Tz

6

⇒ T1

b

T3 Ta T3

図5.42分 木変換の説明
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●

1
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●

4

7

●

㌔

●

図5.5

2(.

;13

554

● ● ●

16_/Ls/¥5
● ● ● ● ● ●

1、,'111

2分 木 の各 節 の コス ト

【腿5.3】(25)・ 個 の 葉 を持 つ 比 較 コ ス ト最 小2分 机 は 次 の 傾 を持 っ.

今,Fi〈n≦Fi+1(i≧2)と す る と,

(1)Tnは,コ ス ト」(j==2,…,i一 一1)の 第 を,弓 一i個,コ ス トiの 節 を

(n:一Fi)個 持 っ ・

(2)Tnの 左 部 分 木(leftsubtree)は,コ ス ト」(」=4,…,i-1)の 第 を

F]一・3個 ・ コス トiの 節 を ・0≦nt≦Fi-3個 含 む.Tnの 右 部 分 木(right

subtree)は,コ ス トj(」=3,…,i-1)の 節 を 弓 一2個,コ ス トiの 節 を

0≦nr≦Fi一.2個 含 む ・ こ こで,n-Fi=nl+nrで あ る.

(3)Tnの コ ス トC(Tn)は,次 式 で 示 さ れ る.

ゴ　　

c(Tn)=Σ 考 一、づ+i(n-Fi)

1=2

以下で,比 較コス ト最小2分 木 を特徴づ けるために,フ ィボナッチ2分 木 を定

義す る.こ れは,2章 で述べたフィボナ ッチ木 を,任 意のnの 場合に拡張 したも

のである.

【定義5.5】n個 の葉 を持っプィボナ ッチ2分 木 ず を,次 のように定義 し,

そのクラスをク とす る.
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(1)n=1,2の とき,7f,ぜ を図5.6(a)で 示す.

(2)Fi<n≦Fi+、 の とき,螺 の左,右 部 分木 をそれぞれ7』 、,Tn、 とす

る(図5.6(b)).こ こ で,n=n、+n、 な るn、,n、 に 対 して,

Fi.2≦nl≦Fi-1,Fi.1≦n2≦Fi

η,∈ 忽 一 η 、∈ 忽,

で あ る.

【補題5.4】n個 の葉 を持 つ2分 木Tnは,Tn∈7nな る とき,同 じ数 の葉 を

持 っ2分 木 の うちで比較 コス ト最小 で あ り,又,そ の と きに限 る.

(証 明)十 分性:nに っ いて の帰 納法 によ り,Tn∈ 際 なるTn(Fi<n≦

Fi+1)の コス トが ・

ご　　
c(Tn)一 Σ ろ 一1・ ノ+i(n-Fi)(5.1)

戸2

とな る ことを示す.

(i)π ≦ 凡 の とき明 らかに成 り立 っ.

(ti)n≦Fiの とき成 り立 っ と仮定 して,Fi〈n≦Fi+1に っ いて示す.

Tnの 左 部分木 をTn 、,右 部 分木 をTn、 とす る と,フ ィボ ナ ッチ2分 木 の定 義

よ り,n=n1+n2tFi-2≦n1≦ 瓦 一1,瓦 一1≦n2≦Fiで あ る.帰 納法 の仮 定 お

TIF=口 ・・ ノ1一{□}(□ は1個 の葉 を表 す)

TZF=・ 一 圏

TF=n

Tnl

●

Tn2

(a)

図5.6フ ィ ボ ナ ッチ2分 木
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よび2分 木 にお け るコス トの定 義 よ り,

nl=Fi_2の と き,

ト 　

c(T
nr)=・ .£F]・ 一1・(ブ+2)+(i-1)(nl-Fi一 ・)

ノニ: ・

=Σ1う 一・ ・(ブ+2)

]=2

Fi-2<nl≦Fi_1の と き,

ト 　

c(Tn
t)一2]F,一1・(ブ+2)+ご(n・ 一Fi一 ・)

ノ=2

n2=Fi -1の
.と き,

C(Tn
t)一 営 ろ 一1・(ノ+1)+(i-1)(h、 一Ft一 、)實

=ΣF
l.t・(ゴ 十1)

1=2

Fi-i〈n2≦Fiの と き,

ト 　

C(T。
,)一1£ 弓 一・ ・(ノ+1)+i(n2-Fi一 ・)

ノ=2

で あ る.

{5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

nl=鶏 一2の と き,Fi-1〈n2≦Fiと な り,Tnの コ ス ト は,式(5・2)と

(5.5)よ り,

ト 　 ト 　

C(Tn)一2+Σ 弓 一1・(ブ+2)+Σ 乃.、 ・(ブ+1)+ご(・ ・一Fi一 ・)

)=2ノ=2

ト ヨ

ー2+3F,+勘
+1・(ノ+2)+i(n,一F、 一1)

ノ=2
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こ こ で,n2一 一Fi-i=n2十nl一(Fi-1十Fi-2)よ り,

ト　
=2+3F,+Σ 弓+1・(グ+2)+i(n-Fi)

)=2

とな り,F、=F、=1に 注 意す る と,式(5.1)が 得 られ る.同 様 に して,n2=

Fi-1の とき は,式(5.3),(5.4)よ り式(5.1)が 得 られ,Fi-2<n1≦Fi ...1,

Fi-1〈n2≦Fiの ときは,式(5.3),(5.5)よ り式(5.1)が 得 られ る.よ っ

て補題5.3よ り比較 コス ト最小 で あ る.

必要 性:Tnが 比較 コス ト最小 の とき,Tn∈ 忽 な る こと を,nに っ いて の

帰納法 によ り示す.

(i)n≦ 凡 の とき明 らかに成 りたって い る.

(ii)n≦Fiの とき成 り立っ と仮定 す る..Fi<n≦Fi+1の とき,Tnの 左

部分木 をTn,,右 部分 木 をTn、 と し,Tn、 のすべ て の節 の コス トか ら2を 引いた

ものを 痴 η、のすべての節のコス トから・を引いたものを ㌶ とす る.こ の

とき・Tnが コス ト最小であることよ り,T。1,鴛 い ま,コ ス ト最小である.

一 方
,Tnが コス ト最 小 で ある ことよ り,補 題5.3を 用 いれ ば,Tn、 の葉 の数

n、は,

ト コ

F、一・≦ ・1一 Σ 弓.,+nd+1≦F、 一1

ノ=4

Tnの 葉 の 数n、 は,
2

トユ
Fi-1≦n・==ΣF

,・.、+nr+1≦Fi

ノ=3

と な る こ と が示 され る.こ こで,'π 一魂=勉+π.で あ る 。

従って漏 納法の仮定より・孤 ∈㌃ 孤 ∈艦 であるから・η 略

であ る.(証 明終)
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5.4比 較 コス ト最 小2-3木

2分 木 が比較 コス ト最 小 とな る場 合 の条件 よ り,2一 結果比 較器 を用 い た とき

の比較 コス ト最 小2-3木 を特 徴づ け,そ のコ ス トを示 す.

【定 理5.1】n個 の葉 を持 つ2-3木 η は,次 の性 質Mを 満 たす とき,同 じ

数 の葉 を持 っ2-3木 の うちで比較 コス ト最小 で あ り,又,そ の ときに限 る.

(性質M)Tnの 任意 の 内部節 を根 とす る部 分木 は,次 の条 件式 を満 足す る.

今,部 分 木 の葉 の数 をNLと し,そ の部 分木 の2分 左,2分 右,3分 左,3分 中,

3分 右部 分木 の葉 の数 を,そ れ ぞれNt,N,.,刀 わ 賜,Npと す る と,F<NL

≦ 瓦 刊 の とき,

部 分木 の根 が2分 節 であれ ば,

(Fi.2≦ 現 ≦F=一 量)且 つ(F=_,≦NT≦ 疏)

部 分木 の根 が3分 節 であれ ば,

(Fi-2≦ 職 ≦Ft_,)且 つ(1㌃ 一3≦ 妬 ≦Fi-2)且 つ(君.2≦Np≦Ft_,)

で あ る.

12個 の葉 を持 っ比較 コス ト最 小2-3木 の例 を図5.7に 示す.節 内の数 は,各

見 出 しの コス トを示 す.

z

4 314

s 5 6 5 6 5 6

図5.7比 較 コ ス ト最 小2-3木 の 例

_.64一



定 理5.1を 証 明す るの に,次 の補題5.5と5.6が 必要 で ある.

【補題5.5】n個 の葉 を持 っ2-3木Tnは,性 質Mを 満 たす とき,β(Tn)

∈nで あ り,又,そ の ときに限 る.

(証 明)nに ついて の帰納 法 に よ り証 明す る.

[1]n≦F9の とき,明 らかに成 り立 っ(図5.8).

[皿]n≦Fiの とき成 り立 っ と仮定 し,Fi〈n≦Fi+1の 場合 にっ いて示 す.

(i)Tnの 根 が2分 第 の とき

十分 性:Tnが 性 質Mを 満 たす こ とよ り,左,右 部 分木 の葉 の数 をそれ ぞれn、,

n、 とす る とn=n、+nZ,Fy -2≦ π1≦Ft-1,Fi-1≦n2≦Fで あ る.こ こで,

Tnの 左,右 部分 木Tn .、とTn、 は性 質Mを 満足 してい るか ら,帰 納法 の仮 定 よ り,

,8(Tn)∈n、,ノ9(Tnz)∈n,で ある.故 に,定 義5.5よ り,19(Tn)∈n

で ある.

必要性:!9(Tn)∈nの とき,定 義5.5よ り,β(Tn)の 左,右 部分木 をそ

れぞ れTn、,Tn
,と す ると,Tn∈n,,Tn,∈ 顎,で あ る.こ こで,π=π1+

nZ,瓦 一2≦ π1≦ 瓦一pFi-1≦ π2≦Fiで ある.こ の とき,帰 納 法 の仮 定 よ

T1口

温
Ts:..

⇔ β(Tl)・ 口

⇔ β(Ta)A

ぐ=⇒ β(T3)●

●

図5.8補 題5.5の 説 明 【1]
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β(T.)

Tn

T.,

● ●

Tn,

⇒ β(T,)

●

T蹄, R(T.,) NlT.,)

図5.9補 題5.5の 説 明(II】

り,β 一1(Tn、)と β一1(Tn,)は,性 質Mを 満 足す る.故 に,Tnは 性質Mを 満足

す る.こ こで,β 一1は,2分 木変 換 βの逆写 像 で あ り,19(β 一1(T))=Tと す

る.

(五)Tnの 根 が3分 節 の とき

十分性:Tnが 性質Mを 満足 す るこ とよ り,左,中,右 部分 木 の葉 の数 を,そ れ

ぞれn、,n、,n。 とす る と,π=π1+nz+n3,Fi-2≦ π1≦ 瓦一1,T'i-s≦

n2≦Fi -2,Fi_2≦n3≦1㌃ 一1で あ る.こ こで,Tnの 左,中,右 部 分木Tn,,

Tn
,,Tn,は,性 質Mを 満 足 して い るか ら,帰 納法 の仮 定 よ り,β(Tn,)∈n、,

〆9(Tnz)∈3三,,!9(Tn
s)∈n。 で あ る(図5.9).こ の とき,FZ-1≦nZ+

n3≦Fiで あ り,且 つ,β(T nx),19(Tn3)を それ ぞれ,左,右 部分 木 とす る

β(Tn)の 部 分木 が,3ヨ,+。,に 含 まれ る ことに注意す る と,定 義5.5よ り

!9(Tn)∈nで あ る・

必要 性:β(Tn)を 図5.9の よ うに分 解 して,Tnの 根 が2分 第 の ときの必 要性

と同様 に証 明 され る.(証 明終)

【補 題5.6】 任 意 のnに 対 して,β(Tn)∈ 鑑 を満 たす2-3木 が存 在す る.

(証明)Tnを 帰納 的 に構 成す る.

[1]n≦F4の とき'T、,T、,T、 を図5.10(a)で 示 す.
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[皿]Ft<n=Ft+r≦Fi+、 の と き

(1)iが 偶数 の と き

根 を2分 飾 とし,左,右 部分木 をそれぞ れ7π 、,Tn ,と す る(図5.10(b)).8

こ こで,

(i)1≦r≦Fi-2+1の と き π1-Fi-2+1,n2=瓦 一1+γ 一1

(i1)Fi-2+2≦r≦ 瓦_1の と き π1=r,n2=Ft

と す る.

(2)iが 奇 数 の と き

根 を3分 節 と し,左,中,右 部 分 木 を,そ れ ぞ れTn
、,Tn,,Tn,と す る

(図5.10(c)).こ こ で,

(i)1≦r≦Fi-3+1の と きnl=Fi-an2=Ft _3+1,

n3=Fi-2-f'r-1

(--)F-3+2≦ γ≦Fi_2の と き π1-Fi-z,n2=γ,n3=Fi.一!

(ui)F_2+1≦r≦ 興 一、の と き π、=r,nz=F: 一z,n3=瓦 一!

と す る.

上 記 の構 成 法 に お い て,FZ=〈n≦FZi+2な るnに 対 す るT
nの 高 さ はiで あ

る こ と が,以 下 の よ う に示 され る.

咽Tz

ハー ・

..
3=

{a)

Tr、.T。,

(b)

図5.102-3木 の 構 成
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(1)i=2の とき,F4<n<F、 な るTnの 高 さはh=2と な り,成 り立 って い

る.

(2)F2i-2<n≦Fztな るnに 対 して,h=i-1が 成 り立 って いる と仮 定す る.

、F2i〈n≦F2i-2な るnに 対 して,h=iが 成 り立 っ こ とを示す.

(i)茂`くn≦Fzi+tの とき,Tnは,Tn,,Tn,を それぞ れ左,右 部分 木

とす る と,根 を2分 節 と して持 ち,n、,n、 は,そ れぞれF2`一2〈 π1≦ 最`一p

凡ト1<nZ≦Fitで あ るか ら,帰 納法 の仮 定 よ り,高 さh=(i-1)+1=i

で ある.

(ii)F2i+1〈m≦FZti+2の とき,Tnは,Tn、,Tn,,Th,を それ ぞれ左,中,

右部分 木 とす る と,根 を3分 節 と して持 ち,n、,n。,n。 は,そ れ ぞ れF'z:一1

<π1≦r2=,F'zt-z<n2≦ 瑞`一PFZ=_1<n3≦Fyiで あ るか ら,帰 納法 の

仮定 よ り,高 さh=(i-1)+1=iで あ る.

故 に,FZi〈n≦FZa+2な るhに 対 す るTnの 高 さhは,す べてh=iと な る

こ とが示 され た.こ れ よ り,7nの 根 か ら葉 まで のす べ ての路長 が等 しくな る こ

とが帰納 的 に示 され るか ら,Tnは2-3木 とな る.

又,構 成 法 よ り,β(Tn)∈ ご7.な るこ とも明 らかで あ る.(証 明終)

(定理5.1の 証 明)

十分 性:7nが 性質Mを 満 たす とき,補 題5.5よ り β(Tn)∈ 鑑 で あ り,補 題

5.4よ りコス ト最小 であ る.

必 要性:Tnが 性 質Mを 満 た して いな い と仮定 す る.す る と,補 題5.5よ り

β(Tn)nと な り,又,補 題5.6よ り任 意 のnに 対 して β(Tn)∈nで あ る

2-3木 が存 在す る ことよ り,Tnは コス ト最小 で あ りえな い.故 に,比 較 コス ト

最小 のときは,性 質Mを 満たす.!証 明終)
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2一結 果比 較器 を用 いた とき の比 較 コス ト最 小2-3木 の コス トを次 の定 理で 与

え る.

【定 理5.2】n個 の葉 を持っ2-3木 の最 小比 較 コス トCmi.(n)は,Fi〈n

≦ 瓦刊 の とき,

ト　
c耐n(n)一 Σ 弓 _1・ ノ+ご(n-Fi)

ノ=2

で表 され る.

5.5構 成 アル ゴ リズ ム

昇 順 に並 んだK個 の見 出 しか ら,n個(n=K+1)の 葉 を持 っ比較 コス ト最小

2-3木Tnを 構 成す るアル ゴ リズム を示す.ア ル ゴ リズムは,P1,P2の2段

階 よ り成 る.

P1.構 成 手続 きBUILDに よって2-3木Tnの 形 を決 め る.

ProcedureBUILD(n):

入 力 π

出 力 鳳

begln

Fi〈n≦Fi+1な るiに 対 して

ifi≦;2thenTn←o

else

ifi=偶 数then

begin

Tnの 根 ←2分 節;

ifn-Fi≦F、.,+1then

begin

Tnの 左 部 分 木 ←BUILD(Fi-2+1);
'

Tnの 右 部 分 木 「一BUILD(n-Fi-2-1)
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end

else

begin

Tnの 左 部 分 木←BUILD(π 一1㌦)。;

Tnの 右 部 分 木 ←BUILD(Ft)

end

end

else

begin

Tnの 根 ←3分 節;

ifn-Ft≦1㌦_3十1then

begin

殊 の 左 部 分 木←BUILD(1』);圏

Tnの 中 部 分 木 ←BUILD(Ft.3+1);

Tnの 右 部 分 木←BUILD(π 一1』 一1)

end

else

ifn-1㌦ ≦1㌃_2then

begin

Tnの 左 部 分 木 ←BUILD(1㌃ 一2);

Tnの 中 部 分 木 ←BUILD(π 一1㌃);

Tnの 右 部 分 木 ←BUILD(鑑 一1)

end

e且se

begin

η の左 部 分 木 ←BUILD(n-F:);

Tnの 中 部 分 木 ←BUILD(F=一2);

Tnの 右 部 分 木 ←BUILD(∫ レ且)

end

end

end
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P2.Tnの 第 を,中 間順FILLORDERで た ど り,順 番 に見 出 しを置 いて い く.こ

こで,FILLORDERは,次 のよ うに再帰 的 に記 述 され るも のであ る.

1FILLORDERで 左部 分木 をた どる

2根 をた ど り,見 出 しを置 く

3FILLORDERで 中部 分木 をた どる

欝 搬 錨 織 る」 根が3分節の場合

5.6結 言

2一結果比較器 を用 いて2-3木 の探索 を行ったとき,比 較 コス トが最小 となる

ような2-3木 を特徴づけ,そ のコス トを求めた.こ れ らは,フ ィボナッチ数 を

用いて表現できることが示 された.本 第のモデルは,3分 節内では常に小さい方

の見出 しから比較すると仮定 したものであるが,3分 筋内の2個 の見出 しの比較

頽 をランダムに決 めるとしたときの最適木およびコス トについては発表論文(6)

で考察 した.

比較 コス ト最小2-3木 の性能 を評価するには,ラ ンダムな2-3木 におけるコ

ス トとの比較,又 は,比 較 コス ト最大2-3木 のコス トとの比較が考え られる.

これ らは,今 後の研究課題 として残 されている.
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第6章 疎モデル2-3木 の最適構成問題

6.1緒 言

本章では,疎 モデル2-3木 の平均路長 に関す る最適構成問題 を考察す る.疎

モデルの2-3木 は2-3葉 木(2-31eafsearchtree)と もよばれる.一 般 に,

多分木(multiwaytree)の 探索 コス トは第訪問 コス トと節内探索 コス トとの和で

表される(26')2-3葉 木では,節 内探索コス トは分離値の比較コス トに相当す る.

分離値の比較コス トを0と したときは,明 らかに高さが最小 の:水がコス ト最小で

ある.ま た,節 訪問 コス トをOに したときのコス ト最小木は,文 献(23)の 比較コ

ス ト最小2-3木 に等 しい.そ こで,節 訪問コス トと比較コス トの両方 を考慮 し

た場合 を考 える.

発表論文(7)で は,2-3葉 木 が節間に重み βの枝 を持ち,3分 節 内の分離値間

に重みaの 枝 を持つ ようなモデル を考察 した.こ れは,節 訪問コス トと比較コス

トの両方 を考慮 したものであるが,任 意の比 α/βと葉の数nが 与え られたとき

の最適木の高さを特徴づけることができなかった.そ こで,探 索モデル を簡略化

し,単 に2分 簾の重みを1,3分 節の重み をV(V>1)と して,荷 重路長(weigh-

tedpathlength)の 総和 を探索 コス トとする.こ れは3分 節内の分離値の比較順

序 を無視 したもので,実 際の探索 を正確 に表現 してはいないが,11/7<V<

8/5を 除 くVの 値 にたいして,任 意の数の葉 を持っ最適木 を特徴づけることが

できる.

6.2で はコス トを定義 し,6.3で は,高 さhでn個 の葉 を持っ木 のうちで コ

ス トが最小の木 を特徴づけ,そ のコス トを示す.6.4で は,同 じ葉の数 にたい

して,各 高 さの最小 コス トを比較することにより,Vの 値 と最適木の高 さとの関

係 を調べ る.6.5で は,最 適木の構成 アル ゴリズム を与 え,構 成例 を示す.
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6.2定 義

2-3葉 木におけるコス トの定義 を行 う.2-3葉 木では見出 しは左か ら右 に昇

顧 に並んでお り,見 出しの数は葉の数に等 しい.内 部節 におかれ る分離値および

葉 におかれる見 出しの値はすべて異 なるものとす る.図6.1に7個 の見 出 し1,

2,…,7を 持っ2-3葉 木 の例 を示す.飾 内の点は分離値 を表す.分 離値の配置

は次のようである.任 意の節 に含 まれ る分離値は,左 部分木(右 部分木)に 含まれ

るすべての分離値 と見出 しよ りも大きい(小 さい).ま た,任 意の3分 節内の小 さ

い(大 きい)方 の分離値は,中 部分木に含まれるすべての分離値 と見出 しよ りも小

さい(大 きい).

2-3葉 木 における探索アルゴ リズムは2-3木 の場合 と同様である.見 出し探

索 において,節 を1回 訪問するコス トを β,分 離値 を1回 比較す るコス トを αと

す ると,2分 節の探索 コス トは α+β であ り,3分 節 の探索コス トは,探 索す る

見出しが3分 箆内の小 さい方の分離値 よりも小 さいときa+β であ り,大 きい と

き α+2β である.こ こで,探 索モデル を簡略化 して,3分 節内の分離値 の比較

順序 を無視 し,す べての路上の3分 節内の比較 コス トは一定であるとす る.っ ま

り,路 上の3分 節の重みはすべて同 じであるが,2分 節の重みよりは大 きいもの

とす る.2分 節 と3分 節 の重みの比 だけを考えればよいから,2分 飾の重みを1

● ●

o● ● の

1 2113114115116117

図6.1 2-3葉 木 の例
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と し,3分 節 の重 み をV(V>1)と す る.こ の よ うなモデル に おけ る探索 コス ト

をV一 コス トとよぶ.

【定 義6.1】n個 の見 出 し を持 つ2-3葉 木T.のV一 コス トC(T,)を 次式 で

表 す.

の 　

o(Tn)一 Σ ω、一 Σ(の+b、v)
獄1仁1

=A+BV(6.1)

こ こ で,ω 」は 左 か らi番 目の 見 出 しの荷 重 路 長 を表 し,ai,biは そ れ ぞ れ 路

上 の2分 節,3分 箇 の個 数 を表 す.

n個 の 葉 を持 つ2-3葉 木Tnの 高 さ がhで あ る とす る と

ai一 ←bi=h(1≦i≦n),(6・2)

で あ り,

A十B=="h(6.3)

で あ る.式(6.1)と(6.2)よ り,TnのV一 コ ス トは

o(Tn)=ミnh十(v-1)B(6.4)

ノ
で表 され る.nとVが 与 え られ た とき,V一 コス トが最小 の木 を最適木 とよぶ.

図6.1の 木 で は,各 見 出 しの荷重 路長 は それぞれw、=w、=w,=2V,w。=

Wsニw、=w,・1+Vだ か ら,V一 コス トはc(T7)=4+ヱOvで ある.以

後,単 に2-3葉 木 を木,V一 コス トを コス トともよぶ.

6.3高 さhの コス ト最小木

高 さhでn個 の葉 を持っ木の うちでv一 コス ト最小の木 を特徴づけ,そ のコス

トを示す.そ れは以下 に示す ように,高 さを固定 したときはVの 値にかかわ らず

その高さでのコス ト最小木が特徴づけられるからである.n個 の葉 を持っ木 のコ
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ス トは式(6.4)で 表 され るが,こ の式 か ら高 さhが 固定 され た ときは路上 の3分

節数 の総和Bが 最 小 の木 が コス ト最小 で あ る とい え る.よ って,こ のBをV係 数

とよび,V係 数 が最小 の木 を特 徴づ ける.

2-3木 のあ る部分 集合 を フラ ッ ト木 と名 づ け,そ の木 が高 さを固定 した とき

の コス ト最小 木 とな る こ とを示 す.以 下 では,見 出 しや分 離値 の配置 はコ ス トつ

ま りV係 数 に無 関係 で あ るので,木 の形 だ けに着 目して議 論す る.

【定 義6.2】 任 意 の2路 上 の3分 第数 の差 が,た かだ か1で ある よ うな2-3

葉 木 をフラ ッ ト木 とよぶ.

まず フラ ッ ト木 の性 質 を調べ る.

【補 題6.1】 高 さiの 木Tの 任意 の路 上 にお け る3分 節 の数 がj-1かj(J

=1 ,…,i)で あれ ば(2分 節 の数 はi-j+1かi-j),木Tの 葉 の数nは

2`一'←瓢3'"く"≦2'.'3'

で ある.

(証 明)高 さhに っ いての帰 納法 によ り証明 す る.

(1)h=1の とき

路上 の3分 簾 の数 は 」=1で,葉 の数 はn=3だ か ら成 り立 っ.

(II)h=i-1で 成 り立 っ と して,h=iの とき を示 す.

(i)高 さiの 木 が2分 節 を根 に持 つ とき,路 上 の3分 節 の数 がj-1かJで あ

れ ば,左,右 部分 木 において も 」一1か 」で あ る.左,右 部分 木 の葉 の数 をそれ

ぞれn、,n、 とす る と,帰 納法 の仮 定 よ り

2(i儒1),jq3'一'<n■ ≦2(i-1)曽j3'

2(i-1)一j+13」 一1<n2≦2(i曽1)一J3j

であ る.よ って

2(2(i一 ・・一j+・3・一・)<・=・ 、+・ 、 ≦2(2("1)一.i3,i)
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よ り,成 り立 っ.

伍)高 さiの 木 が3分 節 を根 に持 っ と き,路 上 の3分 節 の 数 がj-1かJで あ

れ ば,左,中,右 部 分 木 に お い て は3-2かj-1で あ る.左,中,右 部 分 木 の

葉 の数 を そ れ ぞ れn、,n、,n、 と す る と,帰 納 法 の仮 定 よ り

2('一1)一(,i一・)q3(」 一・)一・<n、 ≦2('一1)一(j-1》3(j-1)

2(i一 ・)一(.7一・)+13(j-1)一1<nZ≦2(i'1》 《」響1)3(」 一1}

2(1一 ・)一(」一・)+1(j-1)一1<n・ ≦2('一1)一(」 藺1)3(」 一1)

で あ る.よ って

3(2('一1)需(J'・)'13(J-1)一1)<・ ≦3(2('一1)幽(j-1)3(j-1))

よ り成 り立 っ.(証 明 終)

【補 題6.2】 高 さiの 木Tの 路 上 の3分 節 数 が 」 一1かJの と き,っ ま りT

の 葉 の数 が2'鱒 州3ゴ ー1<n≦2+一;3',j=1,…,iの と き,TのV係 数 は

B=ニ"(ノ+2)一2一;.,3∫(6.5)

で あ る.

(証 明)高 さhに っ い て の帰 納 法 に よ り証 明 す る.

(1)h=1の と き

根 が2分 節 の と き:B=2(2)一2Zニ0

根 が3分 箪 の と き:B=3(1+2)一2・3=9-6=3

に よ り,明 ら か に成 り立 っ..

(皿)h<iの と き成 り立 っ と してh=iの と き を示 す.

(i)高 さiの 木Tが2分 節 を根 に持 っ と き,左,右 部 分 木 の 葉 の数 をそ れ ぞ れ

n、,n2と す る(n=n、+n、).Tの 路 上 の3分 節 数 が 」一1ま た はJの と き,

左,右 部 分 木 に お い て も 路 上 の3分 箪 数 はJ-1ま た は 」で あ る.よ っ て帰 納 法

の 仮 定 に よ り,
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B={n、(J・2)一2('一1)卿j尋13」}・{n。(」 ・2)一2('一1)一 」争13」}

==(n■+n2)(」+2)一2(2(i-1)Jt13」)

=n(J・2)一2卜 」や13」

と な り,成 り立 っ.

伍)高 さiの 木Tが3分 筋 を根 に持 っ と き,左,中,右 部 分 木 の 葉 の 数 をそ れ

ぞ れn、,n、,n3と す る(n=n、+n、+n,).Tの 路 上 の3分 節 数 が 」一1ま

た はJの と き,左,中,右 部 分 木 の 路 上 の3分 節 数 は 」 一2ま た はj-1で あ る.

よ っ て 帰 納 法 の 仮 定 に よ り,

Bニ{n、(」 ・1)一2(i-1)『(」 胴1)←13(j-1)}・{n。(」 ・1)一

2('一1)一(」一1)"3(j-1)}・{。 。(j・1)一2('闇1)一(・ 一・…3(」 一・)}

+(n、+n、 ÷n,)

=(n■+nz+n3)(J+2)一3(2i.j+13';一1)

==n(J寺2)一2i冒ju3」

と な り,成 り立 っ.(証 明 終)

'

次 に,高 さhの コ ス ト最 小 木 は フ ラ ッ ト木 に 含 ま れ る こ と を示 す.

【補 題6.3】 高 さhでn個 の 葉 を持 つ 木Tが フ ラ ッ ト木 で な け れ ば,Tは 同

じ高 さ で 同 じ葉 の数 を持 つ 木 の う ち で コ ス ト最 小 で は な い.

(証 明)木Tは コ ス ト最 小 で あ る が フ ラ ッ ト木 で は な い とす る.っ ま り,Tに

は 路 上 の3分 節 数 の 差 がd(d≧2)で あ る よ う な2路 が少 な く とも1組 存 在 す る.

今,3分 節 数 の 差 がd=2で あ る よ うな 路 の 組 が1組 だ け あ る と し,こ の路 をa,

bと す る.aの3分 節 数 はbの そ れ よ りも2だ け 少 な い とす る.』 さて,路aとb

と の路 上 に は そ れ ぞ れ2分 節 と3分 節 が 同 じ レベ ル に存 在 す る は ず で あ る.こ の

う ち,最 も 大 き い レベ ル っ ま り最 も葉 に近 い レベ ル の2分 節 と3分 節 をそ れ ぞ れ

β,zと す る(図6.2).節 β とzの レベ ル をiと す る.β を根 とす る部 分 木A
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と,τ を根 とす る部分 木Bの 葉 の数 を考 えてみ る.路aの レベルiか ら葉 までの

路 上 の3分 第 数 は,路bの それ よ りも1だ け少 な い.aとbを 除 くす べて の路 に

っ いては,路 上 の3分 節 数 は等 しい はず で あ る(そ うで な ければ仮定 に反 す る).

そ の3分 節数 をjと す ると,aとbの3分 節数 はそ:れそれ(j-1とJ)ま たは

(」 とj+1)の どち らかで あ る.よ って部分木AとBの 葉 の数 は,補 題6.1と

同様 の議論 によ り,そ れぞ れ2i一,3'一1,2i-j3」 または2i-j3',

2=一,3'+1の どち らかであ る ことがわ か る。 と ころで,部 分木AとBを 交換

す る,っ ま りτを βの親 の子 と し βを τの親 の子 とす る と,V係 数Bは1減 る.

よってTは コス ト最 小 で はあ りえな い.っ ま り仮定 に反 す る.3分 節数 の差 がd

=2の 組 が2組 以 上 あ る場合 も同様 の議論 に よ り示 され る.d≧3に ついて も同

様 で あ る.(証 明終)

ここで,フ ラ ッ ト木 が高 さhの コス ト最小 木 であ る こと,お よび,そ の コス ト

を示 す.

【補 題6.4]高 さiの 木Tが フラ ッ ト木 で あれ ば,Tは 高 さiで 同 じ数 の葉

を持 っ木 の うちで コス ト最小 で あ り,葉 の数 が2i"」u3卸 くn≦2三,」3」,

」=1ジ ・・,iの とき,そ の コス トは

C(T)=ni+(v-1){.n(ノ+2)一2ゴ ヅ令墨3∫}(6.6)

A'

β

B:

z

a b

図6.2部 分木AとB
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であ る.

(証 明)補 題6.3よ り,高 さiの コス ト最小木 は フラ ッ ト木 に含 まれ る.と

ころ が,補 題6.2よ り,フ ラ ッ ト木 のV係 数 はす べて等 しい 。よって フラ ッ ト

木 は コス ト最小 で あ る.式(6.4)に 式(6.5)を 代入 す ると式(6.6)の ようにな る.

(証明終)

6。4Vの 考察

最適木 の高 さhとVの 値 との関 係 を調 べ る.n個 の葉 を持 つ最 適木 は,Vの 値

に よ り異 な るが,い ず れ も前節 で示 した フラ ッ ト木 に含 まれ る.そ こで,Vの 値

に たい して 「lo9・"1 、≦h≦Llog,n」 の うち どの高 さの フ ラッ ト木 が最 適 木

に なる かを調 べ る.そ れ には,2っ の異 な る高 さにた いす る式(6.6)が 等 しい,

とおいたVを 変数 とす る方 程式 の根 を考察 す れば よい.そ の結 果,す べ て の根 が

一定 の狭 い範 囲内 に存 在す る こと を示す .

【定理6.1】 同 じ葉 の数 を持っ 高 さh,h十'(1=ユ,2,…)の フラ ッ ト木

の コス トをそれぞ れC,Crと す る.式(6,1)よ り

C=!f+ev,C'ゴ!f'+8'v

とお く.こ の ときC=0,な るVをV。 とす る.っ ま り

vo==一(A-A,)/(B-B')(6.7)

とお くと,

11/7≦vo≦1.6(6●8)

が成 り立っ.

定理6.1を 証 明す るの に次の補 題6.5と6.6が 必 要 で ある.補 題6.5

で は,高 さhの 木 にた いす る葉 の数2"'`3'と,高 さh'の 木 にたいす る葉 の数

2向3'が 交番 す る ことを示 す.例 えば,高 さ3の 木 にたいす る葉 の数 は23,
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2z・3,2・32,33で あ り,高 さ4の 場 合 は24,23・3,2z・32,2・33,

34で あ る.こ れ よ り,2z・3<2'<2・32<23・3<33<22・32が 成 り立 っ

こ と がわ か る.と こ ろで,高 さhとh+!の 木 が 存 在 す る葉 の数nの 範 囲 は

2h.f≦"≦3"で あ る.

【補 題6.5】 高 さhの 木 に た いす る葉 の 数2ゐ 一`3`と,高 さh+～ の 木 に

た い す る葉 の数2制 →3ノ につ い て ・1=t一 「a']・('=i,2… 》 の と き

次の不等式が成り立っ.

2嗣3`"<2厨.'辞'〈2ゐ 卿`3`(6.9)

こ こで,a=1/(logz3-1)1.7095で あ り,「 α'1≦i≦h,0≦ ノ

≦h一 「a'「 で あ る.

(証 明)「a[1=at+θ(0く θ<1)と お く.j=i-a!一 θ な るjに

つ い て

2"`3<2`一'3'<2'3'

が 成 り 立 っ こ と を 示 せ ば よ い.

2暉m3`.一2'鱒'3ゴ

=2-m3・ 一L2'一 ・吻3面 ・一θ1

ここで,(2/3)α'=2.'よ り2'(2/3)"'=iだ か ら

=2一`3'{(2/3)一(2/3)e.}

<0(0〈 θ<1よ り)

同 様 に して

2'學'3i-2'3'

=2一`3`{(2/3)L1}

<0(0<θ<1よ り)

以 上 よ り式(6.10)が 成 り立 っ.
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補 題6.6で は,微 小 正 関 数 を与 え る.

【補 題6.6】0<θ<1の と き,関 数

f(8)=2+8-2(3/2)e(6.11)

と

。(θ)=3一 θ一3(2/3)θ(6.12)

は と も に非 負 で0.051を 越 え な い.図6.3にf(θ)とg(θ)を 示 す.

(定 理6.1の 証 明)ま ず,'が 一 定 で あ る と して,V。 はn=2""3'

(「a'1≦f≦h)の と き最 大 値 を と り,n=2ti,i-i3i(0≦.i≦h一 「alb)の と

き 最 小 値 を と る こ と を示 す.

補 題6.5よ り,「a'「 ≦i≦h,0≦.1≦h一 「α11な るi,jに つ い て,

1=_一 「albの と き2み 一m3向 くh.'一'3'<2"一'3'が 成 り立 っ か ら,2勘 一由3」 噛!

<"≦2胴3`な るnに っ い て 示 す.

式(6.6)よ り2ぬ'`←13'L<n≦2""3'の と き

C=nh+(v-1){n(i+2)一Ze-r..3,}(6.13)

f(θ)

0.051

署

0 0.51686 1 e

9(θ)

0.051

00.48321

図6.3関 数f(θ)とg(θ)
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A+(一ja'3'一'くn≦2酬 づ3ゴ の と き

c,="(h+')+(Y-1){n(∫+2)一2ゐ や"∫←13ノ}

で あ る.

2融騨固31一'<"≦A.f'3'の と き 式(6.13)と(6.14)よ り

lv
o=1+

(=一1)『2旗 皇{2"3`一2`"3'}/・

と な る.式(6.15)を ノ=i-al-Bと お く と

1

(6.14)

Ya=1+(
α'+θ)一2h-ir13」{1一(2/3) .θ}/"

と な る.

式(6.16)は,1一(2/3)θ>0で あ る こ と と,分 母 が正 で あ る こ と か ら,n=

2ゐ騨m3臼+1の と き最 大 値

1v
o=1+

(6.15)

(6.16)

(a1+9._1)一2"'"`3'{1一(3/2)(2/3)ｰ1/n.

こ こ で,i一(3/2)(2/3)θ くQで あ り,分 母 は正 だ か らn=2"一+3の と き

一83一

a1+B-3+一3(2/3)B+3(1一(2/3)B}

を と り,n-2n.r-i3iの と き 最 小 値

1v
a=1+at+8+2 -2(1

.5)"(6,18)

を と る.

k.!"3ノ<n≦2""3`の と き
,補 題6.5よ り式(6.15)を ブ=ゴ ーα'一 θ+1

と お い て

・。罵1+'(6 .19)



最大値

vo=1+
1

a1+8-3+3(2/3)B

を と り,"=2解 阿3拝1の と き最 小 値

{6.20)

1
Y,=1+

・'+θ+2-2(1.5)r1一(2/3)(3/2)B1(1・22ti.i_;3、+1)

(6.Zl)

を と る.

以 上 よ り2飼 ←L3`噸1〈"≦2胴3`な るnに つ い て 次 の こ と が い え る.式(6.17),

(6.20)と1一(2/3)s>0よ り"=2胴3」 の と き最 大 値 を と り,式(6.18),

(6.21)と,1一(2/3)(3/2)B>0よ り,2tiｫt-i3iの と き最 小 値 を と る.

更 に,式(6.18)は,1=1の と き最 小 値 を と り,式(6.20)は1=1の と き最

大 値 を と る こ と を示 す.

式(6.18)は,1=1,2,… に た い して

Y・=1・
。,.θ.1-2(1 .5)B≧ 一117(6.22)

を満 たす こ と を示 す.

'=1の と きV。=11/7と な る か ら,1≧2の と き成 り立 っ こ と を示 す.両

辺 か ら1を 引 い て 両 辺 に 左 辺 の 分 母 を掛 け,差 を と る と

1一(4/7){al+B+2-2(1.5)ｰ}

=1{1一(4/7')a}一(4/7){2+8-2(1
.5)ｰ1

こ こ で,/(B)=2+B一'2(1.5)eと お く と,補 題6.6よ り

〉'{1一(4/7)a}一(4/7)(0.051)
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α<1.71,4/7<0.572だ か ら,

>0.021881-0.029172

>0(t?2)

と な る.

式(6.20)は,ノ=1,2,… に た い して

l
s_1 .6(6.23)Yo=1一}一a'+θ一3+3(2/3)B

が 成 り立 っ こ と を示 す.

1ニ1の と きV。=1.6と な る か ら,'≧2の 場 合 を示 す.下 限 の場 合 と同 様

に して 差 を と る と

1-0.6{a'+θ 「3+3(2/3)e}

_[(1-0
.6a)+0.6{3-8-3(2/3)")

こ こ で,9(B)=3-8-3(2/3)eと お く と,補 題6.6よ り

Gl(1-0.6a)十 〇.6(0,451)

α>1.7だ か ら,

<一 〇.02r+0.0306

<0(tz2)

と な る.(証 明 終)

【注6.1】4→ 。。の と きV。 は 次 の 値 に 近 づ く.

Yo→logz3=1 .585(6.24)

6.5最 適 木 の 構 成 法

6.5.1構 成 ア ル ゴ リ ズ ム

n個 の 見 出 し とVが 与 え られ た と き,最 適 木 を構 成 す る アル ゴ リズ ム を示 す.
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手 続 きCONS(h):

2ゐ弓・13`'1<n≦2""3'(0≦i≦h)の と き,レ ベ ル0～i-2が す べ て

3分 簾,レ ベ ルi-1～h-1が す べ て2分 節 か ら成 る木 を トッ プ ダ ウ ン

に構 成 し,レ ベ ルh-1の2分 節 の う ち,("一2西"朗3`"1)個 を3分 節 に

お き か え る.

メ イ ン プ ロ グ ラ ム:

begin

if1<7≦11/7thenCONS(「1093"、)

else

ifV≧1.6thenCONS(LlogZn」)

else

begin

c顧:=◎o;

f。rh、=ri。9,・1,t。puntilL1・9,n」do

begin

i:一rll。9、n-h)/(1・9,3-1)1;

CA:=(Y-1){n(i+1)一2A.t(1.5)`}

十n.h;

ifcぬ くC押のthen

begin

Cmh:=Cn;・mh:=h

end

end;

CONSCmh)

end

end

この構成 アル ゴ リズム によって最 適木 が構 成で きる こと を示す.手 続 き

CONS(h)に よって構成 され た木Tが,高 さhの 木 の うちで コス ト最 小 であ

り,n個 の葉 を持 っ こ とを示す.構 成法 か らTが フラ ッ ト木 で あ るこ とは明 らか
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で あ るか ら,補 題6.4に よ りコス ト最小 で あ る.木Tがn個 の葉 を持っ こと を

示す.CONSに よって トップ ダ ウンに木 を構成 した とき,レ ベルh-1が す

べ て2分 第で あれ ば2""'3"1個 の葉 を持 つ.レ ベルh-1の2分 節 の うち,

(n-2"'...3.,)個 を3分 節 におき かえ ると葉 の数 は2齢`← 二3`'豊+(3-2)(n

-2詞d3'一')=nと なる .

メイン プ ログラム は,Vの 値 にた いす る最適 木 の高 さ を決 め,手 続 きCONS

(h)を 呼ぶ もので あ る.前 節 の定理6.1で は,高 さの異 なる2っ の フ ラッ ト木

(高 さhとh+1)の コス トCとC'

C=A十BV,C'=A'十B'V

にた い して

Vo=一(A-A')/(B-B,)

な るV。 がす べて11/7～1.6の 間 に存在す る こ とが示 され た.こ の こと か ら,コ

ス トの差C-C'_(A-A')+(B-B')Vを 考 え る と,A<A',B>B'

で ある か ら(高 さが高 い木 ほ ど2分 節 が多 く3分 節 が少 な い),

1<V<11!7≦v4の ときC<C'

V>1.6≧V。 の ときC>C'

とい える.い い かえ る と,前 者 で は高 さ が低 い フ ラッ ト木 ほ どコス トが小 さい こ

と,後 者 で は高 さ が高 い フラ ッ ト木 ほ どコス トが小 さい こ とを意 味す る.っ ま り,

最適 木 の高 さhは

1<V≦11/7の ときh=「log,"「

V≧1.6の ときh=しlog2"」

とな る.

微小 区間11!7<V<1.6で は,最 適木 の高 さがわ か らない か ら,「log,"1≦

h≦Llog:n」 な るす べ ての高 さにっ いて式(6.6)の コス トを計算 し,そ の うちで
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最 小 値 を と る高 さ を最 適 木 の高 さ とす る.

構 成 アル ゴ リズ ム に よ り木 の 形 を構 成 し た後,葉 に見 出 し を配 置 す る.ア ル ゴ

リズ ム の 計 算 時 間 は0(n)で あ る.

6.5.2構 成 例

構 成 例 と してV=1.574,見 出 しが1,2,…,17の 場 合 を示 す.11/7<1.574

<1.6で あ り,「log,171=3,,Llo9217」=4だ か ら,h=3,4で あ る ・

h=3の と き

i=「(109217-3)/(log23-1)1=2

Ca=17・3+0.574{17・4-2'(1.5)2}=69.ξ369●

h=4の と き

i=((logs17-4)/(log,3=1)1=1

c,=17.4+0.574{17.3-2ｰ(1.5)}=69.722.

よ っ てC、<C。 だ か ら,CONS(3)を 呼 び,葉 に見 出 し を配 置 す る と 図6.4

の よ う に な る.

構 成 例 の2番 め と してv=i.5の と き を考 え る.こ れ は 文 献(6,p.367)の 次 数

路 長(degreepathlength)に 等 しい.っ ま り,2分 節 と3分 第 の 子 の 数 の 比 を表

して い る.こ の と き,1.5<11〆7だ か ら最 適 木 の 高 さ はh=「log3"1と な る.

● ●

●

■o ■ ■

123456789101ii

図6.4最 適 木 の例
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6.6結 言

2-3木 の最適構成問題の一っ として,疎 モデル の場合 を考察 した.本 探索モ

デルでは,路 上の3分 節 の重みはすべて等 しいと仮定 し,2分 節 と3分 筋の重み

の違いだけを考慮 しているが,こ の コス トは結果的に文献(27)の コス トに一致す

る.文 献(27)で は,3分 木 について最適構成問題 を扱っているが,こ のときのコ

ス トは文献(6,p.367)の 次数路長 と外部路長(externalpathlength)の 和で表 さ

れ るコス トを一般化 したものである.葉 の レベルがすべて等 しい3分 木が2-3

木であるから,本 モデルは3分 木の自由度 に制限のある場合 を扱ったものともい

える.
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第7章 結 論

高 さ平衡木の総数 にたいす る再帰的性質および具体的表現 が明 らかになった.

再帰的表現 を考察す ることは計算機科学 において重要である.そ れはコンピュー

タで具体的な値 を求 めるときの計算効率 に関係 しているからである.こ こで用い

た手法 とくに漸化式 の変換法 は,木 をは じめとす る他の組合せ問題 の数え上げに

も適用できると考え られる.2-3木 を前提 としたいくっかの探索モデルにたい

して,路 長 に関す る最適木の特徴,コ ス ト,お よび構成法が明 らかになった.こ

れ らはデータ構造の初期設定 のモデル を考える際の参考 になると考 えられる.以

上の研究は,木 構造の性質 を理解 し,認 識 を深める上でも役立っと考え られ る.

高 さ平衡木の総数 を近似的に表現す ることは今後の課題である.こ れ には解析

学的考察 が必要 とされる.ま た,高 さ平衡木 の数え上げにたいして,組 合せ論 に

おける反転公式やP。lyaの 方法 が適用できるか調べるのも興味深い.高 さ平衡

木の最適構成に関 しては,見 出 しの重みが一様でない場合の考察 が残されている.

この場合の最適木 は動的計画法(dynamicpr。gra面ng)に よって構成で きるが,

効率 のよい構成アル ゴリズムを考えることが研究の対象 となろう.
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