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概要
格子欠陥は結晶性固体中の原子配列の不整であり，材料に内部応力場を形成する．この内部応力場
は材料の強度特性と深く結びついており，これを明らかにすることは固体力学分野における重要な研
究課題である．連続体力学に基づく格子欠陥のモデル化手法の代表例である Volterra転位モデルに
おいては，内部応力場の解析時に線形弾性理論を用いており，無限小変形の仮定が破綻する転位芯の
近傍や塑性変形の進行に伴う材料の大変形を正確に記述できないという問題が知られている．この問
題は，有限変形理論に基づいて定式化される幾何学的弾塑性理論を用いれば解決することができる．
そこでは，転位の空間分布と連続体の運動学を結びつける際に Cartanの第一構造方程式を解く必要
があるが，従来の研究で用いられてきた手法の適用範囲は連続体の形状，および転位の分布が軸対象
な問題に限られているという問題があった．そこで本論文では，この理論的枠組みを (i)数値計算の
導入によって任意の形状の連続体へ拡張すること，および (ii)任意の空間分布をもつ転位へ適用可能
な新手法を開発し，この検証を行うことを目的とした．
幾何学的な弾塑性理論において連続体の運動学は参照状態，中間状態，そして現状態の三状態に
よって記述される．このとき Cartanの第一構造方程式は転位の空間分布から中間状態を決定する方
程式と捉えることができる．本論文ではこの方程式を，(i) 従来のホモトピー演算子による積分法，
および (ii)新たに開発した残差ノルムを最小化する変分問題の停留条件により数値計算する方法の二
種類の方法を用いて解いた．これによって中間状態を決定し，これを反映する弱形式の応力の平衡方
程式をアイソジオメトリック解析によって数値計算することで，転位による連続体の変形と内部応力
場の解析を行った．
本解析手法の妥当性の検証を行うため，(i)ホモトピー演算子による積分法を利用して直線状のら
せん転位，および刃状転位に対する数値解析を行った．いずれの転位においても，Volterra転位モデ
ルと定性的に一致する応力場が得られ，本論文で構築した手法の妥当性が確認された一方で，幾何学
的非線形性の影響により，らせん転位の芯近傍には局在化した静水圧が現れること，刃状転位におい
ては応力場がすべり面を境に非対称に分布することが明らかとなった．続いて，(ii)本論文で新たに
開発した手法を用いて，転位ループ列によるキンク帯のモデル化と解析を行った．この結果，キンク
帯に特徴的な折れ曲がり変形の再現に成功するとともに，転位列（転位ループ）の先端には応力が集
中し，それが広範に分布することが明らかとなった．この応力場の分布は回位の応力場と定性的に一
致することから，塑性変形時にキンク帯を形成する材料においては，キンク帯先端における回位が後
続転位の運動障壁となり，これが材料強化に寄与していることが示唆された．
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1 序論
1.1 研究背景

1.1.1 結晶性固体中の格子欠陥
固体材料は，構造用材料としての役割に加え，その熱，電磁気的特性を応用した機能性材料として
の役割も果たす我々の生活に不可欠な材料である．固体力学はこうした固体材料の力学特性に焦点を
当てた学術領域であり，固体に加えた力とこれによって生じる変形の関係を様々な角度から検証し，
その特性を明らかにすることを主な目的としている．固体材料の代表例に結晶性固体がある．結晶構
造とは，ユニットセルの対称操作および原子の基本構造の組み合わせによって記述される原子配列の
規則性のことであり，この結晶構造を有する固体材料のことを結晶性固体という [1]．金属や半導体，
酸化物結晶，イオン結晶等はこうした結晶性固体の代表例である．
通常，実在する結晶性固体の多くは単一の結晶構造を有する単結晶が組み合わされてできた多結晶
の状態で存在している．さらに，結晶構造による空間対称性を満たす単結晶は完全結晶と呼ばれてい
るが，実在の単結晶が完全結晶であることはごく稀であり，通常は結晶構造の空間対称性を破る格子
欠陥を無数に含んでいる．格子欠陥はその幾何学的な形態に応じて点欠陥，線欠陥および面欠陥に分
類される [2]．点欠陥は結晶格子中に含まれる不純物原子や空孔等の 0次元的な空間的広がりをもつ
格子欠陥であり，線欠陥および面欠陥もこれと同様に空間対称性を破る領域が 1次元的な曲線，また
は 2次元的な曲面状に連なった領域となるものとされる．とりわけ，格子欠陥の中でも線欠陥に分類
される転位は，すべり変形による結晶性固体の塑性変形を担うことから，特に重要視されている．
転位を含む結晶性固体は，完全結晶の一部がある方向にずれた形態をとっており，ずれの境界線と
なる曲線は転位線，ずれの大きさと方向を表すベクトルは Burgersベクトルと呼ばれている [3]．こ
こで，転位線と Burgersベクトルが垂直な転位は刃状転位，平行な転位はらせん転位，これら 2つの
成分を含む一般の転位は混合転位と呼ばれて区別されている．この三種類に分類される転位の近傍で
は結晶格子は弾性的にひずみ，自己平衡な内部応力場が形成された状態となる．この内部応力場は，
転位同士，または転位とその他の格子欠陥の相互作用力として働くが，降伏や硬化，疲労，クリープ
といった材料の強度は，主にこの相互作用下での格子欠陥の運動の結果として生じることが知られて
いる [3, 4]．したがって，結晶性固体の格子欠陥が形成する内部応力場を明らかにすることは，固体
力学における重要な研究課題の一つである．
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1.1.2 LPSO型Mg合金のキンク帯と回位
キンク帯は，材料の内部が局所的に折れ曲がった形態であり，結晶性固体に広く見られる変形形態
の一つである [5]．1940年代はじめに Orowanによって Cd単結晶におけるキンク帯の形成が発見さ
れ [6]，それ以来，金属では Zn，その他の材料ではセラミクスや高分子，鉱物，複合材料，そして紙
の束などの多岐にわたる固体材料中でその存在が報告されてきた [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 12, 15,

16]．こうしたキンク帯を形成する材料は，ある種の層状構造を有しており，それと平行な方向への
すべり変形が生じやすいという共通の特徴がある．通常，キンク帯はこのすべり変形が生じやすい方
向と垂直に形成される．またその幾何学的な形態としては，キンク変形による材料の折れ曲がりが材
料表面にまで達するオルソ型キンクと，正負の折れ曲がりが材料内部で交わるリッジ型キンクの二種
類が確認されている [7]．
近年開発された長周期積層構造（LPSO構造）を有するMg合金（LPSO型Mg合金）においても
キンク帯の形成が確認されている [17, 18, 18, 19, 20]．LPSO型Mg合金はMgと微量の Zn，およ
び主に Y等の希土類元素からなる合金であり，Znと希土類元素のクラスターが強度の高い板状の積
層構造をなしている [21]．この積層構造が双晶変形を抑制することにより，この合金における主要な
塑性変形機構が底面すべりのみに制限される．これによって，キンク帯を形成する他の材料と同様に
層状構造と平行方向への刃状転位の活動が容易に生じるため，この合金においてもキンク帯が形成さ
れるものと考えられる．実際，LPSO型Mg合金中のキンク帯の大半はミスオリエンテーション角が
15度未満の小傾角粒界，すなわち刃状転位の集合によって形成されていることが実験観察によって
明らかにされている [22]．こうした微視的構造を背景として，この合金の降伏強度は 600MPaを超
える上に，10%近くもの塑性伸びを示すことから，次世代の構造用部材としての応用が期待されてい
る [23, 24]．この優れた機械特性は，従来提案されてきた固体材料の強化機構とは異なる新たな材料
強化機構によって獲得されていることが示唆されている．すなわち，LPSO型Mg合金の降伏強度を
説明する上で従来の材料強化機構は不十分であり，またその不定分はキンク帯の体積分率と相関する
ことが報告されている [25]．こうした背景から，現在，この合金系におけるキンク形成とそれに伴う
材料強化機構を説明するための研究活動が活発に行われている．
キンク帯による新たな材料強化機構には回位が寄与している可能性が指摘されている．Inamura

はキンク帯の構造を幾何学的に考察することにより，リッジ型キンクの先端に回位と呼ばれる線欠陥
の一種が存在することを予想している [26]．転位が Burgers ベクトルによって特徴付けられる並進
型の線欠陥であるのに対して，回位は Frankベクトルによって特徴付けられる回転型の線欠陥であ
り，分子配向の自由度がある液晶や高分子において観察されてきた [27, 28]．一般に，結晶性固体中
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に孤立した完全回位が存在する場合，孤立した転位を含む場合と比べて結晶性固体は著しく高い弾性
ひずみエネルギーを蓄積することが知られている．したがって結晶性固体中における完全回位の存在
可能性は極めて低く，通常は符号の異なる 2つの回位の対（回位双極子）や，4つの回位（回位四重
極子）等，複数の回位が隣接した不完全回位を形成していると考えられている [29]．キンク帯による
材料強化機構には回位と転位の相互作用が何らかの影響を及ぼしていることが示唆されていることか
ら，転位と回位の双方を包括的に取り入れた理論の構築が求められている．

1.1.3 ナノ構造体中の格子欠陥
近年，ナノサイエンス・ナノテクノロジーに基づくナノ電気・電子デバイス，ナノフォトニックデ
バイス，ナノバイオセンサーの開発が進められている [30]．こうしたナノデバイスの形状は機能と深
く結びついており，その形状をいかに制御しながら合成するか，デバイスを構成するナノ部材を所望
の形状にどう合成するかが重要となる．
こうしたナノ部材にも転位が含まれる場合があり，この際にナノ部材に生じる変形量はバルク体に
おける転位の変形と比べて著しく大きくなることが知られている．すなわち，転位の Burgersベクト
ルの大きさ bに対するバルク体の代表長さ Lの比 b/Lと，ナノ部材の代表長さ l の比 b/l を比べる
と後者の方が大きくなる（b/L < b/l）ことに起因している．この現象の典型例として，PbSのナノ
ワイヤ中の混合転位によるねじれ変形がある [31]．そこでは，蒸着時にスパイラル機構に基づく異方
的な結晶成長が確認され，この結果として中央に混合転位を含んだナノワイヤが作成されている．こ
のとき，ナノワイヤは軸方向に沿って結晶方位がねじれた形態をとっており，これは混合転位中のら
せん成分によるねじれ，すなわち Eshelbyツイストによるものと考えられている．この現象は AlO

ナノワイヤにおいても観察されており [32]，らせん転位を含むナノワイヤに普遍的なものであると考
えられる．このことは，転位がナノ部材中に及ぼす変形の精密な評価を行う際には，有限変形理論を
用いて取り扱う必要があることを示唆していると考えられる．

1.1.4 格子欠陥に対する力学解析手法
転位や回位等の格子欠陥は結晶性固体中で複雑な空間分布をとり，これと材料の力学特性の直接的
な関係を実験的に明らかにすることは困難である．したがって，理論および数値実験と実験を駆使し
て，それらで得られた結果を相互に検討するが必要である．
格子欠陥の数理解析手法には大別して，原子配列の不整として微視的に捉えるミクロスケールの手
法（分子動力学法や第一原理計算）[33, 34]，個々の転位を応力場を伴う曲線として直接モデリング
しながら，その相互作用を弾性理論に基づいて時間発展を記述していくメゾスケールの手法（離散転
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位動力学法）[35]，そして転位の分布を粗視化して連続体上の分布へ還元し，巨視的な連続体力学に
基づいて力学場解析を行うマクロスケールの手法（連続分布転位論や結晶塑性論）[36, 37, 38, 39]が
あり，現象に応じて最も適した解析手法が選択される．連続体力学に基づくマクロスケールの解析手
法では，連続体に負荷されている境界条件のモデル化が容易で，原理的に時空間スケールが制限され
にくく，かつ格子欠陥が形成する内部応力場を近似的に評価することができるという特徴がある．一
般に，転位によって連続体に生じる変形量は Burgersベクトルに比例しており，したがってマクロス
ケールでの連続体の変形を議論する際には，この変形量を無限小と仮定する線形弾性理論が用いら
れる．
線形弾性理論に基づいて転位の内部応力場評価を行うことが可能なモデルのうち，最も古典的な
ものが Volterra転位モデルである [40]．Volterra転位モデルでは，転位線と Burgersベクトルを用
いて連続体力学解析へ転位を導入する．この結果，転位の遠方では内部応力場を良好に表現できる
ため，これまで転位を素過程とする様々な力学現象の解析に用いられてきた [3, 41, 2]．その一方で，
Volterra転位モデルに課されている無限小変形の仮定は，転位芯の近傍，および塑性変形の進行の際
には破綻していると考えられる [3, 42]．したがって，このモデルに基づく連続体の変形解析時には一
定の誤差が含まれるものと考えられる．その上，Volterra転位モデルでは連続体の内部応力場が転位
線上で発散することが知られている [43]．これは，Volterra転位モデルでは転位を連続体中の特異線
としてモデル化することに起因している．その他，線形弾性理論に立脚した固体材料の力学特性評価
手法としては，Eshelbyによって構築され，Muraによって様々な問題の解析へ応用された eigenひ
ずみ理論が挙げられる．eigenひずみ理論では材料の非弾性変形，すなわち格子欠陥や熱膨張，格子
変態，介在物等を eigenひずみの分布として連続体力学解析へ導入することで，複雑な非弾性変形が
寄与する固体材料の力学特性評価を可能にしてきた [41]．その一方で，線形弾性理論に基づくこの理
論は原理的に Volterra転位モデルと同様の問題を抱えており，結晶性固体材料中のより広範な現象
へ適用するには，有限変形理論を導入する必要があると考えられる．

1.1.5 連続体力学と微分幾何学に基づく格子欠陥のモデル化
従来の格子欠陥力学解析手法の問題を解決可能な理論的枠組みの一つに，連続分布転位論と有限変
形理論に基づく弾塑性理論がある．連続分布転位論では転位線と Burgers ベクトルの空間分布を用
い，転位の空間分布を転位密度テンソルとしてモデル化する [44]．これによって，Volterra転位モデ
ルが抱えていた応力場の特異性は原理的に解決することができるが，この際には転位密度テンソルと
連続体力学解析の接続方法が問題となる．
1955年，Kondoは転位密度テンソルが微分幾何学における捩率テンソルと等価であることを指摘
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し，これを用いれば転位密度テンソルを連続体力学解析へ自然に導入できることを示した [45, 46].

Kondoははじめ，転位によって変形した連続体の微小部分を切り出して弾性的に緩和させるという
思考実験を行った．次に，切り出された全ての微小部分を弾性変形しないように再結合させ，転位に
よる結晶構造のずれのみを含んだ連続体の状態である自然状態*1を構成した．この際，自然状態は弾
性理論における適合条件式を満たさず，その残差である不適合度テンソルが自然状態の Riemann曲
率テンソルと等価であることを示した．この結果により Kondoは，自然状態が通常の 3次元 Euclid

空間上には存在せず，仮想的な曲がった空間，すなわち Riemann多様体として構成できることを指
摘した．その後 Kondoとは独立して，Bilby等と Kröner等も Riemann多様体を用いた格子欠陥を
含む連続体の幾何学的定式化を行っている [47, 48]．これらの理論的な発見を契機に微分幾何学の立
場に立った格子欠陥の解釈が進められ，以来，転位のみならず回位や点欠陥等の格子欠陥について
も微分幾何学で用いられる曲率テンソルと非計量テンソル（Q テンソル）と対応付けられることが
指摘されてきた [49, 50]．Kondoらの研究と同時期に Truesdelと Noll，Wangらは有理連続体力学
の定式化を始め，Kondoらの理論を導入して格子欠陥を含む連続体力学の定式化を行った [51, 52]．
1990年代には Leと Stumpfが，Truesdelと Nollらの理論を基礎とし，有限変形理論に基づく弾塑
性理論の定式化を進めた [53, 39]．
このような枠組みがありながらも，現在でもこの理論に基づく格子欠陥の力学解析に関する先行研

究例は限られている．この原因の一つとして，結晶性固体中の転位の空間分布から中間状態を決定
する方法が限られていることが挙げられる．一般に，中間状態は Cartanの第一・第二構造方程式，
および Bianchi の恒等式を解くことによって決定することができる，Edelen と Lagoudas，および
Acharyaはホモトピー演算子によってこれらの方程式の一般解を計算している [54, 55]．また，近年
では Yavariと Gorielyにより半逆解法に基づく格子欠陥の応力場解析手法が確立され，非線形弾性
理論の下で様々な格子欠陥の内部応力場を導いている [56, 57, 58, 59]．しかしながら，これらの研究
で用いている Cartanの構造方程式の解放では共通して，連続体と格子欠陥の分布に高い対称性を課
した問題設定をする必要があり，複雑な配置を取る現実の結晶性固体中の格子欠陥への適用は困難で
ある．その一方で，中間状態を数値的に決定できれば，こうした複雑な問題にも広く適用可能な格子
欠陥力学解析手法を確立することができると考えられる．

*1 これは現在の弾塑性理論の文脈では中間状態と呼ばれている
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1.2 研究の目的

以上の研究背景に基づいて，本論文では転位および転位組織によって連続体内部に形成される内部
応力場の数値解析を可能とする理論と数値計算法を構築するとともに，これを用いて直線状らせん転
位と刃状転位の力学場を解析し，これを先行研究で得られている結果と比較し検証することによっ
て，本解析法の妥当性について検証することを目的とする．また，本論文で新たに構築した手法を転
位を用いてモデル化したキンク帯へ応用し，キンク帯に特徴的な折れ曲がり変形の形態が再現できる
ことを示すとともに，キンク帯における回位の存在とその応力場に関する議論を行う．

1.3 論文構成

本論文の構成は次の通りである．第 1章では研究の背景および目的を述べた．
第 2章では微分幾何学を用いた連続体の運動学について説明する．ここでははじめに，Riemann-

Cartan 多様体の構成に必要な多様体上の Riemann 計量およびアフィン接続を導入する．続いて，
Euclid 空間上の弾性理論を Riemann 幾何を用いて定式化するとともに不適合度テンソルを導入す
る．その後，本研究で中心的な役割を果たす幾何学的な弾塑性理論における連続体の運動学の説明を
行う．ここでは Yavari-Gorielyの理論と同様に，完全結晶，格子欠陥によって塑性変形した結晶，そ
して弾性的に緩和して力学的平衡状態にある結晶に対応する，参照状態R，中間状態 B，および現状
態 S を連続体の 3つの状態として導入する．
第 3章では，転位密度テンソルと捩率形式の等価性（Kondo理論）に基づき，与えられた転位密
度テンソルから導かれる中間状態の Riemann計量を決定する二種類の方法を示す．これらの方法で
は，共通して Cartanの第一構造方程式の解から塑性変形勾配を決定するという方針をとる．一つ目
の方法では，この方程式系の積分に Edelenにより導入されたホモトピー演算子を用いる．この方法
を用いると，様々な形状の転位に対応した中間状態の Riemann計量を解析的に求めることができる
が，一方で複数の転位が含まれる問題に対して適用するのは困難であり，また自由表面の影響を境界
条件として取り扱うことができないという欠点がある．そこで，本論文ではこれに代わる新しい解析
法として，変分法に基づく数値解析法を導入する．これは解析対象の Cartanの第一構造方程式の残
差ノルムを最小化することで，塑性変形勾配を決定するものである．この方法を用いると，自由に配
置された複数の転位に対応する中間状態の Riemann計量を決定することができる．
続く第 4章では，変分問題の弱形式に対する数値計算に用いるアイソジオメトリック解析について

説明する．アイソジオメトリック解析は，Galerkin法に基づく平衡方程式の弱形式解析法の一つで
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ある．その最大の特徴は，非一様有理 B-spline（NURBS）を基底関数とする点にあり，これによっ
て解析対象の連続体の幾何形状を近似なしで表現することができ，またリファインメントによって基
底関数の滑らかさを自由に変更することができる．第 4章では，アイソジオメトリック解析の基礎的
事項について説明した後に，大規模数値計算時に用いた領域分割法と additive Schwarz法について
説明する．
第 5章では，アイソジメトリック解析の格子欠陥力学解析への実装を行う．ここではまず，Catan

の第一構造方程式を離散化し，数値解を求める一連の手順について説明する．これによって，与えら
れた任意の転位分布に対する中間状態（Riemann-Cartan 多様体）を数値的に構成することができ
る．次に，この多様体を 3次元 Euclid空間 R3 へ埋め込むことで，弾性変形と塑性変形の双方を含
む現状態を決定する．具体的には，連続体を St. Venant-Kirchhoff超弾性体とし，中間状態と現状
態の Riemann計量の差で表された Greenひずみテンソルを用い，この連続体のひずみエネルギーを
定式化する．その後，これと変分原理を用いて応力の平衡方程式を弱形式で導出する．最後にこの弱
形式へアイソジオメトリック解析を適用することで，方程式の離散化と数値計算を行う．
第 6章では，構築した解析手法をらせん転位，刃状転位，および転位ループが近接したすべり面上
に平行に配置した転位組織へ適用する．これを従来の解析結果と定量的に比較することで，本解析手
法の妥当性を検証する．
最後に第 7章では，各章で得られた結果をまとめ，本研究の総括を行う．
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2 微分幾何学に基づく連続体の運動学
2.1 Riemann計量とアフィン接続

微分幾何学においては，Euclid空間上の図形を一般化した多様体を対象として，幾何学的な諸量を
局所的に定義し，その性質を議論する基盤が与えられる．多様体の開部分集合は Euclid空間の開集
合とみなすことができる*2集合である．すなわち，多様体は抽象的な図形と解釈することができ，必
ずしもその全体を同じ次元の Euclid空間上で実現することはできないが，部分的には実現可能であ
るという性質を持っている．多様体論における諸概念とその定義を付録 Aに示した．
本節では，この多様体上の構造として Riemann計量およびアフィン接続を導入する [60, 61, 62]．

Riemann計量とアフィン接続は，それぞれ Euclid空間上のベクトルの内積と平行移動を一般化する
構造である．すなわち，Riemann計量は多様体の接ベクトルの長さと，二つの接ベクトルの間の角
度を定義し，またアフィン接続は各点での接ベクトルの平行性を定義する．これらの構造の導入によ
り，連続体の局所的な変形を表すひずみは Riemann計量を，格子欠陥のモデル化はアフィン接続を
用いて行われる．本節ではまず，このモデル化の受け皿となる Riemann計量，およびアフィン接続
の一般的な性質を示す．その後，格子欠陥のモデル化時に重要な二つのアフィン接続を導入する．

2.1.1 Riemann計量
M を d 次元のコンパクトな境界付き多様体とし，その上のある点 x の接空間を TxM とおく．

TxM に内積を与える構造 g を Riemann計量とよび，M と g の組 (M, g)を Riemann多様体とい
う．以下に，Riemann計量 g の定義を示す [61]．

Definition 1 (Riemann計量). 多様体M 上の，対称かつ正値な双線型写像を gx : TxM×TxM → R

とする．M 上の各点 xに対応 x 7→ gx が与えられれば，M 上の全ての点の接空間に内積が与えられ
る．この対応 x 7→ gx が C∞ 級であるとき，これを g と書いてM 上の Riemann計量という．ここ
で g のなめからさは次のように定義される．M 上の任意の C∞ 級ベクトル場 ∀X,Y ∈ X (M)に対
して xにおけるXx, Yx ∈ TxM の内積 gx(Xx, Yx)はM 上の関数となる．この関数が C∞ 級である
とき，g は C∞ 級であるという．

TxM の双対空間を T ∗
xM と書き，xにおける余接空間と呼ぶ．M 上のチャート (U, z1, . . . , zd)上

で 1 次独立な余接ベクトルの組は，局所座標系 z を用いて ((dz1)x, . . . , (dz
d)x) と表すことができ

*2 数学的には微分同相であるという
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る．これを用いれば，gx は次のように局所座標表示することができる．

gx = gij(x)(dz
i)x ⊗ (dzj)x (2.1)

上式以降では特に断らない限り重複する添字に総和規約を適用するものとする．上式において d2 個
の係数 gij はM 上の関数の組を表し，gij(x)は x ∈M におけるその値を表す．ベクトル空間の内積
の定義から，任意の局所座標系に対して gij = gji を満たす．
点 x ∈ M を固定し，TxM 上の内積 gx が与える接ベクトルの初頭幾何学的な性質を見ていく．

∀X,Y ∈ X (M)をM 上の任意の C∞ 級ベクトル場とする．各点 x ∈ M では Xx, Yx は TxM 上の
接ベクトルとなる．定義より，接空間 TxM におけるXx と Yx の内積は gx : TxM ×TxM → R を用
いて gx (Xx, Yx)と書かれる．具体的な計算過程を見るために xの周りのチャートを (U, z1, . . . , zd)
とおけば，gx (Xx, Yx)は次のように計算される．

gx (Xx, Yx) =gij(x)dz
i

(
Xk(x)

∂

∂zk

)
dzj

(
Y l(x)

∂

∂zl

)
=gij(x)X

k(x)δikY
l(x)δjl

=gkl(x)X
k(x)Y l(x) (2.2)

gx による内積を用いれば，xの接ベクトル Xx ∈ TxM の大きさは |Xx| =
√
gx(Xx, Xx)と定義さ

れる．また，xの二つの接ベクトルの間の角度は，gx による内積を用いて次のように定義される．

θx(Xx, Yx) := cos−1

(
gx(Xx, Yx)

|Xx| |Yx|

)
(2.3)

gx の定める正規直交性を有する TxM の正規直交基底の組を (e1|x, . . . , ed|x) とおく．正規直交
性よりこれらは gx(ei|x, ej |x) = δij を満たす．M 上の全点において，Riemann 計量 g に関して正
規直交となるベクトル場の組 (e1, . . . , ed) は，正規直交枠と呼ばれている [61]．また，1 形式の組
(ϑ1, . . . , ϑd)が，ベクトル場と間に定まる自然な積により ϑi(ej) = δij を満たすとき，これを正規直
交枠 (e1, . . . , ed)の双対枠という．この双対枠を用いれば，Riemann計量 g は次のように表すこと
ができる．

g = δijϑ
i ⊗ ϑj (2.4)

上式は，g(ei, ej) = δklϑ
k(ei)⊗ ϑl(ej) = δij を満たすことから確認できる．
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2.1.2 アフィン接続
Riemann多様体 (M, g)においては，各点の接ベクトルの内積を Riemann計量 g によって与える
ことが可能となった．続いて，多様体におけるベクトル場の方向微分を定める構造であるアフィン接
続を導入する．Euclid空間の上では，異なる二点のベクトルを自由に平行移動することができるの
で，これを用いればベクトル場の方向微分が定義できる．一方，多様体においては接ベクトルの平行
移動はアフィン接続によって定義され，ベクトル場の方向微分もアフィン接続を用いて定義される．

Definition 2 (アフィン接続). 次の性質を満たす写像 ∇ : X (M) × X (M) → X (M)をM 上のア
フィン接続という．

1. 第一引数に関してC∞(M)線型性がある：∇(fX+hY, Z) = f∇(X,Z)+h∇(Y, Z), ∀X,Y, Z ∈

X (M) ,∀f, h ∈ C∞(M)

2. 第二引数に関して Leipnitz則を満たす：∇(X, fY ) = X[f ]Y +f∇(X,Y ), X, Y ∈ X (M) , a ∈

R

∇(X,Y )を∇XY のように表して用いることにする．多様体M のチャート (U, z)において，座標
基底 (∂/∂zi) = (∂/∂z1, . . . , ∂/∂zd)をとる．一般に，アフィン接続 ∇による接ベクトル ∂/∂zi の
∂/∂zj の方向への微分は次のようになる．

∇∂/∂zi

∂

∂zj
= Γk

ij

∂

∂zk
(2.5)

ここで Γk
ij は，接続係数と呼ばれる d3 個の M 上の関数の組である．直感的に上式は，∂/∂zi を

∂/∂zj の方向へ微小に平行移動した接ベクトルを (∂/∂zi) の線型結合で表しており，Γk
ij はその係

数であることを意味している．逆に，この接続係数 Γk
ij の取り方に応じて，多様体M には無数のア

フィン接続が存在する．
接続係数 Γk

ij はテンソルではないため，座標変換の下で常に変化するという特徴がある．チャート
(V, y)を，U ∩ V 6= ∅となるようにとる．この共通部分 U ∩ V においては，二つの局所座標系 (zi)

および (yi)が存在している．そこで座標基底 (∂/∂yi) = (∂/∂y1, . . . , ∂/∂yd)と (∂/∂zi)の関係は次
のように表すことができる．

∂

∂yi
=
∂yj

∂zi
∂

∂yj
(2.6)

ここで ∂yj/∂zi は座標系 (zi) と (yi) の座標変換を特徴付ける Jacobi 行列の (i, j) 成分を表してい
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る．この座標変換の下で，Eq. (2.5)は次のように計算される．

∇∂/∂yi

∂

∂yj
=
∂yk

∂zi
∇∂/∂zk

(
∂yl

∂zj
∂

∂zl

)
=
∂yk

∂zi

(
∂2ym

∂zjzk
+
∂yl

∂zj
Γm
kl

)
∂

∂zm
= Γ̃m

ij

∂

∂zm
(2.7)

これより，異なる座標系 (zi)および (yi)に関する接続係数 Γm
ij および Γ̃m

ij は，この座標変換の下で
係数 ∂2ym/∂zj∂zk の分だけテンソルの変換規則を破っている．したがって，接続係数はテンソルで
はなく，座標系に依存した関数の組であるとみなされる．
あるアフィン接続を他のアフィン接続と区別する際に，座標系の選択に依存する接続係数を用いる
のは困難である．したがって，アフィン接続を用いて座標系に依存しないテンソル量を構成すること
で，この区別が容易になる．アフィン接続を特徴付けるテンソル量としては，次に示す捩率テンソル
および曲率テンソルが知られている [61]．

Definition 3 (捩率テンソルと曲率テンソル). 多様体M 上のアフィン接続を ∇ とし，X,Y, Z ∈

X (M)をM 上の任意のベクトル場とする．このとき，以下で定義されるM 上の (1, 2)型テンソル
場 T および (1, 3)型テンソル場 Rを，アフィン接続 ∇の捩率テンソルおよび曲率テンソルという．

T (X,Y ) =∇XY −∇YX − [X,Y ] (2.8)

R(X,Y )Z =∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z (2.9)

M 上の (1, 3)型テンソル場である曲率テンソル Rの縮約により，(0, 2)型テンソル場である Ricci

テンソル Ric，そして (0, 0)型テンソル場であるスカラー曲率 S を構成することができる．これらは
次のように定義される．

Ric(X,Y ) :=tr(R(·, X)Y ) (2.10)

S :=tr(Ric) (2.11)

ただし trはトレース演算子を表し，例えばスカラー曲率においては S = Ric = Ric(ei, ej)δ
ij のよう

に作用する．Einsteinテンソル E は次のように定義される (0, 2)型テンソル場である．

E = Ric− 1

2
gS (2.12)

Eq. (2.13)における曲率テンソルの反対称性により，曲率テンソルは一般の (1, 3)型テンソル場のな
す空間の部分空間に含まれている．Einsteinテンソルは，この部分空間と (0, 2)型テンソル場のなす
空間の同型対応によって構成されており，曲率テンソルのもつ全ての幾何学的な情報を含んでいるこ
とが知られている [62]．
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定義より，任意のアフィン接続∇の捩率テンソル T および曲率テンソル Rは，次の関係を満たす
M 上の反対称なテンソル場である．

T (X,Y ) =− T (Y,X) (2.13)

R(X,Y )Z =−R(Y,X)Z (2.14)

この反対称性により，これらのテンソル場を多様体 M 上の 2 形式の組とみなすことができる．す
なわち捩率テンソル T および曲率テンソル R に対応する 2 形式の組 τ i, (i = 1, . . . , d) および
Ωi

j , (i, j = 1, . . . , d)は，それぞれ捩率形式および曲率形式と呼ばれている [61]．捩率形式および曲
率形式は，次に示す Cartanの第一・第二構造方程式を満たすことが知られている．

τ i = dϑi + ωi
j ∧ ϑj (2.15)

Ωi
j = dωi

j + ωi
k ∧ ωk

j (2.16)

ただし，ωi
j , (i, j = 1, . . . , d)は接続形式である．また，上式の両辺の外微分をとった次の方程式は

Bianchiの恒等式と呼ばれている．

dτ i = Ωi
j ∧ ϑj − ωi

j ∧ τ j (2.17)

dΩi
j = Ωi

k ∧ ωk
j − ωi

k ∧ Ωk
j (2.18)

2.1.3 Levi-Civita接続
前節で述べたように，アフィン接続は多様体上で接続係数によって定められ，その性質は捩率
テンソルと曲率テンソルによって特徴付けられる．したがって接続係数の空間分布の自由度に応
じて，一つの多様体には無数のアフィン接続を入れることができる．Riemann 多様体においては，
Levi-Civita接続と呼ばれるアフィン接続がユニークに定まる．
Riemann 多様体 (M, g) に関する Levi-Civita 接続を ∇ と書き，この定義と性質を示す．Levi-

Civita接続∇は X,Y, Z ∈ X (M)に対して次の条件を満たすアフィン接続である．

(∇Xg)(Y, Z) = 0 (2.19)

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] = 0 (2.20)

Eq. (2.19)を満たすアフィン接続は Riemann計量と両立するという．アフィン接続の Riemann計
量との両立性は直感的に，Riemann計量による多様体上の内積が一定に保たれることを表している．
また，Eq. (2.20)を満たすアフィン接続は対称であるといい，このアフィン接続の捩率テンソルがゼ

12



ロであることを表している．すなわち，Levi-Civita 接続は Riemann 計量と両立し，捩率テンソル
がゼロとなるアフィン接続である．
この形式的な条件をより詳しく書き下すために，これらをチャート (U, z)上で局所座標表示する．
まず，x ∈ U における座標基底 (∂/∂zi

∣∣
x
) に関して，Riemann 計量 g を次のように局所座標表示

する．

g = gij(x)(dz
i)x ⊗ (dzj)x (2.21)

また，アフィン接続∇による座標基底の方向微分を接続係数 Γk
ij を用いて次のように書く．

∇∂/∂zi|x
∂

∂zj

∣∣∣∣
x

= Γk
ij(x)

∂

∂zk

∣∣∣∣
x

(2.22)

これより，Eq. (2.19)は次のように表すことができる．

(∇Xg)(Y, Z) =X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ)

=Xk ∂

∂zk
(
gijY

iZj
)
− gijX

k

(
∂Y i

∂zk
+ Γi

klY
l

)
Zj − gijX

kY i

(
∂Zj

∂zk
+ Γj

klZ
l

)
=XkY iZj

(
∂gij
∂zk

− gljΓ
l
ki − gilΓ

l
kj

)
= 0 (2.23)

これが U ⊂M 上の任意のベクトル場X,Y, Z に対して成り立つので，Eq. (2.19)は次の方程式に帰
着する．

∂gij
∂zk

− gljΓ
l
ki − gilΓ

l
kj = 0 (2.24)

次に Eq. (2.20)中の各項は次のように局所座標表示できる．

∇XY =Xi

(
∂Y l

∂zi
+ Γl

ijY
j

)
∂

∂zl

∇YX =Y j

(
∂X l

∂zj
+ Γl

jiX
i

)
∂

∂zl

[X,Y ] =Xi ∂Y
j

∂zi
∂

∂zj
− Y j ∂X

i

∂zj
∂

∂zi

(2.25)

したがって，Eq. (2.20)は次のようになる．

XiY j
(
Γl
ij − Γl

ji

)
= 0 (2.26)
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これが任意のベクトル場 X,Y に対して成り立つので，Eq. (2.20)は次の方程式に帰着する．

Γl
ij = Γl

ji (2.27)

上式より明らかなように，Eq. (2.20)は接続係数の添字の入れ替えに対する対称性の条件となってい
る．Eq. (2.24)および Eq. (2.27)より，Levi-Civita接続の接続係数 Γi

jk はチャート (U, z)の下で
次のように局所座標表示できる．

Γi
jk =

gik

2

(
∂gkj
∂zi

+
∂gki
∂zj

− ∂gij
∂zk

)
(2.28)

ただし，gik は Eq. (2.21)の係数 gij と gkigij = δkj の関係を有しており，gij を行列とみなしたと
き，その逆行列を表している．第二種 Christoffel記号を用いると，Eq. (2.28)は次のように表され
る [62]．

Γl
ij =

{
l

ij

}
(2.29)

このように，チャート (U, z) における Levi-Civita 接続の接続係数 Γl
ij は，Eq. (2.19) および Eq.

(2.20)によって Riemann計量のみを用いて記述され，これにはいかなる不定性も含まれない．この
意味で，Levi-Civita接続は Riemann多様体にユニークに定まると言える．
この Levi-Civita接続の性質を特徴づける捩率テンソルおよび曲率テンソルは次のように局所座標
表示される．

T =T i
jk

∂

∂zi
⊗ dzj ⊗ dzk = 0

R =Ri
jkl

∂

∂zi
⊗ dzj ⊗ dzk

Ri
jkl =

∂Γi
jl

∂zk
−
∂Γi

kj

∂zl
+
(
Γm
ljΓ

i
km − Γm

kjΓ
i
lm

)
Levi-Civita接続の対称性から，この捩率テンソルは常にゼロとなる一方，曲率テンソルの係数は接
続形式を用いて表される一般には非ゼロの (1, 3)型テンソル場である．Levi-Civita接続の曲率テン
ソルを特に Riemann曲率テンソルと呼ぶ．Riemann曲率テンソル Rに関する Ricciテンソルおよ
びスカラー曲率は次のように局所座標表示することができる．

Ric =δki R
i
jkldz

j ⊗ dzl (2.30)

S =gklδki R
i
jkl (2.31)

14



これらより，Einsteinテンソルの局所座標表示は次のようになる．

E = Eijdz
i ⊗ dzj =

(
δki R

i
jkl −

gjl
2
S
)
dzj ⊗ dzl (2.32)

2.1.4 Weitzenböck接続
Weitzenböck接続は多様体上のアフィン接続であり，捩率テンソルが非ゼロ，曲率テンソルがゼロ
となるという特徴がある．このWeitzenböck接続は，平行化可能（Parallelizable）な多様体に自然
に定まるアフィン接続である．
いま，多様体M の接束を TM とおくと，TM と積束M × Rd の間にM 上の束同型 ϑ : TM →

M × Rd が存在するとき，多様体は平行化可能であるという．M 上の束同型 ϑ は，接束 TM と積
束M × Rd の切断の全単射である．TM の切断 X ∈ X (M) に対して，束同型 ϑ は X に対応する
M × Rd の切断 ϑ(X)を定める．また，M × Rd の切断 sに対して TM の切断 ϑ−1(s)も定まる．
積束 M × Rd の各点のファイバーは実空間 Rd であるため，Rd 上の内積を用いてファイバー計
量 〈·, ·〉 : Γ

(
M × Rd

)
× Γ

(
M × Rd

)
→ R が自然に定まる．いま，Rd の正規直交基底をM × Rd

の各点に割り当てることで，M × Rd にファイバー計量 〈·, ·〉 に関する正規直交枠を与えることが
できる．これを (∂/∂zi) = (∂/∂z1, . . . , ∂/∂zd)と書くことにする．定義より正規直交枠 (∂/∂zi)は〈
∂/∂zi, ∂/∂zj

〉
= δij を満たすファイバー計量 〈·, ·〉に関する正規直交基底をなしている．束同型の

逆写像 ϑ−1 により，この正規直交枠を TM へ次のように写すことができる．

ei = ϑ−1

(
∂

∂zi

)
= (ϑ−1)ji

∂

∂zj
(2.33)

ここで第二式への変形においては，束同型が多様体上の各点 p で接空間 TpM ' Rd とファイバー
Rd の対応を与える線形同型であることから，多様体上の行列値関数 ϑ ∈ C∞(M,Rd × Rd) となる
ことを用いた．(ϑ−1)ij は，この行列値関数としての ϑの逆行列の (i, j)成分を表している．このよ
うに接束 TM と積束の間に束同型が存在するとき，接束 TM 上には束同型に依存した大域的な枠
(ei) = (e1, . . . , ed)が定まる．
ファイバー計量 〈·, ·〉を，束同型 ϑを用いて引き戻すことで TM 上にもファイバー計量を誘導する
ことができる．ファイバー計量 〈·, ·〉の誘導計量 g̃ = ϑ∗(〈·, ·〉)は次のようにして与えられる．

g̃ = ϑ∗(〈·, ·〉) = δijϑ
i
kϑ

j
l dz

k ⊗ dzl (2.34)

ファイバー計量と同様に，M × Rd のファイバーが実空間 Rd であることを用いれば，自明な接続
を与えることができる．これは積束上の接続 D : (TM) × Γ

(
M × Rd

)
→ Γ

(
M × Rd

)であり，次
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のように特徴付けられる．

Dei

∂

∂zj
= 0 (2.35)

上式は幾何学的に，M 上で正規直交枠 (ej)の方向へ座標枠 ∂/∂zi を微小に移動させようとも，これ
が変化しないという条件を表している．これは絶対平行性（absolute parallelism）または遠隔平行
性（teleparallelism）の条件と呼ばれている [63]．この性質は，積束M × Rd が多様体M と実空間
Rd の直積多様体として構成されていることからも直感的に明らかである．ファイバー計量と同様に
この自明な接続 D をM へ引き戻すことで，M 上にアフィン接続 ∇ : X (M)× X (M) → X (M)を
誘導することができる．(ei)に対して，接続 D の引き戻しは次のようにして定義される．

∇XY := ϑ−1(DXϑ(Y )) (2.36)

アフィン接続∇の正規直交枠 (ei)に対する作用は次のように局所座標表示することができる．

∇eiej =ϑ
−1(Deiϑ(ej)) = ϑ−1

(
Dei

∂

∂zj

)
= 0 (2.37)

このように誘導計量 g̃に関する正規直交枠 (ei)は，引き戻し接続∇に関して Eq. (2.35)と同様に絶
対平行性の条件を満足し，誘導計量とも両立する（∇X g̃ ≡ 0）．こうしてM 上に定義された，絶対
平行性をもつアフィン接続∇はWeitzenböck接続と呼ばれている [64]．
このWeitzenböck接続の幾何学的な特徴を明らかにするため，チャート (U, z)の下で捩率テンソ
ルおよび曲率テンソルの局所座標表示を行うと次のようになる．

T (ei, ej) =∇eiej −∇ejei − [ei, ej ] = −
[(
ϑ−1

)k
i

∂

∂zk
,
(
ϑ−1

)l
j

∂

∂zl

]

=−

(ϑ−1
)k
i

∂
(
ϑ−1

)l
j

∂zk
∂

∂zl
−
(
ϑ−1

)l
j

∂
(
ϑ−1

)k
i

∂zl
∂

∂zk


=(ϑ−1)ki (ϑ

−1)lj

(
∂ϑnl
∂zk

− ∂ϑnk
∂zl

)
(ϑ−1)mn

∂

∂zm

=

(
∂ϑnl
∂zk

− ∂ϑnk
∂zl

)
(ϑ−1)mn

∂

∂zm
⊗ dzk ⊗ dzl(ei, ej) (2.38)

R(ei, ej)ek =∇ei∇ejek −∇ej∇eiek −∇[ei,ej ]ek = 0 (2.39)

上式より，Weitzenböck接続の捩率テンソルは束同型 ϑを用いて表され，曲率テンソルは常にゼロ
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となる．ここで，上式の捩率テンソルの式変形においては次の関係式を用いた．

∂δik
∂zl

=
∂(ϑij(ϑ

−1)jk)

∂zl
=
∂ϑij
∂zl

(ϑ−1)jk + ϑij
∂(ϑ−1)jk
∂zl

= 0

ϑij
∂(ϑ−1)jk
∂zl

=−
∂ϑij
∂zl

(ϑ−1)jk

∂(ϑ−1)mk
∂zl

=−
∂ϑij
∂zl

(ϑ−1)jk(ϑ
−1)mi (2.40)

これより捩率形式は次のようになる．

τ = τ i ⊗ ∂

∂zi
=
∑
j<k

T i
jkdz

j ∧ dzk ⊗ ∂

∂zi

=
∑
j<k

(
∂ϑlj
∂zk

− ∂ϑlk
∂zj

)
(ϑ−1)ildz

j ∧ dzk ⊗ ∂

∂zi

=
∂ϑlj
∂zk

(ϑ−1)ildz
j ∧ dzk ⊗ ∂

∂zi
(2.41)

2.2 Riemann多様体による弾性体の運動学の定式化

本節では，Euclid 空間上の連続体の運動学を Riemann 多様体を用いて記述する．後述するよう
に，弾塑性体の運動学はこの拡張によって構成される．

2.2.1 材料多様体と連続体の参照状態
R3を 3次元実空間とし，〈·, ·〉を Euclid計量とする．Euclid計量 〈·, ·〉を備えた R3を組 (R3, 〈·, ·〉)

で表し，これを 3次元 Euclid空間と呼ぶ．(R3, 〈·, ·〉)は 3次元 Riemann多様体の一例である．3次
元 Euclid空間の正規直交座標系の座標関数を xi : R3 → R, (i = 1, 2, 3)とする．3次元 Euclid空間
上の点 pの座標を，これを用いて (x1(p), x2(p), x3(p)) = (p1, p2, p3)と表す．
Fig. 2.1に，Riemann幾何に基づく 3次元連続体の運動学の概略を示す．M を向きづけられたコ
ンパクトな境界つきの 3次元C∞級多様体とする．連続体の状態（state）または配置（configuration）
とは，C∞ 級写像M → R3 によるM の像である．連続体の変形を定める基準の状態を参照状態と
呼ぶ．本研究で扱う連続体の参照状態は，常に多様体M の次元と同じ次元の Euclid空間上の開集合
として表すことができるとする．この参照状態を与える写像を φ0 : M → R3，参照状態を φ0(M)と
書く．数学的には，写像 φ0 は C∞ 級であり，かつその逆写像 φ0

−1 も C∞ 級の全単射として表すこ
とができる．このような性質を持った多様体間の写像は C∞ 級微分同相写像と呼ばれている．この
仮定より，M 上の全ての点は参照状態 φ0(M) ⊂ R3 上の点と一対一に対応しており，M には大域的
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x2

x1

φ0

φ−1
0

φ

φ(x) =
(
y1(x), y2(x), y3(x)

)

M
x

φ0(x) =
(
x1, x2, x3

)

φ0(M) φ(M)

x3

(
R3, 〈·, ·〉

)

ϕ = φ ◦ φ−1
0

Fig. 2.1: Schematic illustration of Riemannian geometry of a continuous medium.

なチャート (M,φ0)が存在していると考えることができる．多様体M 上の任意の点 xを φ0 によっ
て参照状態 φ0(M)へ写したとき，この座標を (x1, x2, x3) = (x1 ◦ φ0(x), x

2 ◦ φ0(x), x
3 ◦ φ0(x))と

表す．
この M の大域的なチャートを用いることで，M に入る様々なテンソル場をこの参照状態上
のテンソル場として扱うことができる．これにより以降で現れる全ての M 上のテンソル場は，
Euclid 空間の開集合である参照状態 φ0(M) 上のテンソル場として扱うことができる．このテン
ソル場の基底は，多様体 M の接空間および余接空間の基底のテンソル積によって書かれる．M
上の点 x における接空間を TxM，余接空間を T ∗

xM と書く．この接空間の基底を接ベクトルの組(
∂/∂xi

∣∣
x

)
=
(
∂/∂x1

∣∣
x
, ∂/∂x2

∣∣
x
, ∂/∂x3

∣∣
x

)で表す．同様に余接空間 T ∗
xM の基底を余接ベクトル

の組 (dxi)x = ((dx1)x, (dx
2)x, (dx

3)x)で表す．このとき (dxi)x と ∂/∂xj
∣∣
x
は次の関係を満たす．

(dxi)x

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
=
∂xi

∂xj
(x) = δij (2.42)

M の大域的なチャート (M,φ0)により，M 上の全ての点において，接空間 TxM の基底を割り当
てることができる．これを枠といい，(∂/∂xi) = (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3)と書く．同様に，M 上の
各点への余接空間の基底の対応 (dxi) = (dx1, dx2, dx3) を双対枠という．連続体力学においては，
双対枠 (dxi)は線素と呼ばれている．

18



2.2.2 現状態の構成
はめ込み φによるM の像 φ(M) ⊂ R3 を連続体の現状態と呼ぶ．φ−1

0 : φ(M) → M と φ : M →

R3 の合成により，参照状態から現状態への写像 ϕ = φ ◦ φ0
−1 : φ0(M) → φ(M)を構成することが

できる．この合成写像 ϕは，連続体の運動と呼ばれている [65]．運動 ϕを用いれば，参照状態の点
φ0(x)と現状態の点 φ(x)の対応を φ(x) = φ ◦ φ−1

0 ◦ φ0(x) = ϕ(φ0(x))として定めることができる．
これより，参照状態の点の座標と現状態の点の座標は次のように対応させることができる．

yi(φ0(x)) := xi ◦ ϕ(φ0(x)) = xi ◦ φ(x) (2.43)

現状態の線素は，運動 ϕ によって参照状態の線素が変化したものであり，この関係は引き戻し
と呼ばれる操作を通して決定できる．いま，現状態の線素の ϕ による参照状態への引き戻しを
(dyi) = (dy1, dy2, dy3)と書くと，参照状態の線素と現状態の線素の関係は次式のように表すことが
できる．

dyi = F i
jdx

j =
∂yi

∂xj
dxj (2.44)

ここで F i
j は変形勾配であり，これは運動 ϕによる参照状態と現状態の線素の一次変換を与えている．

2.2.3 ひずみ
Eq. (2.44)から明らかなように，運動 ϕにより線素のなす角や，その大きさは変形の過程で変化
する．線素の角度と大きさは内積によって測ることができる．連続体力学においては，連続体上の各
点に定まる内積は右（左）Cauchy-Greenテンソルと呼ばれている．右（左）Cauchy-Greenテンソ
ルは，微分幾何学では Riemann計量と呼ばれるテンソル場に他ならない*3．運動 ϕによって連続体
に生じるひずみは，この右（左）Cauchy-Greenテンソルを用いて定められる．
右 Cauchy-Greenテンソル g は，Eq. (2.44)を用いて次のように表すことができる．

g = δijdy
i ⊗ dyj = δijF

i
kF

j
l dx

k ⊗ dxl = δij
∂yi

∂xk
∂yj

∂xl
dxk ⊗ dxl (2.45)

こうして参照状態上に定義された二つの内積 g および g0 のそれぞれに対して正規直交枠が定
まる．g0 および g に関する正規直交枠を，それぞれ (

∂/∂xi
)
=
(
∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3

) および

*3 厳密には右 Cauchy-Greenテンソルは，現状態の Riemann計量の，運動 ϕによる参照状態への誘導計量である．
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(
∂/∂yi

)
=
(
∂/∂y1, ∂/∂y2, ∂/∂y3

)とおくと，定義よりこれらは次の関係を満たす．
g0

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= δkldx

k

(
∂

∂xi

)
dxl
(

∂

∂xj

)
= δij

g

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

)
δkldy

k

(
∂

∂yi

)
dyl
(

∂

∂yj

)
= δij

(2.46)

上式より，g に関する正規直交枠 (∂/∂yi)と g0 に関する正規直交枠
(
∂/∂xi

)の間の関係は次のよう
に表される．

∂

∂yi
= (F−1)ji

∂

∂xj
(2.47)

ただし (F−1)ji は，F i
j を 3× 3の行列としたときの，逆行列の各成分を表している．

Eq. (2.46) で見たように，g および g0 は参照状態上に二つの異なる内積を定めており，このう
ち g は運動 ϕ によって生じる参照状態上の内積の変化を表していると考えることができる．運動
ϕ によって連続体に生じるひずみは，この右 Cauchy-Greenテンソル g と，参照状態における内積
g0 = δijdx

i ⊗ dxj の差として定めることができる．すなわち，Greenひずみテンソル E は次のよう
に定義される．

E =
1

2
(g − g0) (2.48)

定義より明らかなように，Greenひずみテンソルは参照状態上の (0, 2)型テンソル場である．

2.2.4 体積形式
体積形式は，連続体力学においては体積素（volume element）などと呼ばれ，連続体の上での積分
に用いられる．幾何学的には，3次元多様体の体積形式は連続体の微小要素の体積を表している．多
様体論において，多様体上の体積形式とは多様体と同じ次元の微分形式（3次元多様体の場合は 3形
式）である．Riemann多様体においては，Riemann計量に関する正規直交枠が定まるが，この正規
直交枠に関して 2つの体積形式を自然に構成できる．この体積形式を引き戻すことで，向きづけられ
た多様体M には，写像 φ0 および φからそれぞれ，ユニークな体積形式を誘導することができる．
Euclid空間 (R3, 〈·, ·〉)には Euclid計量 〈·, ·〉に関して各点 xでの正規直交基底 (∂/∂xi

∣∣
x
)が定ま

る．この双対基底 ((dxi)x)を用いて，次の二つの 2形式が構成できる．

(dx1)x ∧ (dx2)x ∧ (dx3)x = (dx3)x ∧ (dx1)x ∧ (dx2)x = (dx2)x ∧ (dx3)x ∧ (dx1)x

(dx3)x ∧ (dx2)x ∧ (dx1)x = (dx1)x ∧ (dx3)x ∧ (dx2)x = (dx2)x ∧ (dx1)x ∧ (dx3)x
(2.49)

これらは Euclid 空間上の反対称な (0, 2) 型テンソルであるため，2 つの接ベクトルより構成され
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る (2, 0) 型テンソルに作用して実数を返す写像と見ることができる．正規直交基底 (∂/∂xi
∣∣
x
) =

(∂/∂x1
∣∣
x
, ∂/∂x2

∣∣
x
, ∂/∂x3

∣∣
x
) から構成されるテンソルに対して，この作用は次のように計算さ

れる．

(dx1)x ∧ (dx2)x ∧ (dx3)x

(
∂

∂x1

∣∣∣∣
x

⊗ ∂

∂x2

∣∣∣∣
x

⊗ ∂

∂x3

∣∣∣∣
x

)
=(dx1)x

(
∂

∂x1

∣∣∣∣
x

)
· (dx2)x

(
∂

∂x2

∣∣∣∣
x

)
· (dx3)x

(
∂

∂x3

∣∣∣∣
x

)
= 1

(dx3)x ∧ (dx2)x ∧ (dx1)x

(
∂

∂x1

∣∣∣∣
x

⊗ ∂

∂x2

∣∣∣∣
x

⊗ ∂

∂x3

∣∣∣∣
x

)
=− (dx1)x

(
∂

∂x1

∣∣∣∣
x

)
· (dx2)x

(
∂

∂x2

∣∣∣∣
x

)
· (dx3)x

(
∂

∂x3

∣∣∣∣
x

)
= −1

このうち計算結果の符号が正となる (dx1)x ∧ (dx2)x ∧ (dx3)x を点 xにおける体積形式とする．すな
わち，Euclid空間の点 xにおける体積形式 (υ)x を次のように定める．

(υ)x = (dx1)x ∧ (dx2)x ∧ (dx3)x (2.50)

この Euclid空間の体積形式から，多様体M 上に体積形式を誘導することができる．写像 φ0 およ
び φから誘導される体積形式 φ∗

0υ および φ∗υ は次のようになる．

(φ∗
0υ)x =det

(
∂xi

∂xj
(x)

)
(dx1)x ∧ (dx2)x ∧ (dx3)x = (dx1)x ∧ (dx2)x ∧ (dx3)x

(φ∗υ)x =det

(
∂yi

∂xj
(x)

)
(dx1)x ∧ (dx2)x ∧ (dx3)x

(2.51)

これより運動 ϕによる参照状態と現状態の体積形式の間には，(φ∗υ)x = J(x)(φ∗
0υ)x なる関係が成

り立つ．これは，運動 ϕによって生じる xの体積形式の変化を表しており，この係数 J(x)は体積変
化率を表している．Eq. (2.51)より体積変化率 J(x)は次のようになる．

J(x) =
det
(

∂yi

∂xj (x)
)

det
(

∂xi

∂xj (x)
) = det

(
∂yi

∂xj
(x)

)
(2.52)

2.2.5 Levi-Civita接続と不適合度テンソル
弾塑性理論の運動学は，Riemann多様体を用いた連続体の運動学へ新たな状態を導入して拡張す
ることで行われる．この拡張において，連続体の状態の記述には多様体のアフィン接続の構造を新た
に追加し，連続体の状態をアフィン接続を備えた多様体，すなわち Riemann-Cartan多様体によっ
て記述することで，異なる状態を区別する [56]．本節ではこの動機となる連続体の適合条件式を導出
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する．適合条件式は不適合度テンソルがゼロの条件で書かれるが，不適合度テンソルは Riemann幾
何における Riemann曲率テンソルとみなすことができる [65]．この対応関係により適合条件の不成
立は，その Riemann-Cartan多様体の Riemann曲率が非ゼロであり，多様体と同じ次元の Euclid

空間に等長的にはめ込むことができないことを表している．したがって，そのような Riemann多様
体を弾性変形の基準とすると，Euclid空間へのはめ込みによって外力なしでもひずみ・そして応力が
生じる．これを格子欠陥による内部応力場とすると，この Riemann-Cartan多様体をいかに決定す
るかが，弾塑性理論において肝要となる．
いま，参照状態上の Riemann計量 g および g0 から，参照状態には二つの Levi-Civita接続∇[φ0]

および ∇[φ]が誘導される．これらはいずれも φ0(M)上のアフィン接続であり，Eq. (2.28)によっ
て接続係数，Eq. (2.30)によって Riemann曲率テンソルが定められる．参照状態および現状態の各
点を適当な座標系を用いて記述すると，Eq. (2.45)および g0 = δijdx

i ⊗ dxj のように，Riemann計
量の係数が定数となることがわかる．このとき，この座標系の下では Levi-Civita接続の接続係数は
Eq. (2.28)より常にゼロとなり，したがって Eq. (2.30)より Riemann曲率もまた常にゼロとなる．
すなわち，∇[φ0]および ∇[φ]に関する Riemann曲率をそれぞれ R[φ0]および R[φ]と書くことに
すると，これらは次の方程式を満たす．

R[φ0] =0

R[φ] =0
(2.53)

これらは連続体力学における適合条件式を表している [65]．多様体上の Riemann曲率がゼロになる
とき，この多様体は平坦であるといい，そのような多様体は局所的に多様体と同次元の Euclid空間
上に埋め込むことができる．すなわち上式は，参照状態 φ0(M)および現状態 φ(M)が共に平坦であ
り，3次元 Euclid空間上に存在するとの仮定を反映している．
より一般的な連続体の変形においては，Riemann曲率は必ずしもゼロとならない場合がある．例
えば，2次元開円板の半球面への変形では変形後の半球面の Riemann曲率は非ゼロとなる．このこ
とは，半球面が 2次元 Euclid空間へ等長的に埋め込むことが不可能であることを示唆している．し
たがって，連続体の変形がその連続体と同次元の Euclid空間上で表すことができないとき，適合条
件式は満足されない．このとき，適合条件式の残差を表す Riemann曲率は，連続体力学の文脈では
不適合度テンソルと呼ばれている*4．

*4 Eq. (2.32)を定義する際に述べたように，Riemann曲率テンソルよりもランクが低い Einsteinテンソルを不適合度
テンソルと定める場合もある [66]．
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2.3 格子欠陥を含む弾塑性体の運動学

前節では連続体の状態を Riemann計量を備えた多様体，すなわち Riemann多様体として定式化
することで，連続体の運動学を記述した．従来の Euclid空間上の弾性理論との違いは，材料多様体
M を導入する点にあるが，参照状態 φ0(M)がM と微分同相である場合には，Euclid空間上の弾性
理論とほぼ同様にして，運動 ϕによって連続体に生じるGreenひずみテンソル，および体積形式が得
られることを示した．また，前節の最後には適合条件式の残差を表す不適合度テンソルが，Riemann

曲率テンソルで表されることを示した．格子欠陥を含む弾塑性体の運動学は，この不適合度テンソル
と Riemann曲率テンソルの等価性を出発点として定式化が進められる．すなわち，連続体のある状
態に関する不適合度テンソルが非ゼロであるとき，その状態は連続体と同次元の Euclid空間へ等長
的に埋め込むことができないことを表すが，仮にこの連続体を変形させ，連続体と同次元の Euclid

空間へ埋め込む操作を考える．例えば，半球面を平面に押し付ける操作を行うと，幾何学的な拘束に
よって変形後の状態には内部応力場が生じる．したがって，不適合度テンソルが非ゼロの状態を連続
体と同次元の Euclid空間へ埋め込むと，連続体の現状態は常に内部応力場を伴う．
格子欠陥を含む連続体の運動学を記述する際には，この運動学の記述を拡張して行う．格子欠陥
を含む結晶性固体には，格子欠陥の周囲でひずみと内部応力場が分布する．これは外力の負荷が
ない場合でも，現状態において格子欠陥の周囲に自己平衡な応力場が生じていると捉えることが
できる．弾塑性理論において，連続体の状態はアフィン接続を備えた Riemann 多様体，すなわち
Riemann-Cartan 多様体として定式化することができる [56]．連続体の参照状態および現状態は，
Riemann多様体を用いた連続体の運動学と同様に，Euclid空間上に存在しているとする．本論文で
主として扱う転位や転位組織等の格子欠陥は，中間状態のアフィン接続 ∇を特徴付ける捩率・曲率
テンソルとしてモデル化することができる．本章では，Riemann-Cartan多様体を用いて連続体を 3

つの状態として表現するとともに，これらの多様体の微分同相性と変形勾配の乗算分解を用いること
で，格子欠陥を含む連続体の運動学を表現する．

2.3.1 Rimenann-Cartan多様体による連続体の状態の定式化と Greenひずみテンソル
連続体の参照状態をRとし，現状態を S とする．また，参照状態Rに格子欠陥による塑性変形が
生じた状態を B とし，これを中間状態と呼ぶ．Fig. 2.2に示すように，参照状態はM と微分同相で
あり，M の 3次元 Euclid空間へのはめ込み φを現状態 φ(M)とする．いま，連続体の参照状態およ
び現状態は，3次元 Euclid空間上に存在しており，これを Euclid接続Dを備えた Riemann-Cartan

多様体R = (φ0(M), 〈·, ·〉 , D)および S = (φ(M), 〈·, ·〉 , D)とする．中間状態は，あるアフィン接続
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φ(x) =
(
y1(x), y2(x), y3(x)
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(
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)

φ0(M) φ(M)

x3

(
R3, 〈·, ·〉, D

)

ϑ
(M, gB,∇)

ϕ = φ ◦ φ−1
0

Fig. 2.2: Reference R, intermediate B and current states S of a continuum.

∇を備えた Riemann-Cartan多様体 B = (M, gB,∇)とする．Kondoらの理論に基づき，連続体に
含まれる格子欠陥はこのアフィン接続の捩率および曲率としてモデル化する．このとき，中間状態 B

の Riemann計量 gB およびアフィン接続 ∇は格子欠陥の空間分布を用いて決定することができる．
中間状態 B は，これらを反映して参照状態 Rや現状態 S のように必ずしも 3次元 Euclid空間の部
分多様体とは限らず，参照状態から中間状態，そして中間状態から現状態への各点の座標の対応を陽
に構成することは困難である．その一方で，中間状態も参照状態や現状態と同様に 3次元多様体であ
るため，線素を用いて局所的に運動学の記述を進めることができる．
連続体の各状態の線素を，それぞれ (dxi) = (dx1, . . . , dxd)，(ϑi) = (ϑ1, . . . , ϑd)，および (dyi) =

(dy1, . . . , dyd)とおくと，これらの間には次の関係が成り立つ．

ϑi =(Fp)
i
jdx

j (2.54)

dyi =(Fe)
i
jϑ

j (2.55)

dyi =F i
jdx

j = (Fe)
i
k(Fp)

k
j dx

j (2.56)

Eq. (2.56) 中の関係式 F i
j = (Fe)

i
k(Fp)

k
j は変形勾配が乗算分解されていることを表している [53,

67]．ここで，現状態の各点の座標は yi(p)と表される参照状態の各点の関数であることから，全変形
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勾配 F の各成分 F i
j は次のように表すことができる．

F i
j =

∂yi

∂xj
(2.57)

参照状態R，中間状態 Bおよび現状態 S の Riemann計量 gR，gB および gS は，変形勾配を用い
て次のように表すことができる [65]．

gR =δijdx
i ⊗ dxj (2.58)

gB =δijϑ
i ⊗ ϑj = δij(Fp)

i
k(Fp)

j
l dx

k ⊗ dxl (2.59)

gS =δijdy
i ⊗ dyj = δij(Fe)

i
k(Fe)

j
lϑ

k ⊗ ϑl = δij
∂yi

∂xk
∂yj

∂xl
dxk ⊗ dxl (2.60)

ここで δij は Kronecker デルタ，⊗ はテンソル積を表している．また，各式中の式変形の際には，
Eq. (2.55)および Eq. (2.56)を用いた．
本節の冒頭で述べたように，弾塑性理論では中間状態 B から現状態 S への写像を弾性変形として
扱う．したがって，剛体回転を除いた正味の弾性変形量を表す Greenひずみテンソルは，これらの
状態における右 Cauchy-Greenテンソル，すなわち Riemann計量 gB および gS を用いて次のよう
に表すことができる [53]．

E =
1

2
(gS − gB) =

δij
2

(
(Fe)

i
k(Fe)

j
l − δkl

)
ϑk ⊗ ϑl =

δij
2

(
F i
kF

j
l − (Fp)

i
k(Fp)

j
l

)
dxk ⊗ dxl

(2.61)

2.3.2 Weitzenböck 接続と捩率
中間状態 B上のベクトル場 ∀X,Y ∈ X (B)に対して，Eq. (2.36)より定められるWeitzenböck 接
続 ∇B を導入する [52, 64, 56]．

∇B,XY = (ϑ−1) (DXϑ(Y )) =(ϑ−1)
(
DX

(
ϑijY

j
))

=X l
∂(ϑ−1)ijY

j

∂zl
(ϑ−1)

(
∂

∂zi

)
=X l

∂(ϑ−1)ijY
j

∂zl
ei (2.62)

ただし (e1, . . . , ed) は B の正規直交枠，D は Euclid 接続であり，第 2 式から第 3 式への式変形で
は，B のある点の周りのチャート（局所座標系）を (U, z1, . . . , zd)にとって用いた．Eq. (2.36)に
示したように，このアフィン接続は束同型 ϑを用い積束上の自明接続を引き戻すことによって構成さ
れている．
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Eq. (2.38)に示したように，Weitzenböck 接続の捩率テンソル T は一般に非ゼロで，曲率テンソ
ル Rは常にゼロとなる [64, 68, 69]．Eq. (2.38)より，B 上の捩率形式 τ i は次のように表される．

τ = τ i ⊗ ∂

∂zi
=
∂ϑlj
∂zk

(ϑ−1)ildz
j ∧ dzk ⊗ ∂

∂zi
(2.63)

上式に示すように，本論文では捩率形式を Rd 値 2 形式として扱う*5．また，曲率テンソルがゼロ
（R = 0）になるという性質から，Weitzenböck 接続の曲率形式は常にゼロ（Ωi

j = 0）になる．これ
に加えて，Eq. (2.62)よりWeitzenböck 接続は B の正規直交枠に関して次の遠隔平行性の条件を満
足する．

∇B,eiej = 0 (2.64)

これは，この枠に関してWeitzenböck 接続 ∇B の接続形式がゼロ（ω = 0）になることを表してい
る．したがって，Weitzenböck 接続∇B に対する Cartanの第一構造方程式（Eq. (2.15)）は次のよ
うに表される．

τ i ⊗ ∂

∂zi
= dϑi ⊗ ∂

∂zi
(2.65)

2.3.3 参照状態への引き戻し
ここでは，中間状態 B 上の Cartanの第一構造方程式を，Euclid空間の部分多様体である参照状
態Rへ引き戻し，Eulid空間上の外微分方程式として捉え直す．
いま，Fig. 2.2 に示したように，参照状態 R と中間状態 B との間には，C∞ 級微分同相写像

ψ : R → B が存在している．これを用いると，B の双対枠 ϑi の R 上への引き戻しは次のように
なる．

ψ∗ϑi ⊗ ∂

∂zi
=ψ∗ (ϑijdzj)⊗ ∂

∂zi
= ϑij

∂zj

∂xk
dxk ⊗ ∂

∂zi
(2.66)

上の関係式より，Eq. (2.54) で用いた塑性変形勾配 Fp の各成分は，次のように ϑij と結びついて
いる．

(Fp)
i
k = ϑij

∂zj

∂xk
(2.67)

*5 ここで示す捩率形式 τ は B 上の Rd 値 2形式である．後述するように，数値計算時にはこの捩率形式をRへ引き戻す
ことでR上の Rd 値 2形式として扱う．Rが d次元 Euclid空間の部分多様体であるとき，捩率形式は d次元 Euclid

空間上の Rd 値 2形式となり，Euclid空間上の微分形式として簡便に扱うことができる．
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また，Eq. (2.65)の左辺の捩率形式 τ i = T i
jkdz

j ∧ dzk をRへ引き戻すと，次のR上の Rd 値 2形
式を得る．

ψ∗τk ⊗ ∂

∂zk
=T k

ij

∂zi

∂xm
∂zj

∂xn
dxm ∧ dxn ⊗ ∂

∂zk
(2.68)

同様に Eq. (2.65)の右辺は次のようになる．

ψ∗
(
dϑk ⊗ ∂

∂zk

)
=dψ∗

(
ϑk ⊗ ∂

∂zi

)
= d

(
(Fp)

k
i dx

i
)
⊗ ∂

∂zk
(2.69)

したがって Eq. (2.65)は次のようになる．

ψ∗τk ⊗ ∂

∂zi
=d
(
(Fp)

k
i dx

i
)
⊗ ∂

∂zi
(2.70)

以上により，B 上の Cartanの第一構造方程式を R上へ引き戻した外微分方程式 Eq. (2.70)を求め
ることができた．上式は，R上で与えられた捩率形式 τ i と塑性変形勾配 Fp の関係を定めており，逆
にこれを解くことでR上の行列値関数である塑性変形勾配 Fp を決定することができる．以降では表
記の簡略化のため，特に断らない限りR上の Cartanの第一構造方程式を τ i⊗∂/∂zi = dϑi⊗∂/∂zi

と書いて用いることにする．
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3 転位による塑性変形の定式化
3.1 Riemann-Cartan多様体を用いた転位の表現

前章の議論から明らかなように，格子欠陥による塑性変形のみを含んだ中間状態 B は Euclid空間
Rd 内には存在せず，したがって，その決定が格子欠陥の力学解析における実質的な出発点である．
この際に必要となるのが，与えられた任意の転位分布に対応する塑性変形勾配 Fp である．後述する
ように，転位密度テンソル αは捩率形式 τ i と等価であることから，これは与えられた τ i を積分して
Fp を決定する問題として捉えることができる．
Leと Stumpfは τ i に加えて中間状態から参照状態（または現状態）への誘導計量が既知であると
仮定し，Fp を求める方法を示している [70]．彼らの方法は，中間状態 B の Riemann 計量 gB から
Levi-Civita接続の接続係数を計算し，Kontorsionの定義からWeizenböck接続の接続係数を決定し
た上で，さらにWeizenböck接続の接続係数を積分して Fp を求めるというものである．この方法は，
中間状態の Riemann計量 gB が既知の場合にのみ適用可能であり，捩率のみを既知とする立場をと
る本研究の解析には適さない．そこで本研究では，Yavariと Gorielyの提案した Cartanの第一構造
方程式の積分を基本的な方針とする [56, 57, 58]．
まずは結晶学の立場での Burgersベクトルの定義を確認し，それに対応させながら連続体力学の文
脈で Burgersベクトルを定義する．その後，Cartanの第一構造方程式の積分法としてホモトピー演
算子を用いる方法と，変分法に基づく数値計算法の二つの方法を導入する．

3.2 結晶格子中の転位と Burgersベクトル

微分幾何学を用いて転位と転位組織のモデル化を進めるにあたり，まず離散的な結晶格子中におけ
る転位とその Burgersベクトルを定義する．Fig. 3.1に，2次元単純結晶格子中の完全結晶と刃状転
位を含む不完全結晶を示す [3]．この結晶格子中では刃状転位の Burgersベクトルは次の手順で計算
される．

1. 不完全結晶（Fig. 3.1(b)）で転位を囲う閉回路を設定する
2. 完全結晶（Fig. 3.1(a)）で 1の経路と対応する閉回路を設定する
3. Fig. 3.1(a)における閉回路の終点の原子と始点の原子を結ぶベクトルを Burgersベクトルと
定義する

なお，このとき Fig. 3.1で Burgersベクトルの計算のために導入した閉回路は Burgers回路と呼ば
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Burgers vector
Extra half plane

(a) (b)

Fig. 3.1: Definition of the Burgers vector of an edge dislocation in a crystalline lattice. At first,

an atom is taken in the imperfect crystal (b); here the red one at the upper right corner is chosen.

Then the Burgers circuit, represented by the broken black path, is taken so as to enclose the

edge dislocation. To discriminate the atoms on the Burgers circuit from the others, they are

painted in red. Since an edge dislocation accompanies an extra half plane, the corresponding

path of the perfect crystal, the broken black path shown in (a), fails to close. According to

RH/FS(right-hand/finish-start) convension, the closure failure defines the Burgers vector of the

edge dislocation.

れている．また，Fig. 3.1において余剰原子半面の下端が作る空間曲線は転位線と呼ばれている．こ
れと同様の手続きにより，らせん転位や混合転位の Burgersベクトルを決定することができる．

3.2.1 曲面を通過する曲線の本数の数え上げ
簡単のため，転位線が配置された参照状態 R の次元を 3 とする．Fig. 3.2 に示すように，R 上

S

γ = ∂S

dislocation line

intersection pn1 = S ∩ cn

cn

Fig. 3.2: Number of curves penetrating a surface S ⊂ R.

の閉曲線を γ : [0, 1] → R とし，その始終点を p = γ(0) = γ(1) ∈ R とする．ここで γ は写像で
あるが，曲線 γ = { p ∈ R | p = γ(t),∀t ∈ [0, 1] } の意味でも用いる．次に，閉曲線 γ を境界とす
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る R 中の曲面 S を考え，∂S = γ とする．R 上の N 本の曲線を cn : [0, 1] → R, (n = 1, . . . , N)

とする．ここで，各 cn は転位線を表しており，閉曲線であるか，または端点が ∂R 上に位置し
ている曲線とする．t ∈ [0, 1] に対応する曲線 cn 上の点を p = cn(t) とおく．この点 p における
cn の接ベクトルは ċn(t) ∈ Tcn(t)R と表される．曲線 cn の接ベクトル ċn(t) は，この曲線の速度
ベクトルと呼ばれている [71]．この速度ベクトルの大きさは，R の Riemann 計量 gR を用いて
|ċn(t)| =

√
gR,p(ċn(t), ċn(t))と表される．ここでは，各 cn は |ċn(t)| = 1となるようにパラメトラ

イズされていると仮定する．以上の設定の下で，S を通過する曲線の正味の本数 b[S]を求める．
ここでは，転位線 cn が S と交わっている mn 個の点 pkn

∈ S, (k = 1, . . . ,mn) およびこれに対
応する曲線のパラメーター tkn

= c−1
n (pkn

)は既知であるものとして解析を進める．S 上の点 pkn
に

おける S の単位法線ベクトルを spkn
∈ Tpkn

R とおく．点 pkn における ċn(tkn) と，法線ベクトル
spkn

の内積を bpkn
とおくと，これはRの Riemann計量 g を用いて次のように表される．

bpkn
= gpkn

(
ċn(tkn

), spkn

)
(3.1)

これより，次式を用いて曲面 S を貫く転位線 cn の数を数え上げることができる．

b[S] =

N∑
n=1

mn∑
k=1

bpkn
=

N∑
n=1

mn∑
k=1

gpkn

(
ċn(tkn

), spkn

)
(3.2)

このように，各転位線 cn と曲面 S の交点 pkn
∈ S, (k = 1, . . . ,mn)が既知であれば，Eq. (3.2)

を用いて曲面 S を貫く転位線の正味の本数が決まるが，このような点を全て求めるには煩雑な操作
が必要になる．これに対して，各 cn に対する S 上の関数 fn : S → R を導入し，これらの曲面 S 上
の積分の総和が Eq. (3.2)と一致するようにすれば，b[S]を容易に計算することが可能になる．この
とき，fn の最も単純な構成方法としては，fn は転位線 cn 上で値をもち，それ以外の場合にはゼロ
とする場合が考えられる．このような性質を満たす関数 fδn を次のようにおく．

fδn(q) =δ(d(q, cn))

d(q, cn) =min

{∫ a′

b′

∣∣ċ′∣∣ dt′, c′(a′) = q, c′(b′) = cn(t
′),∀t′ ∈ [a, b]

}
(3.3)

ここで δ は S 上の Diracデルタである．関数 d : R×R → R は距離の公理を満たす R上の距離関
数であり，S 上の任意の点 q に対して，転位線 cn 上の最も近い点との距離を返す関数である．この
定義を用いれば，Eq. (3.2)は次のように S 上の積分として与えることができる．

bδ[S] =

∫
S

N∑
n=1

g (ċn, q) f
δ
n(q)υS =

N∑
n=1

mn∑
k=1

bpkn
(3.4)
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ここで υS は曲面 S の体積形式である．

3.2.2 連続分布転位論を用いた転位の表現
前節のように，Diracデルタを用いることで曲面 S と交わる転位線 cn の本数 b[S]を，S と cn の
交点を求めることなく直接計算できることが明らかとなった．ここではこの考え方を拡張し，転位線
cn の近傍に分布する転位の密度を連続関数 F を用いて次のように定義する．

fn(p) =F (d(p, cn)) (3.5)

これ以降，本論文では fn を転位密度関数と呼ぶ．fn は転位線 cn によって生じる転位密度の空間分
布を表している．このとき，曲面 S を貫く転位線 cn の数は次のように表すことができる．

b[S] =

∫
S

N∑
n=1

g (ċn, p) fn(p)υS =

N∑
n=1

∫
S

g (ċn, p) fn(p)υS (3.6)

ここで，Eq. (3.4)で表された bδ[S]は整数値を取るのに対して，Eq. (3.6)の b[S]は関数 F の性質
に依存しており，一般に整数値とはならない．
いま転位線 cnのBurgersベクトルを，R3の直交座標系に関する基底ベクトル (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3)

を用いて bn = bin∂/∂x
i とする．これを用いて R上の各点 pにおける 2形式 (τ1(p), . . . , τd(p))を

次のようにおく．

τ i(p) =

N∑
n=1

g (ċn, p) fn(p)υS ⊗ bn =

N∑
n=1

bing (ċn, p) fn(p)υS (3.7)

τ i の係数 bing (ċn, p) fn(p)は，各点 pにおける転位線 cn の本数に Burgersベクトルの成分 bin をか
けた値である．すなわち，τ i は，この点における Burgersベクトルの密度を表し，R上の 2形式 τ i

は転位密度を表している．実際に，連続分布転位論における Nyeの転位密度テンソル α = b⊗ lと上
式は次のように Hodge双対の関係にある [44, 56]．

τ = ∗α (3.8)

以上より，転位線 cn とその Burgersベクトル bが与えられたとき，Eq. (2.68)で導いた参照状態
R上の転位密度を表す 2形式 τ i は Eq. (3.7)を用いて計算することができる．
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3.2.3 連続分布転位の Burgersベクトル
前節で構成した S 上の連続分布曲線の個数 Eq. (3.6)の定義を利用して，Burgersベクトルを定義
する．まず，Eq. (3.6)は次のように書ける．

bi[S] =

∫
S

τ i (3.9)

bi[S]は S を貫く曲線 cn の bifn を合計した量であることがわかる．bi を Burgersベクトルの各方向
への大きさ，bi[S]は曲面 S に関する Burgersベクトルである．被積分関数の τ i は Eq. (2.68)で定
義した R上の 2形式である．Eq. (2.70)より，Cartanの第一構造方程式は τ i = dϑi となる．Eq.

(3.6)と Stokesの定理 [60]，および ∂S = γ を用いれば Eq. (3.9)は次のように変形できる．

bi[S] =

∫
S

τ i =

∫
S

dϑi =

∫
∂S

ϑi =

∫
γ

ϑi (3.10)

この結果から，Burgersベクトル bi[S]は曲面 S には依らず，その境界 ∂S = γ のみに依存すること
がわかる．この意味で，以降では Burgersベクトルを bi[γ]と書くことにする．これは，閉曲線 γ に
囲まれる領域を通過する転位の Burgersベクトルの総和を表している．

3.2.4 転位線の転位密度テンソルの数値計算
転位線 C ⊂ R を C∞ 級曲線とし，C 上の任意の点を C∞ 級写像 c : [0, 1] → R により表す．

p ∈ Rでの捩率形式の値 τ ip = T i
jk(p)dx

j ∧ dxk を，C，Burgersベクトルの大きさ b = (b1, b2, b3)，
および Eq. (3.3)で定義した曲線 C に関する転位密度関数 fC(p)を用いて次のように表現する．

τ ip =T i
jk(p)dx

j ∧ dxk

T i
jk(p) =

 bifC(|p− p′|)
〈

ċ(c−1(p′))
|ċ(c−1(p′))| , ϵ

l
jkel

〉
R3

if p′ ∈ R exists.

0 otherwise

(3.11)

ここで 〈·, ·〉3R は R3 の Euclid内積，ċは C の速度ベクトル，p′ ∈ Rは ċ(c−1(p′)) · (p′ − p) = 0を満
たす C 上の点である．この条件は，p′ ∈ C がベクトル ċ(c−1(p′))，および p′ − pが直交するように
決められていることを意味している．式中の |p− p′|はR上の 2点 p，p′ の間の距離を表し，pにお
ける転位の分布関数の値 fC(|p− p′|)は C の接ベクトルを法線とする平面上において，距離 |p− p′|

によって決めていることになる．また，
〈
ċ(c−1(p′))/|ċ(c−1(p′))|, ϵljkel

〉
R3
は点 c−1(p′) ∈ [0, 1]にお

ける転位線の単位接ベクトル ċ(c−1(p′))/|ċ(c−1(p′))| と平面 xl = 0 の単位法線ベクトル ϵljkel の内
積を表している．条件 p′ ∈ Rは ċを法線とする平面を全て集めた集合 R′ ⊂ R3 と，Rの共通部分
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R′ ∩Rに p′ が含まれるか否かで判定することができる*6．
数値計算の実行にあたり，各点 p ∈ Rでの捩率形式の係数 T i

jk(p)を Eq. (3.11)を用いて計算す
るためには，ċ(c−1(p′)) · (p′ − p) = 0を満たすように C 上の点 p′ = c(t∗)を決める必要がある．こ
の問題は次の最適化問題として書き換えることができる．

Minimize J =
1

2
δij(c

i(t)− pi)(cj(t)− pj)

subject to t ∈ [0, 1]
(3.12)

実際，目的関数 J の tに関する停留条件は次のように計算される．

dJ

dt
=δij

dci

dt
(cj(t)− pj) = 0 (3.13)

これより t∗ ∈ [0, 1]は Eq. (3.12)の解として与えられることがわかる．一般に cは tに関する非線
形関数となるので Eq. (3.13)は tに関する非線形方程式となる．
本研究では，Newton 法により dJ/dt = 0 を t に関して解くことで t∗ を数値計算する．i 反復目
の t∗ の近似値を t(i)，i反復目の Eq. (3.13)の残差を dJ/dt(t(i))とおく．Newton法では tの増分
∆t(i) を，t = t(i) の周りでの残差 dJ/dt(t(i))の 1次の Taylor展開を用いて決定する．すなわち

dJ

dt
(t(i) +∆t(i)) 'dJ

dt
(t(i)) + ∆t(i)

d2J

dt2
(t(i)) = 0 (3.14)

より

∆t(i) =− dJ

dt
(t(i))

/
d2J

dt2
(t(i))

t(i+1) =t(i) +∆t(i)
(3.15)

によって i + 1 反復目の t∗ の近似値 t(i+1) を計算する．この操作をある ε > 0 に対して
|dJ/dt(t(i))| < εを満たすまで繰り返すことにより，t∗ の近似値を求めるができる．

3.3 ホモトピー演算子を用いた Cartanの第一構造方程式の解法

Sec.2.3.3で見たように，中間状態 B 上の Cartanの第一構造方程式は参照状態Rへ引き戻すこと
ができ，R上の外微分方程式とみなすことができる．本節では，この外微分方程式を ϑi に関して解
く方法の一つとしてホモトピー演算子を導入する．これにより，この方程式の一般解を解析的に導出

*6 例えば辺の長さが 2の立方体をR，曲率半径が 1よりも小さい円弧を C とし，端点が辺上になければ必ずR′∩R ̸= R
となる．すなわちある p に対して p′ = c(t∗) となる t∗ が存在しない場合がある．Eq. (3.11) の場合分けはこのよう
な存在しない解を探索しないための制限を与えている．
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(a) (b)

p0 homotopy

region out of

star-shaped

Sd

U

p0

p′0

Fig. 3.3: Definition of the star-shaped domain Sp0
⊂ U . In (a), since the straight line homotopy

hp0
(p, λ), which is dashed grey lines, for all points in Sp0

are also contained in Sp0
, then Sp0

is

the star-shape. However, if p′0 is taken as the center of the homotopy, then the points on h(p′0)

is not always contained in Sp0 as illustrated by the dashed red line. In (b), since hp0(p, λ) is out

of the original region for the points in the region colored by red, it is not a star-shaped domain.

する．

3.3.1 ホモトピー演算子の定義
Euclid空間上の星状領域を次のように定義する [72, 73]．

Definition 4 (直線ホモトピー). U を d次元 Euclid空間 Rd の開集合とする．U 上のある点を p0

とし，p0 を中心とするチャートを
(
U, x1, . . . , xd

)とおく．また任意の p ∈ U をとり，p0 と pの座
標の各成分をそれぞれ pi0 = xi(p0)，pi = xi(p)と表す．p0 を始点とする直線ホモトピーとは次のよ
うに定義される C∞ 級写像 hp0

: U × (0, 1) → U である．

hp0
(p, λ) = (1− λ)pi0 + λpi, λ ∈ (0, 1) (3.16)

定義より明らかなように，hp0 は p0 を始点，pを終点とする Sp0 上の直線である．星状領域はこ
の直線ホモトピーを用いて次のように定義される．

Definition 5 (星状領域). ある p0 ∈ U を含む U 上の開部分集合 Sp0 をとる. 任意の p ∈ U，
λ ∈ (0, 1)に対して直線ホモトピー上の点が Sp0

に含まれる，すなわち hp0
(p, λ) ∈ Sp0

を満たすと
き，Sp0 は p0 ∈ Sp0 を中心とする星状領域という．
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星状領域の例を Fig. 3.3に図示した．図より明らかに，ある Sp0 が星状領域か否かは，中心 p0 の
選び方に依存する．ホモトピー演算子はある星状領域上に定義される次の写像である．

Definition 6 (p0 を中心としたホモトピー演算子). ω を U 上の k 形式とし，Sp0 を p0 ∈ U を中心
とした星状領域とする. ω の Sp0

への制限を ω|Sp0
とおき，X =

(
xi − pi0

)
∂/∂xi を Sp0

上のベクト
ル場とする. p0 を中心としたホモトピー演算子は Hp0 : Ω

k (Sp0) → Ωk−1 (Sp0)なる次の関係を満た
す写像でである．

Hp0ω :=

〈
X,

(∫ 1

0

h∗p0,λ(ω|Sp0
)
1

λ
dλ

)〉
(3.17)

ここで 〈·, ·〉 : X (Sp0
) × Ωk (Sp0

) → Ωk−1 (Sp0
) は微分形式とベクトル場の間の自然な積，

h∗p0,λ
: Ωk (Sp0) → Ωk (Sp0)は p0 を始点とした直線ホモトピーによる引き戻しである.

以下にホモトピー演算子が持ついくつかの性質を示す [73].

Theorem 7. ∀ω ∈ Ωk (U)を U 上の k 形式とし，Sp0 ⊂ U を p0 ∈ U を中心とした星状領域とす
る. p0 を中心としたホモトピー演算子 Hp0

は次を満たす．

1. Hp0
は星状領域 Sp0

上の線形写像である．
2. k ≥ 1のときHp0

: Ωk (Sp0
) → Ωk−1 (Sp0

)，k = 0のとき，∀f ∈ Ω0 (Sp0
)に対してHp0

f ≡ 0

となる．
3. k ≥ 1 のとき dHp0 + Hp0d = idΩk(Sp0)

，k = 0 のとき (dHp0 + Hp0d)(f) = Hp0d(f) =

f(p)− f(p0)，ただし idΩk(Sp0)
は Ωk (Sp0

)上の恒等写像を表す．
4. (Hp0Hp0ω)(p) ≡ 0および (Hp0ω)(p0) ≡ 0

5. Hp0
dHp0

= Hp0
および dHp0

d = d

定理 7の性質はいずれも，ホモトピー演算子Hp0
が Sp0

上で外微分 d : Ωk (Sp0
) → Ωk+1 (Sp0

)に
対する逆であることを表している．3つ目の性質から ω|Sp0

∈ Ωk (Sp0) , (k ≥ 1)は次のように書く
ことができる．

ω|Sp0
= dHp0ω|Sp0

+Hp0dω|Sp0
(3.18)

これより ω が閉形式であれば dω|Sp0
= 0 より ω|Sp0

= dHp0
ω|Sp0

を得る. そこで，Sp0
上で

η = Hp0ω|Sp0
とおけば ω|Sp0

は ω|Sp0
= dη と表すことができる.
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3.3.2 Cartanの第一構造方程式の一般解の導出
ω ∈ Ωk (M)をM 上の閉 k 形式（k ≥ 1）とすると，dω = 0が成り立つ．もし ω が完全形式であ
れば ω = dη となるM 上の k − 1形式が存在する．このとき dω = ddη = 0が成り立ち，完全形式
は閉形式でもあることが分かる．一般にこの逆は成り立たたず，閉形式は完全形式とは限らない．そ
の一方，Poincaréの補題は閉形式が定義される領域を Euclid空間のある部分集合に制限すれば，閉
形式は常に完全形式になることを主張するものである．この補題の証明の過程でホモトピー演算子が
用いられる [54, 73, 63]．すなわち，任意の閉 k 形式 ω にホモトピー演算子を作用させて ω = dη を
満たす η を計算されることで，補題の証明が行われるている．
これを Eq. (2.70)に適用して ϑi を計算していく．なお，簡単のため以下ではRを p0 を中心とす
る星状領域と仮定する．R上の 1形式 ϑi は次のように表すことができる．

ϑi = dHp0ϑ
i +Hp0dϑ

i (3.19)

ここで Eq. (2.70) より右辺第二項は Hp0
dϑi = Hp0

τ i となる．また，R 上の Rd 値関数 ψ =

(ψ1, . . . , ψd) : R → Rd を用いて Hp0ϑ
i = ψi とおくと上式は次のようになる．

ϑi = dψi +Hp0τ
i (3.20)

この ϑi は，ある τ i に対する Cartanの第一構造方程式（Eq. (2.70)）の一般解となっている．

3.4 変分法を用いた Cartanの第一構造方程式の解法

前節では，R上で適当な中心点をもつ星状領域をとれば，ホモトピー演算子を用いてこの外微分方
程式の解が得られることが明らかとなった．ところが，この方法には次の点で問題がある．

• R上のある点を中心とした星状領域でのみ有効であるが，Rを一つの星状領域で覆うことが
できない場合には，それを被覆するいくつかの星状領域に分けて計算する必要がある．

• 複数の転位を対象とする場合には，星状領域の中心点と転位線の中心を一致させることができ
ない．この結果，Cartanの第一構造方程式の一般解を解析的に表すことが困難になる．

• ホモトピー演算子によって得られる Cartanの第一構造方程式の一般解には境界条件が考慮さ
れていない．

本節ではこうした問題を解決するために，任意個数の転位が含まれる問題で，R上の外微分方程式の
解を数値的に計算する手法を示す．
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3.4.1 Cartanの第一構造方程式の残差ノルム最小化問題の定式化
Eq. (2.70)に示すR上の Cartanの第一構造方程式（τ i = dϑi）はR上の捩率形式 τ i と双対枠 ϑi

に関する外微分方程式である．これらは，R上の Rd 値 2形式 τ i ⊗ ∂/∂zi = T i
jkdx

j ∧ dxk ⊗ ∂/∂zi

および Rd 値 1 形式 ϑi ⊗ ∂/∂zi = (Fp)
i
jdx

j ⊗ ∂/∂zi を係数として持ち，Euclid 空間 Rd の基底
(∂/∂z1, ∂/∂z2, ∂/∂z3)との線型結合で表されている．ここでは多様体M 上でベクトル空間 V に値
をとる k 形式 Ωk(M)，すなわち V 値 k 形式全体を集めた集合を Ω(M,V )と書くことにする [74]．
これより，本節では Rd 値微分形式として捉えた捩率形式および双対枠をそれぞれ次のように書いて
用いることにする．

τ =τ i
∂

∂xi
(3.21)

ϑ =ϑi ⊗ ∂

∂xi
(3.22)

以下では，Cartanの第一構造方程式をR上の Rd 値 2形式の方程式と捉え，そこに適切なノルムを
いれることによって，変分問題として定式化する．
まずはじめに，ϑ に Helmholtz分解を適用する [68, 69, 74]．この準備段階として，Helmholtz分
解で用いられる参照状態 R上の Rd 値 1形式の集合 Ω1

(
R,Rd

)上にノルムを構成する．T ∗
pRを R

上の点 pにおける余接空間とし，Λk
(
T ∗
pR
)をこの余接空間 T ∗

pRから構成される k 次反対称テンソ
ルの全体がなす空間とする．Rは Euclid空間の部分多様体とみなせるから，Euclid計量を用いてR

上の各点 pに k次反対称テンソルの内積 〈〈·, ·〉〉p : Λk
(
T ∗
pR
)
×Λk

(
T ∗
pR
)
→ R が導入される．すな

わち，〈〈·, ·〉〉p は ∀ω′
p, η

′
p ∈ Λk

(
T ∗
pR
)に対して次のように定義される．
〈〈
ω′
p, η

′
p

〉〉
p
:= ∗

(
ω′
p ∧ ∗η′p

)
(3.23)

ただし，∗ は R の Euclid 計量から定まる Hodge の星印作用素 ∗ : Λk+1
(
T ∗
pR
)
→ Λk

(
T ∗
pR
) で

ある [60]．R 上の任意の k 形式 ω′, η′ ∈ Ωk (R) に対して，各点 p にこの内積を割り当てる対応
p 7→ 〈〈ω′, η′〉〉p は R 上の C∞ 級関数となる．したがって，〈〈·, ·〉〉R は積束 R × Ωk (R) のファイ
バー計量とみなすことできる [61, 75, 76]．
次に，この定義を R上の Rd 値 k 次反対称テンソルに対して拡張する．Λk

(
T ∗
pR,Rd

)を Rd 値 k

次反対称テンソルのなす空間とする．k 次反対称テンソルの内積 〈〈·, ·〉〉と同様にして，各点 pでの
R3 値 k 次反対称テンソルの内積を，〈〈·, ·〉〉p と R3 の内積 〈·, ·〉Rd を用いて次のように構成する．

〈ωp, ηp〉p :=
〈
〈〈ωp, ηp〉〉p

〉
Rd
, ω, η ∈ Λk

(
T ∗
pR,Rd

)
(3.24)
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〈〈·, ·〉〉R と同様に 〈·, ·〉R は積束R×Ωk
(
R,Rd

)のファイバー計量とみなすことができる．このファ
イバー計量 〈·, ·〉R を用いれば，Ωk

(
R,Rd

)に次のノルムを導入することができる．
(ω, η) :=

∫
R
〈ω, η〉R υR (3.25)

このノルムを用いると，R上の Rd 値 1形式の集合 Ω1
(
R,Rd

)は，次に示すように直和分解される．
これは Helmholtz分解と呼ばれている [74, 68, 69]．

Theorem 8 (Helmholtz 分解). R をコンパクトで向きづけられた境界付き d 次元 Riemann 多
様体 (M, g) とする．ここで，g は M 上の Riemann 計量である．R 上の任意の Rd 値 1 形式
∀ω ∈ Ω1

(
R,Rd

)に対して，ノルム Eq. (3.25)に関する次の直和分解が存在する．

Ω1
(
R,Rd

)
= dC∞ (R)⊕D(R) (3.26)

ここで，dC∞ (R)および D(R)はそれぞれ次のように定義される完全形式および双対完全形式全体
のなす空間である．

dC∞ (R) := {ω ∈ Ω1
(
R,Rd

)
| dω = 0 }

D (R) := {ω ∈ Ω1
(
R,Rd

)
| δω = 0, ω (N) = 0 } (3.27)

ただし δ : Ωk
(
R,Rd

)
→ Ω3−k

(
R,Rd

)は δ = ∗d∗と定義される余微分である．

Helmholtz分解により，Eq. (3.25)のノルム (·, ·)に関して，R上の任意の Rd 値 1形式の直交分
解が一意的に与えられる．すなわち，ϑ は次のように一意的に表すことができる．

ϑ = dψ +Θ, ψ ∈ C∞(R), Θ ∈ D(R,Rd) (3.28)

上式は Eq. (3.25)のノルム (·, ·)に関する直和分解であり，(dψ,Θ) ≡ 0となる．いま，ϑ の外微分
をとると，上式より dϑ = dΘとなり，Cartanの第一構造方程式は τ = dϑ = dΘと表される．すな
わち，Cartanの第一構造方程式は捩率形式 τ が双対完全形式 Θ ∈ D

(
R,Rd

)の外微分によって表さ
れることを示している．なお本論文では，Cartan の第一構造方程式に直接影響しない完全形式 dψ

について，捩率形式がゼロのときに中間状態 B が参照状態 Rと一致するという仮定をおくことで，
dψ = dxi ⊗ ∂/∂zi とおいて用いた．
続いて Eq. (3.25)を用いて Eq. (2.70)で表されるこ Cartanの第一構造方程式の残差ノルム G を
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次のように定義する．

G :=
1

2
(τ − dΘ, τ − dΘ) (3.29)

(·, ·)は G ≥ 0を満たすノルムであるから，G = 0となるための必要十分条件として τ − dΘ = 0が与
えられることがわかる．したがって G を最小化する Θは Cartanの第一構造方程式 τ − dΘ = 0を
自動的に満足するため，G の最小化問題を解くことにより Θを決定することができる．
ここで Helmholtz分解により Θは双対完全形式となるため，このことを表す拘束条件を課す必要
がある．Eq. (3.27)より，R上の双対完全形式 Θは次の条件を満足する Rd 値 1形式である．

δΘ = 0 (3.30)

Θ|∂R (N) = 0 (3.31)

ここで N は，参照状態 R の境界 ∂R で単位法線ベクトルを与える法線ベクトル場である．Eq.

(3.30) を G の最小化問題の拘束条件として導入するには，Lagrange の未定乗数法を適用すれば良
い．この際，本研究では数値解析の安定化を測る目的で未定乗数の二乗を加える．すなわち，R上の
Rd 値関数 λ ∈ C∞ (R,Rd

)と Euclid計量を用いて次の汎関数を定義する．

L :=

∫
R

(
〈λ, δΘ〉Rd +

γ

2
〈λ, λ〉Rd

)
υR (3.32)

ここで γ は安定化の度合いを決める実数値である．Eq. (3.31)は，Rの境界における Θの各成分を
固定する Dirichlet境界条件として課される．
以上より，与えられた捩率形式 τ に対して，Cartanの第一構造方程式を満足する Θ ∈ D

(
R,Rd

)
は次の最適化問題を解くことで得られる．

Minimize G + L (3.33)

subject to Θ|∂R(N) = 0 (3.34)
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3.4.2 拘束条件つき最適化問題の局所座標表示
以下では，次節で行う離散化の準備として Eq. (3.33)の局所座標表示を求めておく．τ，Θおよび

dΘの局所座標表示は次のようになる．

τ =
∑
j<k

T i
jkdx

j ∧ dxk ⊗ ∂

∂zi
(3.35)

Θ =(Fp)
i
jdx

j ⊗ ∂

∂zi
(3.36)

dΘ =
∂(Fp)

i
j

∂xk
dxk ∧ dxj ⊗ ∂

∂zi

=
∑
j<k

(
∂(Fp)

i
k

∂xj
−
∂(Fp)

i
j

∂xk

)
dxj ∧ dxk ⊗ ∂

∂zi
(3.37)

上式より Θ は行列値関数 Fp : R → Rd × Rd の各係数の線型結合により表されるため，以降では
Fp を未知数とする最適化問題を解くことにする．ここで簡単のため，c ∈ Ω2

(
R,Rd

)を次のように
おく．

c =τ − dΘ (3.38)

cijk =T i
jk −

(
∂(Fp)

i
k

∂xj
−
∂(Fp)

i
j

∂xk

)
(3.39)

Eq. (3.25)は cを用いて次のように表される．

〈c, c〉R = 〈〈〈c, c〉〉R〉R3

= 〈∗ (c ∧ ∗c)〉R3 (3.40)

ここで ∗cは次のように局所座標表示できる．

∗c = ∗
(
clmndx

m ∧ dxn ⊗ ∂

∂zl

)
=clmn ∗ (dxm ∧ dxn)⊗ ∂

∂zl

=clmn sgn(I, J)dx
j1 ⊗ ∂

∂zl
(3.41)

ただし I, J は順序づけられた添字集合で，I = {m,n } (m < n)，J = { j1 }は添字の集合 { 1, 2, 3 }

において I の補集合となる．また sgn(I, J)は順列 {m,n, j1 }の符号である．
例えば R の次元が d = 3 のとき，I = { 1, 2 } の場合は J = { 3 } となるため sgn(I, J) =

sgn({ 1, 2, 3 }) = 1，I = { 2, 3 }の場合は J = { 1 }となるため sgn(I, J) = sgn({ 2, 3, 1 }) = 1，そ
して I = { 1, 3 }の場合は J = { 2 }となるため sgn(I, J) = sgn({ 1, 3, 2 }) = −1となる．したがっ
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て ∗cの各成分は次のようになる．

∗ cl12dx1 ∧ dx2 =cl12 sgn({ 1, 2, 3 })dx3 = cl12dx
3

∗ cl23dx2 ∧ dx3 =cl23 sgn({ 2, 3, 1 })dx3 = cl23dx
1

∗ cl13dx1 ∧ dx3 =cl13 sgn({ 1, 3, 2 })dx3 = −cl13dx2 (3.42)

これらより c ∧ ∗cは次のように表すことができる．

c ∧ ∗c =ci12cl12
∂

∂zi
⊗ ∂

∂zl
=
∑
j<k

cijkc
l
jkυR ⊗ ∂

∂zi
⊗ ∂

∂zl
, (d = dimR = 2)

c ∧ ∗c =
(
ci12c

l
12 + ci23c

l
23 + ci13c

l
13

) ∂

∂zi
⊗ ∂

∂zl
=
∑
j<k

cijkc
l
jkυR ⊗ ∂

∂zi
⊗ ∂

∂zl
, (d = dimR = 3)

(3.43)

したがって Eq. (3.40)は次のようになる．

〈∗ (c ∧ ∗c)〉R3 =

〈∑
j<k

cijkc
l
jk

∂

∂zi
⊗ ∂

∂zl

〉
Rd

=
∑
j<k

δilc
i
jkc

l
jk (3.44)

以上より G は次のように局所座標表示される．

G =
1

2

∫
R

∑
j<k

δilc
i
jkc

l
jkυR (3.45)

次に Lの局所座標表示を求める．d = dimR = 3のとき，余微分 δ の定義にしたがって計算する
と δΘは次のように表すことができる．

δΘ =(−1)3(1+1)+1 ∗ d ∗ ((Fp)
i
j)dx

j ⊗ ∂

∂zi

=− ∗d ∗ ((Fp)
i
jdx

j)⊗ ∂

∂zi

=− ∗d
(
(Fp)

i
1dx

2 ∧ dx3 − (Fp)
i
2dx

1 ∧ dx3 + (Fp)
i
3dx

1 ∧ dx2
)
⊗ ∂

∂zi

=− ∗
(
∂(Fp)

i
1

∂x1
+
∂(Fp)

i
2

∂x2
+
∂(Fp)

i
3

∂x3

)
υR ⊗ ∂

∂zi

=− δjk
∂(Fp)

i
j

∂xk
∂

∂zi
(3.46)
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したがって Lの局所座標表示は次のようになる．

L =

∫
R

(
−δilλlδjk

∂(Fp)
i
j

∂xk
+
γ

2
δilλ

iλl

)
υR (3.47)

最後に境界条件 Θ|∂R(N) の局所座標表示を行う．R の境界における単位法線ベクトル場 N は
N = N i∂/∂xi と局所座標表示でき，上式は次のように整理できる．

Θ|∂R
(
Nk∂/∂zk

)
=(Fp)

i
jdx

j

(
Nk ∂

∂xk

)
⊗ ∂

∂zi

=(Fp)
i
jN

kδjk
∂

∂zi

=(Fp)
i
jN

j ∂

∂zi
(3.48)

したがって各 iに対して次式を得る．

(Fp)
i
jN

j = 0 (3.49)

以上より Eq. (3.33)を局所座標表示すると次のようになる．

Minimize G + L

subject to Fp ∈ C∞ (R,Rd × Rd
)
, (Fp)

i
jN

j = 0
(3.50)

3.4.3 Cartanの第一構造方程式の変分問題の弱形式
Cartanの第一構造方程式の変分問題 Eq. (3.50)に変分原理を適用し，弱形式の Euler-Lagrange

方程式を求める．目的関数 G + Lは Fp および λの汎関数として次のように表される．

G[Fp] =
1

2

∫
R

∑
j<k

δilc
i
jkc

l
jkυR

L[Fp, λ] =

∫
R

(
−δilλlδjk

∂(Fp)
i
j

∂xk
+
γ

2
δilλ

iλl

)
υR (3.51)

上式より明らかなように，G は Fp の汎関数，Lは Fp と λの汎関数である．そこで変分原理を適用
して，G + Lを最小化する Fp, λを求める．まず G[Fp]について考える．いま，H を Hi

jN
j = 0を

満たす R上の行列値関数，ϵを正の実数とする．Eq. (3.39)の右辺中の (Fp)
i
j を (Fp)

i
j + ϵHi

j で置
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き換えた各関数を cijk(ϵ)とおくと，G[Fp]の第一変分は次のように求められる．

δG[Fp] =
d

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

1

2

∫
R

∑
j<k

δilc
i
jk(ϵ)c

l
jk(ϵ)υR

=

∫
R

∑
j<k

δil
dcijk
dϵ

(0)cljk(0)υR (3.52)

ここで dcijk/dϵ(ϵ)は次のようになる．

dcijk
dϵ

(ϵ) =
d

dϵ

(
T i
jk −

(
∂

∂xj
(
(Fp)

i
k + ϵHi

k

)
− ∂

∂xk
(
(Fp)

i
j + ϵHi

j

)))
=−

(
∂Hi

k

∂xj
−
∂Hi

j

∂xk

)
(3.53)

したがって，Eq. (3.52)は次のようになる．

G[Fp] =

∫
R
−
∑
j<k

δil

(
∂Hi

k

∂xj
−
∂Hi

j

∂xk

)(
T l
jk −

(
∂(Fp)

l
k

∂xj
−
∂(Fp)

l
j

∂xk

))
υR (3.54)

同様に，L[Fp, λ]の第一変分 δL[Fp, λ]を求める．について，η を Rd 値関数とすると，δL[Fp, λ]は
次のように表される．

δL[Fp, λ] =
d

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

∫
R

(
−δil(λl + ϵηl)δjk

∂

∂xk
(
(Fp)

i
j + ϵHi

j

)
+
γ

2
δil(λ

i + ϵηi)(λl + ϵηl)

)
υR

=

∫
R

(
−δilηlδjk

∂(Fp)
i
j

∂xk
− δilλ

lδjk
∂Hi

j

∂xk
+ γδilη

iλl

)
υR (3.55)

変分原理より，δG+ δL = 0を満たす (Fp)
i
j , λを求めることで，目的関数を最小化することができる．
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4 アイソジオメトリック解析の基礎
4.1 アイソジオメトリック解析の概要

アイソジオメトリック解析は，非一様有理 B-spline基底関数（NURBS基底関数）を Galerkin法
の基底関数として用いて偏微分方程式の数値解析を行う手法である．NURBS基底関数は通常，コン
ピューター上で物体の形状表現に用いられ，曲線や曲面などの滑らかな物体を高精度に表現できると
いう特徴がある [77]．アイソジオメトリック解析は，コンピューター援用設計において NURBSを
用いてデザインされた物体に対し，そこで用いられている NURBSを物体の構造解析に直接応用す
ることを目的として考案された手法である [78, 79]．NURBSはその滑らかさをリファインメントと
呼ばれる操作によって簡便に変化させられるという特徴があり，この性質によって高精度に変分問題
の解を求めることが可能となる．本章ではまず，NURBSの定義と NURBSを用いた物体の形状表
現の方法を述べる．その後，この NURBSを基底としたアイソジオメトリック解析により変分問題
を数値解析する方法を示す．

4.2 NURBSによる物体の形状表現

4.2.1 B-spline基底関数
NURBS基底関数は B-spline基底関数を用いて定義される．ここでは B-spline基底関数の定義と
その構成方法を説明する．
B-spline 基底関数は多項式をつないで構成される区分多項式の組である．この多項式次数を p と
おき，k 個の要素からなる有限実数列を ξ = (ξ1, . . . , ξk)とおく．この実数列 ξ は非減少であるとす
る．すなわち，ξ の i番目の要素 ξi ∈ R は ξi ≤ ξi+1 を満たす．このとき，実数列の各要素 ξi のこ
とをノット，ξ のことをノット列という．
B-spline基底関数はノット列で指定される区間 [ξ1, ξk]における，n = k− p− 1個の区分多項式の
組 {B(i,p,ξ) }i=1,...,n

である．各 B-spline基底関数 B(i,p,ξ) の下付き添字 (i, p, ξ)は，それぞれ要素
の番号 i = 1, . . . , nとノット間の多項式次数 p，およびノット列 ξ を表す．このとき，区間 (ξ1, ξk)

上の任意の点 tにおける i番目の B-spline基底関数の値 B(i,p,ξ)(t)は次のように定義される．

B(i,0,ξ)(t) =

 1 if ξi ≤ t < ξi+1

0 otherwise

B(i,p,ξ)(t) =
t− ξi

ξp+i − ξi
B(i,p−1,ξ)(t) +

ξi+p+1 − t

ξp+i+1 − ξi+1
B(i+1,p−1,ξ)(t)

(4.1)
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Fig. 4.1: 2nd order B-spline basis functions cosisted of knot vectors (a) ξ = (0, 1, 2, 3, 4, 5) and

(b) ξ = (0, 0, 0, 1, 2, 2, 3, 5, 6, 6, 6).

ただし，第 2 式の各項で分母がゼロとなるとき，その項全体をまとめてゼロに置換する．上式は
Cox-de Boorの公式と呼ばれている [77]．また B-spline基底関数の定義域 [ξ1, ξk]のことをパラメー
ター空間と呼ぶ．
二種類の B-spline 基底関数を例にとり，B-spline 基底関数がもついくつかの性質を示す．Fig.

4.1 に，(a) 次数 p = 2，ノット列 ξ = (0, 1, 2, 3, 4, 5) および (b) 次数 p = 2，ノット列 ξ =

(0, 0, 0, 1, 2, 2, 3, 5, 6, 6, 6)によって構成される B-spline基底関数を示す．Fig. 4.1(a)では，ノット
列の要素数 k = 6に対し，区間 [ξ1 = 0, ξk = 5]上に n = k − p− 1 = 3個，Fig. 4.1(b)では，ノッ
ト列の要素数 k = 11に対し，区間 [ξ1 = 0, ξk = 6]上に n = k − p− 1 = 8個の B-spline基底関数
が存在している．
まず，B-spline 基底関数のコンパクト性を示す．ある集合 U を定義域とする関数 f : U →

R が，U の部分集合 V ⊂ U でのみ非ゼロで，それ以外ではゼロとなるとき，すなわち V =

{ f(x) 6= 0 | x ∈ U }となるとき，部分集合 V の閉包 V を f の台（support）と呼び，supp f = V

と書く．また，関数 f の台がその定義域の部分集合となるとき，f はコンパクトな関数であるとい
う．いま，Fig. 4.1(a)の B(i,p,ξ) は 4つのノット (0, 1, 2, 3)から構成される区間 [0, 3]の上でのみ非
ゼロとなり，それ以外の区間では常にゼロとなっていることがわかる．これは，Fig. 4.1 の全ての
B-spline 基底関数がもつ一般的な性質である．すなわち，ある B-spline 基底関数 B(i,p,ξ) は，区間
(ξi, ξi+p+1)上でのみ非ゼロの値をとり，それ以外の区間では常にゼロになる．したがって，B(i,p,ξ)

は suppB(i,p,ξ) = [ξi, ξi+p+1]を台とするコンパクトな関数である．
次に，B-spline基底関数の滑らかさが次数とノット列から決まることを示す．Fig. 4.1(a)の全て
の B-spline基底関数は，[ξ1 = 0, ξk = 5]上で滑らかであることが確認できる一方，Fig. 4.1(b)中

45



Fig. 4.2: Sum of all B-spline basis
∑n

i=1B(i,p,()t).

の B-spline 基底関数 B(4,2,ξ) は，ノット ξ5 = ξ6 = 2 上で C0 級となっていることがわかる．Eq.

(4.1) より，この B(4,2,ξ) を構成するノットは (ξ3, ξ4, ξ5, ξ6) = (1, 2, 2, 3) であり，重複するノット
ξ4 = ξ5 = 2 を含んでいることがわかる．このように，B(i,p,ξ) を構成するノット (ξi, . . . , ξi+p+1)

の重複数をmi とおくと，B(i,p,ξ) は区間 [ξ1, ξk]上の Cp−mi 級関数となる．ただし，ノットが重複
しないとき，すなわち ξi 6= . . . 6= ξi+p+1 のとき，ノットの重複数は mi = 1 であるとする．した
がって，Fig. 4.1(a) に示す各 B-spline 基底関数のノットの重複数は m1 = m2 = m3 = 1 である
ため，これらはいずれも区間 [0, 5]上の C1 級関数となる．一方，Fig. 4.1(b)に示す B-spline基底
関数 B(3,2,ξ)，B(4,2,ξ) および B(5,2,ξ) を構成するノットは，それぞれ (0, 1, 2, 2)，(1, 2, 2, 3)および
(2, 2, 3, 5)，その重複数はm3 = m4 = m5 = 2であり，これらはいずれも区間 [0, 6]上の C0 級関数
となる．
最後に，B-spline 基底関数が 1 の分割となるための，ノット列が満たすべき十分条件の一例を示
す．B-spline 基底関数のパラメーター空間を I = [ξ1, ξm] とおく．ある B-spline 基底関数 B(i,p,ξ)

の台 suppB(i,p,ξ) = [ξi, ξi+p+1] は I の部分集合であり，B-spline 基底関数 {B(i,p,ξ) }i=1,...,n
の台

の集合を { Ii = suppB(i,p,ξ) }i=1,...,n
とおくと，この和集合は ⋃n

i=1 Ii = I を満たすことがわかる．
このような性質を満たす { Ii }i=1,...,n を I の被覆といい，任意の t ∈ I に対して，t を含む開被覆
{ Ii }i=1,...,n の元が有限個であるとき，この被覆は局所有限であるという [72]．ノット列は有限数
列であるので，B-spline 基底関数の台から構成される被覆 { Ii }i=1,...,n は常に局所有限となる．こ
のとき，B-spline 基底関数 {B(i,p,ξ) }i=1,...,n

が任意の ∀t ∈ I 上で∑n
i=1B(i,p,ξ)(t) = 1 を満たす

とき，この B-spline基底関数は区間 I 上の 1の分割（partition of unity）であるという．Fig. 4.2

に Fig. 4.1(a) および Fig. 4.1(b) に示した B-spline 基底関数の各点での和を示した．図より明ら
かに，Fig. 4.1(a) の B-spline 基底関数は 1 の分割を満足しないが，Fig. 4.1(b) の B-spline 基底
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B-spline curve
contol points

Fig. 4.3: B-spline curve consisted of the 2nd order B-spline basis {B(i,p,ξ) }i=1,...,6
with knot

vector ξ = (0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 4, 4) and control points a1 = (0, 0)，a2 = (1, 0), a3 = (1, 1)，a4 =

(0, 2), a5 = (−2, 1)，a6 = (−2,−1).

関数はこれを満足していることがわかる．ここで，p 次の B-spline 基底関数を構成するノット列 ξ

の，最初と最後の p + 1 個のノットがそれぞれ等しいとき，すなわち ξ1 = ξ2 = · · · = ξp+1 かつ
ξm−p−1 = ξm−p = · · · = ξm を満たすとき，このノット列 ξ は openであるという．openなノット
列 ξ から構成される B-spline基底関数は，この例のように，常に 1の分割を満たす．

4.2.2 B-spline曲線による曲線の形状表現
B-spline 基底関数を用いて実空間 Rd 上の曲線を表現する方法を示す．Rd 上の曲線を C =

{ c(t) = (c1(t), . . . , cd(t)) ∈ Rd | t ∈ I } とおく．ここで I は閉区間 I ⊂ Rd で，c は c : [0, 1] →

Rd なる写像である．次数 p，k 個の要素を持つノット列 ξ により構成される B-spline 基底関数
{B(i,p,ξ) }i=1,...,n

は，パラメータ空間 [ξ1, ξn+p+1]上の区分多項式であった．そこで，Rd 上の n個
の点 { ai }i=1,...,n をとり，その座標 ai = (a1i , . . . , a

d
i )を用いて，写像 c : [ξ1, ξn+p+1] → Rd を次の

ように構成する．

cj(t) =

n∑
i=1

B(i,p,ξ)(t)a
j
i (4.2)

このように，B-spline基底関数と，それと同じ数の Rd 上の点 { ai }i=1,...,n を用いることで，Rd 上
の曲線 C を構成することができる．このとき，曲線の表現に用いる点 { ai }i=1,...,n を制御点と呼ぶ．
Fig. 4.3に，B-spline基底関数と制御点を用いた R2 上の曲線の例を示す．ここでは，次数 2，ノッ
ト列 (0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 4, 4)により構成される 6個の B-spline基底関数と，これに対応する制御点を
用いた．図に示すように，B-spline曲線は必ずしも全ての制御点 ai を通るとは限らず，制御点を通
るのは B(i,p,ξ)(t) = 1となる場合に限られる．この例で用いた openなノット列の場合には，この条
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件は区間の境界 ξ1 = 0および ξ9 = 4で常に満たされる．このため，端点 t = 0, 4では B-spline曲
線は制御点に一致する．

4.2.3 多次元 B-spline基底関数と連続体の形状表現
前節で構成した Rd 中の曲線のように，B-spline基底関数と制御点を用いれば，Rd 中のより多次
元の部分領域を表現することができる．ここでは d = 3を例にとり，その部分領域である空間曲面や
ソリッドの表現方法を示す．
多項式次数 (p1, p2)，ノット列 (ξ1, ξ2) から構成される 2 つの B-spline 基底関数を

{B(i1,p1,ξ1) }i1=1,...,n1
および {B(i2,p2,ξ2) }i2=1,...,n2

とおく．これらの定義域を区間 Ii =

[min ξi,max ξi] で表し，これらの直積によって矩形領域 I1 × I2 が構成できる．この集合は
I1 × I2 := { t = (t1, t2) ∈ R2 | t1 ∈ I1, t

2 ∈ I2 } で定義される R2 の部分集合である．2 次元
B-spline基底関数は，I1 × I2 をパラメーター空間とする関数の組であり，その各点 t = (t1, t2)にお
ける値は次のようにして定められる．

B(i,p,ξ)(t) = B(i1,p1,ξ1)(t1)B(i2,p2,ξ2)(t2) (4.3)

ここで i = (i1, i2)および p = (p1, p2)とおいた．
これにより，R3 への埋め込まれた 2次元多様体である R3 中の空間曲面 S は，S 上の各点とパラ

メーター空間 I1 × I2 の対応を，この 2次元 B-spline基底関数と制御点を用いて表現することができ
る．すなわち，R3 中の n = n1n2 個の制御点を { ai = a(i1,i2) }i=1,...,n

，その座標を aji = aj(i1,i2) と
おき，S 上の各点の座標 (s1, s2, s3)を次のように表す．

sj(t) =
n∑

i=1

B(i,p,ξ)(t)a
j
i =

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

B(i1,ξ!,p1)(t
1)B(i2,p2,ξ2)(t

2)aj(i1,i2) (4.4)

Eq. (4.3)を一般化して，d次元 B-spline基底関数は，I1 × I2 × · · · × Id をパラメータ空間とする
関数で，次のように定義される．

B(i,p,ξ)(t) = B(i1,p1,ξ1)(t1)B(i2,p2,ξ@)(t2) . . . B(id,pd,ξd)(td) (4.5)

ただし，i = (i1, . . . , id)および p = (p1, . . . , pd)とおいた．Eq. (4.4)と同様にして，Rd 中の部分領
域は Rd 中の制御点を用いて表現することができる．
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4.2.4 NURBS基底関数と NURBSによる連続体の形状表現
非一様有理 B-spline基底関数（NURBS基底関数）は，非一様なノット列から構成される B-spline

基底関数に有理化と呼ばれる操作を施すことで構成される関数である．一般に，B-spline 基底関数
を用いた物体の形状表現の自由度は，有理化により向上する．d 次元 NURBS 基底関数は，d 次元
B-spline基底関数 {B(i,p,ξ) }i=1,...,n

と，その各々に対応する実数値の組 {wi }i=1,...,n を用いて次の
ように定義される．

N i(t) =
wiB(i,p,ξ)(t)∑n
j=1 wjB(j,p,ξ)(t)

(4.6)

以降では特に断らない限り wi と B-spline 基底関数の積に対しては総和規約を適用しないことに
する．ここで，各実数値 {wi }i=1,...,n は重みと呼ばれる．上式より，NURBS基底関数を構成する
B-spline基底関数がパラメータ空間上の 1の分割であり，かつ全ての重みが wi = 1であるとき，d
次元 NURBS基底関数は d次元 B-spline基底関数と一致する．
いま，NURBS基底関数のパラメータ空間を Ω̂ = I1×· · ·×Idとおくと，Rd中の部分領域 Ω ⊂ Rd

は一般に，上式で定義した NURBS基底関数，および n個の制御点 { ai }i=1,...,n を用いて次のよう
に構成することができる．

Ω =

x(t) = (x1(t), . . . , xd(t)) ∈ Rd | ∀t ∈ Ω̂, xi(t) =

n∑
j=1

N j(t)aij

 (4.7)

上式より，領域 Ω上の各点 x(t)は，パラメーター空間 Ω̂上の各点の，写像 x : Ω̂ → Ωによる像と
して定められている．このように，NURBS基底関数を用いて定められた領域 Ωは NURBS表現さ
れているといい，パラメーター空間 Ω̂との対応を定める写像 x : Ω̂ → Ωを NURBS写像という．前
節までに示した Eq. (4.2)および Eq. (4.4)はいずれも，全ての重みが 1の NURBS基底関数による
NURBS写像である．また，Fig. 4.4に NURBS表現したトーラスと，その形状表現に用いた制御
点を示す．

4.2.5 d次元 NURBS基底関数の偏導関数
NURBS基底関数を用いて形状表現された物体上で各種の幾何学量を計算する際には，NURBS基
底関数の偏導関数を用いる必要がある．そのような幾何学量の例としては，物体表面の外向き法線ベ
クトルや空間曲面の Gauss曲率，空間曲線の曲率や捩率等が該当する．また，連続体力学において
はひずみや応力等が例として挙げられる．
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Fig. 4.4: Torus expressed by using NURBS.

簡単のため，Eq. (4.6)における d次元 NURBS基底関数の分子と分母の関数をそれぞれ次のよう
におく．

Fi(t) =wiB(i,p,ξ)(t)

D(t) =

n∑
j=1

wjB(j,p,ξ)(t)
(4.8)

これより，パラメータ空間上の点 t ∈ I1 × I2 × · · · × Id における d次元 NURBS基底関数の tα 方向
への偏導関数 ∂N i/∂tα(t)は，偏微分の連鎖律を用いることで次のように計算できる．

∂N i

∂tα
(t) =

1

D2(t)

(
∂Fi

∂tα
(t)D(t)− Fi(t)

∂D

∂tα
(t)

)
(4.9)

ここで，∂Fi(t)/∂t
α(t)および ∂D/∂tα(t)は次のようになる．

∂Fi

∂tα
(t) =wi

∂B(i,p,ξ)

∂tα
(t) = wi1...idB(i1,p1,ξ1)(t1) . . .

dB(iα,pα,ξα)

dtα
(tα) . . . B(id,pd,ξd)(td)

∂D

∂tα
(t) =

n∑
j=1

wj

∂B(j,p,ξ)

∂tα
(t)

=

n1∑
j1=1

· · ·
nd∑

jd=1

wi1...idB(i1,p1,ξ1)(t1) . . .
dB(iα,pα,ξα)

dtα
(tα) . . . B(id,pd,ξd)(td)

(4.10)

また，1次元 B-spline基底関数の l階導関数 dlB(i,p,/)dt
l(t)は，Eq. (4.1)より次のようにして求め

ることができる．

dlB(i,p,ξ)

dtl
(t) =

p

ξi+p − ξi

(
dl−1B(i,p−1,ξ)

dtl−1
(t)

)
− p

ξi+p+1 − ξi+1

(
dl−1B(i+1,p−1,ξ)

dtl−1
(t)

)
(4.11)
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ただし，d0B(i,p,ξ)/dt
0(t) = B(i,p,ξ)(t) とする．以上より，Eq. (4.10) および Eq. (4.11) を Eq.

(4.9)へ代入することで，d次元 NURBS基底関数の tα 方向への偏導関数が定まる．

4.3 アイソジオメトリック解析

本節では，Galerkin法の一種であるアイソジオメトリック解析（isogeometric analaysis）を導入
する．本節でははじめに，NURBS表現された領域に対して，領域の形状を変化させずに偏微分方程
式の解析精度を高めるための方法の一つであるリファインメントと呼ばれる手法を示し，その後，偏
微分方程式の弱形式をアイソジオメトリック解析によって数値計算する方法を示す．本節の後半で
は，大規模自由度の問題を高速に解くための手法である，NURBS表現された連続体の領域分割と，
overlapped additive Schwarz法による前処理付き共役勾配法を導入する．

4.3.1 リファインメント
アイソジオメトリック解析におけるリファインメントでは，NURBS 基底関数を構成する各 B-

spline 基底関数を変化させる．B-spline 基底関数を変化させる方法には，p リファインメントと h

リファインメント，そしてその両方を実行する k リファインメントがある．p リファインメントは
B-spline 基底関数の多項式次数を増加させる操作であり，h リファインメントはノット列に新たな
ノットを追加する操作である．kリファインメントは pリファンメント，hリファインメントをこの
順に実行する操作であり，これによって NURBS基底関数の微分可能性が増加する．また，いずれ
の操作も B-spline基底関数の個数はリファインメント後には増加するという性質がある．
ここで，リファインメントの前後における B-spline基底関数を B(i,p,ξ)(t)および B̃(i,p̃),ξ̃(t)とお
くと，これらは次の関係を満たす n× ñの行列 Cij(t)で結び付けられる．

B(i,p)(t) =
ñ∑
j

Cij(t)B̃(j,p̃)(t) (4.12)

これまでに示した方法により，NURBS基底関数の個数は増加するため，リファインメントでは増
加分に対応する制御点を決定する必要がある．この際，リファインメント後の制御点は，リファイン
メントの前後で領域の NURBS表現が変化しないように決定する．すなわち，リファインメント前
の NURBS写像を x : Ω̂ → Ω，リファインメント後の NURBS写像を x̃ : Ω̂ → Ωとおくと，NURBS

写像が各点で不変であるための条件は x(t) = x̃(t)である．いま，リファインメント前の NURBS基
底関数および制御点を {N i }i=1,...,n および { ai }i=1,...,n，リファインメント後の NURBS基底関数
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および制御点を { Ñ i }i=1,...,ñ および { ãi }i=1,...,ñ と表すと，この式は次のように表される．

x̃i(t) =

ñ∑
j=1

Ñ j(t)ãij =

n∑
j=1

N j(t)aij = xi(t) (4.13)

ここで，リファインメント後の NURBS基底関数には ñ個の重み { w̃i }i=1,...,ñ が含まれるので，リ
ファインメント時には ñ個の重みおよび制御点を，Eq. (4.13)を満たすように定める必要がある．
これは次の手順で実行できる．まずはじめにリファインメントの前後で NURBS基底関数の分母

D(t)および D̃(t)が不変であるという条件を課す．これは次の式で表される．

D̃(t)−D(t) =

ñα∑
i=1

w̃iB̃(i,p̃,ξ̃)(t)−
nα∑
j=1

wjB(j,p,ξ)(t) = 0 (4.14)

いま，上式をパラメータ空間の各方向に分けると，各 B-spline基底関数に対応する重みに関して，次
の方程式を得る．

ñα∑
jα=1

w̃jαB̃jα,p̃,ξ̃(t
α)−

nα∑
kα=1

wkα

 ñα∑
jα=1

Ckαjα(t
α)B̃(jα,p̃,ξ̃)(t

α)


=

ñ∑
jα=1

(
w̃jα −

n∑
kα=1

wkαCkαjα(t
α)

)
B̃(jα,p̃,ξ̃)(t

α) = 0 (4.15)

これが任意の tαに対して成り立つとき，w̃jα =
∑n

kα=1 wkCkαjα(t
α)を得る．これを全ての iα, (α =

1, . . . , d)に実行することで，リファインメント後の重み { w̃i }i=1,...,ñ を決める事ができる．
次に，リファインメントの前後での B-spline基底関数の関係 Eq. (4.12)に重みを加え，n× ñの
行列Wij(t)を用いて次の関係が成り立つとする．

wiB(i,p,ξ)(t) =

ñ∑
j=1

Wij(t)w̃jB̃(j,p̃,ξ̃)(t) (4.16)

この左辺に Eq. (4.12)を代入すると次式を得る．

ñ∑
j=1

(wiCij(t)−Wij(t)w̃j) B̃(j,p̃)(t) = 0 (4.17)

上式が各々の i，j，そして任意の t ∈ Ω̂に対して成り立つ条件として次式を得る．

Wij =
wi

w̃j
Cij (4.18)

ただし上式においては総和規約は適用しないものとする．
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ここで，任意の t ∈ Ω̂に対して，リファインメントの前後で NURBS基底関数の分母が一致する
ようにリファインメント後の重み w̃i を定められたので，D̃(t) = D(t)とおき，リファインメント前
の Eq. (4.6)へ代入すると次の関係式を得る．

Fi(t) =wi1 . . . widB(i1,p1,ξ1)(t1) . . . B(id,pd,ξd)(td) (4.19)

=

ñ1,...,ñd∑
j1,...,jd=1

Wi1j1 . . .Widjdw̃j1 . . . w̃jdB̃(j1,p̃1ξ̃1) . . . B̃(jd,p̃dξ̃d) (4.20)

これを Eq. (4.13)へ代入すると次式を得る．

n1,...,nd∑
i1,...,id=1

ñ1,...,ñd∑
j1,...,jd=1

Wi1j1 . . .WidjdÑ
(j1...jd)(t)aii1...id =

ñ∑
j=1

Ñ j(t)ãij (4.21)

したがって，任意の t ∈ Ω̂に対して上式が成り立つには，ãj が次の関係を満足すれば良い．

ãj =

n1,...,nd∑
i1,...,id=1

Wi1j1 . . .Widjda
i
i1...id

(4.22)

これにより，リファインメント後の制御点を決定することができる．
Fig. 4.5に，B-spline曲線に対するリファインメントの様子を示す．Fig. 4.5(a)は元の B-spline

基底関数と制御点を用いて描かれる B-spline曲線を示している．Fig. 4.5(b)は (a)の B-spline曲線
に pリファインメントを行うことで得られる B-spline基底関数および B-spline曲線，そしてその制
御点を示している．図より明らかに，B-spline基底関数の個数は増えており，これに対応して制御点
の個数も増加している様子が確認できる．その一方で，B-spline曲線の形状は元の曲線のまま保たれ
ており，リファインメント時の条件 Eq. (4.13)が満たされていることが確認できる．Fig. 4.5(c)は
(b)の B-spline曲線に hリファインメントを行うことで得られる B-spline基底関数および B-spline

曲線，そしてその制御点を示している．B-spline基底関数の様子を見ると，新たに挿入されたノット
3の付近でゼロになる基底関数が現れていることがわかる．また，これに対応して制御点の個数も増
加しているが，B-spline 曲線の形状は Fig. 4.5(a)，(b) と同様であり，リファインメント時の条件
Eq. (4.13)が満たされていることがわかる．

4.3.2 NURBSを基底としたアイソジオメトリック解析
アイソジオメトリック解析では，d次元 Euclid空間 Rd の部分領域 Ω ⊂ Rd 上の変分問題から導

出される偏微分方程式の弱形式を，Ωを NURBS表現するとともに，Galerkin法を基に，偏微分方
程式の解を同じ NURBS基底関数が作る関数空間の元として近似して求める．
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Fig. 4.5: (a) Original B-spline basis functions, B-spline curve and control points. (b) Those

after the p-refinement with the polynomial order elevated by 1. (c) Those after the p- and

h-refinement with inserting knot 3.

Galerkin法ではまずはじめに，偏微分方程式を満たす関数が作る空間，すなわち関数空間を構成
する．いま，Ω上の関数 u : Ω → R に対して，Lebegue空間 L2(Ω)は次のように定義される関数の
集合である．

L2(Ω) =

{
u : Ω → R

∣∣∣∣∣ |u|L2 :=

√∫
Ω

u(x)2dx <∞

}
(4.23)

数学的には，この空間は完備なノルム | · |L2 を備えた Banach 空間であるという．定義より明らか
に，Lebegue空間 L2(Ω)は，Ω上の全ての二乗可積分な関数の集合である．これと同様にして，あ
る関数の偏導関数を用いて構成される関数空間を定める．いま，α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd を 0以上の
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整数の組とし，|α| =
∑d

i=1 αi を αの長さとする．また，Dαi
j = ∂j/∂(xαi)j を偏微分演算子，そし

て Dα = Dα1
1 . . . Dαd

d とおく．Sobolev空間 Hk(Ω)は次のようにして定義される関数空間である．

Hk(Ω) = {u : Ω → R | Dsu ∈ L2(Ω), (∀s, s ≤ k) } (4.24)

ここで，Dsu ∈ L2(Ω)は，関数 uの全ての s (≤ k)階偏導関数が二乗可積分であることを意味する．
これより，この空間も完備なノルム | · |Hk =

∫
Ω

(∑
|s|≤k |Dsu|L2 dx

)1/2
を備えた Banach 空間で

ある．一般に，変分問題の弱形式を扱うのに定義される関数空間 S および V は無限次元のベクトル
空間であり，この空間を有限個の基底ベクトルで張ることはできない．Galerkin法では，これらの
関数空間を有限次元の関数空間で近似的に扱う [80]．すなわち，有限次元関数空間 Sh ⊂ S および
Vh ⊂ V を構成し，この関数空間の中で変分問題の近似解を求める．
アイソジオメトリック解析では，この有限次元関数空間 Sh および Vh として，Ωを NURBS表現
するのに用いた NURBS基底関数を用いる．そこで，以降では一般の変分問題におけるアイソジオ
メトリック解析の方法を述べる．いま，uを未知関数とする変分問題の弱形式が，最大で uの 1階偏
導関数 D1uを含み，Dirichlet境界条件が関数 g : ΓD → R を用いて u|ΓD

= g のように課されてい
るとする．この変分問題に対して，関数空間 S および V を次のようにして構成する．

S = {u : Ω → R | u ∈ H1(Ω), u | ΓD
= g }

V = { v : Ω → R | v ∈ H1(Ω), v | ΓD
= 0 }

(4.25)

また，変分問題の弱形式が次のようにおけると仮定する．

δW =

∫
Ω

W[u, v]dx = 0 (4.26)

ただし，v ∈ V，u ∈ S であり，W[u, v]は関数 uおよび v の汎関数を表す．いま，Ωが NURBS基
底関数 {N i }i=1,...,n を用いて，NURBS写像 x : Ω̂ → Ωにより NURBS表現されているとする．こ
のとき，Sh および Vh をこの NURBS基底関数を用いて構成することができる．関数 uおよび v を
Sh および Vh で表した関数をそれぞれ uh および vh で表すとき，∀x ∈ Ω におけるこれらの値は，
NURBS基底関数 {N i }i=1,...,n と実係数 {ui }i=1,...,n および { vi }i=1,...,n を用いて次のように表す
ことができる．

uh(x) =

n∑
i=1

(N i ◦ x−1)(x)ui

vh(x) =

n∑
i=1

(N i ◦ x−1)(x)vi

(4.27)
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ここで，x−1 は NURBS写像 x : Ω̂ → Ωの逆写像である．Eq. (4.26)の変分問題の弱形式は Ω̂上の
変分問題として次のように再定式化することが可能になる．

δŴ =

∫
Ω̂

W[uh ◦ x, vh ◦ x] det Jυ̂ = 0 (4.28)

このとき，det J は NURBS写像 x : Ω̂ → Ωによる Jacobi行列の行列式，υ̂ はパラメーター空間 Ω̂

の体積形式であり，関数 uh ◦ xおよび vh ◦ xは次のように表されるパラメーター空間 Ω̂上の関数で
ある．

uh ◦ x(t) =
n∑

i=1

N i(t)ui

vh ◦ x(t) =
n∑

i=1

N i(t)vi

(4.29)

数学的には，uh ◦ xおよび vh ◦ xはそれぞれ関数 uh および vh の，NURBS写像 x : Ω̂ → Ωによる
引き戻しに他ならなず，これは座標系 x(t) = (x1(t), . . . , xd(t))から t = (t1, . . . , td)への座標変換と
みなすことができる．したがって，この座標変換に伴う Jacobi行列の各要素 J i

j(t)は次のように表
される．

J i
j(t) =

∂xi

∂tj
(t) =

n∑
k=1

∂Nk

∂tj
(t)aik (4.30)

したがって，Eq. (4.28) 中の det J はこの Jacobi 行列の行列式である．変分問題の弱形式 Eq.

(4.28)に含まれると仮定した関数 uh の 1階偏導関数 ∂(uh ◦ x)/∂xi(t)は，次のように計算すること
ができる．

∂(uh ◦ x)
∂xi

(t) =
n∑

k=1

(
∂Nk

∂tj
(t)

∂tj

∂xk
(t)

)
uk =

n∑
k=1

 d∑
j=1

∂Nk

∂tj
(t)(J−1)ji (t)

uk (4.31)

ここで，(J−1)ji (t)は Eq. (4.30)の逆行列の各成分を表している．また上式に含まれる NURBS基
底関数の偏導関数は，Eq. (4.10)を用いて計算することができる．以上の方法を具体的な変分問題へ
適用することにより，変分問題の弱形式を有限個の連立方程式に帰着させ，変分問題の解を数値解
析によって求めることができるようになる．このとき，変分問題の解は構成した Sh から得られるた
め，Sh の集合の次元が大きいほど数値解析の精度も高くなる．これは，前節で示したリファインメ
ントによって実現することができる．
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4.4 領域分割と overlapped additive Schwarz法

領域分割法は，主に大規模な問題を複数台のコンピューターを用いて高速に解くために用いられる
手法である．そこでの主な方針は，ある領域で定式化された問題を，複数の部分領域上の問題に定式
化し直し，これを別々のコンピューターで個別に解きながら，必要に応じてコンピューターの間で通
信を行い，分割する前の問題の解を求めるというものである．
アイソジオメトリック解析における領域分割法には，複数のパラメーター空間を境界で貼り合わせ
て一つの領域を NURBS表現する multiple patchと呼ばれる手法と，単一のパラメーター空間を複
数の部分領域へ分割する手法の二種類が提案されている [79, 81, 82, 83]．前者は，複雑な物体の形状
表現とそのアイソジオメトリック解析に適している一方で，パラメーター空間で貼り合わせを行う部
分においてはノット列が重複し，NURBS基底関数が C0 級になるという欠点がある．その一方で，
後者は単純な物体でのアイソジオメトリック解析の高速化に適しており，また初めに構成した基底関
数の微分可能性が保たれる．
本論文で解析対象とする連続体は単純な形状であることから，後者の方法によって単一のパラメー
ター空間を領域分割する手法を採用する．これによって複数台のコンピューターによる並列計算が実
現できる．さらに，アイソジオメトリック解析の結果得られる連立方程式を，領域分割を基礎とした
overlapped additive Schwarz法による前処理付き共役勾配法を用いて数値計算することで，さらな
る高速化が実現できる [84, 82, 83]．
本節では初めに，NURBS表現された物体の領域分割の方法を示す．その後，この領域分割を基に

overlapped additive Schwarz法に基づく前処理の方法を示す．

4.4.1 パラメーター空間の局所部分領域への分割と粗部分空間の構成
簡単のため，ここでは NURBS 表現が 1 次元の NURBS 曲線を例にとり，アイソジオメト
リック解析における領域分割の方法を示す．多項式次数が p の，n 個の B-spline 基底関数は，
ノット列 ξ = {ξ1, ξ2, · · · , ξn+p+1} により定まる．ただし，ξ1 = ξ2 = · · · = ξp = 0 および
ξn = ξn+1 = · · · = ξn+p+1 = 1としてノット列 ξ は openであるとする．すべての B-spline基底関
数はパラメータ空間 Î = (ξ1, ξn+p+1)上の関数であり，ここではこれを参照区間と呼ぶことにする．
制御点 ai を決めることで，NURBS写像 x : Ω̂ → Ωが定まる．

x(t) =

n∑
i=1

B(i,p,ξ)(t)ai, ∀t ∈ Ω̂ (4.32)
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Fig. 4.6: Subdivision Îk of the parameter space I and interface knots ξik .

B-spline基底関数から構成される多項式空間 V̂ は次のようになる．

V̂ = span
{
B(i,p,ξ)

}
i=1,··· ,n (4.33)

いま，ノット列 ξ から N + 1個の要素 ξik , (k = 1, · · · , N + 1)を ξi1 = ξp = 0，ξiN+1
= ξn+p+1

となるように選択する．これを用いて，部分区間 Îk を次のように定義する．

Îk = (ξik , ξik+1
). (4.34)

これにより，参照区間 Î の閉包は次のように分解できる．

(Î) = [0, 1] =
⋃

k=1,··· ,N

Îk (4.35)

この参照区間の，部分区間への分割の境界を定めている ξi1 = 0，ξiN+1
= 1 以外のノット ξik , k =

2, · · · , N を境界ノットと呼ぶ．Fig. 4.6に，パラメーター空間 I の，部分区間 { Îk }k=1,...,N+1 への
分割と，この分割を定める境界ノットの様子を示す．
この分割を元にして，Î の重複を含む分解を定める．まず，区間 Î の内部の境界ノット ξik , (k =

2, · · · , N)に対して，整数 sk を sk ≤ ik ≤ sk + p+ 1となるように決める．この関係を満たす sk は
唯一とは限らず，その選択には自由度がある．sk が決められたとき，B-spline基底関数 B(sk,p,ξ) の
台は suppB(sk,p,ξ) = [ξsk , ξsk+p+1]より，Îk および Îk+1 上で非ゼロとなる．sk に加えて，隣接す
る区間で共有される基底関数の数の指標として，整数 r をとる．これらを用いて，空間 V̂ の部分空
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間 V̂k を次のように定義する．

V̂k =


span

{
B(i,p)

}
1≤i≤s2+r

, if k = 1

span
{
B(i,p)

}
sN−r≤i≤n

, if k = N

span
{
B(i,p)

}
sk−r≤i≤sk+1+r

otherwise

(4.36)

これにより V̂ は部分空間 V̂k によって，重複部分を含んで分割される．すなわち，ノット列 ξ から境
界ノット { ξik | i1 = 1, iN+1 = n+ p+ 1 }ik=1,...,N+1 を選択することでパラメーター空間を部分区
間 { Îk }k=1,...,N+1 へ分割し，この部分区間に対して sk および隣接する部分区間の間での基底関数
の重複数 rを指定することにより，各部分区間に対応する B-spline基底関数の作る空間の分割（Eq.

(4.36)）が定まる．
次に 2-levelの overlapped additive Schwartz法に用いる粗空間を定める．Eq. (4.34)で定めた境
界ノット ξik を用いて，次の openなノット列をとる．

ξ0 = { ξ1, ξ2, · · · , ξp+1(= ξii1 )︸ ︷︷ ︸
p+1

, ξi2 · · · , ξik , ξik+1
, · · · , ξiN︸ ︷︷ ︸

N−1

, ξn+1(= ξiN+1
), · · · , ξn+p+1︸ ︷︷ ︸

p+1

} (4.37)

境界におけるノット列の重複数に着目すると，上式のノット列を用いて構成される B-spline基底関
数は，細空間 V̂ を張るものと同一の多項式次数 pを持つ．これにより粗空間 V̂0 は次のように決めら
れる．

V̂0 = span
{
B0(i,p,ξ0)

}
i=3,··· ,nc−2

(4.38)

このとき，V̂0 を張る基底関数の数は nc = N + pとなる．

4.4.2 多次元 NURBS基底関数で表現される連続体への領域分割の拡張
d次元 NURBS基底関数 {N i }i=1,...,n により構成される多項式空間 V̂ は次のようになる．

V̂ := span
{
N i
}
i=1,...,n

(4.39)

また，領域 Ωを表現するための制御点 ai を定めれば，Eq. (4.7)により NURBS写像 x : Ω̂ → Ωが
定まる．
いま，NURBS基底関数はパラメーター空間の各方向に対応する B-spline基底関数の積で定義さ
れるため，d次元領域の分割では，各 B-spline基底関数のパラメーター空間で境界ノットと重複指数
r を定め，各々の組み合わせに対して Eq. (4.36) のように部分空間を定めればよい．例えば d = 2
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の場合，各方向の局所空間 V̂ a
k ，V̂ a

l を定めれば次の空間が決まる．

V̂kl = {N ij | B(i,p1,ξ1) ∈ V̂ 1
k , B(j,p2,ξ2) ∈ V̂l } (4.40)

d次元 NURBS基底関数の粗空間もまた，各パラメーター空間の直積により次のように定めることが
できる．

V̂0 = {N ij
0 | B0(i,p1,ξ1) ∈ V̂ 1

0 , B(j,p2,ξ2) ∈ V̂ 1
0 } (4.41)

4.4.3 Two-level overlapping additive Schwarz演算子
写像 V → Vk と Vk → V の行列表現として，制限演算子 Rk : V → Vk と拡張演算子 RT

k : Vk → V

を定義する．また，細空間 V から粗空間 V0 の写像の行列表現として，fine-to-coarse 演算子
R0 : V → V0 を定める．これらを用いて，two-level overlapping additive Schwarz 前処理演算子
BOAS は次のように定義される．

BOAS := RT
0 A

−1
0 R0 +

N∑
k=1

RT
kA

−1
k Rk (4.42)

ただし，A0 および Ak はそれぞれ A0 = R0AR
T
0，Ak = RkAR

T
k によって定まる．これを前処理

付き共役勾配法の前処理行列として用いることで，領域分割による大規模な並列計算を実行するこ
とが可能になる．以下では，アイソジオメトリック解析において，この制限演算子 Rk : V → Vk と
fine-to-coarse演算子 R0 : V → V0 の構成方法を示す．

4.4.4 Rk の構成方法
簡単のため，Ωが曲線である場合にRk を構成する方法を示す．このとき，パラメーター空間 Ω̂は 1

つのB-spline基底関数の定義域となる．このB-spline基底関数の多項式次数を p = 2とし，ノット列
を ξ = {0, 0, 0, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1, 1, 1}とする．このとき，基底関数の個数 nは n = 10−p−1 = 7

となる．Eq. (4.35)より，境界ノット i1 = 3, i2 = 5, i3 = 8を用いて参照区間 Î = (0, 1)の領域分割
を行う．このとき，部分区間は Î1 = (ξi1 , ξi2) = (0, 2/5)，Î2 = (ξi2 , ξi3) = (2/5, 1)となり，部分区
間の個数は N = 2である．境界ノット ξi2 = ξ5 に対して s2 = 4，すなわち ξs2 = ξ4 = 1/5とする．
いま，重複指数 r が r = 0のとき，V̂k, (k = 1, 2)は次のようになる．

V̂1 = span
{
B(i,p)

}
3≤i≤4

(4.43)

V̂2 = span
{
B(i,p)

}
4≤i≤5

(4.44)
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Fig. 4.7: B-spline basis functions with polynomial order p = 2 and knot vector ξ =

{0, 0, 0, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1, 1, 1} and its domain decomposition.

また，r = 1のときは次のようになる．

V̂1 = span
{
B(i,p)

}
3≤i≤5

(4.45)

V̂2 = span
{
B(i,p)

}
3≤i≤5

(4.46)

Fig. 4.7より，重複指数が増えると，各部分区間の関数空間 V̂1 および V̂2 を構成する B-spline基底
関数の個数が増加することがわかる．r = 0 の場合，V̂k の定義から，制限演算子 Rk は次のように
なる．

R1 =

[
1 0 0

0 1 0

]
(4.47)

R2 =

[
0 1 0

0 0 1

]
(4.48)
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拡張演算子 RT
k は Rk の転置をとれば求まる．

RT
1 =

 1 0

0 1

0 0

 (4.49)

RT
2 =

 0 0

1 0

0 1

 (4.50)

実際，∀u = {u3, u4, u5} ∈ V に対して，

R1u =

[
1 0 0

0 1 0

] u3

u4

u5

 =

[
u3

u4

]
(4.51)

R2u =

[
0 1 0

0 0 1

] u3

u4

u5

 =

[
u4

u5

]
(4.52)

となることから確かめられる．すなわち，制限演算子 Rk は参照区間 Î 上の基底関数の作る関数空間
V̂ から，各部分区間上の基底関数の関数空間 V̂k への全射として，拡張演算子 RT

k は V̂k から V̂ への
単写として構成できることがわかる．

4.4.5 R0 の構成方法
coarse-to-fine演算子 R0 : V̂ → V̂0 の行列表現を R0,ij とおく．V̂ および V̂0 の基底は B-spline基

底関数 B(i,p,ξ) および B0(i,p,ξ0) によって張られており，一般に dim V̂ > dim V̂0 であるから，R0,ij

は次の関係を満たす．

B0(i,p,ξ0)(t) =

n∑
j=1

R0,ijB(j,p,ξ)(t) (4.53)

上式は Eq. (4.12)と一致することに注意すると，R0,ij は Ω̂0 上の基底関数を Ω̂上の基底関数へとリ
ファインメントする際に用いる行列 R0,ij = Cij として構成できることがわかる．Ωが d次元領域の
場合にも，これと同様の方法で R0 を構成することができる．

62



5 アイソジオメトリック解析の格子欠陥解析への応用
5.1 Cartanの第一構造方程式に対する数値解析

これまで議論してきたように，本論文では格子欠陥を数理的にモデル化するために Riemann-

Cartan多様体を導入した．具体的には，Riemann-Cartan多様体が持つアフィン接続 ∇B の捩率形
式 τ と，転位線の近傍に連続分布する転位密度テンソル α を Hodge の星印演算子を用いて同一視
し，これより導かれる Cartanの第一構造方程式を積分することで塑性変形勾配 Fp を決定できるこ
とを示した．一方，第 4章では変分問題の弱形式解法の一つであるアイソジオメトリック解析を導入
し，その基礎について概説した．本章でははじめに，Cartanの構造方程式の変分問題へアイソジオ
メトリック解析を適用し，これは連立方程式へと帰着させる．これによって，任意の転位配置に対す
る中間状態を数値計算により求めることができる．次に，幾何学的な弾性理論に対しても同様に応力
の平衡方程式を弱形式で導出し，これにアイソジオメトリック解析を適用することで非線形連立方程
式へと帰着させる．これによって，中間状態 Bに弾性変形を加えた現状態 S を求めることができる．

5.1.1 NURBSを用いた転位線の表現と転位密度テンソルの計算
Sec.3.2.4は転位密度テンソルの係数の計算法について説明したが，本節では転位線をNURBSで表
現し，これを用いて具体的な数値計算法を与える．参照状態R上のC∞級曲線をC とし，これを用い
て転位線を表現する．t ∈ [0, 1]に対応する C 上の点を c(t) = (c1(t), c2(t), c3(t))とおき，各 ci(t)を
nC 個のNURBS基底関数 {Nα(t) | α = 1, . . . , nC }と制御点 { ciα ∈ R | α = 1, . . . , nC , i = 1, 2, 3 }

を用いて次のように NURBS表現する．

ci(t) =

nC∑
α=1

Nα(t)ciα (5.1)

第 4章で説明したように，NURBS基底関数Nα
α=1,...,nC

は，多項式次数 qと openなノットベクトル
k = { kj | j = 1, . . . , nC + q + 1, kj ≤ kj+1 } から作られる B-spline 基底関数 {B(α,q,k) }α=1,···nC

と，重み w = {wα }α=1,...,nC
を用いて次のように定義される．

Nα(t) :=
wαB(α,q,k)(t)∑
β wβB(β,q,k)(t)

(5.2)

転位線 C は結晶格子のずれの境界線を表しているため，一般に閉曲線になっている（c(0) = c(1)）
か，またはRの境界に端点を持つという性質がある．C を NURBSで表現した場合，この条件は C
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の端点の制御点 c1, cnC
に次のいずれかの条件を課すことにより実現できる．

c1 = cnC
, c1, cnC

∈ ∂R (5.3)

多項式次数 q，ノット列 k，重み w，および上式を満たす制御点 { ciα ∈ R | α = 1, . . . , nC , i = 1, 2, 3 }

を与えることで，NURBS基底関数を用いて転位線 C を描くことが可能になる．
参照状態R上のある点 p ∈ Rにおける転位密度テンソルの値 T i

jk(p)は，第 Sec.3.2.4で定式化し
た最適化問題 Eq. (3.12)の解を用いて計算することができる．Eq. (3.15)より，i反復目での増分
∆t(i) の計算に必要な s ∈ [0, 1]における J の 1,2階導関数はそれぞれ次のようになる．

dJ

dt
(s) =δij

dci

dt
(cj(t)− pj) = δij

nC∑
α=1

ciα
dNα

dt
(s)

 nC∑
β=1

cjβN
β(s)− pj

 (5.4)

d2J

dt2
(s) =δij

(
d2ci

dt2
(s)(cj(s)− pj) +

dci

dt
(s)

dcj

dt
(s)

)

=δij

 nC∑
α

ciα
d2Nα

dt2
(s)

 nC∑
β

cjβN
β(s)− pj

+

nC∑
α,β=1

ciα
dNα

dt
(s)cjβ

dNβ

dt
(s)

 (5.5)

このとき，NURBS基底関数の分母多項式を D(s) =
∑

α wαB(α,q,k)(s)とおくと，ここで計算が必
要な NURBS基底関数の 2階導関数は次のようになる．

d2Nα

dt2
(s) =wα

B̈(α,q,k)(s)D
2(s)−B(α,q,k)(s)D̈(s)D(s)− 2Ḃ(α,q,k)(s)Ḋ(s)D(s) + 2B(α,q,k)(s)Ḋ

2(s)

D(s)3

(5.6)

これを用いて i反復目での増分 ∆t(i) を決定することができる．

5.1.2 Cartanの第一構造方程式に対する数値解析
Sec.3.4で変分問題として導入した Cartanの構造方程式の残差ノルム最小化問題へ Galerkin法を
適用し，Eq. (3.54)および Eq. (3.55)を離散化する．行列値関数の各成分 (Fp)

i
j，Hi

j および Rd 値
関数の各成分 λi，yi が入る無限次元関数空間を次のようにとる．

Vm = { (Fp)
i
j ∈ H1(R) | (Fp)

i
j | ∂RN j = 0 } (5.7)

Wm = {Hi
j ∈ H1(R) | Hi

j | ∂RN j = 0 } (5.8)

Vv = { yi ∈ L2(R) } (5.9)

Wv = { δyi ∈ L2(R) } (5.10)

ここで H1(R)，L2(R)はそれぞれR上の Sobolev空間および Lebesgue空間である．
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次に，Galerkin法に基づいて，これらの関数空間の有限次元への制限をそれぞれ Vh
m，Wh

m，Vh
v，

Wh
v とする．これらの関数空間はいずれも，R上の n個の基底関数 Nα, α = 1, . . . , nで張られてい

るとする．すなわち，(Fp)
i
j，Hi

j および λi，yi は，それぞれ Vh
m，Wh

m，Vh
v，Wh

v の NURBS基底
関数の線型結合として次のように表すことができる．

(Fp)
i
j =

n∑
α=1

Nα(fα)
i
j (5.11)

Hi
j =

n∑
α=1

Nα(hα)
i
j (5.12)

λi =

n∑
α=1

Nαλiα (5.13)

yi =

n∑
α=1

Nαyiα (5.14)

これらを Eq. (3.54)，および Eq. (3.55)へ代入すると次のようになる．

δG[Fp] =

∫
R
−
∑
j<k

δil

n∑
α=1

(
∂Nα

∂xj
(hα)

i
k − ∂Nα

∂xk
(hα)

i
j

)

×

T l
jk −

n∑
β=1

(
∂Nβ

∂xj
(fβ)

l
k − ∂Nβ

∂xk
(fβ)

l
j

) υR (5.15)

δL[Fp, λ] =

∫
R

n∑
α,β=1

(
−δilNαylαδ

jk ∂N
β

∂xk
(fβ)

i
j − δilN

αλlαδ
jk ∂N

β

∂xk
(hβ)

i
j

+ γδil(N
αylα)(N

βλlβ)

)
υR (5.16)

∂Nα/∂xj = Nα
,j とおくと，d = 3 のとき δG[Fp] および δL[Fp, λ] を次のように変形することがで

きる．
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δG[Fp] =−
∫
R
δil

n∑
α=1

(
Nα

,1(hα)
i
2 −Nα

,2(hα)
i
1

)T l
12 −

n∑
β=1

(
Nβ

,1(fβ)
l
2 −Nβ

,2(fβ)
l
1

) υR

−
∫
R
δil

n∑
α=1

(
Nα

,2(hα)
i
3 −Nα

,3(hα)
i
2

)T l
23 −

n∑
β=1

(
Nβ

,2(fβ)
l
3 −Nβ

,3(fβ)
l
2

) υR

−
∫
R
δil

n∑
α=1

(
Nα

,1(hα)
i
1 −Nα

,3(hα)
i
3

)T l
31 −

n∑
β=1

(
Nβ

,3(fβ)
l
1 −Nβ

,1(fβ)
l
3

) υR

=

∫
R
δil

n∑
α=1

(
(hα)

i
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δil
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δil
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,3N
β
,1

−Nα
,1N

β
,2 Nα

,1N
β
,1 +Nα

,3N
β
,3 −Nα
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
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
 υR

(5.17)

δL[Fp, λ] =

∫
R

n∑
α,β=1

−δilyiαNα
(
Nβ

,1 Nβ
,2 Nβ

,3

)(fβ)
l
1

(fβ)
l
2

(fβ)
l
3

+ γδily
i
αN

αNβλlβ

−δil
(
(hα)

i
1 (hα)

i
2 (hα)

i
3

)N
α
,1

Nα
,2

Nα
,3

Nβλlβ

 υR (5.18)
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ここで Aαβ , bαl, hiα, x
l
β をそれぞれ次のようにおく．

Aαβ =

∫
R


Nα

,2N
β
,2 +Nα

,3N
β
,3 −Nα

,2N
β
,1 −Nα

,3N
β
,1 NαNβ

,1

−Nα
,1N

β
,2 Nα

,1N
β
,1 +Nα

,3N
β
,3 −Nα

,3N
β
,2 NαNβ

,2

−Nα
,1N

β
,3 −Nα

,2N
β
,3 Nα

,1N
β
,1 +Nα

,2N
β
,2 NαNβ

,3

NαNβ
,1 NαNβ

,2 NαNβ
,3 γNαNβ

 υR (5.19)

bαl =

∫
R


T l
12N

α
,1 − T l

13N
α
,3

T l
23N

α
,3 − T l

12N
α
,1

T l
31N

α
,1 − T l

23N
α
,2

0

 υR (5.20)

hiα =
(
(hα)

i
1 (hα)

i
2 (hα)

i
3 yiα

)
(5.21)

xlβ =


(fβ)

l
1

(fβ)
l
2

(fβ)
l
3

λlβ

 (5.22)

これらを用いると δG + δL = 0は次のように表される．

δG + δL = δil

n∑
α,β=1

hiα
(
bαl +Aαβxlβ

)
= 0 (5.23)

上式は任意のテスト関数の組 hiα に対して成り立たなければならないため，第一変分ゼロの停留条件
は連立方程式 bαl +

∑n
β=1A

αβxlβ = 0, l = 1, 2, 3に帰着する．この連立方程式は，ある l に対して
合計 (d+ 1)n = 4n個の未知係数の組 xlβ に関する線形方程式である．したがって，各 l に対して独
立にこれらの連立方程式の解を求めることで，目的関数 Eq. (3.33)を最小化する解を数値計算する
ことができる．

5.2 Riemann-Cartan多様体上の弾性理論

中間状態 B が決定されると，これを Euclid空間 R3 へ埋め込むことで現状態が決定され，これに
よって格子欠陥の力学場が決定される．この埋め込み写像は弾性変形に他ならないため，超弾性体の
変分原理を用いて解析することができる．
本研究では，格子欠陥を含む連続体を St. Venant-Kirchhoff型超弾性体とする．このとき，ひず
みエネルギー密度W は中間状態における Greenひずみ EB の関数として，次のように表すことがで
きる [65, 53]．

W(EB) =
1

2

(
λE2

B,ii + µEB,ijEB,ij

)
(5.24)
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Uα

B

ϕα(Uα) ⊂ Rd

ϕα

ϕ−1
α

ϕβ

ϕ−1
β

Uβ

ϕβ(Uβ) ⊂ Hd

Fig. 5.1: Local diffeomorphism between charts ϕα : Uα → Rd and ϕβ : Uβ → Hd in a manifold

with boundary B.

ただし λ および µ は Lamé 定数である．これより，第二 Piola-Kirchhoff 応力テンソル SB =

∂W/∂EB は次のようになる [53]．

SB =
(
λEB,iiδ

kl + µEB,ijδ
ikδjl

)
ek ⊗ el (5.25)

ただし (e1, . . . , ed)は B の正規直交枠である．
連続体に外力が負荷されてれていないとき，塑性変形によって連続体に生じる弾性ひずみエネル
ギーW は次のようになる．

W =

∫
B
W(y)υB (5.26)

ここで υB ∈ Ωd (B) は B の体積形式である．向きづけられた境界付き多様体 B の上での積分は，⋃
α∈A Uα = B なるチャートの族 {

(
Uα, ϕα

1, . . . , ϕα
d
)
}
α∈A

を用いて次のように定義される [60]．

W =

∫
B
W(E)υB =

∑
α∈A

∫
Uα

W (E)υB (5.27)

ここで，各チャート Uα の上での積分は，Fig. 5.1のように座標系（各チャートと Rd または Hd の
間の微分同相写像）ϕα を用いて Rd 上，または境界付近の点については Hd 上の積分として次のよう
に計算される． ∫

Uα

W (E)υB =

∫
ϕα(Uα)

(ϕα
−1)∗ (W (E)υB) (5.28)

しかしながら，この定義にしたがって中間状態 B 上の積分を実行するためには，チャートの族
{
(
Uα, ϕα

1, . . . , ϕα
d
)
}
α∈A

を具体的に構成する必要があり，Euclid 空間にない中間状態 B に対し
てこれを実行するのは容易ではない．この問題は，微分同相写像 ψ : R → B を用いてひずみエネル
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ギーW を Euclid空間上の参照状態Rへ写すことで解決することができる．
このとき，Eq. (5.27)は次のように表すことができる．

W = ψ∗W =ψ∗
(∫

B
W(EB)υB

)
=

∫
R
ψ∗ (W(EB))ψ

∗υB (5.29)

ER = ψ∗EB は次のようになる．

ER = ER,ijdx
i ⊗ dxj =

δij
2

(
∂yi

∂xk
∂yj

∂xl
− (Fp)

k
i (Fp)

l
j

)
dxi ⊗ dxj (5.30)

また，第二 Piola-Kirchhoff応力テンソル SR は次のように表される．

SR = Skl
R

∂

∂xk
⊗ ∂

∂xl
=
(
λER,ij(C

−1
p )ij(C−1

p )kl + 2µER,ij(C
−1
p )ik(C−1

p )jl
) ∂

∂xk
⊗ ∂

∂xl
(5.31)

同様にして，中間状態の体積形式 ψ∗υB = ϑ1B ∧ · · · ∧ ϑdB は，Rの体積形式 υR を用いて次のように
表すことができる．

ψ∗(υB) =ψ
∗ (ϑ1B ∧ · · · ∧ ϑdB

)
=ψ∗ϑ1B ∧ · · · ∧ ψ∗ϑdB

=
(
(Fp)

1
i1dx

i1
)
∧ · · · ∧

(
(Fp)

d
id
dxid

)
=detFpυR (5.32)

ただし det : Rd×d → R は行列式を表している．
以上より，Eq. (5.29)は現状態における座標を表す関数 (yi) = (y1, . . . , yd)の汎関数W [y]として
次のように表すことができる．

W [y] =

∫
R

1

2
Sij
RER,ij detFpυR (5.33)

ここで，中間状態の体積形式 υB と現状態の体積形式 υS は次のように表される．

υB = JυS (5.34)

ただし，J は中間状態から現状態への体積変化率で，次のように定めることができる．

J = det(Fe) =
det(F )

detFp
(5.35)

これと第二 Piola-Kichhoff応力テンソル SR，および変形勾配 F を用いれば，Cauchy応力テンソル
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σ は次のように定めることができる [85]．

σ = σij ∂

∂yi
⊗ ∂

∂yj
=

1

J
Skl
RF

i
kF

j
l

∂

∂yi
⊗ ∂

∂yj
(5.36)

5.2.1 応力の平衡方程式
前節で導かれた参照状態 R 上のひずみエネルギー汎関数 W [y] は，現状態 S の座標 (yi) =

(y1, . . . , yd)をR上の未知関数の組とする汎関数W [y]とみることができる．このW は参照状態R

上で定義されていることから，積分領域 Rは既知であり，したがってアイソジオメトリック解析に
よる数値計算を実行することができる．ここではW [y]に変分原理を適用することで，連続体の弾性
変形の支配方程式を導出する．
参照状態 R の境界 ∂R を，∂R = ΓD ∩ ΓN のように二つの領域 ΓD および ΓN の和の閉包で表
す．ただし ΓD および ΓN は，それぞれ現状態 S での座標が yi = Di により指定された Dirichlet境
界，および表面力が付与された Neumann 境界を表しており，ΓD ∩ ΓN 6= ∅ を満たすものとする．
いま，d個の未知関数 (yi)およびテスト関数 (hi) = (h1, . . . , hd)が入る関数空間を次のようにとる．

V = { yi ∈ H1(R) | yi
∣∣
ΓD

= Di }

W = {hi ∈ H1(R) | hi
∣∣
ΓD

= 0 }
(5.37)

ただし H1(R)は R上の Sobolev空間である．y の変分を h = (h1, . . . , hd)とする．hの各成分は
hi|ΓD

= 0を満たすとする．
変分原理より，応力の平衡方程式はひずみエネルギー汎関数の第一変分 δW [y]がゼロの停留条件

として与えられる．Eq. (5.33)より，W [y]の第一変分は次のように計算される．

δW [y] =

∫
R
Sij
Rδkl

∂hk

∂xi
∂yl

∂xj
det(Fp) (5.38)

これより応力の平衡方程式（弱形式）は次のようになる．

f(y) =

∫
R
Sij
Rδkl

∂hk

∂xi
∂yl

∂xj
detFpυR = 0 (5.39)

f(y) = 0は d個の未知関数の組 (yi)に関する 1本の非線形微積分方程式である．

5.3 応力の平衡方程式に対する数値解析

前節で得た弾性変形を支配する応力の平衡方程式に対して，アイソジオメトリック解析を用いて数
値計算する方法を示す．
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5.3.1 弾性変形のアイソジオメトリック解析
弱形式の応力の平衡方程式（Eq. (5.39)）をアイソジオメトリック解析により数値計算する方
法について説明する．R を n 個の NURBS 基底関数 {Nα }α=1,...,n を用いて NURBS 表現し，
{Nα }α=1,...,n によって張られる有限次元関数空間を Vh およびWh と表す．これらが Eq. (5.37)

の関数空間の部分空間となるよう，{Nα }α=1,...,n は少なくとも C0 級となるようにする．Vh およ
びWh の基底関数と実係数を用いて，yi および hi を次のように表す．

yi =

n∑
α=1

Nαyiα

hi =

n∑
α=1

Nαhiα (5.40)

これを Eq. (5.39)へ代入することで次式を得る．

δkl
hkα
2

∫
R
Sij
R
∂Nα

∂xi
∂Nβ

∂xj
ylβ detFpυR = 0 (5.41)

ここで，定数係数 1/2を除いて fαk を

fαk = δkl

∫
R
Sij
R
∂Nα

∂xi
∂Nβ

∂xj
ylβ detFpυR (5.42)

とおくと，Eq. (5.41)は hkαf
α
k = 0と表すことができる．いま，y のテスト関数 (hi)は R上の任意

関数の組なので，この方程式は任意の係数 hiα に対して成り立つ．したがって，上式は nd個の非線
形微積分方程式 fαi = 0に帰着する．この方程式に Newton-Raphson法などの非線形最適化を適用
することで未知係数 yiα を決定することができる．

5.3.2 Newton法と線形化
前節で導出した y に関する非線形微積分方程式 fαi = 0 を Newton 法によって数値解析する．い

ま，第 I 反復における解の推定値を y(I), I = 1, 2, . . . とおく．また y(I+1) = y(I) +∆y(I) とおき，
これを Eq. (5.39)へ代入した値を f(y(I+1))とおく．第 I 反復における解の増分 ∆y(I) は理想的に
は f(y(I+1)) = 0を満たすようにとれば良い．Newton法では f(y(I+1))を y(I) の周りで Taylor展
開を 1次で打ち切って得られる線形方程式系の解として与える．すなわち，f(y(I+1))の y(I) の周り
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での Taylor展開は次のようになる．

f(y(I+1)) = f(y(I)) +
∂f

∂∆yr(I),s

(
y(I)
) ∂∆ys(I)

∂xr
+ . . . (5.43)

ここで ∂f/∂∆y(I),r は各 ∂yi(I)/∂x
r, i = 1, . . . dに関する f の偏導関数である．これより第 I 反復

での増分 ∆y(I) が次の線形方程式の解として定まることがわかる．

f(y(I)) +
∂f

∂∆y(I)

(
y(I)
)
∆y(I) = 0 (5.44)

なお，本研究で解析対象とうる格子欠陥は，ひずみの大部分が転位線に沿って集中しており，他の領
域は未変形状態に近い形状となっている．そのため，Newton法の初期値は参照状態の座標として解
析を行う．
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6 格子欠陥のモデル化と力学場の非線形力学解析
6.1 転位密度テンソル

Volterra転位は最も古典的な転位モデルとして知られている [3]．この転位モデルは，連続体中に
特異な応力場を構成するが，これと同様に転位密度テンソルも次の特異な関数となる．一例として，
x3 軸に平行な転位線を持ち，Burgersベクトルが (b, 0, 0)の刃状転位について考えると，その転位密
度テンソルの α12 成分は次のように表される [43]．

α12(x) = bδ(x1)δ(x2) (6.1)

ここで δ は Diracデルタ，bは刃状転位の Burgersベクトルである．
連続転位分布論における転位モデルとしてよく知られているものに，Peierls-Nabarroモデルがあ

る [86, 87]．このモデルでは，結晶性固体はすべり面を挟んでそれぞれ上下の二原子層を境界とする
半無限の線形弾性体としてモデル化され，転位の連続分布はこの二原子層に局在化した Burgers ベ
クトルの分布に対応する変位を用いて記述される．この変位は，二原子層を構成する原子配列の周期
ポテンシャル（Peierlsポテンシャル）を反映する応力と，連続分布させた Burgersベクトルから計
算される Volterra転位の応力の平衡条件によって決められる．すべり面上下の二原子層に離散モデ
ルを導入することで，強い非線形性を有する転位芯近傍での結晶格子の変形を記述することが可能と
なり，この結果得られる転位の連続分布は，結晶格子の Peierlsポテンシャルを反映したものとなる．
このとき，Peierls-Nabarroモデルの転位密度テンソルは，すべり面に局在化した関数として次のよ
うに表される [43]．

α12(x) =
b

π

ζ

(x1)2 + ζ2
δ(x2) (6.2)

ここで ζ = d/(2(1 − ν))は転位芯のサイズを特徴付けるパラメータであり，原子配列の間隔 dおよ
び Poisson比 ν を用いて表される．
その他の研究報告としては，分子動力学法を用いて，連続分布した転位の Burgersベクトルを計算
する方法が知られている [88, 89, 90, 91]．また，第一原理計算により高精度に計算された一般化積層
欠陥エネルギー（Peierlsポテンシャル）に Peierls-Nabarroモデルを組み合わせた計算も知られてい
る [92]．一方，連続体力学の枠組みを用いたものとしては，1次および 2次ひずみ勾配弾性理論を用
いて滑らかで有界な転位密度テンソルが導出されている [93, 94]．これら一連の報告から明らかなよ
うに，すると，転位密度テンソル αは一般化積層欠陥エネルギーと密接に結びついており，したがっ
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て材料やその状態に応じて大きく異なっていると言える．つまり，材料やその状態に依存しない普遍
的な転位密度テンソル α は存在せず，したがってここでの転位のモデル化には一定の仮定が不可避
である．
そこで本研究では，数値計算に用いる転位密度テンソルの関数形として単純な動径分布関数を用い
る．具体的には，ある転位線の周辺に分布する転位密度を，次式で定義された連続分布関数 fq を用
いて表す．

fq(r) =


3

πR2

(
1− r

R

)
(r ≤ R)

0 (r > R)
(6.3)

ここで，正の実数 R は転位芯の幅を定めるパラメーターである．この関数 fq は，r ≤ R で転位
線上の点 q からの距離 r に比例してその値が減少していき，r > R ではゼロとなる区分 1 次多
項式を表している．なお，係数 3/πR2 は，半径 R0 > R の円板上でこの関数を積分した際に，∫ 2π

0

∫ R0

0
fq(r)rdrdθ = 1を満たすように定めている．

6.2 塑性変形勾配の解析方法の比較

幾何学的な弾塑性理論において，塑性変形勾配 Fp は Cartanの第一構造方程式の解として定める
ことができる．本論文では，Cartanの第一構造方程式の積分法として，ホモトピー演算子を用いて
解析的に計算する方法と，変分問題として数値計算する方法の 2種類を導入した．本節では，これら
2種類の方法を平面ひずみ問題として定式化した 2次元平面上の刃状転位に対して適用し，両者の特
徴について検証する．

6.2.1 問題設定
連続体の参照状態R ⊂ R2 を矩形領域R = {(x1, x2)| −L/2 < xi < L/2, L = 1}とし，Rの中央

q = (0, 0)に Burgersベクトルが b = (0.1, 0)で表される刃状転位が存在するとする．この刃状転位
の分布関数を Eq. (6.3)で定義される動径分布関数 fq : R → R とし，転位芯の幅を定めるパラメー
ターを R = 0.1とおく．Fig. 6.1(a)に参照状態の形状を，Eq. (6.3)(b)に分布関数 fq の様子を示
す．このとき，R上の転位密度テンソル α，およびこれと Hodge双対な参照状態R上の捩率形式 τ

は次のようになる．

α =b1fq
∂

∂z1
⊗ dx2

τ =b1fq
∂

∂z1
⊗ dx1 ∧ dx2

(6.4)
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x103 x103

Fig. 6.1: (a) Reference state R of the continuum and position of the edge dislocation. (b)

Function fq and Ψq.

6.2.2 ホモトピー演算子による Cartanの構造方程式の解
はじめに，ホモトピー演算子を用いて Eq. (6.4)で与えられる刃状転位の塑性変形勾配を求める．
参照状態 Rはそれ自身が星状領域であるので，この全域で q を中心とするホモトピー演算子 Hq を
構成することができる．Eq. (3.19)より，中間状態 Bの双対枠 ϑi は ϑi = dHqϑ

i +Hqdϑ
i と表すこ

とができる．dHqϑ
i は，捩率形式と無関係に決まる R上の 1形式の組であり，本研究では捩率形式

がゼロ（τ = 0）である場合に，中間状態 B が参照状態 Rと一致するよう dHqϑ
i = dxi とおいた．

これは，転位が存在しない場合に弾塑性理論が通常の弾性理論と一致するという物理的に自然な仮定
である．ここで，Eq. (2.70) より dϑi = τ i となることから，Hqdϑ

i = Hq(τ
i) を計算すれば良い．

ホモトピー演算子の性質より，この計算は次のようになる．

H(τ1) =

〈
(xi − qi)

∂

∂xi
,

∫ 1

0

h∗q(τ
1)
1

λ
dλ

〉
=

〈
(xi − qi)

∂

∂xi
,

∫ 1

0

h∗q
(
b1fqdx

1 ∧ dx2
) 1
λ
dλ

〉
=

〈
(xi − qi)

∂

∂xi
, b1
∫ 1

0

(
fq(λr)λ

2dx1 ∧ dx2
) 1
λ
dλ

〉
=b1

∫ 1

0

(fq(λr)λdλ)

〈
(xi − qi)

∂

∂xi
, dx1 ∧ dx2

〉
=b1

∫ 1

0

(fq(λr)λdλ) ϵ3ij(x
i − qi)dxj (6.5)
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ここで上式内の積分は次のように計算することができる．

Ψq(r) =

∫ 1

0

fq(λr)λdλ

=

− (3R(R− r)2 − 2(R− r)3 −R3)

2πR3r2
(r ≤ R)

1

2πr2
(r > R)

(6.6)

この関数 Ψq(r)の様子を Fig. 6.1に示す．これより，fq(r)は C0 級の区分 1次多項式であり，その
傾きは r = Rで不連続となる一方で，Ψq(r)は C1 級の区分関数であり，r = Rでも滑らかであるこ
とがわかる．以上より，ϑi は次のように表すことができる．

ϑi = dxi + b1Ψq(r)ϵ3ij(x
i − qi)dxj (6.7)

これより，Eq. (2.54)を用いると塑性変形勾配の各成分 (Fp)
i
j は次のようになる．

Fp =

(
1− (x2 − q2)b1Ψq(r) (x1 − q1)b1Ψq(r)

0 1

)
(6.8)

6.2.3 数値計算による Cartanの構造方程式の解
次に，同じ問題設定に対して，Sec.3.4で構築した Cartanの第一構造方程式の変分問題をアイソ
ジオメトリック解析にを用いて数値計算し，塑性変形勾配 Fp を求めた．このとき，Eq. (3.32)に含
まれるペナルティ項の係数は γ = 100とおいた．また，矩形領域Rは n1 = 250および n2 = 250個
の 2次の B-spline基底関数を用いて表現し，ノット列は一様とした．アイソジオメトリック解析に
よって得られる線形連立方程式 Eq. (5.23)は，直接法により数値解を求めた．

6.2.4 解析結果と考察
Fig. 6.2 に，ホモトピー演算子を用いて得られた Fp の解析結果と，(c)，(d) にアイソジオメト
リック解析により得られた Fp の解析結果を示す．Fig. 6.2(a)と Fig. 6.2(c)，および Fig. 6.2(b)と
Fig. 6.2(d)をそれぞれ比較すると，異なる手法によって求めた結果は境界付近を除いて定量的にほ
ぼ一致することがわかる．その一方で，境界付近の分布はいずれの成分も大きく異なっている．すな
わち，ホモトピー演算子を用いて求めた Fig. 6.2(a)，(b) では，境界付近でもその等高線は円弧上
に広がっているのに対して，数値計算により求めた Fig. 6.2(a)(b) を見ると，境界付近で等高線が
境界と直交している様子が確認できる．これは，変分問題の定式化における塑性変形勾配には，Eq.

(3.34)で表される境界条件が課されているためである．一般に，ホモトピー演算子を用いた解析的手

76



Fig. 6.2: Plastic distorsion components (Fp)
1
1 and (Fp)

1
2 calculated by using the homotopy oper-

ator for (a) and (b) and the numerical method for (c) and (d).

法に対して同様の境界条件を課すのは難しく，転位が境界付近に配置している問題や，複数の転位が
配置された現実の問題の場合には，変分問題による定式化を用いた Fp の決定法が適していると考え
られる．この一方で，変分問題による定式化では弾性変形を計算する以前に予め塑性変形勾配を求め
るための数値計算を実行する必要があり，計算時間の側面ではホモトピー演算子を用いる手法が高速
である．また，Eq. (6.6)および Eq. (6.8)より，塑性変形勾配の各成分は転位の中心からの距離に
反比例しており，境界から十分遠方に転位が配置されている場合には，ホモトピー演算子によって十
分高い精度で塑性変形勾配を計算することができる．

6.3 直線状らせん転位のモデル化と数値解析

6.3.1 問題設定と数値解析の条件
連続体の参照状態 R ⊂ R3 を矩形領域 R = {(x1, x2, x3)| − L/2 < xi < L/2, L = 1}とし，転位
線 C を x3 軸に沿った直線 C = { (x1, x2, x3) | x1 = x2 = 0,−L/2 < x3 < L/2 }とおく．この転位
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線の Burgersベクトルを b = (0, 0, bs)とおくと，C の接ベクトルと Burgersベクトルは常に平行と
なり，らせん転位をモデル化することができる．このらせん転位の分布関数を Eq. (6.3)で定義され
る動径分布関数 fq とし，転位芯の幅を定めるパラメーター Rを R = 1.0 × 10−2 とおく．Fig. 6.3

𝐿
=
1

𝐿 = 1 𝐿 = 1

𝑏! 𝑏"

𝑥#

𝑥$

𝑥%

(a) (b)

Fig. 6.3: Reference state R and (a) screw dislocation and (b) edge dislocation.

に参照状態 Rおよびらせん転位の形状を示す．このらせん転位の転位密度テンソル α，およびこれ
と Hodge双対な捩率形式 τ は次のようになる．

α(x) =bsfq(x)n
3 ∂

∂z3
⊗ dxl

τ(x) =bsfq(x)
∂

∂z3
⊗ dx1 ∧ dx2

(6.9)

ただし，n3 は C の単位接ベクトル n = (0, 0, 1)の x3 方向成分である．
弱形式の応力の平衡方程式は，アイソジオメトリック解析により数値計算した．境界条件として
は，x2 = −1/2 の面の変位を固定する Dirichlet 境界条件を，それ以外の境界では表面力ゼロの
Neumann 境界条件を課した．弾性定数は Lamé 定数を λ =1.5MPa および µ =1.0MPa とおい
た．R の形状表現とアイソジオメトリック解析の基底関数として，多項式次数が 2，重みが 1 の 3

次元 B-spline 基底関数を 200 × 200 × 50 個とった．このとき，転位線の近傍における数値解の精
度を高めるため，x1 および x2 方向には非一様なノット列を使用した．領域分割法により連続体を
4× 4× 4 = 64領域へ等分割し，重複指数を (1, 1, 1)として数値計算を行った．応力の平衡方程式に
対応する非線形連立方程式は Newton法を用いて数値解を求めた．Newton法の初期値としては，変
形前の参照状態の形状表現に用いた係数を使用し，収束判定条件は，相対残差ノルムが 1.0 × 10−6

未満とした．また，Newton法のイテレーション時に解くべき数値解の増分に関する線形連立方程式
は，two-level overlapped additive Schwarz法による前処理付き共役勾配法を用いて数値計算した．
この収束判定条件は，相対残差ノルムが 1.0× 10−6 未満とした．
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6.3.2 らせん転位の塑性ディストーションと右 Cauchy-Greenテンソル
ホモトピー演算子を用いてらせん転位線 C によって生じる塑性ディストーション Fp を計算する．
まず，らせん転位線 C 上の各点 q で Cartanの第一構造方程式 τ i = dϑi，およびホモトピー演算子
Hq を用いると，双対枠 ϑi は次のように表される．

ϑi = dxi +Hqτ
i (6.10)

上式の右辺第二項は次のように計算することができる．

Hq(τ
3) =

〈
(xi − qi)

∂

∂xi
,

∫ 1

0

h∗q(τ
3)
1

λ
dλ

〉
=bsΨq(r)ϵ3kl(x

k − qk)dxl (6.11)

ここで，関数 Ψq は Eq. (6.6)である．これより，このらせん転位の塑性ディストーション Fp は次
のようになる．

Fp =

 1 0 0

0 1 0

−bsΨq(r)(x
2 − q2) bsΨq(r)(x

1 − q1)) 1

 (6.12)

detFp = 1より，らせん転位による塑性変形においては連続体の体積が不変になることがわかる．ま
た，上式は x1 および x2 のみに依存した関数であり，転位線と平行な方向 x3 には依存しないことが
わかる．いま，転位線 C を軸方向とした円筒座標系 (r, θ, z)を用いて中間状態 Bの右 Cauchy-Green

テンソル Cp の各成分を表示すると次のようになる．

Cp =

1 0 0

0 1 + (bsΨq(r)r)
2 bsΨq(r)r

0 bsΨq(r)r 1

 (6.13)

上式より，Cp の各成分は Fp の場合と同様に x1 および x2 のみに依存しており，転位線と平行な方
向 x3 には依存しない．bs = 1.0 × 10−2 に対して (Cp)θθ および (Cp)θz をプロットした結果を Fig.

6.4に示す．
eigen ひずみ理論では，らせん転位による eigen ひずみの非ゼロ成分は ϵ∗23 = ϵ∗32 =

b/2δ(x2)H(−x1)のみが非ゼロ成分となり，それ以外の成分は常にゼロとなる [41]．ただしH(x)は
Heavisideの階段関数である．これを Eq. (6.13)と比較すると，(Cp)θz は eigenひずみ ϵ∗23 と同じ
く Burgers ベクトル bs に関して 1 次の関数であり，eigen ひずみを滑らかな関数で置き換えた関
数とみなすことができる．その一方で，Burgers ベクトル bs に関して 2 次の関数である (Cp)θθ は
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Fig. 6.4: Right Cauchy-Green tensor components (Cp)θθ and (Cp)θz of the straight screw dislo-

cation.

Fig. 6.5: (a) Current state S of the continuum with the stright screw dislocation C. (b) The

section including the screw dislocation C.

eigenひずみ理論では現れない．これは，eigenひずみ理論が線形弾性理論に基づいており，bs が十
分小さいとして近似的に bs の一次項のみを考慮していることで生じる差異であると考えられる．
x3 = 0の中央断面において，bs = R = 1.0 × 10−2 とおいて得られる (Cp)θθ および (Cp)θz をプ
ロットした結果を Fig. 6.4に示す．図より明らかなように，これらの成分はいずれも面内で点対称
な動径分布関数となっており，それらの最大値は r = R 付近でとっていることがわかる．また，bs
の二乗に比例する成分 (Cp)θθ は，(Cp)θz と比べて分布の広がり方は急で，最大値も小さいことがわ
かる．
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Fig. 6.6: (a) Shear stress component σθz and (b) hydrostatic pressure p of the straight screw

dislocation.

6.3.3 らせん転位の応力場と外形変化
bs = 1.0× 10−2 とした際に得られた連続体の現状態の様子を Fig. 6.5に示す．なお，外形変化を
わかりやすくするため，変形量は 10倍にスケーリングしている．図より，連続体にはらせん転位に
よるねじり変形が生じていることがわかる．また，転位線 C の方向への Greenひずみテンソルの成
分 E33 は，自由表面 x3 = ±1/2付近で分布しているものの，連続体の内部ではほぼ一様に分布して
いる．
bs = 1.0× 10−2 とした際に，x3 = 0の連続体の中央断面で得られた Cauchy応力のせん断応力成
分 σθz および静水圧 p = −σii/3 を Fig. 6.6(a)，(b) に示す．これらの結果より，いずれの成分も
Fig. 6.4と同様に周方向へ一様の動径分布をとっていることがわかる．また，せん断応力成分 σθz の
絶対値は静水圧 pのそれと比べて約 3倍程度となり，また等値線の間隔に着目すると，分布の広がり
方は pと比べて緩やかであることがわかる．逆に，静水圧 pの分布の広がり方はせん断応力と比べ
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て急である．この傾向は，Fig. 6.4 の右 Cauchy-Greenテンソルの各成分の分布の傾向と一致して
いる．
bs = 2.5× 10−3, . . . , 1.0× 10−2 に対して，中央断面 x3 = 0の x1 軸上におけるせん断応力 σθz，
および x2 軸上における静水圧 pをプロットした結果を Fig. 6.6(c)，(d)に示す．ただし，応力成分
はそれぞれ µbs および µb2s で規格化している．Fig. 6.6(c)，(d)より，この規格化により数値計算の
結果得られた曲線は全て同一の曲線としてプロットされていることがわかる．この結果から，らせん
転位の応力成分 σθz および pはいずれも，ここで用いた規格化定数である µbs および µb2s を係数に
もつことがわかる．Fig. 6.6(c)より，せん断応力成分 σθz は，転位の遠方（r > R）で Volterra転
位モデルと極めて良好な一致を示しており，転位の近傍（r ≤ R）では Volterra転位モデルが発散す
る傾向にある一方で，本数値解析の結果は有界であり，かつ転位線ではゼロをとることがわかる．せ
ん断応力成分のこの傾向より，ここで定式化したらせん転位モデルおよび数値計算の結果は定量的に
も妥当であると言える．
一方，Fig. 6.6(d)より，Volterra転位モデルの静水圧 pは常にゼロであるのに対して，本数値計算
の結果は常に正の値を示している．また，静水圧 pは転位の遠方（r > R）ではせん断応力 σθz と比
べて急速に減少していき，転位の近傍（r ≤ R）では減少しつつ，転位線上でも正の値をとっている
ことがわかる．この傾向は Fig. 6.4の傾向とほぼ一致しており，また pの係数が µb2s に比例してい
ることから，この静水圧成分は Cp で見られた幾何学的非線形性の影響で生じたものと考えられる．

6.3.4 Eshelbyツイスト
本論文で構築した手法は，転位を含む連続体に生じる有限変形の解析を可能にする．そこで本節で
は，連続体の代表長さと転位芯の幅の比を変化させることで連続体に有限変形を発生させ，本解析手
法の妥当性を検証する．
いま，連続体の参照状態R ⊂ R3を矩形領域R = {(x1, x2, x3)|−L/2 < x1, x2 < L/2,−5 < x3 <

5, L = 1}とし，転位線 C を x3 軸に沿った直線 C = { (x1, x2, x3) | x1 = x2 = 0,−5 < x3 < 5 }と
おく．この転位線の Burgers ベクトルを b = (0, 0, bs)，その分布関数を Eq. (6.3) で定義される動
径分布関数 fq，そして転位芯の幅を定めるパラメーター Rを R = bs とし，連続体の長手方向の断
面の辺の長さとの比を bs/L = 0.025, 0.05, 0.75, 0.1と変化させて連続体に生じる外形の変化を数値
計算した．塑性変形勾配はホモトピー演算子を用いて計算された Eq. (6.12)を用いた．境界条件と
しては，x3 = 0 の断面の 4 つの縁で変位を固定する Dirichlet 境界条件を課し，それ以外の境界で
は表面力ゼロの Neumann 境界条件を課した．弾性定数として，Lamé 定数を λ =3/2MPaおよび
µ =1MPaとおいて用いた．Rの形状表現とアイソジオメトリック解析の基底関数として，多項式次

82



数が 2，重みが 1の 3次元 B-spline基底関数を 100× 100× 50個とり，ノット列は非一様にとった．

Fig. 6.7: Deformation due to screw dislocations with bs/L = 0.025, 0.05, 0.075, 0.1.

この計算の結果得られた連続体の現状態 S，およびその第二 Piola-Kirchhoff応力テンソルの成分
S12 を Fig. 6.7に示す．図より明らかに，連続体の全体がねじれる外形変化が生じていることが確認
できる．また図より明らかなように，このねじり変形による連続体の外形変化は bs = Rの変化に合
わせて大きくなる傾向にあり，これと同様にらせん転位と交わる自由境界面 x3 = 5においてはせん
断応力成分 S12 の分布も徐々に大きく広がっていく様子が確認できる．
ここで生じた連続体のらせん転位による外形変化は，らせん転位の内部応力場自身で表面力ゼロの
自由境界面における Nuemann境界条件を満足できず，これをする応力場が加わる結果として生じた
ものと考えられる．らせん転位を含む有限の連続体には，その全体がねじれる外形変化が生じること
が知られており，これは Eshelbyツイストと呼ばれている [87]．すなわち，Fig. 6.7で見られる連続
体の外形変化は，この Eshelbyツイストによるもの考えられる．このことは，ここで構築した連続体
中の転位の力学解析手法が，転位を含む有限サイズの連続体に生じる外形変化を正確に評価可能であ
ることを示している．

6.4 直線状の刃状転位のモデル化と数値解析

6.4.1 問題設定と数値解析の条件
連続体の参照状態 R ⊂ R3 を矩形領域 R = {(x1, x2, x3)| − L/2 < xi < L/2, L = 1}とし，転位
線 C を x3 軸に沿った直線 C = { (x1, x2, x3) | x1 = x2 = 0,−L/2 < x3 < L/2 }とおく．この転位
線の Burgersベクトルを b = (be, 0, 0)とおくと，C の接ベクトルと Burgersベクトルは常に垂直と
なり，刃状転位をモデル化することができる．この刃状転位の分布関数を Eq. (6.3)で定義される動
径分布関数を fq とする．この刃状転位の転位密度テンソル α，およびこれと Hodge双対な捩率形式
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τ は次のようになる．

α(x) =befq(x)n
3 ∂

∂z1
⊗ dxl

τ(x) =befq(x)
∂

∂z1
⊗ dx1 ∧ dx2

(6.14)

ただし，n3 は C の単位接ベクトル n = (0, 0, 1)の x3 方向成分である．
弱形式の応力の平衡方程式は，アイソジオメトリック解析により数値計算した．境界条件として
は，x2 = −1/2，x1 = −1/2の辺の変位を固定し，x2 = −1/2，x1 = 1/2の辺の x2，x3 方向の変
位を固定する Dirichlet境界条件を，それ以外の境界では表面力ゼロの Neumann境界条件を課した．
弾性定数は Lamé定数を λ =3/2MPaおよび µ =1MPaとおいた．Rの形状表現とアイソジオメト
リック解析の基底関数として，らせん転位と同様に多項式次数が 2，重みが 1の 3次元 B-spline基底
関数を 200×200×50個とった．このとき，転位線の近傍における数値解の精度を高めるため，x1 お
よび x2 方向には非一様なノット列を使用した．Dirichlet境界条件の課せられた係数を除くと，数値
計算の自由度は 6.00× 106 となる．領域分割法により連続体を 4× 4× 4 = 64領域へ等分割し，重複
指数を (1, 1, 1)として数値計算を行った．応力の平衡方程式に対応する非線形連立方程式は Newton

法を用いて数値解を求めた．Newton 法の初期値としては，変形前の参照状態の形状表現に用いた
係数を使用し，収束判定条件は，相対残差ノルムが 1.0 × 10−6 未満とした．また，Newton法のイ
テレーション時に解くべき数値解の増分に関する線形連立方程式は，two-level overlapped additive

Schwarz法による前処理付き共役勾配法を用いて数値計算した．この収束判定条件は，相対残差ノル
ムが 1.0× 10−6 未満とした．

6.4.2 刃状転位の塑性変形勾配と右 Cauchy-Greenテンソル
ホモトピー演算子を用いて刃状転位線 C によって生じる塑性変形勾配 Fp を計算する．まず，刃状
転位線 C 上の各点 q で Cartanの第一構造方程式 τ i = dϑi，およびホモトピー演算子 Hq を用いる
と，双対枠 ϑi は次のように表される．

ϑi = dxi +Hqτ
i (6.15)

上式の右辺第二項は次のように計算することができる．

Hq(τ
1) =

〈
(xi − qi)

∂

∂xi
,

∫ 1

0

h∗q(τ
1)
1

λ
dλ

〉
=bsΨq(r)ϵ3kl(x

k − qk)dxl (6.16)
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ここで，関数 Ψq は Eq. (6.6) である．これより，この刃状転位の塑性変形勾配 Fp は次のように
なる．

Fp =

1− bΨq(r)x
2 bΨq(r)x

1 0

0 1 0

0 0 1

 (6.17)

らせん転位の塑性変形勾配 Eq. (6.12)と同様に，上式は x1 および x2 のみに依存した関数であり，
転位線と平行な方向 x3 には依存しないことがわかる．detFp = 1 − bΨq(r)x

2 6= 1より，刃状転位
による塑性変形においては，連続体の体積が不変に保たれないことがわかる．この傾向はらせん転位
の場合と異なっている．このとき，参照状態 Rと中間状態 B は互いに微分同相であるため，これら
の向き付けは不変であり，塑性変形勾配はR上の全ての点で detFp > 0を満たしている．この条件
を満たす Burgersベクトル bおよび転位のサイズ Rの関係を調べるため，detFp の最小値を計算す
ると次のようになる．

min(1− bΨq(r)x
2) = 1− 3b

πR2

9R

64
= 1− b

πR

(
3

4

)3

(6.18)

したがって，detFp > 0より向き付け不変の条件が保たれるための条件として次式を得る．

b

R
< π

(
4

3

)3

' 7.45 (6.19)

分布関数が fq で表される刃状転位モデルでは，Burgersベクトルと転位のサイズの比が少なくとも
上式の制限を満たしていなくてはならない．
いま，転位線 C を軸方向とした円筒座標系 (r, θ, z)を用いて中間状態 B の右 Cauchy-Greenテン
ソル Cp の各成分を表示すると次のようになる．

Cp =

 1 beΨq(x)r cos θ 0

beΨq(x)r cos θ 1 + (beΨq(x)r)
2 − 2(beΨq(x)r) sin θ 0

0 0 1

 (6.20)

上式より，Cp の各成分は Fp の場合と同様に x1 および x2 のみに依存しており，転位線と平行な方
向 x3 には依存しない．この一方で，らせん転位の Cp の各成分は全て，転位線からの距離にのみ依
存した動径分布関数であったのに対して，刃状転位の Cp の各成分は転位線からの距離 r だけでな
く，角度 θ にも依存している．
x3 = 0の中央断面において，be = −R = −1.0× 10−2 とおいて得られる (Cp)rθ および (Cp)θθ を
プロットした結果を Fig. 6.8に示す．図より明らかなように，刃状転位の解析結果はらせん転位の
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Fig. 6.8: Right Cauchy-Green tensor components (Cp)rθ and (Cp)θθ of the straight edge disloca-

tion.

Fig. 6.9: (a) Current state S of the continuum with the stright edge dislocation C. (b) The

section including the edge dislocation C.

結果 Fig. 6.4とは異なり，Cp の各成分は転位からの距離だけでなく角度にも依存していることがわ
かる．また，(Cp)rθ の最大値と最小値の絶対値はほぼ一致する一方で，(Cp)θθ の最大値と最小値の
1からの差は異なっていることがわかる．これは，(Cp)θθ に含まれる (bΨq(x)r)

2 の項が常に正の値
となるのに対して，−2(beΨq(x)r) sin θ が角度に応じて符号を変えるためである．

6.4.3 刃状転位の応力場と外形変化
Fig. 6.9に，be = −1.0 × 10−2 とした際に得られた連続体の現状態の様子を示す．なお，変形の
外形をわかりやすくするため，変形量は 10倍にスケーリングしている．図より，連続体には刃状転
位による曲げ変形が生じていることがわかる．また，転位線 C の方向への Greenひずみテンソルの
成分 E33 は，自由表面 x3 = ±1/2付近で分布しているものの，連続体の内部ではほぼ一様に分布し
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Fig. 6.10: (a) Shear stress component σ12 and (b) hydrostatic pressure p of the straight edge

dislocation. (c) σ12 on the horizontal axis x1 and (d) p on the vertical axis x2.

ている．これは，刃状転位による変形が内部では平面ひずみ状態であることを表しており，この性質
は Volterra転位と一致する結果である [3]．
be = −R = −1.0 × 10−2 とした際に，x3 = 0 の連続体の中央断面で得られた Cauchy 応力
のせん断応力成分 σ12 および静水圧 p = −σii/3 を Fig. 6.10(a)，(b) に示す．これらの結果よ
り，いずれの成分も刃状転位の Volterra 転位モデルの応力場の分布と定性的に一致している [3]．
be = −R = −2.5 × 10−3, . . . ,−1.0 × 10−2 に対して，中央断面 x3 = 0 の x1 軸上におけるせん
断応力，および x2 軸上における静水圧をプロットした結果を Fig. 6.10(c)，(d) に示す．ただし
D = µ(b/R)/(2π(1− ν))は規格化定数である．Fig. 6.10(c)，(d)より，いずれの成分も Burgersベ
クトルと転位のサイズの比 b/R = 1を一定に保ったままその双方を変化させても，常に同一の曲線
となることがわかる．このことは，ここで用いた転位のモデルの応力場が，b/Rに依存した関数形で
書けることを示している．また，Fig. 6.10(c)よりせん断応力成分 σ12 に着目すると，転位線より遠
方（r > R）で Volterra転位モデルとほぼ一致するとともに，転位線の近傍（r ≤ R）では Volterra
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転位モデルが発散する傾向にあるのに対して，数値解析の結果得られた結果は有界であり，発散する
傾向がないことがわかる．Fig. 6.10(d)より静水圧成分 pに着目すると，転位芯からの距離に応じて
Volterra転位モデルとほぼ一致する傾向，および転位線の近傍で有界であり，かつ発散する傾向にな
い点はせん断応力と同じ傾向である．以上の結果から，ここで定式化した刃状転位モデルとその数値
解析方法は定量的にも妥当であると言える．
この一方で，静水圧成分の正圧と負圧の絶対値はそれぞれ異なるという点で，Volterra転位モデル
および数値計算の結果得られたせん断応力とは異なる傾向を示している．前節でも述べたとおり，こ
の傾向は Fig. 6.8に示した右 Cauchy-Greenテンソルにおいても確認でき，この正圧と負圧の絶対
値の最大が異なるという非対称性を示すのは，右 Cauchy-Green テンソルにおける同様の傾向に起
因するものであることがわかる．右 Cauchy-Green テンソルにおいては，この非対称性は Burgers

ベクトルに対して 1次の，x2 方向に対して奇関数となる項 −2(beΨq(r)r) sin θ と，Burgersベクト
ルに対して 2次の，x2 方向に対して偶関数となる項 (bΨq(x)r)

2 によって生じたものであった．した
がって，静水圧場においても見られたこの x2 方向への非対称性は，塑性変形に幾何学的非線形性が
考慮されたことによって生じたものと結論づけられる．

6.5 キンク帯のモデル化と力学場の数値解析

6.5.1 問題設定と数値解析の条件

Fig. 6.11: Analysis condition of the dislocation loop-based kink model.

本節では，これまでに構築した幾何学的な弾塑性理論の枠組みを用いて，キンク帯を複数の転位
ループによってモデル化するとともに，このキンク帯モデルによって生じる連続体の内部応力場の
数値計算を行う．本節で扱う連続体の参照状態および転位ループの配置の様子を Fig. 6.11に示す．
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図のように，連続体の参照状態 R ⊂ R3 を矩形領域 R = {(x1, x2, x3)| − 3/2 < x1 < 3/2,−1/2 <

x2, x3 < 1/2}とし，直径 0.8の円形の転位ループを合計 18個，x1x2 平面と平行に配置する．この
とき，直線 x1 = x2 = 0上で x3 = −3/10を起点に 1/30の間隔で 16個の転位ループが並ぶように
配置した．全ての転位ループの Burgersベクトルは b = (1.0 × 10−2, 0, 0)とし，転位芯の幅を表す
パラメーターは R = 1.0× 10−2 とおいた．弾性定数は Lamé定数を λ =3/2MPaおよび µ =1MPa

とおいて用いた．
塑性変形勾配および弱形式の応力の平衡方程式は，アイソジオメトリック解析により数値計算した．

NURBS基底関数としては，多項式次数が 2，重みが 1の 3次元 B-spline基底関数を 140×140×140

個とり，転位ループ近傍の解析精度を高めるため，ノット列は非一様にとった．領域分割法により連
続体を 4× 4× 2 = 32領域へ分割し，重複指数を (1, 1, 1)として数値計算を行った．
塑性変形勾配の数値計算時には Eq. (3.32)の係数を γ = 1.0 × 108 とき，連立方程式を解く際に
は最小残差法を用いた．また，応力の平衡方程式の数値計算時には，x1 = ±3/2の表面の変位を固
定する Dirichlet境界条件を課し，その他の境界は表面力がゼロの Neumann境界条件を課した．ア
イソジオメトリック解析により得られる非線形連立方程式は，Newton法を用いて数値解を求めた．
Newton法の初期値は変形前の連続体の形状表現に用いた制御点をとり，収束判定条件は相対残差ノ
ルムが 1.0×10−5未満とした．Newton法の各イテレーション時には two-level overlapped additive

Schwarz法に基づく前処理付き共役勾配法を用いて数値計算した．この際の収束判定条件としては，
相対残差ノルムが 1.0× 10−4 未満とした．

6.5.2 キンク帯の転位ループモデルによる変形の外形
数値計算の結果得られた，中央に配置された複数の転位ループによって変形した連続体の現状態
の様子を Fig. 6.12(a)に示す．また，x2 軸の負の方向から見た連続体の現状態と参照状態の外形線
を Fig. 6.12(b)に示す．この図より，連続体は転位ループのなす平面の法線方向（x3 軸方向）へ向
かって折れ曲がる変形を呈していることがわかる．各転位ループの Burgers ベクトルは x1 軸方向
（紙面右方向）を向いているが，Fig. 6.9に示した 1本の直線状の刃状転位による変形の外形と比べ
ると，この変形は折れ曲がり変形が生じている直下の転位ループに含まれる刃状転位成分によって
生じたものであると考えられる．すなわち，実際に観察されているキンク帯と同様の変形が，転位
ループを用いたキンク帯のモデル化によっても生じることが確認できる．次に，x1 軸の正の方向か
ら見た連続体の現状態を Fig. 6.12(c)に示す．この図では，Fig. 6.12(b)で見られた曲げ変形による
x3 = ±1/2の境界面が変形している様子が確認できるとともに，x2 = ±1/2の境界面には，面外方
向への変形がほとんど生じていない．
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Fig. 6.12: (a) Outline of the deformation due to the dislocation loops. (b) and (c) show frontal

and side virews of (a), respectively.

6.5.3 キンク帯の転位ループモデルの内部応力場
連続体の中央断面 x2 = 0において，数値計算の結果得られた Cauchy応力テンソルの非ゼロ成分
を Fig. 6.13にプロットする．この断面 x2 = 0では，転位ループのなす列は，紙面水平方向の刃状
転位成分のみを持つ刃状転位列と考えることができる．Fig. 6.13(a)-(d)より，刃状転位（転位ルー
プ）がなす列の間では，応力場が互いに打ち消し合い，転位のごく近傍でのみ応力場が分布している
ことがわかる．この一方で，Fig. 6.13(a)，(b)および (d)の応力成分 σ11，σ13，および σ33 におい
ては，転位列の先端で個々の刃状転位のものと比べて広範囲に分布する応力場が生じていることが見
てとれる．また，Fig. 6.13(c)では転位列で囲まれた領域においてほぼ一様に応力場が分布すること
がわかる．
分子動力学法に基づく数値計算において，刃状転位列は，その先端に広範囲に分布する応力場を形
成することが確認されている [95]．また，Volterra 転位モデルを用いると，近接した刃状転位の距
離が無限小になるとき，その応力場はくさび型回位の作る応力場と等しくなることが知られている
[96]．すなわち，この数値計算時にモデル化した転位ループ列の刃状転位成分は，くさび型部分回位
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Fig. 6.13: Cauchy stress components (a) σ11, (b) σ13, (c) σ22 and (d) σ33 at the section x2 = 0.

と解釈することができる．実際に，Fig. 6.13の転位列の先端に現れる各応力成分の分布は，くさび
型回位の応力分布と定性的に一致している [97]．また，このくさび型部分回位の広範囲に分布する内
部応力場は，材料の内部で孤立した転位に対する運動障害となることを示唆している．
次に，連続体の中央断面 x1 = 0における Cauchy応力テンソルの各成分を Fig. 6.14に示す．こ
の断面では，転位ループは紙面垂直方向のらせん転位成分のみを持ち，Fig. 6.14に示されている応力
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Fig. 6.14: Cauchy stress components (a) σ11, (b) σ12, (c) σ13, (d) σ22, (e) σ23 and (f) σ33 at the

section x1 = 0.

場は，同一符号のらせん転位によって形成された二つのらせん転位列によるものと解釈できる．Fig.

6.14(b)および (e)の応力成分 σ12 および σ23 においては，転位列の先端で列を形成する個々のらせ
ん転位のものと比べて広範囲に分布する応力場が生じていることが見てとれる．また，Fig. 6.14(a)，
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(c)，(d)および (f)の応力成分 σ11，σ13，σ22，および σ33 では転位列で囲まれた領域において，応
力場はほぼ一様に分布している．
以上の結果から，本論文で構築した手法により，複数の転位を含む連続体の力学解析の妥当性が確
認された．
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7 結論
本研究では，格子欠陥の弾塑性力学解析の基盤となる枠組みを微分幾何学を用いて構築し，これを
応用して格子欠陥の力学場解析を行うという研究目的を設定し，Cartanの第一構造方程式と応力の
平衡方程式の数値解析によってこの枠組みを構築した．また，直線状らせん転位，直線状刃状転位，
およびキンク帯の転位ループモデルに対してこの枠組みに基づく数値解析を実行し，これらの格子欠
陥によって生じる外形変化と応力場が，従来の線形弾性理論で得られる結果と定性的にほぼ一致した
ことから，この枠組みの妥当性を確認することができた．本研究により得られた結論は次のようにま
とめられる．

• 幾何学的な弾塑性理論の枠組みに基づき，連続体の参照状態 R，中間状態 B，および現状態
S を，Riemann 計量とアフィン接続を備えた Riemann-Cartan 多様体として導入した．ま
た，変形勾配の乗算分解に基づき，塑性変形勾配 Fp，弾性変形勾配 Fe，および全変形勾配
F = Fe · Fp を導入し，3つの状態における Riemann計量がこれらを用いて記述されること
を示した．（第 2章）

• 連続体中の転位の空間分布を Burgers ベクトルを備えた空間曲線を用いて捩率形式として定
式化し，これが Hodgeの星印作用素により連続分布転位論における転位密度テンソルと等価
であることを示した．また，これらの等価性を軸に，中間状態 Bの幾何学的構成に必要となる
塑性変形勾配 Fp が，Cartanの第一構造方程式を解くことで定まることを示した．また，任意
に配置された連続分布転位の捩率形式（転位密度テンソル）を数値的に計算する方法を定式化
した（第 3章）

• 塑性変形勾配 Fp を定める Cartanの第一構造方程式の積分法として，ホモトピー演算子を用
いて解析的に決定する方法と，任意に配置された転位に対して境界条件を含めて数値的に決定
する Cartanの第一構造方程式の残差ノルム最小化問題を定式化した．（第 3章）

• 本論文において，変分問題の平衡方程式（弱形式）を数値計算する方法として，NURBSを基
底とするアイソジオメトリック解析の基礎を導入した．これとともに，大規模並列計算のため
の領域分割法と overlapped additive Schwarz法を導入した．（第 4章）

• 第 3章で定式化した任意に配置された転位線から転位密度テンソルを決定する手法において，
転位線を NURBSで表現し，これを数値的に決定する方法を示した．また，ここで得られた
捩率に対する塑性変形勾配 Fp を数値的に決定できる，Cartanの第一構造方程式の残差ノル
ム最小化問題を NURBSによって離散化し，この結果が線形連立方程式に帰着することを示
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した．（第 5章）
• 第 2章で定式化した弾塑性体の運動学に基づき，この弾塑性体の現状体を決定する応力の平衡
方程式（弱形式）を導入した．そして，これを NURBSを用いて離散化すると，この方程式が
非線形連立方程式に帰着することを示した．（第 5章）

• 既往の研究結果を参照し， 転位の分布を与える関数として，有界かつコンパクトな動径分布
関数 fq を導入した．この後，2次元平面上の刃状転位に対して，第 2章および第 5章で定式
化したホモトピー演算子を用いる方法，および残差ノルム最小化問題をアイソジオメトリック
解析により数値計算する方法の 2つを別々に解いて塑性変形勾配を導出した．この結果，両者
とも転位芯の近傍では定量的にも定性的にも一致する結果が得られた一方で，転位芯の遠方で
は両者で違いが現れることを示した．この結果，転位が境界から十分遠方に位置している場合
には，Cartanの構造方程式の解を解析的に導出することが可能なホモトピー演算子を用いる
手法が適しており，複数の転位のモデル化が必要な場合や，転位が境界付近に配置されている
場合には，後者の方法を用いることが必須になることが明らかとなった．（第 6章）

• 直線状らせん転位によって連続体に生じる弾塑性変形と力学場に対するアイソジオメトリック
解析を行った．この際，塑性変形勾配はホモトピー演算子を用いて決定した．解析的な表現と
して得られた中間状態の Riemann計量 gB は，eigenひずみ理論におけるらせん転位の eigen

ひずみと概ね一致していた．その一方で，らせん転位の Burgersベクトルの 2乗に比例する
幾何学的な非線形性を含む成分が現れることが明らかとなった．この違いは，eigenひずみ理
論が線形弾性理論に基づいているため，この項を線形近似によって近似的に無視していること
で生じたものと考える．その後，応力の平衡方程式のアイソジオメトリック解析を実行した．
この結果，Cauchy応力のせん断応力成分は，Volterra転位モデルとほぼ一致しながらも，転
位芯の近傍でも有界になるという結果が得られた一方で，Volterra転位モデルでは見られない
静水圧成分が転位芯の近傍に生じることが明らかとなった．（第 6章）

• 直線状刃状転位によって連続体に生じる弾塑性変形と力学場に対するアイソジオメトリック解
析を行った．この際，塑性変形勾配はホモトピー演算子を用いて決定した．この結果，幾何学
的な非線形性により，中間状態の Riemann計量 gB にはすべり面の上下で非対称となること
が明らかとなった．応力の平衡方程式のアイソジオメトリック解析を実行した結果，らせん転
位と同様に，Cuachy応力のせん断応力成分は Volterra転位モデルとほぼ一致し，転位芯の近
傍でも有界になるという結果が得られた．また，静水圧成分に着目すると，Riemann計量 gB

の非対称性に起因するものと見られる非対称性が生じることが明らかとなった．（第 6章）
• キンク帯を転位ループを用いてモデル化し，これによって生じる弾塑性変形と，力学場に対す
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るアイソジオメトリック解析を行なった．この際，Cartanの第一構造方程式の最小化問題お
よび応力の平衡方程式をアイソジオメトリック解析によって数値計算して求めた．この結果，
連続体の現状態 S の外形は，キンク帯の特徴である折れ曲がり変形を再現し，キンク帯の転
位ループによるモデル化が妥当であることが示唆された．これとともに，転位ループ列の先端
には，個々の転位によって生じるものと比較して広範囲に広がる応力場が生じることが見られ
た．この応力場は回位の内部応力場と定性的に一致するものであり，キンク帯の先端に生じた
回位の内部応力場が，材料内部の塑性変形を支配している可能性が示唆された．（第 6章）
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付録 A 多様体論の基礎
A.2 C∞ 級多様体

位相空間 (M, T )が d次元位相多様体であるとは，(M, T )が次の条件を満たすことを言う．

1. (M, T )は Hausdorff空間である．
2. (M, T )は第二可算公理を満たす．
3. (M, T )の任意の開集合 ∀U ∈ T に，Rd 上の開集合 Û ⊂ Rd への位相同型 ϕ : U → Û が存在
する．この組 (U, ϕ)をチャートと呼ぶ．

d次元位相多様体は，任意の開集合を実空間 Rd 上の開集合とみなせる部分集合 U と実空間への写像
ϕの入った Hausdorff空間のことである．d次元位相多様体 (M, T )において，M 全体を覆うチャー
トの族 { (Uα, ϕα }α をアトラスと呼ぶ．また，アトラスに含まれる二つの共通部分をもつチャート
(U, ϕ)および (V, ψ)に対して，合成写像 ϕ ◦ ψ−1 および ψ ◦ ϕ−1 が U ∩ V 上の C∞ 級写像であると
き，これらのチャートは適合しているという．このようなアトラスに含まれる全てのチャートが互い
に適合し，かつ別のアトラスに含まれないとき，これを極大アトラスという．極大アトラスを備えた
d次元位相多様体 (M, T )を C∞ 級多様体という．本論文では，C∞ 級多様体を単に多様体と呼び，
これをM と書いて用いる．R3 に含まれる滑らかな空間曲線や空間曲面は多様体の代表例である．
関数 f : M → R が多様体上の各点 pにおいて C∞ 級であるとは，pを含むチャート (U, ϕ)におい

て関数 f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R が Rd 上の C∞ 級関数であることをいう．以降で示されるように，ベク
トル場やテンソル場の滑らかさも，このようにしてチャート上へ写し Euclid空間上のベクトル場や
テンソル場を考えることにより定義される．
M，N を d次元多様体とする．これらの間の写像 F : M → N が C∞ 級であるとは，M と N の
全てのチャート (U, ϕ)および (V, ψ)に対して ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ F−1(V )) → Rd が Rd 上の関数
として C∞ 級であることをいう．この逆像 F−1 も C∞ 級であるとき，写像 F を C∞ 級微分同相写
像であるという．

A.3 多様体上の接空間と余接空間およびベクトル場と 1形式

多様体M 上の任意の C∞ 級関数 f, g に対して，写像 vp : C
∞(M) → R が Leipnitz則 vp(fg) =

fvp(g) + gvp(f)を満たすとき，これをM 上の点 pにおける接ベクトルと呼ぶ．pにおける全ての
接ベクトルの集合を TpM と書き，これをM の pにおける接空間と呼ぶ．
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接空間 TpM の基底ベクトルを
(
∂/∂xi

∣∣
p

)
=
(
∂/∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂/∂xd

∣∣
p

)
とおくと，この接ベクト

ルは，M 上の関数 f に対して次のように作用する．

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

f :=
∂f

∂xi
(p) :=

∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri
(ϕ(p)) :=

∂

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(x)

f ◦ ϕ−1 (A.2)

上式において，左の二式はM 上での接ベクトル ∂/∂xi
∣∣
p
による関数 f の方向微分が，関数 f の xi

方向への偏微分によって定義されることを示している．また残りの二式は，M 上での関数 f の偏微
分 ∂f/∂xi(p)は，ϕ(M) ⊂ R3 における関数 f ◦ ϕ−1 の ri 方向への偏微分として定義されているこ
とを示している．このことからチャート (U, ϕ)により，U 上での関数の偏微分は d次元 Euclid空間
の開集合 ϕ(U)における通常の偏微分によって計算できることがわかる．
M，N を d 次元多様体とし，F : M → N を C∞ 級写像とする．p ∈ M における接ベクトル

v ∈ TpM の押し出しは F∗,p : TpM → TF (p)N なる写像であり，v を次のように写す．

(F∗,pv)f =v(f ◦ F (p)) = vi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(f ◦ F (p))

=vi
∂(f ◦ F )
∂xi

(p) (A.3)

ただし f は N 上の C∞ 級関数である．
多様体 M 上の各点 p に接ベクトル vp を定める対応を p 7→ vp とし，任意の関数 f ∈ M に対
して vp(f)(p) が全ての点で C∞ 級関数となるとき，この対応 p 7→ vp を M 上の C∞ 級ベクトル
場と呼ぶ．また，M 上の全ての C∞ 級ベクトル場の集合を X (M)と書く．ベクトル場に対する R

線形写像 [·, ·] : X (M) × X (M) → X (M) を Lie かっこ積という．チャート (U, ϕ) 上のベクトル場
X = Xi∂/∂xi および Y = Y i∂/∂xi に対して Lieかっこ積は次のように振舞う．

[X,Y ] =

[
Xi ∂

∂xi
, Y j ∂

∂xj

]
=Xi ∂Y

j

∂xi
∂

∂xj
− Y j ∂X

i

∂xj
∂

∂xi

=

(
Xi ∂Y

k

∂xi
− Y i ∂X

k

∂xi

)
∂

∂xk
(A.4)

定義より [X,Y ] = −[Y,X]が成り立つ．
写像 (ω) p : TpM → R を pにおける余接ベクトルと呼ぶ．C∞ 級ベクトル場と同様に，M 上の各
点 pに余接ベクトル (ω) pを定める対応 p 7→ (ω) pを，M 上の微分 1形式，または単に 1形式と呼
ぶ．M 上の全ての 1 形式を全て集めた集合を Ω1 (M) と書く．いま，F : M → N を C∞ 級写像，
(ω) p ∈ T ∗

pM を pにおける余接ベクトルとする．
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A.4 多様体上の k 形式

線形空間 V 上の k 重線形写像 f : V × · · · × V → R のことを V 上の k 次テンソルと呼ぶ．いま，
Sk を k 次対称群とすると，∀σ ∈ Sk に対して

f(vσ(1), . . . , vσ(k)) = sign(σ)f(v1, . . . , vk) (A.5)

が成り立つとき，f を k 次交代テンソルと呼ぶ．ただし signは σ ∈ Sk の符号である．V 上の k 次
交代テンソル全体の集合を Λk(V )と書く．
V = T ∗

pM とするとき，Λk(T ∗
pM) は T ∗

pM 上の k 次交代テンソルの集合をなす．M 上の全て
の p に対して Λk(T ∗

pM) の元 (ω)p を割り当てる対応 p 7→ (ω)p を M 上の k 形式といい，この全
体の集合を Ωk (()M) と書く．いま，M のチャート (U, ϕ) における余接空間 T ∗

pM の座標基底を
(dxi) = (dx1, . . . , dxd)とおくと，k 形式は U 上で次のように局所座標表示することができる．

ω = ωi1,...,ikdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik (A.6)

ただし ∧ : Ωk (M)×Ωl (M) = Ωk+l (M)はウェッジ積である．ωの外微分 d : Ωk (M) → Ωk+1 (M)

は次のように定義される．

dω =
∂ωi1,...,ik

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik (A.7)

A.5 ベクトル束

A.5.1 接束とベクトル束
Fig. 1.2(a)に 1次元多様体 S1 と，そのいくつかの点の上の接空間を図示した．このように，C∞

級多様体M の各点 p には接空間 TpM が付随しているので，全ての p と TpM の非交和*7 を取る
ことで，集合 TM =

⊔
p∈M TpM を構成する．定義より集合 TM の任意の要素は p ∈ M および

v ∈ TpM を用いて対 (p, v) ∈ TM で表される．TM は各要素 (p, v) ∈ TM に対して π(p, v) = p

のように作用する全射 π : TM → M を備えている．組 (TM,M, π) には位相と可微分構造を与え
ることができ，これにより m = (dimM) をM の次元とするとき，TM は 2m 次元多様体となる

*7 集合 S の部分集合の族を {Ai}i∈I としたとき，
⊔

i∈I Ai :=
∪

i∈I{i} × Ai を非交和（disjoint union）という．非
交和⊔

i∈I Ai の要素は j ∈ I，a ∈ Aj に対して順序つきの対 (j, a) ∈
⊔

i∈I Ai で表される．
通常の和集合 ∪

i∈I Ai との違いを見るために，共通部分 Ai ∩ Aj ̸= ∅ を持つ Ai と Aj を考えよう．
∪

i∈I Ai に
おいて，∀s ∈ Ai ∩ Aj は

∪
i∈I Ai の一つの要素である．一方，非交和

⊔
i∈I Ai における ∀s ∈ Ai ∩ Aj は (i, s)と

(j, s)に区別して扱われるという違いがある．
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total space E

π : E →M

Φ

π−1(U)

U × Rk

Mbase space

πU : U × Rk → U

U ⊂M

Fig. 1.1: Local trivialization of vector bundle.

[72]．組 (TM,M, π)は接束（tangent bundle）と呼ばれる．しばしば表記を簡略化して接束を TM

とする．
接束 (TM,M, π) の構成時には，各点 p ∈ M の接空間 TpM の和集合で集合 TM を構成した．
これを一般化して各点 p ∈ M に，TpM の代わりに k 次元実ベクトル空間 Vp を付随させた集合
E =

⊔
p∈M Vp を考える．M を C∞ 級多様体とすると，次の条件を満たす C∞ 級全射 π : E → M

を備えた組 (E,M, π)をM 上の k 階 C∞ 級ベクトル束という．

Definition 2 (C∞ 級ベクトル束). p ∈M 上のベクトル空間を π−1(p) ∈ E と表す．

1. 各 p ∈M に対して，Ep = π−1(p)は k 次元ベクトル空間の構造を有する．
2. 各 p ∈M に対して，M の近傍 U に C∞ 級微分同相写像 Φ: π−1(U) → U ×Rk が存在して，
次の条件を満たす．

• πU : U × Rk → U を直積集合 U × Rk の U への全射とすると，Φ は πU ◦ Φ = π を満
たす．

• 各 q ∈ U に対して，Φの Eq = π−1(q)への制限 Φ|Eq
: Eq → {q} × Rk はベクトル空間

Eq，{q} × Rk の間の同型写像を与える．

このとき，各点 pでのベクトル空間 Ep = π−1(p)を pにおけるファイバーという．また近傍 U に
定まる C∞ 級微分同相写像 Φを U 上での E の C∞ 級局所自明化という．C∞ 級多様体 E，M お
よび C∞ 級全射 π はそれぞれ全空間，底空間および射影という．
Fig. 1.1 にファイバーと局所自明化を示す．左上の全空間 E の鉛直方向中央における黒色の円
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が底空間M であり，これらの間には射影 π : E → M が存在する．一方，M の開近傍 U ⊂ M に
着目すると，π−1(U) ⊆ E は C∞ 級局所自明化 Φ により π−1(U) ' U × Rk となる．また射影
πU : U × Rk → U により，そのベクトル空間が局所的には Rk と同一視できる [61]．
次に底空間を円（1次元球面）S1 に固定したベクトル束の例を挙げる．

(a) (b)

Fig. 1.2: Schematic description of (a) the tangent bundle TS1 and (b) the trivial bundle S1 ×R.

The black solid circles in (a) and (b) represent the base space S1 and the broken grey lines

represent the fibers (a) TpS
1 and (b) {p} × R at each p ∈ S1.

example 1 (接束). Fig. 1.2(a)に円（一次元球面）S1 から構成される接束 TS1 の模式図を示す．
図中に灰色の破線で示したように，各点 p ∈ S1 のファイバーは π−1(p) = TpS

1 のように接空間を与
える．

example 2 (積束). Fig. 1.2(b)に円（一次元球面）S1 から構成されるベクトル束 S1 × R の模式
図を示す．図中に灰色の破線で示したように，各点 p ∈ S1 のファイバーは π−1(p) = {p} × R のよ
うに 1次元実ベクトル空間になる．

この例のように，ある C∞級多様体M を底空間とし，全空間がM×Rk，射影が π : M×Rk →M

で与えられる k 階 C∞ 級ベクトル束 (M × Rk,M, π
) のことを積束という．積束の局所自明化は，

全空間の全域に与えられる恒等写像 idM×Rk : M × Rk → M × Rk である．このように，全空間 E

の全域に局所自明化が与えられるとき，特にそれを自明化という．
S1 以外に多様体を底空間とするベクトル束の例として以下に示す余接束やテンソル束が挙げら
れる．

example 3 (余接束). dimM 階 C∞ 級ベクトル束 (T ∗M,M, π) が余接束であるとは，各 p ∈ M

のファイバーが余接空間 T ∗
pM になるものをいう．逆に接束と同様に集合 T ∗M =

⊔
p∈M T ∗

pM に，
C∞ 級写像 π : T ∗M → M を通して位相と微分構造が与えることができ，組 (T ∗M,M, π)を余接束
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という．

example 4 (テンソル束). C∞ 級 (r, s) 型テンソル束 (Tr
s,M, π) の各 p ∈ M のファイバーは

(r, s) 型テンソル空間 Tr
s(TpM) である．dimM = m とおくと，全空間 Tr

s =
⊔

p∈M Tr
s(TpM) は

m+mr+s 次元 C∞ 級多様体になる．(r, s) = (1, 0)の場合，C∞ 級 (1, 0)型テンソル束は接束と同
一視できる（T1

0 = TM）．同様に，(r, s) = (0, 1)の場合，C∞ 級 (0, 1)型テンソル束は余接束と同
一視できる（T0

1 = T ∗M）．

A.5.2 ベクトル束の間の写像
任意の正数 k, r ≥ 1に対し，(E,M, πE)，(F,N, πF )をそれぞれ k 階，r 階 C∞ 級ベクトル束と
する．これらの間の束写像または束準同型とは写像の組

(
f, f̃
)
，f : M → N，f̃ : E → F で次の二

つの条件を満たすものである．

• f̃ ◦ πF = πE ◦ f が成り立つ
E F

M N

f̃

πE πF

f

• 各点 p ∈M のファイバーに対して f̃ : Ep → Ff(p) が線形写像（準同型写像）になる

また全単射な束準同型を束同型という．特に束同型が微分同相写像であるとき，滑らかな束同型と
いう．

example 5 (接束の間の束準同型). C∞ 級多様体 M，N の間の C∞ 写像 f : M → N は接束
(TM,M, πM )，(TM,M, πM )に束準同型 (f, f̃)を誘導する．ここで，f̃ は次のように決まる．

f̃(p, v) = (f(p), f∗,p(v)) ∈ {f(p)} × Tf(p)N (A.8)

ここで，f∗,p : TpM → TpN は p ∈M における押し出し（接写像）である．

同一の底空間M に対して，二つの k 階 C∞ 級ベクトル束 (E,M, πE)と (F,M, πF )が与えられ
たとき，束準同型は (idM , φ)，φ : E → F となる．このような束準同型をM 上の束準同型という．
また，M 上の束準同型 (idM , ψ)，ψ : F → E が存在して，ψ ◦ φ = idE，φ ◦ ψ = idF を満足すると
き，φをM 上の束同型といい，E と F はM 上で同型であるという．

Definition 3 (自明ベクトル束（trivial bundle）). k階 C∞ 級ベクトル束 (E,M, π)が自明である
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とは，M 上で積束M × Rk と同型となることをいう．自明なベクトル束を自明ベクトル束と呼ぶ．

A.5.3 ベクトル束の切断
(E,M, π)を k階 C∞ 級ベクトル束とする．U をM 上の開集合とするとき，(E,M, π)の U 上で
の局所切断とは，C∞ 級写像 s : U → E で，π ◦ s = idU を満たすものである．M の全域での C∞

級写像 s : M → E は，局所切断と区別して大域切断といい，陽に区別する必要がない場合は単に切
断という．

extend

fiber Ep

section

vector bundle

s

(E, M, π)

Fig. 1.3: Schematic illustration of a section s of a vector bundle (E,M, π).

切断 sの模式図を Fig. 1.3に示す．図中の円筒はベクトル束 (E,M, π)であり，この展開図中での
赤色の曲線がこのベクトル束の切断 s : M → E である．切断 sは底空間M の各点 pにファイバー
Ep の元を対応させる写像で，s(p)はファイバー Ep の元になる．
次に C∞ 級多様体の間の写像 s が C∞ 級であることについて説明する．(U, ϕ) を p ∈ U の
周りのチャートとし，(V,Φ) を s(p) ∈ Ep の周りのチャートとする．写像 s : U → E が p ∈ U

で C∞ 級であるとは，実ベクトル空間 ϕ(U) ⊂ RdimM から Φ(Ep) = {p} × Rk ' Rk への写像
Φ ◦ s ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → Rk が ϕ(p)において C∞ 級であることである．全ての p ∈ U で sが C∞ 級で
あるとき，sは U 上の C∞ 級写像であるという．
U 上の全ての C∞ 級切断の集合を Γ (E,U) と書く．U が M 全域になる場合には単に Γ (E) と
書く．

example 6 (線束の C∞ 級切断). 1階ベクトル束のことを線束という．(E,M, π)を C∞ 級線束と
する．U ⊂ M をM の開集合とし，Γ (E,U)を U 上の C∞ 級切断の集合とすると，∀s ∈ Γ (E,U)

は s(p) = (p, f(p))のように表される．ここで f は U 上の C∞ 級写像 f : U → π−1(U)である．特
にこの線束が積束である場合，全空間は E = M × R のように表され，f は C∞ 級関数 f : U → R

になる．すなわち，Γ (M × R, U)と U 上の C∞ 級関数の集合 C∞ (U)は同一視できる．
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example 7 (接束の C∞ 級切断). (TM,M, π) を C∞ 級接束とする．この C∞ 級切断の集合
Γ (TM) は C∞ 級ベクトル場の集合 X (M) と同一視される．実際，∀s ∈ Γ (TM) は M 上の各
p ∈M に s(p) ∈ TpM を対応させる C∞ 級写像である．

example 8 (余接束の C∞ 級切断). (T ∗M,M, π)を C∞ 級余接束とする．この C∞ 級切断の集合
Γ (T ∗M)は余接ベクトル場（微分 1形式）の集合 Ω1 (M)と同一視される．実際，∀s ∈ Γ (T ∗M)は
M 上の各 p ∈M に s(p) ∈ T ∗

pM を対応させる C∞ 級写像である．

A.5.4 枠
(E,M, π) を k 階 C∞ 級ベクトル束とする．M 上の開集合を U とし，p ∈ U でのファイバー

Ep = π−1(p)は局所自明化により k 次元実ベクトル空間 Rk と同型になるので，Rk の基底との同一
視により，k 個の線形独立な要素を与えることができる．M 上の開集合 U における E の C∞ 級局
所枠とは，U 上の各 p ∈ U のファイバー Ep 上で，互いに線形独立な k 個の C∞ 級局所切断の組
(σ1, . . . , σk)である．U 上の各 Ep で k 個の C∞ 級局所切断の組 (σ1(p), . . . , σk(p))が互いに線形独
立な基底になっているとき，(σ1, . . . , σk)は E を張るという．U =M のとき，k個の C∞ 級大域切
断の組 (σ1, . . . , σk)を C∞ 級大域枠といい，局所切断との区別が陽に必要ない場合は単に C∞ 級枠
という．
C∞ 級局所自明化 Φ: π−1(U) → U × Rk は C∞ 級微分同相写像なので，逆写像 Φ−1 : U × Rk →

π−1(U)も C∞ 級写像である．これと Rk のある基底の組 (e1, . . . , ek)を用いれば，各 p ∈ U におい
て，次のような C∞ 級局所切断を考えることができる．

σi(p) = Φ−1(p, ei) (A.9)

同時に，組 (σ1(p), . . . , σk(p))はベクトル空間の間の同型写像を与える Φの逆写像 Φ−1 によって構
成されるため，互いに線型独立である．したがって，このようにして構成された U 上の C∞ 級局所
切断の組 (σ1, . . . , σk) は C∞ 級局所枠になる．このようにして構成される C∞ 級局所枠は，E の
C∞ 級局所自明化 Φと関連するという．全ての C∞ 級局所枠はある C∞ 級局所自明化と関連するこ
とが示されている [60]．また，このことを用いれば，ベクトル束に C∞ 級大域枠が存在するための必
要十分条件は，そのベクトル束が自明ベクトル束であると言える [60]．これをある C∞ 級多様体M

の接束 TM に適用すると，TM が自明ベクトル束である場合に限って C∞ 級大域枠が存在すると言
える．このように，TM が自明ベクトル束であり，C∞ 級大域枠が存在するM は平行化可能である
という．平行化可能な多様体の例として，Rn, n > 0の部分多様体や S1，Lie群Gが挙げられる．一
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方，平行化可能でない多様体の代表例が S2 である．これは毛玉定理（hairy ball theorem）として
知られている．
枠の例としては接束や余接束の局所座標系から定まる座標枠や正規直交枠がある．

example 9 (接束と余接束の座標枠). (TM,M, π) を接束とし，(U, x1, . . . , xd) を底空間 M の
チャートとすると，U 上に C∞ 級局所枠 (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xd)が定まる．これと同様に (T ∗M,M, π)

を余接束とすると，U 上に C∞ 級局所枠 (dx1, . . . , dxd)が定まる．このように底空間M のチャー
ト (U, x1, . . . , xd)に定まる C∞ 級局所枠を特に座標枠と呼ぶ．

A.5.5 ベクトル束のファイバーに付随する内積
Riemann 多様体 (M, g) の Riemann 計量 g はM の各点 p ∈ M の接空間 TpM に内積を与える

(2, 0)型テンソル場である．見方を変えれば，Riemann計量は接束 TM の各点のファイバーに内積
を与えるとみることができる．これと同様に k 階 C∞ 級ベクトル束 (E,M, π)の各点のファイバー
に内積を与えることで，これを内積空間にすることができる．

Definition 4 (ベクトル束の Riemann 計量). k 階 C∞ 級ベクトル束 (E,M, π) の Riemann 計量
とは，各点 p ∈M のファイバー Ep の内積 〈·, ·〉p : Ep ×Ep → R で，それが次の意味で C∞ 級であ
るものをいう：M の開集合 U 上の局所切断 ∀s, t ∈ Γ (E,U)について，U 上の各点 p ∈ U での対応
p 7→ (〈s, t〉)p := 〈s(p), t(p)〉p が C∞ 級関数である．

ここでベクトル束 (E,M, π) の Riemann 計量が C∞ 級関数であることの意味を復習す
る．M のあるチャート (U, ϕ) と局所自明化による各点の対応 ψ : π−1(U) → Rk について，
〈ψ ◦ s, ψ ◦ t〉Rk : Rk → R が Rk 上の C∞ 級関数であることをいう．
ベクトル束に Riemann計量が導入されることで，この内積に関する正規直交性を満足する枠を構
成することができる．

example 10 (正規直交枠). (E,M, π) を Riemann 計量 〈·, ·〉 を備えた k 階 C∞ 級ベクトル束
とする．M の開集合 U 上の C∞ 級局所切断の組 (σ1, . . . , σk) を，U のある C∞ 級局所自明化
Φ: π−1(U) → U × Rk と関連した C∞ 級局所枠とする．(σ1, . . . , σk) が局所正規直交枠であると
は，U 上の各点 p で 〈σi(p), σj(p)〉p = δij , (i, j = 1, . . . , k) を満たすことをいう．ただし δij は
Kroneckerデルタである．
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A.5.6 ベクトル束上の接続
C∞ 級多様体M 上のあるベクトル場 X ∈ X (M)に対して，あるベクトル場 Y ∈ X (Y )による方
向微分をアフィン接続 ∇ : X (M)× X (M) → X (M)を用いて定義することができる．
いま，C∞ 級多様体M 上のベクトル場X ∈ X (M)を接束 TM の切断X,Y ∈ Γ (TM)と見れば，
アフィン接続をM 上のベクトル場による切断の方向微分とみなすことができる．すなわち，ベクト
ル束上の接続は，接束上のアフィン接続をベクトル束に一般化した概念である．

Definition 5 (ベクトル束上の接続). (E,M, π)をM 上の C∞ 級ベクトル束とする．E 上の接続
とは C∞ 級写像 ∇ : X (M)× Γ (E) → Γ (E)であって，M 上のある C∞ 級ベクトル場 X ∈ X (M)

および E 上のある C∞ 級切断 s ∈ Γ (E)に対して次の条件を満たすものである．

• ∇fX(as) = af∇Xs, f ∈ C∞ (M) , a ∈ R（ベクトル場X に関して C∞ (M)線形，切断 sに
関して R 線形）

• ∇X(fs) = X(f)s+ f∇Xs（Leipnitz則）

ベクトル束上の接続の一例が接束上のアフィン接続である．これ以外に，自明ベクトル束上に自明
化から誘導される接続がある．

Definition 6 (自明な接続). (E,M, π)を自明ベクトル束とする．自明ベクトル束 E には自明化 Φ

に関連するC∞級大域枠 (σ1, . . . , σk)が存在する．∀X ∈ X (M)に対して写像∇ : X (M)×Γ (E) →

Γ (E)を ∇Xσi = 0と定義する．これを自明化 Φに関する自明な接続という．

example 11 (自明ベクトル束に誘導される接続). C∞級 k階ベクトル束 (E,M, π)を自明ベクトル
束とすると，M 上に E の C∞ 級大域枠 (σ1, . . . , σk)が存在する．ここで Rk の基底を (e1, . . . , en)

とおくと，各 p ∈ M での σi(p)は，(p, ei) ∈ M × Rk と自明化の逆写像 Φ−1 : M × Rk → E を用
いて

σi(p) = ϕ−1(p, ei) (A.10)

と表される．これを用いれば，任意のM 上の E の切断 ∀s ∈ Γ (E)は

s =

k∑
l=1

slσl (A.11)

と表すことができる．ここで各 sl : M → R はM 上の C∞ 級関数である．

106



∇を自明化 Φに関する自明な接続とする．M 上の任意のベクトル場 ∀X ∈ X (M)に対して自明
ベクトル束の大域枠 (σ1, . . . , σk)の各成分は ∇Xσi = 0を満たす．したがって任意の s ∈ Γ (E)の
X による共変微分は次のようになる．

∇Xs =

k∑
l=1

∇X(slσl) =

k∑
l=1

(
X(sl)σl + sl∇Xσl

)
=

k∑
l=1

dsl(X)σl (A.12)

アフィン接続によって多様体の曲率テンソルが特徴付けられたのと同様に，ベクトル束上の接続
に対しても曲率テンソルを定義することができる*8．∇を C∞ 級ベクトル束 (E,M, π)の接続とす
る．この ∇ に関する R 多重線形写像 R : X (M) × X (M) × Γ (E) → Γ (E) を，∀X,Y ∈ X (M)，
∀s ∈ Γ (E)に関して次のように定義する．

R(X,Y )s := ∇X∇Y s−∇Y ∇Xs−∇[X,Y ]s (A.13)

また定義より R(X,Y )s = −R(Y,X)sである．したがってM 上の各点に反対称な R 多重線形写像
Rp : TpM × TpM → Hom(Ep, Ep) = End (Ep)が定まる．

Definition 7 (ベクトル束の接続の曲率テンソル). Rp をベクトル束の接続 ∇ の曲率テンソルと
いう．

example 12 (自明な接続の曲率テンソル). ∇ を自明ベクトル束 E の自明な接続とする．任意の
X,Y ∈ X (M)を任意のベクトル場，s ∈ Γ (E)を任意の切断とすると，

R(X,Y )s =∇X∇Y s−∇Y ∇Xs−∇[X,Y ]s

=∇X

(∑
dsl(Y )σl

)
−∇Y

(∑
dsl(X)σl

)
−
∑

dsl([X,Y ])σl

=
∑

d
(
dsl(Y )

)
(X)σl −

∑
d
(
dsl(X)

)
(Y )σl −

∑
dsl([X,Y ])σl

=0 (A.14)

となる．

A.5.7 接続形式と曲率形式
k 階 C∞ 級ベクトル束 (E,M, π) 上の接続 ∇ は M の任意の開集合 U へ制限することができ
る．この制限は次のようにして得られる．U 上の部分ベクトル束を E|U とおき，X ∈ X (M) と
s ∈ Γ (E)を任意のベクトル場，切断とする．これらの U 上への制限をそれぞれ X|U，s|U とおく．

*8 定義よりベクトル束の接続に，アフィン接続と同様にれい率テンソルを定義することはできない．
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E|U 上の接続 ∇U : X (U)× Γ (E,U) → Γ (E,U)はこれらを用いて次のようにして与えられる．

∇U
X|U s|U := (∇Xs) |U (A.15)

E の U 上の C∞ 級局所枠を (e1, . . . , ek) とおく．U 上の任意の局所切断 ∀s ∈ Γ (E,U) は
(e1, . . . , ek)の線型結合 s = siei で表されるから，∀X ∈ X (U)に対して ∇U

Xsは次のようになる．

∇U
Xs =∇U

X

(
siei

)
=
(
∇U

Xs
i
)
ei + si

(
∇U

Xei
)

=X(si)ei + si
(
∇U

Xei
)

(A.16)

ここで第 1項のX(si) = dsi(X)はベクトル場X による関数 si の微分で，ここに接続∇U の特徴は
現れないことがわかる．一方，第 2項の∇U

Xei は定義より再び E の U 上の局所切断を与えることか
ら，X に依存した U 上の関数の組 ωj

i (X) ∈ C∞(U)および (e1, . . . , ek)の線型結合で表すことがで
きる．

∇U
Xei = ωj

i (X)ej (A.17)

ここで ∇の定義（定義 5）より ∇U
Xei は第一引数の X に関して C∞(U)線型性がある．したがって

右辺の係数 ωj
i (X)は C∞(U)線型性を有し，C∞(U)線形写像 X (U) → C∞(U)とみなすことがで

きる．すなわち，各 ωj
i は U 上の 1形式である．このように，U の局所枠 (e1, . . . , ek)と接続∇U に

依存する U 上の 1形式 ωj
i ∈ Ω1 (U)を接続形式という．

∇U の曲率テンソルを R : X (U) × X (U) × Γ (E,U) → Γ (E,U) とおくと ∀X,Y ∈ X (U)，
s ∈ Γ (E,U) に対して R(X,Y )s ∈ Γ (E,U) となる．ここで C∞(U) 線型性より R(X,Y )s =

siR(X,Y )ei なので R(X,Y )ei を調べる．R(X,Y )ei を X,Y に依存した U 上の関数の組
Ωj

i (X,Y ) ∈ C∞(U)および (e1, . . . , ek)の線型結合で次のように表される．

R(X,Y )ei = Ωj
i (X,Y )ej (A.18)

定義 7より R(X,Y )は X,Y に関して C∞(U)線型性と反対称性 R(X,Y ) = −R(Y,X)を有するこ
とから，各 Ωj

i は U 上の 2形式 X (U) × X (U) → R とみなすことができる．そこで U 上の局所枠
(e1, . . . , ek)と接続 ∇U に依存する U 上の 2形式 Ωj

i ∈ Ω2 (U)を曲率形式という．
ベクトル束の接続に関する曲率形式と接続形式は定義より第二構造方程式に従う [61]．

Ωi
j = dωi

j + ωi
k ∧ ωk

j (A.19)
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