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THEORIE RELATIVE DES ENSEMBLES INTERNES

Yvis PERAIRE

(Recy le 20 mai, 1991)

Introduction

L’un des intéréts de I’analyse non standard est la production de critéres ex-
ternes pour des concepts classiques. Par exemple, le critére de continuité pour
une fonction f en un point x:

h~ 0= f(x+h) ~ f(x).

Cependant, ces caractérisations ne s’appliquent qu’a une classe d’objets,
ceux qui sont standard [14]. Dans cet article, nous nous proposons de dévlopper
une version relative de la théorie IST de E. Nelson qui permet d’appliquer les
critéres externes a tout objet, quel qu’il soit. On espére justifier ainsi le cal-
cul infinitésimal relatif qui pourrait se révéler utile dans la modélisation des
phénoménes présentant plus de deux ordres de grandeur. Notre point de vue,
conceptuellement proche de celui de Gordon exposé dans [3], est le suivant:
plutot que de considérer que 'univers est constitué de deux classes d’ensembles,
celle des ensembles standard et celle des ensemble non standard, nous con-
sidérerons que la collection des ensembles peut étre totalement ordonnée rel-
ativement a la standardicité au moyen d’un prédicat binaire. L’idée d’utiliser
un prédicat a deux places a été énoncée pour la premiére fois clairement en

1985, a notre connaissance, et sous cette forme, par Guy Wallet co-auteur de
[14].

1. Présentation de la théorie

Comme annoncé dans l'introduction, le langage de cette nouvelle théorie
des ensembles, que nous appellerons RIST, comporte un prédicat non défini a
deux places en plus du classique prédicat d’appartenance de la théorie des ensem-
bles de Zermelo-Fraenkel, ce prédicat sera noté SR.

Si x et y sont deux ensembles de notre théorie, 'expression *xSRy se lira:
“x est standard relativement 4 y”’.

Nous appellerons formule #nterne toute formule bien formée du langage de
RIST dans laquelle n’intervient pas le prédicat SR.

Si & est un ensemble et si F est une formule quelconque du langage de RIST
nour écrirons:
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V*xF  pour Vx(x SRa= F), V™*xF pour Vx(( 7(x SR a)) =F),
vefis xF pour V* x(xfini = F),

I*xF  pour 3Ix(x SRaAF),

I+fin xF pour I%x(x fini A F).

Nous dirons que les expressions V%, 3%, V7%, 37* sont des quantificateurs
externes. SixSRy, nous dirons aussi que x est y-standard.

Les axiomes de RIST contiennent tous les axiomes de Z.F.C. relativisés
aux formules internes. Cette derniére précision est importante, elle implique
par exemple que I'on ne peut pas utiliser le schéma de compréhension pour dé-
finir un ensemble dont les éléments sont les entiers N-standard. Toutefois, il
nous arrivera par abus de langage de parler de tels “ensembles” bien qu’ils ne
soient pas des ensembles de RIST. Nous dirons que ce sont des ensembles
externes.

A ces axiomes nous ajouterons les suivants:

SR,: VxxSRx

SR,: VaVy (xSRyVySRx).

SRy: VaVyVz(xSRyAYySRz=xSR2).

On peut résumer les axiomes SR;, SR, et SR; en disant que la “collection”
des ensembles est totalement ‘‘pré-ordonnée” par SR.

Les trois schémas d’axiomes qui suivent sont analogues aux schémas (I), (S)
et (T) de E. Nelson dans [12].

Schéma d’axiomes de transfert: (T')

Si F(x,t,t, -+, t) est une formule interne avec , t,, -+, ¢, comme seules
variables libres et si & un ensemble fix¢ alors on a le principe de transfert (7,):

T(a, F): Vd tl V¢ tg--'V" tk(V" xF(x, tl} tz, °ty tk) = V xF(x, tl) tz, "‘_, tk)) .

IT découle du schéma d’axiome ci-dessus qu’un ensemble X défini d’une
maniére unique par une formule close interne sans paramétres est a-standard
pour tout @. On dire plus simplement qu’il est standard et on écrira st(X).

Schéma d’axiomes d’idéalisation: (/)

Si F(x,y) est une formule interne ayant x,7y, comme variables libres et
peut-étre d’autres variables libres si a;, a, -, &}, @ sont des ensembles fixés
tels que B n’est pas (&, &, *-*@;)-standard, alors on a les principes d’idealisa-
tion sur plusieurs niveaux suivants:

Ideéalisation controlée:
I(aty, oz o=, 05 B F):
[Vorfie z . Vowlin o 3Py Vi, €2V, E 2 F(xy, o+, %, Y)]
o Py Vi 00 V% a0, F(xy, oo,y %y )
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Idéalisation non controlée:
I(ah Olyy *+ Q5 * 5 F):

[Verfin 2 Vo fin 2, 3y Vi, €21V, €2, F(y, +++, %3, )]
- ay "L xl..-vdh Xp F(xl, ttty xln.y) :

REMARQUES: Si ¢ désigne I'ensemble vide, et si F est une formule interne
I(¢; -; F) n’est autre que I'axiome d’idéalisation de IST, formulé autrement.

Si la nécessite du “controle de I'idéalisation” nous est apparue assez tot, au
fur et 2 mesure de nos tentatives d’appliquer a4 I’analyse une version relative de
IST, la nécessité de principes d’idéalisation sur plusieurs niveaux ne s’est dégagée
qu’au moment ol nous nous sommes intéressés a la syntaxe de RIST. Par ex-
emple, si F(x,y, 2) est une formule interne avec trois variables libres, n’ayant
pas de constantes, et si G=3"2 V*x V#y F(x, y, 2), avec v non (a, B3)-standard,
alors le principe d’idéalisation contrélée sur deux niveaux I(«, B;v; F) permet
de commuter le groupe de quantificateurs externes “V* V#”’ et le quantificateur
externe ‘“3"’: plus précisément on a: GeV*finy YAiny Pz Vxex'Vyey’
F(x, y, 2).

On voit maintenant qu’en appliquant trois transferts successifs, aprés avoir
préalablement, si nécessaire, permuté “Vfin x>’ et “YBfin 2> G est équivalent
a la formule interne:

Viing’ Viing' 2 Veex'Vyey' F(x, y, 2) .

Nous allons maintenant donner une version relative du principe de stan-
dardisation de I.S.T. Le schéma d’axiome de standardisation de I.S.T. affirme
que pour tout référentiel standard et toute formule bien formée du langage de
1.S.T., il existe un ensemble standard dont les éléments standard sont exacte-
ment ceux du référentiel qui satisfont la formule.

Pour énoncer un principe relatif de méme nature, il faut prendre quelques
précautions.

En effet, soit IV l‘'ensemble des entiers naturels, et #, un entier fixé qui
ne soit pas standard. L’existence d’un tel entier découle facilement de I(¢; «; F)
appliqué 2 la formule F(x, y)=(*€NA yENAx=*y). On voit facilement qu’il
n’existe aucun ensemble E n,-standard tel que pour tout p my-standard, pEE si
et seulement si p n’est pas standard. En effet, si un tel ensemble E existait,
il serait non vide puisqu’il contiendrait 7, il contiendrait donc un plus petit
¢lément m,. Par (T), on obtient que m, est my-standard. D’autre part, il est non
standard (c’est la propriété caractéristique des éléments ny-standard de E), on a
donc m, différent de O. Par (T'), on obtient que que my—1 est n,-standard et non
standard. Ces deux derniéres propriétés de m,—1 impliquent qu’il est dans E
et cela contredit la minimalité de m,.
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On voit donc qu’un principe relatif de standardisation ne saurait s’appliquer
a toutes les formules de langage de R.I.S.T..

En fait, pour chaque ensemble fixé o, nous aurons un principe de standar-
disation au niveau &. Celui-ci s’appliquera 4 une classe particuliére de formules
externes, les formules a-externes. Si nous notons & la collection des formules
du langage de RIST, &, la famille des formules a-externes, alors &, sera la
plus petite sous-collection de & telle que:

i) les formules élémentaires: (xE y), ou x et y sont soit des variables soit
des constantes, sont dans &,

ii) si F et G sont dand &, il en est de méme de " F et de F=G,

iii) si F(x,y) est une formule de &, alors 3 y F(x, y) est une formule de

Fo
iv) si F(x, y) est une formule de &, et si B est un ensemble tel que & soit
B-standard, alors 3%y F(x, y) est dans & ,.
Nous particulariserons dans &, une sous famille &, dont les éléments seront
appelés des formules strictement o-externes.

., est la plus petite sous-collection de F contenant les formules élémentaires
la condition suivante:

v) si F(x, y) est une formule de &, alors 3%y F(x, y) est une formule de

Fo

Nous pouvons énoncer maintenant:

Schéma d’axiome de standardisation: (S)
Si & est un ensemble, et si F(v, --+) est une formule a-externe, alors:

(S(a, F)): V*y 32Vt (t€Ez=(tEYNAF(L, ).

2. Quelques conséquences directes des axiomes

Un référentiel Y et une formule quelconque F étant donnés, on ne peut pas
en général parler de 'ensemble des éléments de Y qui satisfont a F car le schéma
de compréhension ne peut étre appliqué qu’a des formules internes; toutefois
nous permettrons d’ecrire une expression de la forme E={t& Y|F(¢)}. L’expres-
sion entre accolades ne définit pas, en général, un ensemble de la théorie des
ensembles RIST'; cependant nous dirons, par un abus de langage control¢, que
E est un ensemble externe.

Pour chaque référentiel cc-standard fixé y, et chaque formule a-externe F,
I’ensemble ar-standard = dont 'existence est affirmée par S(a, F) est unique car
deux parties or-standard de y définies au moyen de S(e, F), ont les mémes points
a-standard et il suffit d’appliquer (7,) pour voir quelles sont égales. Nous
noterons set ensemble z=st,{tEy/F(f)} ou 2=st{t€y/F(t)} dans le cas ou
a est standard. On dira que 2 est le a-standardis¢, ou le standardisé (dans le
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second cas), de 'ensemble externe E= {t€ y/F(x; t)}.

La demonstration des théorémes 1,2 et 3 qui suivent est la quasi-copie de
la démonstration des théorémes 1.2, 1.1 et 1.3 de [12].

Théoréme 1. Pour tous B et a tels que B n'est pas c-standard il existe un
ensemble fini B-standard contenant tous les ensembles cr-standard.

Démonstration. Soient a et B tels que —I(8 a-standard) et soit la formule
interne: F(x, y)=(xEyA y fini). On a: V*f* &’ Py Vxcx’(xE yA y fini). En
effet, pour chaque x’fini et a-standard, il suffit de prendre y=«’, comme par
hypothése B n’est pas a-standard, il découle de SR, que a est B-standard;
donc, par SR;, on a que y est B-standard. On applique ensuite I (a; B; F),
on obtient: 3%y V*x(xE y A y fini), qui s’écrit aussi, 3y [y finiA V*x(x € y)].

Corollaire. Pour tous ¢ et B avec B non c-standard, et tout ensemble X,
il existe un ensemble fini B-standard ayant exactement les mémes éléments a-standard
que X.

Démonstration. Soient « et B tels que @ non a-standard, et soit X un en-
semble quelconque. Si F est un ensemble fini contenant tous les ensembles
a-standard, il est clair que 'ensemble Fy=F N X, est fini et contient les éléments
a-standard de X et seulement ceux de X.

Théoreme 2. Soit X un ensemble. Alors, X est fini et ct-standard si et seu-
lement si tous ses éléments sont o-standard.

Démonstration. Soit formule F(x,y)=(x+yAy€EX). Le membre de
droite de I'¢quivalence I(a; - ; F) est équivalent a:
dye X ( 7(y a-standard)). En prenant la négation des membres extrémes de
I(a; -; F) on obtient: VyE X (y a-standard) ®3*™ 2 Vy IxE(yEX Va=y)

eJ*in z (X C2).

Si X est a-standard et fini, il suffit de prendre 2=X pour voir que tous les élé-
ments de X sont a-standard. Réciproquement, si tout élément de X est a-
standard alors X € P(z) pour un certain 2 a-standard et fini; mais si 2 est fini
et a-standard, alors il en est de méme pour P(z) donc, d’aprés ce qui vient
d’étre démontré, cela implique que tout élément de P(2) est a-standard. En
particulier, X est a-standard comme de plus il est contenu dans un ensemble
fini, il est également fini.

ReEMARQUES. 1.1l découle du théoréme 2 que pour tout ensemble x, il
existe un y qui n’est pas x-standard, il suffit de prendre un ensemble infini E
contenant x, cet ensemble contiendra un élément non x-standard.

2. On obtient une théorie (RIST)’ équivalente 4 RIST en remplagant le principe
d’idéalisation non controlée par 'axiome SR,; Vxdy (ySRx). En effet, la
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remarque précédente exprime que SR, est un théoréeme de RIST. Montrons
que, réciproquement, si F(x, y) est une formule interne ayant x, y, comme vari-
ables libres et peut-étre d’autres variables libres, et si a;, @, *++, a, B sont des
ensembles fixes tels que B n’est pas (&, o, -+, @;)-standard, alors I'énoncé (1):

[Vorfn g Vonfin g, 3y V2, €2, Vi, E 2, F(%y, ++, %4, 9)]
@Hy Ve xlu-V"k X F(xl, Tty xk)y) ’

est un théoréme de (RIST)’.

Supposons vérifi¢ le premier membre de I’équivalence. Pour toute valeur
des paramétres de F, il découle des axiomes SR, et SR; qu’il existe un v tel
que @y, @, *-+, A, et tous les paramétres de F soient y-standard. Par SR,, on
obtient un B tel que B ne soit pas 7y-standard. On a a;, @,, -+, @, et tous les
paramétres de F' @-standard donc, par (T) on a:

[V"l'ﬁ“ zl...V’k»ﬁ“ 2 ay Vxlezl"'vxkezk F(xla e Xp, y)]
@[le,ﬁn zl...vdk.ﬁn 2, aﬂy Vxlezl"'kaEzk F(xl, cery X, y)] .

11 suffit d’apliquer I(a;, @, -+, a3 B; F) pour voir que le second membre de (1)
est vérifié. Pour montrer I'mplication converse, partons de ’énoncé: 3y V1 ;.-
Ve %, F(x,, -, %, 7). Donnons nous un y tel que V% x,-+- V% x, F(xy, ++, %, ¥).
Il existe un ensemble B tel que y soit B-standard et que B ne soit pas (a;, oy,
-+, ay)-standard (c’est une conséquence de SR, et SR,), on a donc Iy Vo1 ;...
Ve x, F(xy, =+, %, 7) d’oi lon tire, en appliquant I(a,, a,, ++, o; B; F) de
droite a gauche,

Vopfin g . Wopfin g 38y Vy 2.V, E2, F(x;, -+, %, y), qui implique
le,ﬁn zl..-vdk'ﬁn zk ay Vxlezlo--Vx,,Ezk F(xl, °tty x;,,y) .

Théoreme 3. (Théoréme relatif de construction) Si A(v,w, ) est une
formule a-externe alors:

(C,) VX VY [(VexeXA*ye Y A(x, y, ++*)
eI feYXVixe X A(x, f(x), )] .

Démonstration. Soit o un ensemble X et Y des ensembles a-standard et
A(v, w) une formule a-externe. Si pour tout x dans X il existe un unique y a-
standard dans Y tel que A(x, y) alors il suffit de prendre f=st, {(x,y)EXXY/
A(x,y)}. Dans le cas général, considérons la formule: B(x, E)=V*y€E
(yEE=(yE Y AA(x,y))) puisque A(x, y) est une formule a-externe, il est clair
qu’il en est de méme de B(x, E). A tout x @-standard dans X on peut associer
une partie a-standard, E,, de Y telle que B(x, E,). L‘ensemble E, est néces-
sairement égal a st,{y € Y/A(x, y)} il est donc unique aussi, d’aprés la premiére
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partie de cette démonstration il existe une application a-standard F de X dans
P(Y) tells que pour tout x t-standard, F(x)=E,. Par hypothése E, est non
vide donc, 'axiome du choix relativisé aux ensembles a-standard nous permet
d’affirmer qu’il existe une application f, a-standard, de X dans Y telle que pour
tout x az-standard de X f(x) EE, et donc, telle que A(x, f(x)).

Le théoréme précédent affirme que I'on a défini complétement une appli-
cation a-standard deés que l‘on a choisi I'image des éléments a-standard, ce-
pendant, la “procédure de choix™ ne doit pas étre trop externe.

ExEMPLE. Prenons pour X une partie finie de IV contenant tous les entiers
standard et prenons Y=N. Alors, il n’existe aucune application f de X dans
Y telle que f(r)=O si n est standard et f(n)=1 si non. En effet, soit f une
telle application et soit E= {n € X/f(n)=0}. E contient tous les entiers standard
or, ceux-si ne constituent pas un ensemble (Ceci se démontre comme ’énoncé
analogue de IST) donc E contient un 7, non standard. On a donc f(n)=1 ce
qui contredit le fait que nyEE.

REMARQUES. 1. Si X est a-standard et si F est un ensemble fini con-
tenant tous les éléments c-standard de X alors X=st, F N X.
2. Si X est infini, I’ensemble F ci-dessus n’est pas a-standard car s’il en était
ainsi on pourrait, en utilisant 'axiome de transfect, montrer que XCF ce qui
contredit le fait que X est infini.
3. Il découle du théoréme 2 que si z et p sont deux entiers tels que p<<n alors,
p est n-standard. Cela implique que si # n’est pas -standard alors, les entiers
a-standard sont tous inférieurs a z.

On voit en lisant les théorémes 1 et 2 a quel point la définition mathématique
dans ZFC du mot fini lui donne un sens différent de son sens intuitif.

On peut traduire la remarque 3 précédente en disant que 'ordre usuel dans
N est compatible avec la standardicité. Nous allons montrer que la propriété
d’existence d’un ordre compatible avec la standaridicité est liée a la dénom-
brabilit¢ de X. Plus précisément, nous dirons qu'un ordre < sur un ensemble
X a-standard est compatible avec la standardicité, si, pour tout x tel que «
x-standard, y<x implique y x-standard (Dans le cas ou X est standard, il est
clair que la condition & x-standard set superflue).
Nous enoncerons alors:

Théoreme 4. Si X est un ensemble c-standard, alors X est dénombrable
st et seulement si il existe sur X un ordre total a-standard compatible avec la stan-
dardicité.

Demonstration. Supposons X a-standard et dénombrable. Il existe alors
une bijection a-standard @ de X sur N. Soit I'ordre < sur X défini par y<x si
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et seulement si @(y)<@(x). On a bien une relation a-standard, et Pordre est
total. Soient x et y deux éléments de X tels que a soit x-standard et y<x;
les conditions @ a-standard et @ x-standard impliquent @ x-standard donc ¢(x)
est x-standard; comme @(y)<¢(x) la remarque 3 nous dit que @(y) est o(x)-
standard, il est donc x-standard, Iapplication ¢! étant x-standard (comme @),
on obtient que y=@ [@(y)] est x-standard.

Réciproquement, supposons donné sur un ensemble X a-standard, un ordre
total < ar-standard compatible avec la standardicité. Soit F une partie finie de
X telle que X=st, F. Pour tout x€ X, posons X,={yEX/y<«}, n,—=cardinal
de X,. Dans le cas ou x est a-standard, tous les éléments de X, sont a-
standard donc, X,CF. Puisque F est fini, il en est de méme de X,; n, est
donc un entier q-standard. On peut donc utiliser le théoréme de constuction
pour définir une application ¢: X— N, en associant 4 tout élément x @-standard
I'entier n,; on vérifie que @ est injective, X est donc denombrable.

3. L’analyse dans RIST (Quelques éléments)

On utilise le predicat SR pour définir des relations d’equivalence infinitesi-
male de tous niveaux. Soient x,y et # des nombres réels, nous dirons que x est
t-(infinitesimalement équivalent) a y, et nous écrirons x'~ y, si pour tout réel
&>0, t-standard, on a| y—x| <€.

Voici sans preuves quelques propriétés immédiates des relations'~.

- Chaque’~ est une relation d’équivalence.

- Si s est z-standard, alors x'~ y implique =~ y.

En calquant nos démonstrations sur la preuve des caractérisations dans I.S.T.
quand les constantes sont standard, on obtient sans difficulté.

Théoréme 5. Si E est une parite t-standard de R, et si x est un point 1-
standard alors, x Eint E (Intérieur deE) si et seulement si: YyER (y'= x=>y€EE).

Théoreme 6. (Critére externe de continuité) Si f est une application t-
standard de R dans R et si t est s-standard alors f est continue au point x t-stan-
dard si et seulement si: VyeER (y*~ x=>f(y)'= f(x)).

Théoréeme 7. Si f est une application t-standard de R dans R alors, si t
est s-standard, f est uniformément continue si et seulement si: Vx,yER (y*~x=>

J()'= f(x)).

Théoreme 8. Soient (f,) une suite t-standard d’applications de R dans R,
et f une applications t-standard de R dans R. Supposons que t soit s-standard.
Alors on a:

(fa) converge uniformément vers f si et seulement si: VneENVxeX (n'=+>=>

Ja(®)'= f(2)),
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Ici, =+~ signifie 1/n°~ 0.

Utilisons les caractérisations ci-dessus pour établir que la limite uniforme
d’une suite de fonctions continues, est une fonction continue.

Soil (f,) une suite de fonctions continues de X dans R qui converge unifor-
mément vers une fonction f de R dans R.

Soient xR et fixons un ensemble ¢ tels que x et (f,) soient ¢-standard.
Le principe de transfert implique que f est aussi ¢-standard. Soit m un entier
tel que m’=+=, on a alors f,, m-standard et ¢ m-standard.

Pour tout yE R tel que y"~ x on a d’aprés les théorémes 8 et 7:

F)= fu(9)"= ful®)'= f() -

On a donc: y™* x=>f(y)'~ f(x). 1l suffit d’appliquer le théoréme 6 pour con-
clure.

Il existe une démonstration analogue a celle-ci dans I.S.T., cependant elle ne
s’applique qu’a des objets standard. D’autre part, du fait que 'on ne dispose
pas de plusieurs niveau de standardicité dans I.S.T., il est nécessaire de faire
appel au principe de permanence.

Il est également possible de donner une caractérisation directe, dans R.I.S. T,
de I’ensemble des points de continuité de la limite simple d’une suite de fonctions
continue. Nous aurons:

Théoréme 9. Soient (f,) une suite d’applications continues de R dans R,
qui converge ponctuellement vers une applications f. Soient t un ensemble tel que
((f.), f) est t-standard, &= O un réel strictement positif, et un entier n*~+=. Si on
note E(n, &)= {xER/| f,(x)—f(x)| <&}, alors on a, pour tout xER tel que x t-
standard: f continue au point x> xEint E(n, €).

Démonstration abrégée. Soit x z-standard tel que f soit continue au point
x et soit "~ x on a:

f,,(y)”“fl,,(x)’zf(x)”“f(y) d’ou lon tire f,(y)°~ f(y) puis yEE(n, &) et enfin, xE
[ | I |

facont. limf,=f fcont.enx

int E(n, €).

Réciproquement, soit x ¢-standard, xEint E(n, §). Pour tout y"~ x, on a:

f([ y)i= f,,l( Iy)”= f,,l(alc)e= f(aT) Donc f(y)'~ f(x), et f est continue au point x.

yeE(n,e) f,cont. limf,=f

On démontre facilement, en s’inspirant de la preuve du théoréme analogue

dans I.S.T.

Théoreme 10. Si K est une partie de R, alors pour tout s tel que s n’est pas
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K-standard, on a:

K compact & [VxeK 3 ae K (x¥~ a)] & [V' x€K I a€ K(x*~ a)].

4. Consistance relative de RIST
A. Extensions successives ajustées d’une superstructure

Pour établir la consistance relative de RIST, nous avons besoin de con-
struire une suite intuitivement finie d’extensions S—?S—s.--?S—..-“S, d’un
ensemble S convenablement choisi, qui satisfont 4 de bonnes propriétés. Nous
anticiperons en annongant déja que 28 sera la U-ultrapuissance de S selon un
ultrafiltre U correctemment choisi, que 3S sera la *U-*ultrapuissance de %S, ‘S
sera la **J-**yltrapuissance de 3S etc:--. Les notions que nous venons d’évo-
quer, ultrapuissances et *ultrapuissances d’un ensemble, saturation etc.. sont
précisées ci-dessous.

Nations et definitions

Dans ce qui suit, S sera une superstructure compléte batie sur un ensemble E.
Rappelons ce qu’est la superstructure compléte bitie sur un ensemble E.
L’ensemble E étant donné on définit inductivement les ensembles:

Ey=E, E, = E,U(E), -, E,=E,_,UPE,_,)
On pose S=U;ex E,, S est la superstructure compléte batie sur £ on a:
E,cEc--E,CE,,,-CS.
On a aussi la propriété:

SixE,, avec n>0, si xE E, et si tEx, alors tEE,_,.

Démonstration. Supposons xEE,—E,. Soit n, le plus petit entier tel que
x€E,;ona: x€E, Ax&E, _, donc, x€P(E, ;). On en déduit que, sitEx
alors t€E, _,. CommeE, _ ,CE, ,,onat€E,_,.

Avant de poursuivre, remarquons qu’il n’était pas strictement indispensable,
pour notre preuve de consistance d’étendre une superstructure compléte cepen-
dant, outre que nous avons trouvé plus confortable de procéder ainsi, nous
pensons que ces extensions présenterons une utilité pour des applications
ultérieures, non abordées dans ce travail. Nous pensons, en particulier, 4 une
éventuelle généralisation des méthodes de complétions (hull methods) qui ont
été appliquées dans [6, 10].

Nous noterons & I'ensemble intuitif des formules du langage de ZFC ayant
tous leurs quantificateurs bornés (toutes leurs variables liées sont astreintes a
évoluer dans un ensemble fix¢). Si A(xy, -+, x,) est une formule de F ayant au
plus z variables libres «xy, --+, x,, si a,, +--, a, sont des ensembles et R une rela-
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tion binaire nous noterons Ag(a,, -+, a,) la formule obtenue en remplagant
chaque occurence des x; par a; et chaque occurence de € par la relation R.

Soient M et M" deux ensembles, R et R’ deux relations binaires sur M et
M’ respectivement, nous poserons:

DfriNiTION 1. Nous dirons que (M°, R’) est une i-extension de (M, R) ou,
plus simplement, une extension de (M, R) si il existe une injection, 7, de M dans
M tell que, pour toute formule A(x,, «+-, x,) de &, avec n variables libres et
tous a,, -*+, a, dans M: Ag(ay, -+, a,) ® Ap/(i (ay), -+, i(a,)).

Dans ce cas, nous ecrirons: (M, R)— (M', R') ou, (M,R)—(M', R’) si
aucune ambiguité #n’est 4 craindre. Si R et R’ sont les relations d’appartenance
sur M et M’ respectivement, on écrira plus simplement M—,M’' ou, M—M’.
Si on a une extension (M, R)—,(M’, R'), si A(x,, :+-, x,) est une formule de &,
et si a, **+, a, EM, on dire que I'énoncé Ag(i (a,), -+, i(a,)) est le transféré dans
(M', R") de Ag(ay, +++, a,) ou que Ay(i(ay), ++,2(a,)) a été obtenu en appliquant
a Ag(ay, +++, a,) la propriété de transfert.

Nous prendrons la liberté, tout au long de ce chapitre, de désigner par le
méme symbole “€”, le prédicat d’appartenance de la théorie des ensembles, et
les relations d’appartenance sur M et M’'. Supposons construite une suite
%8, 38, .-+, ?8, ---, “S---d’ensembles, telle que:

IS=8—>28—>38..>"S —>...

Si i et j sont tels que < j<w, nous noterons, pour tout x&’S, ‘x 'image de x
dans /S si <j, et nous poserons ‘x=x. On aura donc, si i< j<k<w, pour tout
xE'8S, ¥(x)="*x.

DerFiNITION 2. Si A4 et B sont des éléments de ‘S, et si f: A—B est une
application, nous dirons que f est une application ‘interne de A dans B si f€’S.

Si Y et Z sont deux elements de ‘S on montre, en transférant dans ‘S I’énoncé
correspondant sur S, qu’il existe un ensemble, élément de ‘S que nous noterons
(Yz),-.i,',t et tel que:

(1) Vfe'S(f€(Y?);.m(f est une application ‘interne de Z dans Y)).

On démontre par transfert également que:

(2) Si A4 et B sont des éléments de ‘S et si i<j on a alors: (Y4’%) ., ='(4%)
(3) VneN3AIF,e'SVte’S (tcF,»(tE'N et t'<n).
On peut alors poser les définitions suivantes:

DeriNiTION 3. Si F &S, nous dirons que F est fini si: In€ N If &(F7);.ine
(f est une bijection).

On démontre par transfert, que si <{j alors on a:
(4) VFe'S (Ffinie’F fini).
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- Nous noterons par P I’ensemble des poly-indices entiers non nuls, strictement
croissants,

P = {(P17P2’ "'Pk)eN*XN*X"'N*: kEN*’Pl<P2<"'<Pk}

« Si P=(py, pp, - Pr) EP, si AES,*S et A sont des écritures abrégées pour
les produits cartésiens: 18 X728 X -+-%8) et 214X 24X ---%+ A respectivement.
On aura donc, en particulier, pour tout pE N*, NS=’8 et W 4=*4.

+ Si P=(py, P2, *** ps) € P, nous poserons s(P)=Sup {py, ps, *** P} =ps-

« Si P=(py, ps, - pr) EP, si A=(4,, A4,, -+, A;) et B=(B,, B;, -++, B;) sont deux
éléments de ?S, nous écrirons A|C B pour (4,CB,) et (4,C By) et-+-(4,CB,),
si w=(%,, &, ***, &;), nous écrirons x| € B pour (x,E B)) et (%, EBy) et-++(x, EBy).

+ Si P=(py, ps, *** Pr) E P, si x=(xy, %y, +++, %) E?S et si j>>s(P), nous poserons
Te=("2y, "%y, +++, %),

REMARQUE. Dans ce qui précéde, x n’est pas en général élément d’un ‘S
(avec 1< j), ‘x n’est donc pas I'image de x dans ’S, pour une extension ‘S—’S
toutefois, dans le cas ot les coordonnées de x sont dans un méme 'S avec i < j,
nous savons démontrer que (“xy, ‘x,, -+, ‘x,) est I'image de (xy, x,, -+, %) dans
’extension ‘S—’8. La notation est donc cohérente.

DEFINITION 4. Si P=(py, po, - pp) EP et si F=(F, F,, ---F,)EFS, nous
dirons que F est “fini si chaque coordonnée F; de F est #finie.

DEFINITION 5. Soient P=(py, p,, -+ ) EP, si s et j sont des entiers tels
que s(P)<s<j, BE?S et be’S. Si A€’S et b (A)**, (on dira que b est
une relation (k+1)-aire ‘interne sur A4) nous dirons que b est “concourante sur
B dans °S si,

VFE’S (F|CB et F *fini) = 3ye*S Vx| €F (x, 'y)€b) .

Pour P=(1) et s=j, nous dirons plus simplement que & est concourante sur
B.

Avec b, B et A comme dans la définition précédente et 7<<s<j nous poserons:

DEFINITION 6. Nous dirons que & est B-idéalisable dans °S si, 3ye’S
Vx| €B(x, 'y)Eb.

Soient des ensembles M, M, -+, ?M---, "M, tels que ‘M—:M—3M---—"M.
On notera &F(p) la famille de formules telle que:

si x et y sont des variables ou des ¢léments de “M, (xE y) est dans F (p),

si F et F’ sont dans F(p) alors, FAF’ et —F sont dans F(p),

si XE€'M, avec p<g<w, et si la formule F(x), oi x est une variable libre,

est dans F(p), alors IxEX F(“x) est dans F(p). Nous dirons que les

formules de F(p) sont des p-formules sur “M.
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Le résultat principal est le suivant:

Théoreme Pour tout ensemble S, il existe une suite d’ensembles, ?S, -+, *S---,
“S, -+ telle que:
i) S=!S§—>8—>38..-—>"S:.
i) SiP=(p', p2 - p)EP et si 1<s(P)<s<j, alors pour tout BE?S et toute
relation (k+1)-aire bE’S:
b est Pconcourante sur B dans °S si et seulement si b est B-idéalisable dans °S.
iit) St p<w et si E(y) est une p-formule sur “S avec y comme seule variable libre,
alors:

VZerSAYe’S Vxe?’S (x€ Y oteZ ANE(“x))

Nous dirons que 28, -, S, «--“S, -+ est une suite d’extensions successives
ajustées de S.

On pourra trouver démontrée, sous différentes formes dans [1, 2, 7, 10], et
avec des notations différentes des notres, I'existence pour tout S d’un ensemble
%8 tel que:

i) S-2S,

iii) pour tout BES et toute relation binaire b&2S: b est concourante sur
B dans %S si et seulement si b est B-idéalisable dans 2S.

En réalité on a méme un résultat plus général (voir [10]): B peut étre une
partie quelconque de 2S, B n’est pas forcément interne (élément de 2S). Bien
sir, pour énoncer dans notre langage une proposition correspondant a celle qui
figure dans [10], il nous faudrait généraliser les définitions 5 et 6 au cas oi B n’est
plus interne.

Chez les auteurs cités précédemment, %S est une ultrapuissance bornée de
E selon un K-bon ultrafiltre, K étant un cardinal supérieur a card(S). La
notion de K-bon ultrafiltre et ses liens avec la saturation des ultraupissances
ont été étudiés par H.J. Keisler, [7, 8], en particulier il a établi existence de
JK-bon ultrafiltres pour tout cardinal infini. Un énoncé plus précis de son
théoréme d’existence est donné dans [7, 10] et démontré dans [7]. Rappelons la
définition des K-bon ultrafiltres.

Si I est un ensemble infini, et si K est un cardinal, nous dirons qu'un ultrafiltre
U sur I est K-bon si:

a) 1l est §-incomplet,

b) si card(X)<K et si f set une application croissante du filtre de Fréchet
FAX) sur X dans U alors, il existe une application h de Fo(X) dand U telle que
pour tous F et G dans Fo(X), h(F)Cf(F) et h(F N G)=h(F) N k(G).

Démonstration du théoréme

S étant donné comme précédemmement, on se donne un K-bon ultrafiltre U
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sur un ensemble I, avec K >card(S). Pour construire les extensions succes-
sives de S vérifiant les trois propriétés du théoréme principal, nous avons choisi
de travailler dans un univers suffisamment riche pour contenir S et I, qui soit
un ensemble, et qui soit fermé pour les opérations ensemblistes usuelles, intersec-
tion, réunions passage a ’ensemble des parties. Cela impliquera qu’il sera stable
pour les produits cartésiens, qu’il contiendra U etc--+ La superstructure compléte
X bitie sur un ensemble T contenant S et I fera 'affaire.

L’univers X étant choisi une fois pour toutes, nous construirons suite X, 2X,

-, X, .--"X, .., tells que X—>2X—..-?X ... "X —... et vérifiant de plus, pour
tout pEN, ?X=U ,en?T,(*T, est une écriture simplifiee pour *(T,), qu’il ne
faut surtout pas confondre avec (?T,)!. Les ensembles %S, ---*S, ---“S--+, seront
les images de S respectivement dans %X, ---?X, ---“X--.. Il nous faut donc:
a) construire 2X, ---?X, --*X..o
b) vérifier les conditions i), ii) et iii) pour la suite S, ---2§, -+-“S--,

a) Construction de la suite 2X, ---?X, ---“X..-

Soit p>1, si p>1, supposons que nous ayons construit 2X, ---?X tels que
X—?X—---?X et pour tout k< p, *X= N ,en*7T, construisons **'X a partir de *X.

Si xEX avec i<<p, notons ?x 'image de x dans ’extension ‘X—*X. Nous
conviendrons de poser ‘x=x

Construisons d’abord un ensemble ?*'X’, et une relation binaire €, sur
PHIX’; tels que (?X, €)= (*"'X', € 4y).

Pour cela, nous définirons sur U ,ex?[(7,)"], deux relations binaires notées
respectivement “‘p,” et “~,” en posant, pour tous f, € U ,.en ?[(T,)']:

frog = i€l fi)Eg(i)} €U,
f=~,ge (i€ f(i)=g()} €U .

On démontre sans aucune difficult¢ que la relation~, est une relation
d’équivalence, grice aux propriétés suivantes, qui sont des propriétés des filtres
si p=1, et puis s’obtiennent en transférant ces propriétés dans ?X si p>1:

a) ?’Ie’U,

b) (uE?Uetve’U)=>unNveE?U),

c) Ywe’X [(Jue?U ucwc?l))= we?U].

Si f€ U uen ’[(T,)"], nous noterons cl,(f) la classe d’é¢quivalence de f pour
~, nous noterons **'X’ I'ensemble des classes d’¢quivalences. La relation p,
étant compatible avec la relation ~, vérification immediate, nous définirons
ensuite une relation binaire £,,, sur **'X’ en posant: Pour tous f et g dans
Unen "UTH)T (/) € prrcly(8) = fpp -

Si xE*X, alors I'application constante x: ?]—?X, telle que x(#)=x pour tout
1€ ,?I est dans ?X (utiliser pour le démontrer, le transfert dans I'extension
X—?X de I'énoncé dans X:
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VxeT, If€(T,) Vil (i, x)f)).

On peut donc définir une injection Z,: ?X—?"'X" en posant, pour tout xE
PX, i,(x)=cl,(x).
Nous noterons: Red *(X7)=U ,en?[(T%)’]- On a alors,

Proposition 1.
(X, €)= ("X, €,1y) .
La démonstration est une conséquence immédiate du lemme suivant:

Lemme 1. Si A(x, x,, -+, x,) est une formule de F ayant exactement n vari-
ables libres si f,, f5, ++, f, sont des éléments de Red?(X"), alors on a:

Aepn(dﬁ(fl)’ cly(f2)s ++cly(f)) & Ap(fi, fos 5 fa)
& {1€IA(f((@), £(), -, [,())} €U .

Démonstration. La premiére équivalence, qui est clairement vraie pour les
formules élémentaires, de la forme x,Ex,, par définition de de la relation €,,,,
se démontre sans la moindre difficulté par induction sur la complexité de A.

Demontrons la seconde équivalence. Dans le cas ou p=1, le lemme est une
propriété bien connue, que 'on peut démontrer en reprenant par exemple, la
démonstration de L. Haddad dans [5], bien que celle-ci concerne des ultrapuis-
sances non réduites. Ou en adaptant la démonstration du théoréme de LOS
donnée dans [1]. Sa preuve, par induction sur la complexité de la formulé
A(x,, x,, ***, %,), ne présente pas de difficulté majeure. Pour le cas ou p>1, on
utilise le transfert dans 'extension X—*X. Soient fi, f,, -+, f, des éléments de
Red #(X”); a cause de l'inclusion des T, on peut supposer que tous les f; sont
dans un méme ?[(T,)"] or, le lemme étant vrai pour p=1, on peut ecrire: (1)

VAE(TH)' VLE(Tw) Y fu &(Tw)'

[Ap,(fb fa ""fm)ﬁaue UvVviel(4 (i), 1:(0), s ) eisu)].
Bien que p, ne soit pas un ¢lément de X, son domaine est X tout entier, on voit
en remplacant dans A4, (f,, f>, -*, f,) chaque occurence d’une sous formule de la
forme f p, g par la formule IveU Vi€ I (f(}) € g(i)<iEv), en transférant dans
?X P’énoncé obtenu et en remplagant ensuite les sous formules de la forme
et Vie?l (f(i)Egi)«iE€v) par f p, g, que (1) équivaut a:

VHENT)' VY LENT,) -V f,€X(T,)

[APp(fl)fZ’ "'»fn)@auEpU vie?r] (A(fl(l)’fZ(l)’ 7fn(z))©zeu) .

Ceci achéve notre preuve.
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Démonstration de la Proposition 1. Soient A(xy, %5, -+, x,) une formule
de Fet ay,a, -+, a, des éléments de ?X. On a alors Ae, (i)(a), i)(a), -+,
1)(a,)) = A, (@, @, +++, a,), les a, désignant chacune, dans le membre de droite,
Papplication constante i—>a;.

D’aprés le lemme 1, Apy(a,, @, -+, a,) = {i € 21| A(a,(3), ay(2), -+, a,())} E?U.
Comme les a, sont constantes, {iE 21| A(ay(i), 6x(2), -+, a,(7))} est égal a4 ¢ si
A(ay, -+, a,) est faux et ?I tout entier si A(ay, -+, a,) est vrai. Comme, des deux
ensembles ¢ et 71, seul le second est élément de ?U, Ap,(a,, a,, **+, a,) est vrai si
et seulement si A(ay, *++, a,) est vrai. Donc Ae,  (i,(a1), 7,(a2), -+, 1,(a,)) est vrai
si et seulement si A(ay, a,, **+, a,) est vrai. La proposition 1 est donc établie.

Propriétés de V' X’
1. Pour x&*Y' X' il existe nEN tel que xE ., 1,(T,).
2. Six€,,,1(T,), avec n>0, si x4, 1,(To) et si tE 4y, x, alors tE 5y, 1,(T,-,).

Démonstration. 1. Soit x un élément de ' X", par définition, il existenE N
et p2(T}) tels que x=cl(p). {i€?l|p(t)E?T,} ="IE*U donc, cl,(p)E 4, cl,
(*T,) par définition de €,,,. On a donc xE,,,7,(T,), ce qu’il fallait démontrer.
2. Si t€,y, x, il découle de la propriété 1 que tE,,,17,(T,) pour un certain
entier m. La propriété 2 s’obtient par transfert dans (**'X’, €,,,) au moyen
de z,, pour >0 de ’énoncé:

vieT, VxeT,-T((tex)=>teT,)).

On identifie ensuite ?*'X’ a une partie **'X de la superstructure compléte
X, bitie sur #*'T, et la relation €,,, sur **’X’ a la relation d’appartenance
sur +1X.

On procéde de la maniére suivante, en construisant une injection,
Jp: X’ — X, en posant:
Jo(x) = xsi xE 44, 1,(T)
7o(x%) = {7,(t): tE pyy &}, si w01 1,(T)
Il découle des propriétés 1 et 2 précédentes que j, est bien définie. Il est clair,
d’autre part, que pour tous x et y dans ?*'X": j,(x) € j,(y) X E 11 .
Posons ?*' X=j,(**'X’). Si on définit ensuite une application injective:
hy: P X — HX,
x— My = joi,(x) .
On aalors: a) ?Y'X = U,en?"'T,,
b) ?X—, "X

Démonstration de a). Sit&?*'X alors, par définition, il existe xE?* X" tel
que t=j,(x). D’apres la propriété¢ 1 de ?*'X, x=1i,(s), avec s dans un 7,,. Donc
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mjpoiy(s) =,
Comme s€ T, implique ?*s&?*'T,, on a t&?*'T,.

Démonstration de b). Pour toute formule A(x,, x5, ++-, x,) de &F ayant ses
variables libres parmi x;, x,, -**, x,, €t tous a,, @y, -+, a, éléments de ?X on sait,
d’apres la proposition 1, que I'énoncé 4(ay, a,, -+, a,) est équivalent A Ae,, (i)(a),
i(ay), *++,1,(a,)). 1l reste donc a établie I’équivalence:

Aeoﬂ(ip(al)’ iﬁ(aZ)) Ty 2"fl(aﬂ)) Aad A(p+1ab p+la2’ Tt AM.lan) .

Pour établir cette derniére équivalence, pour tous ay, a,, **-, 4, dans ?X il suffira
d’établir que, pour tous by, b,, -+-, b, dans ?*' X", on a:

Aec,, (b, by -+, b,) = A(fy(by), jo(B2), =+, J5(4)) €t de voir que, pour b,=i,(a;), on a
par définition j,(b,)=?*'a,. C’est cette derniére propriété que nous allons établir
maintenant.

Cette propriété est vraie pour les formules élémentaires de la forme A(x;, x,)
=(xEx,). En effet, si b, b, sont deux éléments de **'X’, alors on a: 4g,,,
(b1, by) = (b€ i1 by), OF (D€ iy b)) & (J5(B) E 7o(02)) = A(Jp(D1), j,(B2)) (Par defini-
tion). Si A(xy, &3, «++, x,) et B(xy, x5, *++, x,) sont deux formule de & ayant leur
variables libres parmi x;, x,, **, &, si pour tous by, by, «++, b, dans ?*' X", I’équiv-
alence est vraie pour chacune d’elle, alors il est immediat qu’elle sera vraie
également pour 71 4 et pour AAB. Supposons maintenant A4 (x;, x;, =+, &,) =
Axex, B(x, x,, **+, %,) et que la propriété est vraie pour la formule B. Donnons
nous by, by, +*-, b, dans ?*'X" alors on a:

Ae,, (by, by, -, b,) = AxE 14, by Be,, (%, by, -+, by).

AxE 1,0 Be,, (%, byy -+, be) T xEPHX (¥ E 4y ) A Be,, (%, by, +++, by)).
En utilisant, la surjectivité de j,, et les équivalences, (xE,,, b)) = (j,(*) Ej,(by)) et
Be,, (% by ++5 by) = B(7y(%), jy(82), *+*5 jo(ba)), On voit que
A2 X'(¥€ p11 b)) A Be,, (%, by, -+, b)) @A xE (b)) B(x, j5(8), **5 7 5(b4))-
Le membre de droite étant identique 4 A(j,(5y), j5(b2), ***, j5(84)), ceci termine
notre preuve.

€p+1

Avant de passer a I’étape suivante, il nous faut établir une propriété des
ensembles “finis, dont nous nous servirons par la suite.

Propriété Si FE’X est Pfini alors: pour tout m>s(P), x| E"F si et seule-
ment si il existe un t| EF tel que x="t.

Démonstration. Nous allons d’abord établir la propriété pour k=1. Soit
P=(p), et soit, pour F *fini I'’énonc¢, V x&"F It F("t=x). Montrons que sa
négation conduit a la une contradiction, cette contradiction s’écrivant:

vitin R(Axe"FVieF("t+x)) = Ix€FVtEF (t*x)). (E(p, m))
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Il est tout a fait clair que ceci est une contradiction car, xEF et V| €
F(t=+x) impliquent x=%=x!!
Montrons par récurrence que 'on a E(p, m) pour tous p et m tels que 1 < p<<m.
a) E(1,2)est vrai: Soit F un ensemble 'fini de 'S, autrement dit, une partie
finie de S. L’énoncé Ix2F Vi€ F(%t=x) équivaut a:
dteFIVieF u(t)eUVicl ((t+E(G)<iSu(t)).
Soit 9= N ,er #(£); F étant fini, on a vE€U donc, v=+¢. Prenons un 7 dans v
et posons £()=x. On a alors ¢==x pour tout tEF. E(1, 2) est donc démontré.
B) Pour tout, p, E(p-+1, p) est vrai:
E(1, 2) équivaut a:
Viin F(AE€F!VteF u(t)eU VieI((t+E£(0) =i su(t)))
= dxeFVteF(t£x)).
Transférons dans ?X ce dernier énoncé, on obtient:
Vitin p(Age!(FN)YteF Ju(t)e?U Vie?]((t+£() oisu(t)))
= dxsF VteF (t+x)).

Cet énoncé équivaut a:
vitie B(Axe?™ FVtEF (**'t+x)) = IxeF ViEF (t+x)).

On a donc E(p+1, p).

v) Si E(m, p) est vrai, alors E(m-1, p) est vrai.

E(m-+1, p) s’écrit:

vetin f(Axet! FVteF("* t+x)) = Ix€F VtEF(t+x)), ou

Vi F((Axent! FVYte F(""Y("t)%x)) = 3xF Vt<F(t+x)). Mais 'hypothése
de récurrence implique que "t parcourt tout "F quant ¢ parcourt F donc,
E(m+1, m) équivaut a:

v#in B((3xemt! FYte"F("'t+x)) = IxF Vi< F(t=x)). cet énoncé est vrai,
il decoule de E(m-1,m) appliqué a P’ensemble "fini, "F. Ceci achéve notre
récurrence.

Si k>1, soient P=(p,, ***, pr), F=(Fy, Fy, +:+, F};) une partie *finie de *X,
m>>s(P), donnons nous x=(x;, &y, **+, &) | €"F=("F,, "F,, -, "F;). Chaque F,
étant p ‘fini, d’aprés ce qui précéde il existe, pour chaque indice 7, un t;EF; tel
que x;="t;,. On voit que, si on pose t=(¢,, t,, -*-, #;), on a bien x="¢.

b) vérification des trois conditions du théoréme principal

a) vérification de la condition 1)

Si on définit les ‘S, comme plus haut alors, si on note pour tout p, 4} la
restriction 4 28 de 4, alors, Aj(?S)C?*'8 car, pour tout tE?X, comme *SE?X,
si tE’S on a ?*'t&?*'S donc: si x=h;(t) avec tE?S on a, x=h,(t)=""te?HS,
On voit immédiatement que Aj: ?S—?*1S est une extension.

B) vérification de la condition ii)
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On sait que, si U est un K-bon ultrafiltre sur I, avec K>card (S),
alors si on pose, pour p<w, ’S=U ,en’E,, on a une extension S—28, avec
idéalisation et saturation. Cela implique que, “pour toute relation binaire b&3%S
et tout BES, b est concourante sur B dans %S si et seulement si elle est B-
idéalisable dans 28”. L’idée de départ est la suivante: si on remplace I'énoncé
entre guillemets par un énoncé équivalent dans X, puis on transfére ce dernier
dans ?X, I’énoncé ainsi transféré équivaut a “‘pour toute relation binaire
be?*1S et tout BE?S, b est concourante sur B dans ?™'S si et seulement si elle
est B-idéalisable dans #*!S”’. On a donc immédiatement ii), dans le cas P=(p)
et g=p+1. C’est un peut peu plus compliqué pour le cas général mais les
principes de base restent les mémes.

La suite de notre démonstration nécessite deux lemmes.

Le lemma 3 est un corollaire d’un résultat plus général que 'on peut trouver
énoncé et démontré dans [10], théoréme 1.6.3. Sa démonstration n’etant pas
évidente, et afin d’avoir un texte auto-contenu, nous en donnerons quand méme
une preuve.

Lemma 2. Soit U un ultrafiltre sur un ensemble I et K un cardinal infini;
si U est un K-bon ultrafiltre alors, pour tous ensembles Y et Z et toute application
BE(P(YXZ)) et toute partie A de Y telle que card (A)< K on a:

(Ve Fc A3geZ! VfEF (<I/(f(i), s(i) EB()} V) &
IfeZ'VfeAlLel/(f(@), D) EBWH} EU .

Démonstration. Soit K un cardinal infini, U un K-bon ultrafiltre sur un
ensemble I et 4 une partie de Y7 telle que card (4)<<-K. Introduisons quelques
notations.

Sifed, geZ! et si F est une partie finie de 4 nous définirons les parties
de I suivantes:

u(f) = {€IBy<€Z(f(2), y) EBM)} »
w(F) = Nseru(f),
u(f, 8) = LEI(f(), g0)EBE)}
u(F,8) = Nyeru(f.8) -
Il nous faut donc démontrer que,
(VinFcA3geZ!(u(F,g)EU)) «If,eZ' VfEA (u(f, g)EU).
Supposons donc vérifié le premier membre de I’équivalence. U K-bon
implique que U est -incomplet donc, il existe une suite (I(n)) d’éléments de

U tell que N,enI(n)=¢. SiF est une partie finie de 4 nous poserons v(F)=
A—F. Avec ces notations, nous pouvons définir une application,
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p:Fy(A)— U  enposant, pour tout v(F)EF+(4),
p(@(F)) = u(F)NI(card(F)) . '

Comme u(F, g)Cu(F) et w(F, g)EU on a bien u(F)EU et donc i(v(F))EU.

I1 est immediat que p est croissante aussi, d’aprés la définition des K*-bons
ultrafiltres, il existe une application multiplicative, #: F«(4)—U dominée par p.

Pour chaque 7 fixé dans I posons B;={f€A/i€h(v({f}))}. Montrons
que si on pose n(fj)=Max {kEN/[icI(k)} alors, card B;<n(i). Supposons
qu’il n’en soit pas ainsi il y aurait alors une partie finie F de 4 telle que
card (F)=n(/)+1 et FCB;. Pour toute fonction f EF, iEh(v{f}) donc en ten-
ant compte de la multiplicativité de 4;

1€ N jer h(V({f})) = £(N rer v({f})) = A (v (F)) .

Comme k(v (F))C p(v(F))C I(card(F)), cela contredit la définition de #(z).
B; est donc fini et si 'on pose Y;={yeZ/VfEB,(f(@),y)ER(%)} alors, Y;+¢.
En effet il découle de la définition des B; et de la multiplicativité de ~ que

i€h(v(B)C p(v(By) = I(card (By)) Nu(B,) ;

donc, i Eu(B;) et donc, Aye Z|V f = B,(f(7), y) €B(Z) ce qui montre bien que Y;
est non vide.

Pour terminer on se donne une fonction f,EZ’ telle que pour tout i1
Jfo(}) EY; (une telle fonction existe grice 4 la non vacuité des Y; et a 'axiome du
choix), et on montre que f, posséde la propriété souhaitée. Dans ce but prenons
feA et ich(v({f})) on a alors fEB; donc (f(¢),fo())EB(F). L’ensemble
u(f, fo) contient A(v({f})) qui appartient a U donc: u(f, fy)EU ce qui achéve
notre démonstration.

Lemme 3. Si P=(py, po, ***, D) EP, q et r sont tels 1<s(P)<<q<r, alors
pour tout BETS et toute "relation (k+1)-aire) bE'X on a:

b est Pconcourante sur B dans ‘X < b est B-idéalisable dans °X.

Démonstration. Notons I(P, g, r) la proposition que nous voulons démon-
trer. Nous ferons une démonstration par récurrence. Les étapes de la récur-
rence seront les suivantes:

a) On démontre I((1), 2, 2).

b) On démontre I((p), p+1, p+1) pour tout entier p.

c) On établit que, pour tous P et g tels s(P)<<gq, I(P, g, q) implique I(P, ¢+1,
g+1).

d) On établit que, pour tout P et tout m tell que (P, m)eP, I(P, s(P)+1,
s(P)4-1) implique I((P, m), m+1, m+1) ce qui, avec b) implique que l'on a
I(P, s(P)+1, s(P)+1) pour tout P.

e) On établit que, pour tous P, g et r tels que s(P)<¢<r<w, I(P, ¢,r) im-
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plique I(P, g,7+1) ce qui, compte tenu de b), c) et d), implique que l'on a
I(P, q,7) pour tous P, g, et r tels que s(P)<q<r.
a) Montrons I((1), 2, 2):
Comme BES et card (S)<K, on a card (B))<-X donc, si 4 est I’ensemble
des applications constantes de I dans B, card (4)<<.K. Puisque b&2X, il existe
un entier z tel que bC2T, X 2T, et une application B (P (T, X T,))" telle que
b soit la classe de @ modulo U. Il suffit donc d’appliquer le lemma 2 avec
Y=Z=T, et A, B ci-dessus puis de remplacer les expressions:

3gcZ! VxEF {i€l/(x, () EBG)} EU et

If,eZ'VxeB {il/(x, f()))EPB(E)} EU respectivement par:
dye?T, VxeF (*,y)Eb
3ye?T, Vxe B (%x, y) €b pour terminer la démonstration.

b) Soit p est un entier quelconque, on exprime d’abord dans X I’équivalence
pour P=(1) pour tous B et b vérifinat les conditions de I’énoncé. On obtient,
n et m étant des entiers:
VBEE, VB (T, xT,)"
(Vi FcB3fe(T,) VxeFueU Vicl [(x, () EB(G) sicu])=
Afe(T,)'YxeBluceU Vil [(x, f(1)) EB(E) =i Eu])].
On transfére ensuite dans ?X ce dernier énoncé ce qui donne:
VBe?E, VBc (T, x T,))
[(V*i= FCcB3Ife!(T,)) YxeF uctU Vie?] [(x, f(i))EL(E) <icu])
e3fe?(T,))VxeBuctU Vie?] [(x, f() ER(E) =i su))].
Ce dernier énoncé équivaut a:
VB&?E, Vb PHIT, x 41T,
[(V¥fis FCB3yett'T, VxEF(**y, y)Eb) = (FyE?*IT, Vo B(*+'x, y)Eb)].

Ceci acheve la preuve du b).

c) Supposons I(P, q, q) vérifite pour P=(py, ps, ***, Pr) EP et gEN* tels que
que s(P)<gq.

Soient BE?S et b= X. 1l existe un entier n tel que b ("T,)**'. On
en déduit que b est la classe modulo "U d’une "application B telle que SC
((TW)HH).

L’énoncé (b ?concourante sur B dans "' X) est équivalent a ’énoncg,

(1) VrinpF|cBIfeY(T,)) Vx| €F uc'UVYiel [(*x, (1)) EB(E)iEu].
Soit la ‘relation binaire b&’X définie par:

(% flebe(xe'T,A fE(T,) N UVIE] [(x, () EB(E) =iEu]),

la relation (1) exprime que la "relation binaire b est “concourante sur B dans ‘X;

d’aprés I’hypothése de récurrence cela équivaut a ’énoncé (b est B-idéalisable
dans ‘X) qui s'écrit, If€(T,)") Ve€Buc'UVicI[("x, /() EL()=i€u]
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et est équivalent a, Iye™'T, VxE B (**'x, *'y)Eb) qui exprime que b est B-
idéalisable dans X. On a donc I(P, ¢+1, ¢+1).

Corollaire 1. Si I(P, s(P)+1, s(P)-+1) est vraie, alors I(P, g, q) est vrai
pour tout q tels s(P)<q.

Corollaire 2. Si 1< p<<m, alors on a I((p), m, m).

d) Supposons I(P, s(P)+1, s(P)+1) vérifiée pour PEP et montrons que si
(P, m)€e P, alors on a I((P, m), m+1, m+1).

Soit % le nombre de coordonnées de P. Soient BEFS, B’E"S et une rela-
tion (k+2)-aire b&"*'X. 1l existe un entier n tel que bC ("*'T,)**?, b est donc
la classe modulo "U d’une application "interne B3, telle que BC"((T,)**%)".

Montrons que si b est ®™concourante sur (B, B’) dans "*'X alors b est
(B, B')-idéalisable dans "*'X.

L’énoncé (b ®*™concourante sur (B, B’) dans "*'X) est équivalent a:

(1) VvrirRF|CcB[V»F'cB 3ye"tT, Vx'eF' (Vx| €F(""x, "*'x’, y)ED)].

Compte tenu d’une propriété des ensembles “fini démontrée plus haut (1)
équivaut a
(2) VrmF|cB[V»i F'Cc B 3yen"T, V' eF'(Vxer™ F(x, ""'x', y) Eb)].
Il découle de (2) que la relation binaire ("*Vinterne b(F) définie par:
(t,y)Eb(F)=te" T, A yer T, A (YxEmF (x, "'x’, y) €b) est "concourante
sur B’ dans "*'X. Aprés avoir vérifie, en utilisant le transfert, que cette derniére
formule définit bien une relation binaire de »*'X, on peut deduire, en utilisant le
corollaire 2 du c) que cela équivaut a affirmation que b(F) est B’-idéalisable dans
»+1X. On a donc I’énoncé équivalent a (2):

(3) V¥MeF|cB[AyeT,Vx'€B'(Vxe"'F(x, "'x’, y)EDb)],
ce qui équivaut a:
(4) VirRFE|CcB[3yemtT, Vx| eF(VYx'€B'(""x, "*'x’, y)ED)].
Nous allons maintenant, pour pouvoir appliquer ’hypothése de récurrence, ex-
primer modulo "U, I’énoncé entre crochets, on obtient:
(5) VR F|cB[Afe™(T,))Vx|eF(Vx'eB uc™UVie"I[("x',x',f(i))E

Bl)=icu])].

Soit, la relation (k-1)-aire "interne &’ €™ X définie par:

(t,f)EbF) =

tE€CTYAfE (TN EB E™U Vie] [(x, &', 1) € B() =i Eu)).
On vérifie sans peine, en utilisant le transfert, que cette derniére formule définit
bien une relation (k+1)-aire de "X!

On voit que I’énoncé (4) exprime que la relation &’ est Pconcourante sur B dans
"X et, grace 4 'hypothése de récurrence et au corollaire 1 du c), cela implique
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qu’elle est B-idéalisable dans "X. On a donc:

(6) IfE€™(T,))[Vx|€B(Vx'€B’ uc™"UVYie"I[("x, x', f(i)) EB() =i<u])],
qui devient, par ”passage au quotient’:

(7) 3yernT,Vx|eBVx' €B' ("%, "x’, y)Eb)

Ce dernier énoncé signifiant que b est (B, B’)-idéalisable dans »*'X,, ceci achéve
la partie d) de la démonstration.

e) Supposons que l'on ait I(P, g,7) pour P=(p,, ps, **+, p») EP, et pour des
entiers g et r tels que s(P)<¢<r. Montrons que l'on a alors I(P, ¢, r+1):
Soient BE?S et b=t X. Il existe un entier # tel que bC("T,)**’. On en dé-
duit que b est la classe modulo "U d’une "application B telle que SC"((T,)**")7).
L’énoncé (b Fconcourante sur B dans ?X) est équivalent 4 1’énoncg,
(¥) VPfirRF|cB3ye!T, Vx|eFuc'UViET[('x,"y)EL(E)wi<u].
Soit la "relation binaire 5&'X définie par:
(5,9) Ebo (T, A yE T, AU Vie'] [(x, y)E Q) =i<ul,
la relation () exprime que la "relation binaire b est “concourante sur B dans ’X;;
d’aprés I'hypothése de récurrence cela équivaut a 1’énoncé (b est B-idéalisable
dans °X) qui s’écrit, Iye’T, Vx| €BuE'UVIE] [("x, 'y) ER(i) i Eu] et est
équivalent a, IyE?T, Vx| € B("*'x, *'y) €b) qui exprime que b est B-idéalisable
dans ’X. On a donc I(P, ¢, 7+1). On en déduit que, I(P, g, g) étant vraie pour
tous P et g tels que s(P)<q, I(P, g, r) est vraie pour tous P, g et r tels que s(P)
<g<r.

Ceci achéve la preuve du lemme 3.

Fin de la démonstration de la condition ii)

Il suffit d’appliquer le lemme 3, avec bE’S. En effet, sib€"'SC'X, si BE
PS, si s(P)<q<r, si b est Pconcourante sur B dans °X, alors & est “concourante
sur B dans ‘S, si b est B-idéalisable dans X, alors elle est B-idéalisable dans *S.
En effet, si P=(py, pa, ="y Ps) €t si bC'E,, X -+ X"E,, est une relation (k- 1)-aire
de "SC'X alors pour tout x de *S, si ("x, 'y)Eb, on a 'yE'E,,

Si d’autre part yE°X, on a y€‘E,. Il suffit d’appliquer le transfert de
droite a gauche dans 'extension: ‘X—"X, a I'énonc¢” 'y€'E,,”.

) vérification de la condition iii)

Soit F(xy, &, +*+, #,) un p-énoncé sur “X, nous désignons sous ce terme une
p-formule sur “X sans variable libre, portant sur les éléments x;, x,, +++, x; de “X.
Cet énoncé est équivalent a un énoncé sous-forme prénexe, autrement dit, de
la forme:

(1) O tEX, 0, ,EX, O ta € X,y A1y, "y, o2, "ty X1y Xz, 02, Xy)
ot chaque Q; est un quantificateur, chaque X; un élément de #X avec p< p'<w,
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et A(“t;, “ty, ++*, “t1, Xy, Xy, +++, ;) UN énoncé sans quantificateurs.
Pour chaque x; nous noterons d;=min {d € {p, p+1, ---, w}/AxE* X |x;=
“x)}.

Si F est un énoncé de la forme (1) nous appellerons hauteur de F lentier,

hauteur (F) = Max {p,, pz, ***, Pm> 4y, a3, ***, A4} -
La hauteur d’un p-énoncé sur “X est donc supérieure ou égale a p.

Lemme 4. Sip<w et si E(x) est une p-formule sur “X avec une seule vari-
able libre, x, alors 1l existe une p-formule F(y) sur *X ayant y comme seule variable
libre et telle que:

pour tout sE?S, F(s) est un p-énoncé de hauteur p sur *X équivalent aE("s).

Démonstration. Soit E(x) une p-formule sur “X avec une seule variable
libre, p<w. Pour tout s€?S, la hauteur de E("s) est un entier % indépendant
de s. Démontrons qu’il existe une p-formule E’(y) telle que, pour tout sE*S,
E'(*7%5) soit un énoncé de hauteur %-1 sur =X équivalent 2 E(“s). Nous aurons
ainsi, en un nombre fini d’étapes, le résultat souhaité. Soit
F(x, 2, -+, 2)=0, 1, EX, 0, 6, EX O 1, EX,y A(“ty, “yy o2y "Ly %y Xy 5 %)y
une p-formule sur “X sous forme prénexe, équivalente a E(x). Soit sE?S,
posons A=hauteur (F(“s, x,, -+, &;)).

Supposons que h=p; =p,, =+ p;,=d;;=+--d;,>p. Laformule F(*s, x;, -+,
%), que nous pouvons écrire,

"'Qi1 tileXil"'Qig tizeXiz...Qiﬁ ti,EXip“'

A(...wtil’ '“wtiz’ ...wt‘_p..-’ le’ ...sz’ ...qu“‘)
équivaut a:
"'Qh tileXil...QiZ tiZEij“'Qi, t.-,,EXiI,“'
A(htl’ '“til) “'tip “.tip’ ...htm, hal'“ajh ...ajz’ ...aqu...hal) s

avec, pour chaque indice j, %/a,=x,.

En revenant a la définition de *X, on voit que I’énoncé précédent équivaut a
I’énoncé de hauteur 2—1 sur *~'X:
”'Qil Tile Yill'”Qig Tize Yizl.“Q,‘p Y,‘ﬁl"'aueh_lUVsEh_II (SEu@

A(h—ltl’ ..-Til(s), “'Tiz(s)’ '“Tip(s)’ ...h_ltm,h"lal...ajl(s)’ ...ajz(s), ..-ajq(s)...h"lal).

Ceci achéve la preuve du lemme.

Fin de la démonstration de la condition iii)

Si E(x) avec est une p-formule sur “S, alors on peut la considérer comme une
p-formule sur “X il existe donc, d’aprés le lemme 4, une p-formule F(y) sur ?X
ayant y comme seule variable libre et telle que pour tout s&?S, F(s) est un
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p-énoncé de hauteur p sur ?X équivalent a E(“s). Il découle de ce qui précede
que F(y) peut étre choisie de la forme:

F(»)=0,t€C, 0, LEC, O t,€C, B(ty, by, *++, by ¥, 4y, a5, +++, a,) avec B sans
quantificateurs et C,, C,, ---C}, a;, a5, *++, a,€?X. Soit ?T, contenant tous les C;
et tous les g;.

On voit que:
vx,eT, VX, T, Vo,&T, - Vx,ET,
[VZes3dyes Vses
xEY ox€Z N LEX, - Qu i€ X, B(ty, *++, tyy 3, %y, +++, 2,))],
cela provient du fait que la superstructure S est compleéte.

Transféré dans ?X, cet énoncé devient:
vx,e’T, - -VX,e?T, Vx,e?T,---VNx,E?T,
[VZerS3Ye?S Vse?S
(x€Yox€ZAO HLEX; Ot €EX, B(2y, -+, ty, 5, X1, -+, X,)))]

On a donc:
VZerS 1Y e*S VserS
(EYos€ZAN(Q HhEC Ot €Cy B(ty, *++, ty, $, ay, **+, ay))),
VZerSIYe?SVse?S (s€ Y os€Z AF(s)),
VZerS3iyerSVse?’S (se YoxeZNE(")),

ce qu’il fallait démontrer.

5. Preuve de la consistance relative de RIST

Nous pouvons maintenant donner la preuve de la conservativit¢ de RIST.
La conservativité de RIST s’énonce:

Métathéoreme. Tout théoréme interne de RIST est un théoréme de ZFC.

Dans notre démonstration, nous utiliserons comme modéle des extensions
successives ajustées de la superstructure compléte, S(ar), batie sur ensemble
transitif de la forme R(a) ot « est un ordinal, les ensembles R(ar) étant définis
par induction sur les ordinaux par R(¢)=¢ et pour tout ordinal a, R(ar)=
U ree LP(R(r)). Nous consideérerons I'axiome de fondation comme un axiome de
ZFC. Cet axiome équivaut a I’affirmation que tout ensemble est dans un R(«).

Voici, avec ou sans démonstrations, les propriétés des R(a) qui nous
utiliserons au cours de notre preuve.
< Si « est un ordinal limite, alors, R(a)= U pe R(1)-
<& Si a est un ordinal limite, et si t,ER(a), -+, 1, ER(ex), alors (¢, -++, t,) ER(a).

Montrons le pour k=2. Nous montrons d’abors que si ¢ est s sont deux
éléments de R(t), alors, il en est de méme de {t} et de {t,s}. Soient donc s et
t deux éléments de R(r). On a R(a)= NpueuR(p) done, tER(p'), et sER(p")
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avec ' Ea et y”’ Ea. Sion prend p=max{u’, u”’}, on a: tER(u) et SER(u)
donc, {t} EP(R(u)) et {t, s} EP(R(u)), d’ou l'on tire, {t} ER(a) et {t,s}E
R(cr). On en déduit que la propriété est vraie pour k=2 car t,ER(a) et ;,ER(ct)
impliquent {t,} ER(a) et {t,, &} ER(a), d’ou on tire: (¢, t,)— {{t,}, {t;, t)}} €
R(a). Pour k>2, on a (t;, -+, t,)=(ty, (f *=+, t))={{ts}, {t1, (tz, -+, -1)}}, 1a
démonstration se termine donc aisément par récurrence. Cette propriété admet
une réciproque immédiate.

O Si A4y, A, -+, A, sont des énoncés de ZFC alors, pour tout ordinal e, il existe
un ordinal limite B contenant a tel que: (4, AFP)A (4,2 AEFP)N (4,
AFP), ou AP désigne le relativisé 2 R(B) de I’énoncé A; (voir [9] p.67).

< Si a est un ordinal limite et *S(ar) une extension de S(a) alors,

(EX(P(R()) A 2 *fini)>zE*R(a).

< Si a est un ordinal limite, alors pour tous *E*R(a) yE*R(a) et fE*S(a),
si f est une application de x dans y et si x et y sont *finis, on a f E*R(RB).

Pour les deux derniéres propriétés, on démontre la propriété obtenue en sup-
primant les étoiles puis on applique le transfert.

Démonstration du métathéoréme. Soit A, un énoncé interne de RIST.
Sa démonstration dans RIST utilise des axiome de ZFC en nombre intuitivement
fini, A,, A, -+, A, et éventuellement les axiomes, SR; SR,, SR;, et les sché-
mas d’axiome (T'),(I) et (.S).

Remarquons que chaque fois que nous utilisons, dans une démonstration, le
shéma d’axiomes (/), nous n’ utilisons en fait qu’'un axiome I(a,, -+, &; B, F)
ou I(a;, +++, aty; ), OU ay, =+, Ay B sont des niveaux fixés de standardicité et F
est une formule interne; de méme, a chaque utilisation de (7') on fait usage d’un
seul axiome T(a, F) relatif a un niveau « de standardicité et 2 une formule in-
tene F. De la méme facon, quand on fait appel a (S), on utilise un axiome
S(a, F) ou F est une formule a-externe faisant intervenir un nombre fini de de
quantificateurs externes Q,%, «++, 0,P», les constantes 3, -:*, 3, étant toutes a-
standard. Nous noterons pu,, us, ***, pw-1, les niveaux distincts de standardicité
utilisés dans la preuve de 4, écrits par ordre décrissant de standardicité, ce qui
signifie que 'on aura —(u; SR uy), —(ps SR 1) ***, (-1 SR pry-2)-

Soit & un ordinal tel que NER(a) et soit B un ordinal limite contenant o
tel que:

(AO@AQR“’))/\ (AIQAIR(B))/\ (A”@A”R(ﬁ)) .

Posons E=R(B), et soit S(B)='S(B)—2S(B)—>*S(B)-++—>"S(B). w extensions
ajustées successives de S(B)

Pour tout entier p nous noterons: ?E= {“x/xE’E}.

I1 découle de la définition des ?E pour 1< p<w quel'ona:'EC?EC:--C"E.
Si x&“E, nous noterons: p(x)=min {pEN[x<?E}.
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Nous definirons sur “E deux relations binaires .4 et & en posant pour tous
x et y dand “E:

(x,y)EA=xEY,
(%, y)ES = p(*)<p(y) .

Aux constantes pu,, us, ** p,—;, ON peut associer des éléments a,, a,, **- a,._;, de
“E tels que, pour tout couple (4,), u; SR p; si et seulement si p(a;)< p(a;); il
suffit de prendre ¢, E'E et, pour i>1, ¢;€°E\'"'E. On aura donc pour tout
i, p(a;)=i. A la constante N qui apparait .dans la formulation du principe
d’idéalisation (implicitement, dans les sous-formules de la forme “x fini”’), nous
ferons correspondre ’élément “N de “E.

Soit la réalisation M=("E, A, S, a, a,, *** a,-;, “N) de domaine “E dans
laquelle le prédicat “‘&” d’appartenance est interprété par la relation, A le prédicat
de Wallet est interprété par la relation S, les constantes p;, s, *** p,-1 €t N respec-
tivement par les éléments a,, @, **+ a,-, et “N de “E.

Nous allons montrer que H est un modéle du systéme d’axiomes >} con-
stitué par, 4,, 4, +++, 4,, SR,, SR,, SR, ainsi que tous les axiomes de la forme
Loty o+, 043 B, F), I(ety, +++, ays, F), S(et, F) ou T(cx, F) utilisés dans la preuve
de A,,

a) 4, A, -, A, sont vrais dans H:

En effet pour chaque 4;, si nous notons (4;), l'interprétation de A; dans
M on a:
(4)=(A4)FP o AP 4, La premiére équivalence s’obtient par transfert,
la seconde découle du choix de S.

b) Les axiomes SR;, SR, et SR, sont vrais dans H:
En effet, ces axiomes ont les interprétations suivantes dans H:
Pour SR;: VxE“E p(x)< p(),
pour SR,: V€ EVyE"E (p(x) < p(y)) V (2(3) < p(%)),
pour SRy: Vo€ EVy E EV2&E((p(x)< p(3)) A (p(3) < p(2)))= p(%) < p(2)),
qui sont des énoncés démontrables a partir des propriétés des ?E citées plus haut.

b) Montrons que pour toute formule F(x, 2, t,, -*+, t) interne avec «x, t;, ***, t;
comme seules variables libres I'axiome T(at, F)=V*¢-- Vo, (V% F(x, t;, *** t;)=>
VxF(x, t,, - t;)), est vrai dans M. Puisque o est un des ;, il lui correspond
un élément a; EE, si on interpréte la constante ¢ par a;, I'interprétation corre-
spondante de T(a, F) dans ¥ équivaut a:

Vt,&'E --- V4, E'ENxE,'E F(x, t), -+ t,)=>VYxE"E F(x, “t,, --- “1;)) .

L’implication entre crochets est vérifiée pour tous ¢, --- £, ,?E grace a la partie
i) du théoréme principal du chapitre 2-A; T(e, F) est donc vrai dans M.
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c) Montrons que, si @, -, @, et B sont dans la liste des y; alors pour toute
formule interne F ayant x et y comme variables libres et éventuellement des
paramétres, laxiome I(a,, -+, &;; B, F)=(V* fing,--- Vo fing, 3By Vx €2, Vx, €
2, F (2, oo+, %, ¥)) & Py Vo, Vx, F(x, «++, %, y) est vrai dans ¥, pour toute
interprétation dans ¥ des paramétres:

Soient ay,, a,,, -+ a,, et a,, les interprétations respectives de a,, -+, a; et G.
Comme B n’est a;-standard pour aucun i€{l,2, - k}, g est strictement
supérieur a tous les p,. Aprés quelques transformations, pour toute interprétation
dans “E des paramétres, l'interprétation correspondante de I(aj, -+, a;; B, F)
dand H devient:

[Vv g €nE ... Vo fing et E Ay E V(2 xy, oo, %) EE( EN -+ %, E2;)
=>F(xy, -+, x4 y)) |2 [FyEEV, ENE «o- VY, E?E F(y, -+, %3, ¥)]

ou F est la formule obtenue en remplagant les paramétres de F par leurs inter-
prétations respectives.

En regroupant les variables, si on pose (py, ***, pr)=P et B=("1E, -, HE)E
PS§ cet énoncé peut encore s’écrire:

[[Vz| €B((2fin)=>3yeEVx| €2 F(“x, “y))]=>(@y€’EVx| B F(“x,"y)]] .

Comme, pour z;%fini, 2;E%E équivaut 2 2;C%E on a, pour 2"fini, 2| EB ssi
2| CB. L’énoncé précédent équivaut a:

[[Vz| € B((z*fin)=>Ty€’E Vx| €2 F(“x, y"))] e [IyEE Vx| €EB F(“x, “y)]] .

Soit b la “relation (k+1)-aire définie par (x, y)EbeF(x, y) A\ (*€“E)A(yE"E).
Le premier membre de ’énoncé précédent exprime que b est Pconcourante sur
B dans ’S et le deuxiéme qu’elle est B-idéalisable dand *S. Il suffit donc d’ap-
pliquer la condition iii du théoréme d’existence des extensions itérées ajustées
pour montrer I’équivalence.

On démontre de méme que, pour toute interprétation des paramétres de F,
Iinterprétation correspondante dans H de I'axiome I(ct;, **-, a,; ., F) équivaut a:

[[Vz| € B((2*finy=>IyE“EVx| €2 F(“x, “y))|=[IyE“E Vx| €B F(“x, “y)]] .

Nous concluerons donc, comme pour 'axiome I(a, **+, a; B, F), en utilisant le
ii) du théoréme principal du chapitre 2-A, mais en remplacgant ¢ par w.

d) Montrons que pour tout & appartenant a la liste des u; et toute formule -
externe F, S(a, F) est vrai dans 4. Supposons que &= yu,, pour toute interpré-
tation dans ¥ des paramétres de F, si F est I'interprétation correspondante de
F alors, S(a, F) doit étre interprété par:

Vye?E Ize?EVIE?E(t€ze(teyA\F(t, --+)), qui équivaut a Vye?EIze
'EViE?E(tEx=(tEyAF(“t, --)). Il découle du fait que F est a-externe que
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F(t) est, pour tout t€"E, un p-énoncé sur “E. D’autre part, yE?E implique
yC?E, on peut donc appliquer le iii) du théoréme d’existence d’extensions
ajustées successives. On obtient qu’il existe un ensemble z (contenu dans y)
tel que Vie?’E(tezo(tEyAF(“t, --+)), comme d’autre part (2Cy et yE?E)
implique 2 €”FE, la preuve est terminée.

La preuve de la consistance relative de RIST se termine ainsi: (d’une
maniére analogue a celle de la consistance de IST dans [12])

On sait que 4, admet une démonstration dans RIST a partir des axiomes
de 3. Cette preuve, interprétée dans ¥, donne une preuve dans ZFC de I'in-
terprétation (4,), de 4, or, on a (4,),=(4,)"*®. La propriété de transfert im-
plique que (4,)"*® o 4FP; comme B est choisi tel que 45" < R(3), on obtient
une démonstration de 4, dans ZFC. Ceci achéve la preuve du métathéoréme. ll

6. Remarques Finales

a) On aura remarqué au cours de la preuve du théoréme d’existence de
suites d’extensions ajustées, que la technique qui consistait 4 remplacer un én-
oncés P sur ?*'X par un énoncés P’ sur ?X, était utilisée de maniére récurrente.
P’ était I’énoncé obtenu en revenant a la définition de ?*'X, “en s’exprimant
modulo ?U”. On voit bien que, de proche en proche, tout énoncés sur ?X
peut s’exprimer modulo U. On peut déduire également cela d’un résultat
général de L. Haddad publi¢ dans [4].

Dans ce travail, I'auteur établi ceci: Soient I, J, E des ensembles, U un
ultrafiltre sur , V un ultrafiltre sur J et W=UQV ['ultrafiltre sur I X J égal au
produit ordinal de U par V. Si on pose *(X)=[X")),y, ¥**X =*(X")+y alors,
on peut idendifier **X a (X"/), .

b) Dans un travail antérieur au notre, et publié¢ dans [3], E.I. Gordon 4 mon-
tré qu’il était possible d’ordonner partiellement les ensembles au moyen d’un
prédicat binaire, noté st défini dans I.S.T. (a la place de notre prédicat non
défini SR) de telle maniére que, si y st x si y est fini alors, pour tout tEy,
on a ¢ st x. Sa definition est la suivante: Deux ensembles x et y étant donnés,
x est dit standard relativement 4 y et on écrit x st y si il existe une fonction ¢
telle que:

i) o est standard et, pour tout #, ¢(¢) est un ensemble fini,

i) 3 est dans le domaine de @,

iil) xEg@(y).

La définition dans IST ci-dessus peut étre considérée comme une définition
dans RIST; il suffit de donner au mot “standard” dans le i) la définition que
nous lui avons donné au début de cet article (x-standard pour tout x). On voit
alors que, pour tous ensembles x et y, x st ¥ implique xSRy. En effet soient
x, y et @ verifiant i) ii) et iii); @ standard implique que ¢ est y-standard donc,
d’aprés (T) @(y) est y-standard; comme ¢@(y) est fini, cela implique que tout
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élément de @(y) est y-standard donc: *SRy. La réciproque est fausse. Pour
ne pas avoir des contre-exemples trop particuliers, exigeons que x et y soient
tous deux éléments de [0, 1]. Ecrivons IMFIN(p) pour dire que ¢ est une
fonction telle que, pour tout ¥ @(y) est un ensemble fini. Pour tout y non
standard fixé dans [0, 1] on a: V*+f*® Ix [0, 1] Vo€ ® (IMFIN(p)=xE(y)),
(pour chaque @ fini et standard, on prend xE€[0, 1]\ U yeot.q.imrine @(¥)). Par
(T) ce dernier énoncé équivaut a: Vet#2® Fx<[0, 1] Vo= ® (IMFIN (p)=
x&E@(y)). Il sufit d’appliquer (I) pour obtenir:

Fxe[0, 1] Vo'p (IMFIN (@) gp(y)) .

On a donc prouvé lexistence de deux éléments x et y de [0, 1] tels que xSRy
et —(xsty). Le prédicat binaire st de Gordon perment, comme notre prédicat
SR, d’introduire des infinitésimaux de différents ordres et d’obtenir, parmi
d’autre choses, une caractérisation externe de la limite double faisant intervenir
deux niveaux d’infinitésimalité. L’inconvénient d’une telle définition, dans
IST, du prédicat de standardicité relative, est qu’elle interdit, comme ’a signalé
'auteur, d’énoncer un principe relatif de standardisation satisfaisant. Pour le
démontrer, E.I. Gordon établit dans [3] 4, Théoréme 5, 'existence d’un entier
N et d’un x€[0, 1] tels que x n’est infiniment voisin d’ordre N d’aucun élément
N-standard de [0, 1].
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