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REMARQUES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
OPERATIONNELLES

PAR

JACQUES LOUIS LIONS

Introduction

On considere Γequation (differentielle operationnelle)

avec u(0) donne, oύ les A(t) forment une famille d'operateurs non homes
dans un espace H de Hilbert.

Des resultats assez complets sont connus lorsque les domaines D(A{t))
des A(t) sont independants de t> et cela m§me lorsque H est un espace
de Banach Cf. [1], [10], [11]. Si l'on fait des hypotheses sur les A(t)
impliquant que Γon peut, dans un sens ou dans un autre, definir les
puissances A(t)Θ de A(t), O<^0<^1, et si Γon suppose que pour un θ con-
venable, les domaines D(A(t)9) des A(t)$ sont independants de t, alors la
theorie est egalement dans un etat assez satisfaisant [9] pour le cas oύ
H est un Hilbert, [2] pour le cas Banach-Pour le cas hilbertien, et 0 = | ,
cf. [3], [6], [7].

Lorsque les A(t) sont des operateurs differentiels, D(A(t)) etant defini
par des conditions aux limites, on a montre dans [8]-avec H=L\Ω);
le resultat est tres probablement encore vrai, mais non demontre, si
H=LP(Ω), 1 0 < ° o , j>φ2-que "souvent" D(A(t)θ) est independant de t
pour θ assez petit, mais on a egalement donne des exemples oύ D(A(t)θ)
depend de t, quel que soit θ. II est done necessaire de developper une
theorie pour (*) lorsque D(A(t)) et D{A{t)*) quel que soit θ, O < 0 < 1 ,
dependent effectivement de t.

C'est ce qui est fait dans [5], [6] chap. VII, lorsque H est un espace
de Hilbert, en supposant que la upartie principale" de A{t) est auto-
adjointe et depend differentiablement de t (dans un sens convenable).

Dans [4], M. M. Kato et Tanabe ont donne des conditions suffisantes
pour que le probleme soit bien pose, H etant un espace de Banach
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appliques aux espaces de Hubert, les resultats de ces auteurs generalisent
[5], [6] en ce que notamment on ne suppose plus la partie principale de
A(t) auto-adjointe,

Dans Γarticle present, nous completons, dans le cas oύ H est un
espace de Hilbert, les resultats de M. M. Kato et Tanabe en eliminant
une grande partie des hypotheses de differentiabilite en t. Plus precisement,
si les A(t) sont des operateurs differentiels, notre resultat est valable en
supposant les coefficients de A(t) seulement mesurables et homes en t
par contre les conditions aux limites stables doivent dέpendre de facon
une fois diffέrentiable de t (pour que Γhypothese (1. 3), N° 1, soit satis-
faite Cf. [6]). L'existence dans le theoreme 1.1 demeure vraie sans
cette hypothese il est tres probable que Γunicite reste encore vraie apres
affaiblissement considerable de cette hypothese, mais nous n'avons pas
pu ameliorer les hypotheses de differentiabilite en t dans notre demons-
tration.

Le N° 1 enonce les hypotheses et le resultat dont la demonstration
occupe les N° 2 et 3.

1. Enonce du resultat

Soient K et H deux espaces de Hubert, KcnHy K etant separable
et dense dans H, Γinjection de K dans H etant continue. Si u> v£ K
(resp. /, g£H), on designe par ((u> v)) (resp. (/, g)) leur produit scalaire;

IMI = ((«,iO)1/2, l/ l=(/,/) 1 / 2 .
Pour chaque / £ ] — oo, T], T<C°°, on se donne un sous-espace V(t)

ferme dans K; on suppose que V(t) est dense dans H. On se donne
egalement une forme a(t u, v) sesqui-lineaire continue sur K, verifiant:

(1.1) pour tout uy v£ K> la fonction t-+a{t u> v) est mesurable et bornee
sur (0, Γ)

(1. 2) il existe λ et ocy tf^>0, independants de t, tels que
Re a(t v, v) + \\v\2>cc\\v\\\ pour tout ve V(t).

On fait maintenant une hypothese de regularite sur les V(t) si P(t)
est le projecteur orthogonal dans K sur V(t\ on suppose que

(1.3) pour tout ueK, t-^P(t)u est continue dans K>
h-\P(tλ-h)u-P{t)u\->P'(t)u dans K faible, t->P'(t)u etant
faiblement continue dans K; enίin, \\P\t)\\ (=norme de P\t) dans

1) De faςon generate, X(X Y) designe Γespace des applications lineaires continues de X

dans Y.
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On designe par L2(0, T K) (resp. L2(—oo, T K)) Γespace des (classes
de) fonctions de carre sommable sur (0, T) (resp. (— oo, T)) a valeurs
dans K; si MGL2(0, T; K)f sa norme sera

G T

o I M

l /2

On designe ensuite par L2(0, T; V(t)) le sous-espace (ferme) de
L2(0, T K) des classes de fonctions wGL2(0, T K) telles que u(t)eV(t)
p.p. on t.

Si M , ^ Γ ( 0 , Γ; 7(0), la fonction t-*a(t ;u{t\v(t)) est dans 1/(0, T).2)

Ceci pose, nous pouvons enoncer le

Thέoreme 1.1. On suppose que (1.1), (1. 2), (1. 3) out lieu. II existe
alors une fonction u et une seule dans L2(0, T V(t)), telle que

(1. 4) (\a{t «(/), ψ{t)) - (u(t\ <p'(0)] dt = \ \f(t)y <p(t))dt + (u0,
Jo Jo

pour toute ψ telle que

(1.5) <?6L2(0, T; V(t)\ <P' = ^- ^L2(0, T H), ψ{T) = 0.

(1. 4), / est donnέe dans L2(0, T H) et u0 dans H.
En fait, Γexistence de u est deja demontree dans [6], chap. IV, et

cela, sans Vhypothese (1. 3). Le point nouveau est done Γunicite, dont la
demonstration occupe les N° 2 et 3.

2. Lemmes

Soit V(tY l'anti-dual de V(t) si fe V(t)' etv£V(t), (/, v) designera
la valeur de f en v; si feH, (/, v) au sens precedent coincide avec le
produit scalaire de / et v dans H; il n'y a done pas confusion de nota-
tions. Si u G V(t), la forme antilineaire

2) Montrons la mesurabilitέ de la fonction t-^a (t u(f), »(0) Pour 99, ψζK, a(t 9,
= «$(f)φ,ΨV, &(Jt-)€£(K,K),et a(t; «, ») = ((o?(0«, »)) Pour «,ι;GV(O,
V(0). On a: β(ί; P(O^ TOW =((J(OTO
9,P(θ9))» d'oύ JKt)P(f)=P(t)$(OP(ty, de meme
On a: «(ί «(ί) «;(/)) = ((«^(0«(0» »(O))» e t ϋ s u f f i t (^ etant separable) de montrer que
f-*((^(/)w(O» 9θ) est mesurable pour ^GK. Or ((^(ί)«(0» 9)) = ((^(0«(0»-P(O^))
= ((«(/)» Jl*(t) P(t) φ)) et il suffit de montrer la mesurabilite de Jl*(OP(t)φ, done de
((c^(/) P(0 9. ^)) = ((P(0^*(0 9*^)) = ( ( ^ ( 0 ^ ( 0 9 . ^ ( 0 ^ ) ) et il suffit de montrer la
mesurabilite de @*(ί)P(f)φ, done de (5*(/)P(/)?J, Vr)) = ((i ϊ (θ9. ^(O?))» et finalement de

done de ((.SB(t) ψ, <p)}=a(J; ψ, φ), fonction mesurable par hypothese.
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est continue sur V(t), done

((«,»))= (Mt)u,v), A(t)uέV(ty,

ce qui definit A(t) eX(V(t) V{t)'), isomorphisme de V(t) sur V{t)'. Pour
chaque p^O, A(t)+p est un isomorphisme de V(t) sur 7(ί)' on pose:

(2.1) (A(ί)-
Si Γon pose

(2.2) ((u}υ))P

alors, pour f£ H et υe V{t)y on

Lemme 2.1. On a:

(2.3) p\M(t> p)\^l, pi

(2. 4) pM(t, p)f -> / ί/αί

(2.5) pM(ty p)f->f dai

Demonstration. Soit ρM(t,

f/>) = M(/, />).

- ((«, v)) + p(u, v),

a:

|M(/,/»)||<l,3>

•25 / ί lorsque p -> + c

ws F(0 /ors^e p - -

/o)/= w. Alors

•o, /efί ,

foo, /eV(f)

d̂ oύ
\\U\\2+P\U\2 = P(f,u)

d'oύ | w | < | / | ce qui montre la premiere inegalite (2.3).
Si / e 7(0, alors A(t)u = p(f-u)€ V(t) done

IA(0«I2+PIWI2 = P ( Λ A(/)«) = p((f> u))

d'oύ | | M | | < | | / | | ce qui montre la deuxieme inegalite (2.3).
Montrons (2. 4). Supposons d'abord que fe D(A(t)) alors

u =

d̂ oύ

ceci montre (2.4) lorsque feD(A(t)); comme D(A(t)) est dense dans
et que Γon a la premiere inegalite (2. 3), (2. 4) en resulte.

3) I I =norme dans S(H H), || || =norme dans J7(V(0 F ( 0 )
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Montrons enfin (2. 5). Pour les memes raisons que ci-dessus, il suίϊit
de le montrer pour feD(A-(t)3/2) alors Λ(f)/€ V(t) et

u-f= -M(t,P)A(t)f

donne l!«-/ll<y

d'oύ le resultat suit.

Lemme 2.2. Pour /, g€H, la fonction f->(M(f, p)f, g) est une fois
continύment differentiable dans ] — oo, T] on a:

(2. 6) ^ (M(t> P)f, g) = ( P W f t p)f, g) + (f, P'(t)M(t, P)g)

-((M(t, P)f, P'(W(β> p)g)),-((P'(t)M(t, P)f, Wt,

Demonstration.45 Ecrivons M(t) au lieu de M(ί, p). On a:

(2. 7) ((M(/)-M(5))/, g) = {{P{t)-P{s))M{t)fy g) + (f, (P(t)~P(s))M(s)g)

On verifie que t->M(t)f est continue dans K fort, de sorte qu'en
divisant (2.7) par ί — 5 et faisant tendre t — s vers 0, il vient (2.6)

(2.8)

Lemme 2. 3.5) On a:

d
< C 2 , p -» + ex? .

Demonstration. Ecrivons ici M au lieu de M(ty p). On deduit de

(2.6) que

(2.9) | ( (^Λf )/ , ^I^IP'COΛf/l 1̂ 1 + I/I IJP'

+P\Mf\\P'(t)Mg\+p\P'(t)Mf\\Mg\.

Mais

meme chose pour P\t)Mg, de sorte que (2. 9) donne

4) L'identite (2. 7), qui permet de simplifier beaucoup une demonstration anterieure, m'a
ete signalee par M. T. Kato.

5) Cas particulier du Theoreme 7.1 de £4] notons que Γon pourrait remplacer Γhypo-
these (1. 3) par l'hypothese (K-2) de [4].
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(2.10) |((Jf)/> g)\<cΛ\\Mf\\ \g\ + \f\ ||M*|| + ||M/|| \\Mg\\

+ P\Mf\ \\Mg\\ + p\\Mf\\ \Mg\).

Or (cf. (2.3)) \Mf\< — \f\. Par ailleurs, si u = Mf, alors

\\u\\2 + p\u\2 = (f,u) done | M | < — 1 / | et | | w | | 2 < — | / |
P P

done

(2.11)

et (2.10) donne [{™) / , g)\<c2p-ι'2\f\ \g\, /a— + o o , d'oύ (2. 8).

2

Lemme 2.4. On a:

(2.12) 1 ^ ^ Af(/ />)) w, w)| ^ ^ - ' I I M I I Iu\ pour tout u e V(f).

Demonstration. On ecrit encore M pour M{t, p) et P/ pour P ^ O

On deduit de (2.6) q u e :

( ( ^ M ) «, M) = 2ReXϊ-2ReX2-2ReX3,

oύ

Xt = (P'Mu, u), X2 = {(P'Mu, Mu)), X3 = p (P'Mu, Mu).

Mais

χi = (P'Λ(f)-1/2MΛ(f)1/2w, «)

done

I Xi I < I P'(t)A(t)'1/2w I I u I, «; = MA(tγ<2u.

Or

= C A | w | done

Puis

D'apres (2.11), on en deduit
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Enfin X3 = p(PΆ(ty1/2MA(jtγ'2u, Mu\ done

| X 3 | < ^ 6 | M Λ ( 0 ^ \U\

ce qui, joint aux majorations obtenues pour Xx et X2 donne (2.12). c.q.f.d.
Pour poursuivre, introduisons les definitions suiυantes:

WX-oo,T;H)=ί[u\ueLX-ooίT;H),^eL2(-oo,T;H)} oύ ^ est

calcule au sens des distributions dans ]-oo, T[ a valeurs dans H; e'est
un espace de Hubert pour la norme

a:
WS(-°°, Γ ; # ) = {ίiluePΓ^-oo, Γ tf), «CΓ) = O}65;

^ - ' ( - o o , T;H) = anti-dual de WJ(-oo, T ; / / ) .

Lemme 2.5. L'application u^>M(t,p)u est linέaire continue de
Wι{-co,T;H) (resp. T7J(-oo, T; H)) dans lui meme.

Demonstration. En effet

^-ΛMu) = {?£• )u + M(i£ , et d'apres les Lemmes 2.1 et 2. 3
dt \ d* ' v " " '

IMi^r1,
dM
dt

I"1/2

Lemme 2.6. Uapplication u-*M(t, p)u du Lemme 2.5 se prolonge
par continuitέ en une application lineaire continue, encore notέe M-»M(ί, p)u,
de W~\—°°, T H) dans lui memeP

Demonstration. Soit u, veWl(— °°, T H); soit Mu la fonction
t^M(t, p)u(t); considerons Mu comme un element (Wl( — °o, T;H))'=
W-\-°°, T H); alors

{Mu, v)=\T (M(ί, P)u(t), v(t))dt = Γ («(ί), M(ί, /»M
J -oo J -oo

d'oύ le Lemme, le prolongement etant identique a Γapplication transposee

6) Si u£W~ι(, — oo, T; H), u est p.p. egale a une fonction continue dans ] —°o, T] a
valeurs dans H, fonction encore notee u, de sorte que la condition "κ(!Γ) = O" a un sens. Ou
encore: WJ( — oo, T; H) coincide avec Γadherence dans W1( — °°, T; if) des fonctions identi-
quement nulles au voisinage de T.

7) Noter que W\-oo, T H) est dense dans TF"^-^, T; if).
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(ou adjointe).

Lemme 2.7. Pour wGL2(-oo, T; H), on a:

(2.13) d

Jt (M(t, P)u) = M(f, p) ~+(jt M{ty P)) u ,

oύ M(t, p) -^ est pris au sens du Lemme 2. 6.8)

Demonstration. La formule est vraie pour u G Wι{— oo, T; H) puis
on passe a la limite, en utilisant les Lemmes 2. 5 et 2. 6.

Lemme 2. 8. Soit g€L\—ooy T /f), identiquement nulle au voisinage
de T, telle que

M(t,p)teeL\-oo, T;H)P

Uapres (2.13), j f (M(t, P)g) e L\- oo, T H) on a :

(2.14) $!{(/(')> M(ί, p) ̂ ) + (^M(ί, p)ί), ίr)}Λ = 0 .

Demonstration. Puisque ^ est nulle au voisinage de T, on a :

= M(ί, P)^G TFJ(-oo, T H) et done

Soit ocm=am{t) une suite regularisante on a:

ceci, joint a (2.15), montre (2.14).

3. Demonstration du Theoreme 1.1.

Soit u satisfaisant a (1.4) avec / = 0 , u = 0.

8) Noter que 4"ζ W~\-oot T; H).
at

9) M(/f p) f a un sens, car ^ G ^ " K - 0 0 , T H) et Lemme 2.6.

10) Car M est definie sur W~1( —oo, T; H) par transposition et g*am appartient a
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3.1. Remplaςant u par exp (kt)u et choisissant k convenablement, on
peut supposer que (1.2) a lieu avec

λ = -cl/8af

(c5 etant la constante intervenant au Lemme 2. 4).
Soit par ailleurs U le prolongement de u par 0 pour t<^0 si φ est

donnee avec:

(3.1) φ6L 2(-oo, T; %

alors

(3. 2) Γ [β(ί 17(0, <Kt))-(U(t), ΦV))1 dt = 0 .
J -oo

On va montrer que dans ces conditions t/=0.

3. 2. Commenςons par montrer que (avec les notations du N° 2),

(3. 3) M(t, P)ψfeL\-oo, T H) ,113

Pour cela, considerons, pour φ€ Wl( — oo, T H):

X = ( ((M(t9 p) ^ } φ\dt = produit scalaire entre

) ~eW-1(-<~, T H) et φeWl(-~>, T H);

il suffit de montrer que

(3.4)

Or (cf. Lemme 2. 6)

oύ
M^(= t-*M(t, p)φ{t)) = ψ e TFJ(-oo, Γ;

(cf. Lemme 2. 5). Done

J - o o

Mais (cf. (2.11))

IIΨCOII =

11) M(ί, ί ) ^ a a n sens cf.
at
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done ψβL%—oo9T; V(t))\ on peut done prendre φ=ψ dans (3.2) et

X= - Γ a(t; U(t),ψ(t))dt
J - o o

d'oύ

d'oύ (3.4) et le resultat desire.

3. 3. Choix de φ dans (3. 2).

Soit θM(t) definie par :

1 pour t<T-2lm,

l-m\t-(τ—ϊ-)] pour T-^-<t<T-—

ΘJt) =

0 pour t>T-—.
m

Posons:

(3.5) Up{f) = m, P)W)

et enfin

(3. 6) φ(t) = φm>P(0 = pθl(t)U,(t).

Grace a (3.3) et au N° 2, et puisque 6>m(T) = 0, on peut prendre φ
donnee par (3. 6) dans Γequation (3.2). II vient:

XP+YP+ZP = 0

oύ

Pa(t ΘJJ, θmU,)dt,
o

YP= -Re\T^pθmθ'm(U, U,)dt,

ZP = -Re\[j((θmU), ^(θmUP

D'apres le Lemme 2.1 et la definition de Up (et le theoreme de
Lebesgue):

(3. 7) XP - X = Re \T a (ί ΘJJ, ΘJJ)dt
J - o o

lorsque p-^oo.

Grace au point 3.1 on a :
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(3. 8) X>a Γ \\θmU\W+(cUJ Γ \ΘJJ\2dt.
J — oo J — oo

Encore d'apres le Lemme 2.1,

(3.9) YP->Y= -Re\T θmθ>m\U(t)\>dt>0.
J —oo

Posons maintenant

Appliquant le Lemme 2. 7 :

D'apres (3. 3), on est dans les conditions d'application du Lemme 2. 8,
done

vaut:

d'oύ, d'apres le Lemme 2. 4:

| 2 Z p | < c B j ^ | | ί ( ί ) | | \g(t)\dt

done

ι ^ ι < - f 5 ^ ιι<?ωιi2^+(ci/8β) J

de sorte que, avec (3. 8) et (3. 9) on en deduit:

0 = lim. (X>+ Y,+ZP) >-£ Γ \\ΘJJ{tWdt.
p->oo ^ J-oo

Done θmU=0 et ceci quel que soit my done ί/=0, ce qui acheve la
demonstration du Theoreme 1.1.

UNIVERSITE DE PARIS

(Recu le 6 decembre, 1962)
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