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Sur les Intégrales (E. R.) et ses Applications

Par Hatsuo OkANO

La notion de l'intégrale (E. R.) a été introduite par Prof. K. Kunugi®,
en utilisant la théorie de l'espace rangé®, et elle a été généralisée par
M. T. Tkegami® de sorte qu’elle s’applique aux fonctions définies dans
les groupes topologiques localement compacts.

Dans la présente Note, nous allons premiérement étudier plus géné-
ralement l'intégration (E. R.) des fonctions définies dans I'ensemble ab-
strait muni d’une mesure de Radon®. Par la nous pouvons voir que la
définition de l'intégrale (E. R.) ne dépend seulement que la notion de la
mesure.

Pour fixer les idées, considérons un ensemble X muni d’une mesure
non négative x de Radon telle que X soit mesurable et p(X)< co.
Désignons par L la famille de toutes les fonctions sommables c.-a-d.
intégrables prises au sens de Radon pour p. Etant donnés un nombre
positif y et un ensemble mesurable A, désignons par V(y, A) la famille
de toutes les fonctions sommables f(x) jouissant de deux conditions

suivantes: (i) |f(x)| <Ly presque partout dans A; (ii) \S f(x)d,u(x)}éry.
X

Alors, le systéeme de voisinages {V(y, A)} de O donne une structure
uniforme compléte® sur le groupe additif L. Mais, L n’est pas complet
comme un espace rangé. Nous obtenons la définition de I'intégrale (E. R.)
en traitant L comme un espace rangé.

1) K. Kunugi: Application de la méthode des espaces rangés i la théorie de 1’'intégration.
I, Proc. Japan Acad. 32 (1956), 215-220. Voir aussi K. Kunugi: Sur une généralisation de
V'intégrale, Fundamental and Applied Aspects of Mathematics 1 (1959), 1-30.

2) K. Kunugi: Sur les espaces complets et réguliérement complets. I, Proc. Japan Acad.
30 (1954), 553-556. Voir aussi T. Shirai: A remark on the ranked space. II, ibid., 38 (1957),
139-142; H. Okano: Some operations on the ranked spaces, I, ibid., 172-176.

3) T. Ikegami: A note on the integration by the method of ranked spaces, Proc. Japan
Acad. 34 (1958), 16-21.

4) Cf. H. Okano: (E. R.)-integral of Radon-Stieltjes type, Proc. Japan Acad. 34 (1958),
580-584. Quant a lintégration (E. R.) de fonctions a valeurs vectorielles, voir H. Okano:
L’intégration des fonctions a valeurs vectorielles d’aprés la méthode des espaces rangés, ibid.
385 (1959), 77-82.

5) Voir A. Weil: Sur les espaces a structure uniforme et sur la topologie générale, Paris,
1937.
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Dans le §1, nous traitons la complétion de I’espace L.

Au §2, nous définissons les intégrales (E. R.), et en donnons les
propriétés essentielles.

Au §3, nous étudions les operateurs intégraux K-.f définis par

(K-A)@) = (B R) | K (2 90y,

ol f(x) est intégrable (E. R.) et K(x, y) assez réguliére, et s’applique a
une généralisation d’un théoréme de Fatou et aux équations intégrales.
Le cas du noyau singulier sera discuté dans les notes prochaines.

§1. Complétion de I’espace vectoriel range.

Dans ce §, nous allons introduire la notion des espaces vectoriels
rangés. Cette notion est plus restreinte que celle des espaces rangés,
mais celle-1a est utile 4 I'étude sur la complétion.”

Selon la notion définie dans les Notes précédentes,” le rang de
lespace rangé est donné par les nombres ordinaux, mais, au cas ou
I'indicateur” de l'espace serait ,, il nous semble assez commode de
considérer le rang donné par les nombres réels.

Définition de lespace rangé.— Etant donné un espace R ou la topo-
logie est donnée par un systéme de voisinages satisfaisant aux axiomes
(A), (B) de F. Hausdorff®, on dit qu’il est un espace rangé si, pour tout
nombre positif «, il existe une famille des voisinages B, qui satisfait a
la condition: (a) Pour tout voisinage v(#) du point p et pour tout nombre
positif ¢, il existe un nombre positif ¢/, y'< 4, tel qu’il existe un voisinage
u(p) de point p appartenant a la famille B,/ et qui est contenu dans o(p).
Un voisinage d’un point p sera dit de rang «, s’il appartient a la famille
B, .

Une suite monotone décroissant de voisinages

Uo(p0)201(p1).2 2%(17;:)2 Ty vn(pn) € %'Yn y

est dite fondamentale si elle satisfait 2 trois conditions suivantes :
(1) Yo ; 71 ; ot ; Yn ' s (ll) Pm Y= 0 ’ (111) pzn :p2n+1 et "}’2n>')’2n+1 .

Un espace rangé sera dit complet si, pour toute suite fondamentale

{va(Da)}, on @ [\v.($,) 0.

6) Cf. K. Kunugi: Sur les espaces complets et régulidrement complets. II, III, Proc.
Japan Acad. 30 (1954), 553-556, ibid., 31 (1955), 49-53; H. Okano: On the completion of the
ranked spaces, ibid., 33 (1957), 338-340.

7) Voir K. Kunugi: Sur une généralisation de l'intégrale, cité dans 1), p. 3.

8) F. Hausdorff: Grundziige der Mengenlehre, p. 213, Leipzig, 1914.
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Définition de espace vectoriel rangé.— Soit K le corps des nombres
réels ou le corps des nombres complexes. Etant donné un espace vec-
toriel R a gauche sur K, on dit qu’il est un espace vectoriel rangé a
gauche sur K s’il est un espace rangé et s’il existe en outre un ensem-
ble partiellement ordonné A, muni d’un ordre A<{)\/, satisfaisant aux
conditions suivantes :

[1] Pour toute suite finie ou infinie {\,} d’éléments de A, il existe
un élément A €A tel que 7\=/>7mn(=ir}’f N,

[27] Pour toute nombre positif et pour tout élément X € A, il existe
un sous-ensemble V(y, A) de R qui satisfait aux conditions suivantes ;

[2.1] Si 'Ly, on a V(y/, \)ZT V(y, \) pour tout M€A;

[2.2] Si NV>A, on a V(y, M) V(y, M) pour tout «;

[2.3] Pour tout nombre positif ¢, il existe un nombre positif ¢ tel
que V(y, M)+ V(y, M) T V(y, ) pour tout A€ A ;

[2.4] Si |c|£L1, ceK, on a cV(y, M)*T V(y, M) pour tout y et pour
tout A

[2.5] La famille {V(y, A)+p}, 0< y< oo, A€A, forme un systéme
fondamental de voisinages du point p;

[ 3] Pour tout nombre positif v, il existe un sous-ensemble résiduel'”
A, de A satisfaisant aux conditions suivantes :

[3.1] Siy’Ly, on a AyZZA,;

[3.2] Pour toute suite finie ou infinie {A,} telle que A,€A, , si
;%<oo, on a /"\x,,eAgw;

[3.3] Si p¢ Vi(y, N), alors il existe un nombre positif " tel que
Vi, MN\ (\J Vi, M)+5)=0;

N €Ay
[3.4] Si p==0, alors il existe un nombre positif ¢ tel que
pE \J Viy N
A€Ay

[3.5] 9B, est la famille de tous les voisinages V(y, N)+p, p € R, tels
que MEA,.

On dit que (A, A,, V(y, M) définit la structure de rang de l’espace
vectoriel rangé R.

Etant donnés deux espaces vectoriels rangés R, et R, munis de
structures (A}, AL, Vi(y, M) et (A% A2, V(y, \,)) respectivement, on ecrit

9) V+V désigne ’ensemble de tous les points p=g-+7 tel que ge V, r€ V. cV désigne
T’ensemble de tous les points cp tels que p€ V.

10) Un sous-ensemble 4’ d’un ensemble partiellement ordonné A est dit résiduel si, pour
tout élément A de 4, il existe un élément A’ de A’ tel que A<’ et tel que A’ < entraine p € 4".
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R, =R, §’il existe un isomorphisme™ 6 de A' sur A? tel que G(A))=Al
pour tout «, et s’il existe en outre une application linéaire biunivoque
@ de R, sur R, telle que @(V,(y, N))= Vy(y, (X)) pour tout v et pour tout
A,

Soit S un sous-ensemble linéaire d’un espace vectoriel rangé R muni
d’une structure (A, A,, V(y, M)). Alors, S muni de la structure (A, A,,
V(y, M)\S) sera dit un sous-espace vectoriel rangé de R.

Soient R, et R, deux espaces vestoriels rangés munis de structures
(A4 AY, Vily, M) et (A% A2 V,(y, N,)) respectivement. Désignons par
A'x A? le produit cardinal'® de A* et A% L’espace vestoriel rangé R, X R,
muni de la structure (A'xA?% A}XAZ) Vi(y, M) X Viy, A;)) s’appelle le
produit de R, et R,. Pour que le produit R, x R, soit complet, il faut et
il suffit que chacun des espaces R, soit complet.

Exemple 1.1. Soit R un espace de Banach muni d’une norme |[|p|l.
Dans ce cas, A se réduit a2 un élément. Désignons par V(y) 'ensemble
de tous les points tels que |[p||<Ly. Alors, R est un espace vectoriel

rangé complet.

Exemple 1.2. Soit X un ensemble muni d’une mesure non négative
w telle que X soit mesurable et w(X)< co. Désignons par M la famille
de toutes les fonctions mesurables pour p, identifiant deux fonctions qui
ne sont pas différentes que sur un ensemble de mesure nulle®™:, Etant
donnés un ensemble mesurable 4 et un nombre positif ¢, posons V(y, A)=
la totalité des fonctions mesurables f(x) telles que |f(x)|<Ly presque
partout dans A. A est ’ensemble de tous les ensembles mesurables A ot
Pordre A<B est défini par la relation d’inclusion A< B. A, est un
sous-ensembles de A qui consiste en tous les ensembles A tels que
w(X—A)<v. Alors, M est un espace vectoriel rangé complet.

Exemple 1.3. Sous la méme hypothése que Exemple 1.2, désignons
par L la famille de toutes les fonctions sommables c.-a-d. intégrables
au sens pris de Radon pour la mesure g, identifiant deux fonctions qui
ne sont pas differentes que sur un ensemble de mesure nulle. Pour
tout nombre positif v et pour tout ensemble mesurable A, désignons
par V(y, A) la totalit¢ des fonctions sommables f(x) satisfaisant
aux conditions suivantes: (i) |f(x)| Ly presque partout dans A: (ii)

11) Voir p. ex. G. Birkhoff : Lattice theory, New York, 1940, p. 3.

12) Voir p. ex. G. Birkhoff, loc. cit., p. 7.

13) A X B désigne I'’ensemble produit de A et B.

13pis) Nous dirons “fonction mesurable”, sous-entendant celle a valeurs reélles (g=-+o0).
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14)
Zv. A et A, sont définis de la méme maniére que

(® | s

Exemple 1.2. Alors, L est un espace vectoriel rangé. Mais, a quelques
exceptions trivials prés, il n’est pas complet tandis que V(y, A) donne
une structure uniforme compléte sur L. L’étude de la complétion de L
est le but principal de ce §.

Complétion de Pespace vectoriel rangé.— Soit R un espace vecteriel
rangé sur K muni d’une structure (A, A,, V(y,A)). Désignons par R* la
famille de toutes les suites de points {p,} telles qu’il existe une suite
de nombres positifs {y,} et celle d’éléments de A {X\,} satisfaisant aux
conditions suivantes :

(1.1) YppLv./2 pour tout #;

(1.2) A<A < <N, < - et M, €A, pour tout #;

L.3) Vv, M)+ D52 Viy, M) +5.2 2D Vigw, M)+ 025

(1.4)  Viynirs M)+ Viyns, M) V(ya, A) pour tout # et pour tout A.

Alors, on a le

Lemme 1.1. R* est un ensemble linéaive: (i) Si {pi} € R* et
{2} €R*, on a {Pi+p3} €R*; (i) Si c€ K et {p,} €R*, on a {cp,} € R*.

Démonstration. (i) En vertu de I’hypothése, pour chaque indice i,
il existe deux suites {y,}, {M} satisfaisant aux conditions (1.1)-(1.4).
Posons vy, =Min (ys_2, va—2) €t N, =\, /A\AN;. Alors, trois suites {pi+ p2},
{y.}, {»,} satisfont en commun aux conditions (1.1)-(1.4). Donc, on a
{Pr+p2} e R*. (i) Si {p.}, {y.}, {N.} satisfont aux (1.1)-(1.4), et si m
est un entier positif tel que |c|<2” alors {cp.}, {vu-m-1}, {Ma} satis-
font aux conditions (1.1)-(1.4). Donc, on a {cp,} € R*, ca.fd..

Etant données deux suites de points {p}}, {#2}, appartennant i R*
nous allons écrire {pi}~{p?} si, pour chaque indice i(:=1, 2), il existe
une suite de nombres positifs {y;} et celle d’éléments de A {\.} satis-
faisant aux conditions (1.1)-(1.4) et telles que, pour tout 7, il existe
m=m(n) tel qu'on ait

1.5 M<iz,
(1.6)  Viyn, M)+ 0.2 Viym, Mo)+ D

Alors, on a le

14) (R)S f(x)du(x) ((L)S f(x)dx) désigne l'intégrale de Radon (celle de Lebesgue) d’'une
fonction f(x).
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Lemme 1.2. La relation ~ est une relation d’équivalence qui est com-
patible®™ avec la structure linéairve de R*.

Démonstration. D’abord, on a facilement {p,}~{#,}. De la méme
considération que Lemme 1.1., on peut d’ailleurs démontrer deux pro-
positions suivantes: (i) Si {pi}~{q.}, i=1,2, on a {p+pi~{qi+q?};
(ii) Si ce K et {p,}~{q.}, on a {cp,} ~{cq,}. Cela posé, supposons que
{pn}N{Qn}' Alors, on a {pn_Qn}~{O} Donc, {qn—pn}~{0}- Par suite,
ona {g,}~{p,}. Enfin, supposons que {p,}~{g.} et {g.}~{r.}. Alors,
on a {p,+q.}~{g,+7,} . Donc, on a {p,}~{r,.}, cq.f.d..

Or, désignons par R l'ensemble de classe d’équivalence suivant la
relation {p,}~{g9,}. Alors, d’aprés le Lemme 1.2, R est un espace
vectoriel sur K. Nous allons maintenant introduire sur R une structure
de rang de sorte que R devienne un espace vectoriel rangé. Pour tout
nombre positif y et pour tout élément A €A, désignons par V(ry, A) la
totalité des classes d’équivalence qui contiennent au moins une suite
{p,.} € R* telle que p, € V(y, A) pour tout z.

Lemme 1.3. (A, A,, f/(ry, A\)) définit une structure de rang sur R.

Démonstration. Les conditions [1]-[3], [3.3] exceptée, résultent
immédiatement de la définition de V(ry, A). Nous allons donc montrer
que V(«y, M) satisfait a la condition [3.3]. Soient y* un nombre positif,
A* un élément de A, # une classe appartenant a R. Supposons que, pour
tout nombre positif , il existe un élément A=2A(y) € A, tel qu'on ait

L7 Vig*, M) N\ (V(y, M+d) =0,
Puisque (A, A,, V(y, \)) satisfait aux conditions [1]-[3], nous pouvons
choisir une suite de nombres positifs {y;}, =0, 1, -, telle qu’on ait

(1.8)  9;4,<:/2 pour tout

(1.9 Viy;ia, M)+ V(yi, A Vy;, M) pour tout ¢ et pour tout v. Posons
A;=My;). Alors, en vertu de (1.7), pour tout ¢, il existe une classe #;
telle que

i; € Vig®, M) N\ (V(;, \,)+4d) .

Donc, par la définition de V(«y, A), il existe, pour tout Z, deux suites de
points {pi}, {pi} jouissant des conditions suivantes :

(1.10) {p}ea;;

15) Voir p. ex. N. Bourbaki: Eléments de Mathématique, Livre I, Théorie des ensembles,
Chap. II, Théorie des ensembles, Paris, 1954.
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1.11) b € V(y*, N*) pour tout #n;
(1.12) {pu}eu;
(1.13) Di— pi€ Viy;, \;) pour tout .

Puisque {pd} € R*, il existe deux suites {ya}, {A3} jouissant des conditions
(1.1)-(1.4) et telles que

(1. 14) va < Yn -

De plus, puisque {pi}~{pS}, pour tout i(i=1, 2, ---), il existe une
suite de nombres positifs {y;} et celle d’éléments de A {\}} jouissant de
deux conditions suivantes: (i) {pn}, {y.} et {\.} satisfont en commun
aux conditions (1.1)-(1.4); (ii) Pour tout #, il existe un indice M tel
que M<_m entraine pj, € V(yi, M)+ps. Dautre part, puisque {pi*'}~
{Pi}, pour tout (=0, 1, 2, ---) il existe une suite de nombres positifs
{7i} et celle d’éléments de A {}\:} jouissant de deux conditions suivantes :
@ {Pi}, {7i} et {Ai} satisfont en commun aux conditions (1.1)-(1.4);
(ii) Pour tout #, il existe un indice M tel que M< m entraine p.*e
V (75, M)+ b

Cela posé, par induction, nous pouvons choisir deux suites monotones
croissantes de entiers positifs {#;}, {&;} en sorte qu’ellles satisfassent
aux conditions suivants.

(1.15) vk, < Min (v;, Y941, V%, ) 5
(1.16) Vi, < Min (v;, 742) 5
(1.17) Dr € (V(@nl M2+ 002) N (V (v, M) +BR)

Posons 7@“:(j/m\lk,-)/\(J/\1 Az;) et v¥=q9;,. Alors, on a :nyj—’r;i 35,< vk
= = =1 =1
Par suite, d’aprés [3.2] on a Af €A,
D’autre part, en vertu de (1.13) et (1.17), on a

;:il_p;i = 221_¥221+k’i’?+11—2ﬁ‘i +ﬁ:‘i_p’i’i
< V(')’;ﬂy 7\';+1)+ V('Wz,-» Xﬁ,i)—l' V(’Yi, )\’i)
SV (vias M)
Donc, V(vfa, M) +0u SV (vE, M) +ps,. Par suite, on a {p;} € R*
Nous allons saintenant démontrer que {p,} €d. Posons A{=\Af/\

( /\x Y /\( /\ M) et vi=v,_,. Alors, nous pouvons sans peine voir que

{ p"} {%} {)»’} satisfont aux condition (1.1)-(1.4). D’autre part, en
vertu de (1.13) et (1.17), on a
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Dh— % = Db, —Bh,+ bh,— D%, + B3, — B
SV, M)+ Ve, M)+ V(e M)
SV (¥ims M) -
Donc, on a V(y¥, M)+ pn, T V(vi, M)+ p}. Par suite on a {p;}~{p%} €.
D’autre part, en vertu de (1.11), on a p;, € V(y*, M*) pout tout 7.
Par conséquent, # appartient a 17(7*, A¥), c.q.f.d..

Lemme 1.4. R est complet.

Démonstration. Soit {f/(fy,,, M\,)+14,} une suite fondamentale. Alors,
il existe une suite monotone croissante d’entiers positifs {#;} jouissant
des conditions suivantes ;

(1.18)  ¥a,,, < v,/2 pour tout i:

(1.19) IA/'('y,,i o M V(Vn; A) f/('yni, A) pour tout i et pour tout A,
Pour tout Z, par induction, nour pouvons d’ailleurs choisir une suite

{pi} €4, telle que, pour tout k, on ait

(1. 20) B DR €V (Vs M)

Il existe en outre une suite de nombres positifs {yi} et celle
d’éléments de A {Aj} satisfaisant aux conditions (1.1)-(1.4). Et, (1.1)
montre que, pour tout ¢, il existe un indice k() tel que

(1.21) ')’i(i) < Vn; -

Nous allons d’abord montrer que la suite {pi,} appartient a R*,
Posons X;“:(/u\x,,j)/\(J/\M(j)) et v¥=9,,_,. Alors, on a AMfeAx. Cela
J=1i =1
posé, en vertu de (1.20) et (1.21), on a

biin € V(')’n,., Xn,.)+1>iu+n
< V(')’n,., M)+ V(%hars Meor) + Dirais
< V('Yn,._,’ M)+ Dicos -

Donc, on a V(y¥., M)+ i, S Vv, M)+ bia,. Par suite, on a

{piw} € R%.
Ensuite, désignons par # la classe a laquelle {p;.} appartient, et

montrons que #€ \(V(¥,, M)+#,). Si m> k@), en vertu de (1.18)-
(1.21), on a
p:n'—p;n(m) = ﬁfr.—Pim)JrPZ(m)—PiJr})Jr e ﬁ;a%”p:n(m)
g V(’}':,,,, )\'7‘»)4— V(')’n,-y 7"n,~)+ et V('}'nm_l, A’"m—l)
S VrE M)

+1?
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On a donc 4@, —i¢€ V(fy?, A¥) pour tout i, ainsi #< #; entraine (f/(vn, A,)+

zin)/\(l}('yi“, A¥)+4)==0. Par suite, on a zZGIA/(fy,,, \,)+4, pour tout 7,
c.q.f.d..

Etant donné un point p de R, désignons par p la classe qui contient

la suite {p,=p}. Alors, I'application @ : p—p(p)= ﬁ est une application

linéaire biunivoque de R dans R telle que o(V(y, x))zf/(«y, M N\ p(R).

Le rang, induit sur @(R) par celui de Ié, a donc la méme structure que
celui de R.

De plus, @(R) est partout dense dans R au sens suivant: Pour tout
classe # € R, il existe une suite fondamentale {IA/(ry,,, A,)+id,} telle que
4, € p(R) et 4e N\(V(yn, M) +a,). En effet, considérons une suite {p.}
qui est contenuen dans #. Alors, il existe une suite de nombres positifs
{v.} et celle d’éléments de A{\,} satisfaisant aux conditions (1.1)-(1.4).
POSONS ph,= Pl =Duny Y=oz, M=\ N,,. Alors, {V(r, M)+53} est
une suite fondamentale telle que 4 € [\?V(fy;‘,‘, M)+ pF).

En résumé, on a le

Theoréme 1. FEtant domné un espace vectoriel rangé R, R est un
espace vectoriel rangé complet tel qu’il existe un sous-espace partout dense
de R (au sens pris plus haut) qui a la méme structure de rang que R.

Complétion de L.— Dans le but de exclure quelques exceptions tri-

viales, nous allons supposer que la mesure p jouisse de la condition
suivante :

(*) Pour tout nombre positif &, il existe un ensemble mesurable A tel
que 0<p(A)<&.

D’abord, pour toute suite u={f,} € L*, nous pouvons facilement
voir que f,=f,(x) tend vers un fonction f(x) presque partout dans

X, et (R)S Sa(x)du(x) tend vers un nombre réel p. Posons J(u)=f et
X

I(u)=p. Alors, l'application T : T(u)= (J(%), [(»)) est une application
linéaire de L* dans le produit de M et I'’espace de nombres réels R,

Nous allons maintenant montrer que T (L*)=Mx R. Soient f une
fonction mesurable et p un nombre réel. Alors, d’aprés I’hypothése (*),
il existe une suite monotone croissante d’ensembles mesurables

AAC A, -

16) Dorénavant, nous allons désigner par R l’espace vectoriel rangé de nombres réels
muni de la structure donnée en Exemple 1.1.
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telle que 0<u(X—A,)< 27" et f soit sommable sur chacun des ensembles
A,. Définissons une fonction f,(x) par

J f(x) pour x€ A,
£@) =1 p—(R) (|, fx)duz) e
l XA pour x€ X—A4,.

Alors, en posant = {f,}, on a J(u)=f et I(u)=p. Par suite, 'applica-
tion T est une application linéaire de L* sur M x R.

D’autre part, par la définition de V(y, A) dans L, il résulte immédiate-
ment que, pour que #~0, il faut et il suffit qu'on ait a la fois j(#)=0
et I(u)=0. L’application T (#)=T(u), ueu, est donc une application
linéaire biunivoque de L sur MxR.

Cela posé, nous pouvons sans peine voir que L—MxR.

§ 2. Definition et proprietées générales des intéegrales (E. R.).

Soit X un ensemble muni d’une mesure non négative p telle que X
soit un ensemble mesurable de mesure finie et satisfaisant a la condition
(*). L’¢noncé de §1 montre que le produit M xR est un espace vec-
toriel rangé complet dans lequel L est partout dense au sens pris plus
haut. Dans M x R, nous allons désigner simplement par V(y, A) ’ensem-
ble V(y, A) x V(y). Nous pouvons facilement voir que, pour que V(y’, A')+
7, VY Vv, A)+(f, p), il faut et il suffit qu'on ait a la fois u(A—A’)=0,
[p—p | Ly—" et |fx)—f(x)|Ly— presque partout dans A. Donc,
on a le :

Lemme 2.1. Pour que {V(v,, A,)+(fn, Da)} est fondamentale, il faut
et il suffit quon ait

(2.1) o> > Ny e
2.2) limy,=0,

(2. 3) J(A,,—A,,H):O pour tout m,

2.4) w(X—A,)<7vs pour tout n.

(2.5) [ fps(X) =S (X)) LV~ Vnir Dresque partout dans A, pour tout n,
(2.6) | Dut1—Du|l LVn—TVns1 Pour tout n,

(2.7)  fonlX)=Foni:(X) presque partout dans X et p,u=Dopsir,

(2.8)  Yan>Yonss -

Il en résulte de plus que, pour toute suite fondamentale {V(v,, A4,)+
(f» Pu)}, Pour que (f, p) € [\(V(V4, A,)+(fs, D), il faut et il suffit qu'on
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ait a la fois lim f,(x)=f(x) presque partout dans X et lim p,=p.

npoo

Définition des intégrales (E. R.)— Etant donnée une autre mesure v
qui est équivalente a w c.-a-d. » est absolument continue par rapport a
p et vice versa, une suite fondamentals {V(v,, A,)+(f,, P,)} est dite
qu’elle jouisse de la propriété P*(v), si elle satisfait aux conditions sui-
vantes :

(1*)  f,(x) est sommable pour w;

(2%) po= (R | fuw)dun);

(3%) 11 existe deux suites monotones décroisantes de nombres positifs
a(n) et ¢(xn) jouissant des conditions suivantes :

(3*%.1) lima(n) = 0;

npoo

(3*.2) lim ¢(n) = 0;

(3%.3) »(X—A,)La(n) pour tout #n;

(3*.4) 11 existe un nombre k>1 (indépendant de #) qui satisfait a
I'inégalité ka(n+1)> a(n) pour tout #;

(3*.5) Quels que soient m, n entiers positifs, pour tout ensemble me-
surable A tel que v»(A) L ma(n), on a (R)S | fa(x) | dp(x) < mdp(m).
A

Lemme 2.2. Soit {V(v,, A,)+(fn, Da)} une suite fondamentale jouiss-
ant de la propriété P*(v). Si (f, p) € \(V(Vns An)+(fus D) alors f(x)

est sommable sur chacun des ensembles A, et on a de plus
2.9) p=Tm @ | Axdux).

Démonstration. En vertu du lemme 2.1, on a |f(x)—fu. (%) LY.

presque portout dans A,. f(x) est donc sommable sur A,. De plus
(2. 9) résulte de I'inégalite

=B | Andute) £ = B | fin)duto)

+® | 10 dutn) + (R [ A0~ F(5) | dut)
Z YutP(1) + w(X)7, -

Lemme 2.3. Soient a,(n), a,n) deux suites monotones décroissantes
de nombres positifs satisfaisant aux conditions suivantes: (i) lima;(n)=0;
nyoco

(i1) Pour chaque indice i, il existe un nombre k, >1 (indépendant de n)
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tel que ka,(n+1)> a;(n) pour tout n. Alors, il existe deux suites d’entiers
positifs n}, n} jouissant des conditions suivantes :

(2.10) #i<#i,, pour tout j;

(2.11) Si j est pair, alors ni est aussi pair;
(2.12) Si j est impair, alors on a nij=ni_,+1;
(2.13) (kk,) a,(n}.1) > a,(n}) pour tout j;

(2.14) a,(n}) L (kk,)a(n}) pour tout j(i, =1, 2).

Démonstration. Désignons par #}; le plus petit entier pair des # tels
que a,(n)<(kk,)"* Min (a,(0), a,(0)), et posons #n},.,,=mnj,+1.

Lemme 2.4. Soient u,= {V(v;, A})+(fx, b2}, u,=A{V(vi, A2+ (f2, )}
deux suites fondamentales jouissant de la propriété P*(v). Alors, il existe
une autre {V(v,, A,)+(f., D)} telle quon ait a la fois lim F(x)=1im fL(x)

+1lim f2(x) presque partout dans X et lim p,,_hm 17,,,,+11m pE.

nyo0 npoo

Démonstration. Remarquons d’abord que, puisque #; jouisse de la
propriété P*(v), il existe, pour chaque indice 7, deux suites monotones
décroissantes de nombres réels a,(n), ¢,(n) jouissant des conditions (3*. 1)-
(3*.5). En vertu du Lemme 2.3, il existe deux suites d’entiers positifs
n}, nj satisfaisant aux conditions (2. 10)-(2. 14). Posons ')/jz'}”lt}—f")’:‘zi, A=
AL N\Ags, F(x)=F(2)+ S o(x) et py=py+ b2, Alors, {V(y;, A)+(f;, 5,)}
satisfait a l'exigence du lemme. En effet, en vertu des (2.10)-(2.12)
et Lemme 2. 1., on peut facilement voir qu’elle est une suite fondamentale.
Ensuite, posons a(j)=a,(n})+a,(n3) et ¢(7)=2(kk,)(P,(n})+ P (n5)). Alors,
en vertu de (2.14), on a a(j) L 2(kk, )3al(n,) et a(j) L 2(kk,) a,(n3). Donc,
et v(A) L ma(j), on a

R 170 1 dpt) 2 ®) | 17300 1dan+ ® | 1301 dut)

Par conséquent, {V(v,, A.)+ (f., P.)} est une suite fondamentale jouissant
de la propriété P*(v).

Lemme 2.5. Soient ¢ un nombre véel, {V(v,, A,)+(f., D)} une suite
fondamentale jouissant de la propriété P*(v). Alors, il existe une autre
{V(v¥, AR+ (fF, p¥)} telle que lim f¥(x)=clim f,(x) presque partout et

lim p¥=c hm Dy

nyoo

Demonstratlon est immeédiate.
Or, considérons deux suites fondamentales {V(v,, A,)+ (fx, Da)},
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{V(B,, B,)+(g,, g.)} jouissant de la propriété P*(»). Alors, les Lemmes
2.2, 2.4 et 2.5 montrent bien que, si lim f,(x¥)=1im g,(x) presque partout,
on a lnln;lo p,,:lzilg q.. En effet, en vert’ti;fies Lemrnﬁgs 2.4 et 2.5, il existe
une au;re suitg fondamentale {V(vy,, C,)+(k,, r,)} jouissant de la pro-
priété P*(v) et telle qu'on ait lnlg h,,(x)zlnig f,,(x)—}‘ig} Z.(x)=0 et 11»12 V=
11)1‘5[ p,,—lnijl: q,. D’aprés le Lemme 2.2, on a limr,=0.

7300

Dongc, s’il existe une suite fondamentale {V(vy,, A,)+(fx, P,)} jouiss-
ant de la propriété P*(v) et telle que lim f,(x)=f(x) presque partout,

nous pouvons définir l'intégrale (E. K. v) de f(x) par
(B. R.») |_fin)du(x) = Tim p(= Tim (R |_Fu(x)dpta) .

La fonction f(x) est dite intégrable (E. R. ») pour p et {V(v,, A,)+

(fus Da)} (0w {V(y,, A)+(fa, ba); a(n), $(n), k}) s’appelle une suite
génératrice de f(x). Dans le cas ol »=p, f(x) sera dite simplement in-

tégrable (E. R.) et I'intégrale de f(x) est désignée par (E. R.) SX f(x)du(x).

Si f(x) est sommable, alors celle est intégrable (E. R. v) et on a

(E. R. ») SX F@)du(x) = (R) SXf(x)d/ﬁ(x).

En vertu des Lemmes 2.4 et 2.5, on a immédiatement le

Théoréme 2. Soient c,, ¢, deux nombres réels. Si f,(x) et f,(x) sont
2

intégrables (E. R. v), alors 3\ c;f(x) est aussi intégrable (E. R. v) et on a
i=1

(E. R. v) gx iilc,.f,.(x)d,u(x) = élc,.(E. R. ) SXf,.(x)d/u,(x) .

Intégration sur les sous-ensembles— Soit X* un sous-ensemble me-
surable de X muni des mesures p* et v* induites par px et v respective-
ment. Alors, on a le

Theoréme 3. Soit f*(x) une fonction définie sur X*. Définissons une
Sfonction f(x) définie sur X par
F*x) pour xeX*

7 = { 0 pour xeX—X*,

Alors, pour que f*(x) soit intégrable (E. R. v¥) pour wp*, il faut et il suffit
que f(x) soit intégrable (E. R. v) pour p.

Démonstration. Supposons d’abord que f(x) soit intégrable (E. R. v).



200 H. OkANO

Alors, il existe une suite génératrice {V(y,, A,)+ (fa, D.); a(n), p(n)} de
f(x). Posons vf=v,, AF=X*N\A,un.'" et p¥=p,. Sil existe un indice
n tel que w(X*— A¥)=0, f*(x) est sommable et donc intégrable (E. R. v*).
Si p(X*— A¥) >0 pour tout %, posons

(%) pour x € A¥

k —
Fi®) =1 £ o A;{‘ (R)S o+ Sa(2)dplx) pour x€ X*—Af.

Alors, en vertu de Lemme 2.1, {V(y¥, A¥)+(f¥ p¥)} est une suite
fondamentale.

Or, d’une part, (R) SX* *x)dp*(x) = (R) gxf,,(x)d/z.(x) = p¥ et d’autre

part, v*(A) L ma(n) entraine que

B 1r2@1dwn 2 B, 1P @+ R [, @) )

ANA%
Z®| 1@ dpa)+ ® [ 1A a0+ R | ey 1) dis)
< 2P+ m(X ),

donc, {Viv¥, AX)+ (f¥, pF); an), 26(n)+ p(X)y,} est une suite génératrice
de f*(x).
La démonstration de l'inverse est immédiate.

Changement de la mesure.— Etant données deux mesures g, &/, si p

dp
dup
au sens pris de Radon-Nikodym. Si u# est équivalente 4 /, alors on a
dp do
dy dp

=~ =1 presque partout 18

Théoréme 4. Soit X un ensemble muni de trois mesuves p, ' et v
qui sont deux a deux équivalentes. Alors, pour qu’une Sunction f(x) soit

intégrable (E. R. v) pour w, il faut et il suffit que f(x (x) soit intégra-
ble (E. R. v) pour u'. Et, de plus, on a

x)dp (x) .

(E. R. ») SX F(x)du(x) = (E. R. ») S f

Démonstration. D’abord, supposons que f(x) soit intégrable (E. R. v)

17) Pour un nombre réel p, [ p] désigne l’entier m tel que p >m >p—1.
18) Voir p. ex. P. R. Halmos: Measure Theory, New York, 1950.
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pour p. Alors, il existe une suite génératrice {V(v,, A,)+ (fu, D,); a(n),
b(n)} de f(x). Posons A,=A,,/n+.. Alors, f(x) est sommable sur chacun
des ensembles A,. Si p(X—AL) >0 pour tout #, définissons une fonction
f'(x) par

f(x) pour x € Al

Fal®)+

falx) = [ e A;) S , (fulx)—f(x))dp(x) pour x€ X—A},

et posons f¥(x)=f ;(x)Z—/"L';. Alors, on a (R)Sxff(x)d/b’(x)=(R)SXf w(x)dp(x)
:(R)SX fo(x)du(x)=p,. Ensuite, v(A) Lma(n) entraine que

® 1711w @ = ® | 171w dut)

2R, ) du) + B (1) dud)

ANA, X-As

|f,,(x>|d/n<x>+(R)j

= ANAL

ANAL, | fu(%)— f(2) | dp(x)

F R 10 dun R [ 110 7)) duto)
< m(2(n) +2p(X),,) - '
D’autre part, puisque (X —\”/A,’.) =0, on a
lim 4/(X— A7) = w(X—\J 4) = 0.
Par conséquent, en posant v}¥=v,+ ' (X—A), {V(v¥ A,)+(f¥ p.)} est

une suite génératrice de f (x)g;'% par rapport a x/. De plus, on a

(E. R. ») SX /(x) = lim p, = (E. R. ») SX Fa) () .

Inversement, supposons que f (x)ﬂ"— soit intégrable (E. R. v) pour /.

du
Alors, en vertu de Pénoncé plus haut, f(x) d//j Z’“ =f(x) est intégrable

(E. R. v) pour p, c.q.fd..

En posant g/ =v, le Théoréme 4 explique que la théorie des intégrales
(E. R. v) (généralisées par v) se réduit a celle des intégrales (R. E.) au
sens usuel (c.-a-d. v=w). En particulier, il montre que, dans le cas d’'une
variable réelle, la généralisation donnée par Prof. K. Kunugi® et la notre
sont coincidentes.

19) K. Kunugi: Sur une généralisation de l'intégrale, cité dans 1), §4. Généralisation.
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Cas d’une variable réelle.— Nous allons maintenant considérer le cas
ou X serait un intervalle fermé [a, b], — o< a< b< oo, et p serait la
mesure de Lebesgue, et v=p.

Or, nous allons désigner par J([a, b]) la famille de toutes les fonc-
tions intégrables (E. R.) sur [a, b] qui admettent des suites génératrices
{Vv., A)+(fn, D)} satisfaisant a la condition :

2. 15) |(L> [ frd)—fulaeNda] 2 va—ts pour tout ce 4,

Alors, de la méme considération du Théoréme 1, J([a, b]) est une en-
semble linéaire.

Si f(x)eJ([a, b]), Vintégrale (E.R.) indéfinie F(x)—(E. R.)Sx Ft)at

et f(x) peut étre définie presque partout dans [q, b], et, si en outre
Vv, An)+(fs, Da)} est une suite génératrice de f(x) satisfaisant a la

condition (2.15), on a, en posant F,(x)=(L) Sx FH(t)dt,
(2. 16) lim F,(x) = F(x) presque partout.

De plus, Lemme 2.3 montre que, si f(x) €J([a, b]), il existe une suite
génératrice {V(7,, Ax)+(fa, pn)} de f(x) telle que

(2.17) wla, b]—A,) < 27"

et qui satisfait 4 la condition (2. 15).
Cela posé, on a le

Lemme 2.6. Si f(x)ed([a, b]) et si {V(v,, A)+(fr, D)} est une
suite génératrice de f(x) satisfaisant aux conditions (2.15) et (2.17), alors

on a
(2.18) SO 1P Fun) dx <o

Démonstration. En vertu de la condition (3*%), il existe deux suites
monotones décroissantes de nombres positifs a(n) et $(n) jouissant des
conditions (3*.1)-(3*.5). Alors, on a

D) (Fanlt)=FuteNat| dx

b
<L>§ | Fos () — Fo(x) | dw = (L) 5

b
a

~w|, @ [ rtr—ruiendt| ax

+@ | AD 1 f—su1dtax

(a,b) -
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£ =0 rn—ru) + 2D | funtt)—1utt)

(L) S[a, ]

Z(b—a)(Vn—Vns1)
+27{(b—a) (V= Vi) + R+ 1D)P(n+1)+d(n)}, c.q.fd..

Frn®1dt+ (D) lf,,(t)ldt}
An Agp

(a.b) -

Donc, d’aprés le théoréme de Beppo-Levi*®, on a le

Theoréme 5. Si f(x)eJ([aq, b)), alors lintégrale indéfinie F(x) de
f(x) est une fonction sommable sur [a, b].

D’aprés ce théoréme, on peut facilement voir que, si f(x) admet une
suite génératrice satisfaisant a la condition (2.15) et telle que A, soit

ouvert, F(x) est dérivable presque partout dans [a, b] et on a F'(x)=f(x)
presque partout.

Lemme 2.7. Si f(x)eJ([a, b)), et si p(x) satisfait & la condition de
Lipschitz*>, alors f(x)p(x) est intégrable (E. R.) sur [a, b]. Si {V(v,, A,)+
(fa> Da)} est ume suite génératrice de f(x) satisfaisant aux conditions
(2.15) et (2.17), on a

(2.19) B R)| fp@ar = tim @[ funpds.
Démonstration. D'abord, intégrant par parties, on a
O o) Fuo—Fuandz| 21 9®1 (D) | (Fu)—Fuw0ax
@ [ 19D | Fust)—fuitnat| dx
Z190) | (a1 +( 589 190D [ 1Frs(e) = Fut) d
Dons, d’apres le Lemme 2.6, on a

i, (L) Sb P(2) (fia(6) — f,.(x))dx\ < oo,

En posant vi=(1+ sup I¢(x)l)vn+gl(L) SZ P (foral®) =S (2)) d|
{V(fy;’:, A,)+(f.p, (L) Sb f,,(x)gu(x)dx)} est donc une suite génératrice de
f(x)p(x), cq.fd..

20) Voir p. ex. F. Riesz et B. Sz.-Nagy: Lecons d’Analyse Fonctionnelle, Budapest, 1952.
21) Dans la suite, nous dirons simplement *condition de Lipschitz”, sous-entendant celle
qui est d’ordre 1.
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Theoreme 6. Si f(x)eJ([a, b)), et si p(x) satisfait a la condition
de Lipschitz, alors lintégrale (E. R.) de f(x)p(x) peut se calculer par
barties :

(E. R)S:f(x) o) dx = FO)p)— (D) || Fayoadz,

oi F(x)=(E. R) S F(tyde™.

Démonstration. Soit {V(v,, A,)+(f,., p.)} une suite génératrice de
f(x) satisfaisant aux condition (2.15) et (2.17). Alors, en posant F(x)=
(E. R.)S f)dt et F,,(x):(L)S f(t)dt, on a lim Fo(x)9'(x)=F(x)p(x) pres-
que partout. D’autre part, le Lemme 2.6 montre que i (L)Sb | Fpi(x) /(%) —

n=0 a

F,(x)9'(x)|dx<co. Par suite, en vertu du théoréme de Beppo-Levi, on
a

@ | Fepdr =tim @) | Foeds.
Donc, utilisant le Lemme 2.7, on a
E.R) [ ferpmar =tim @) [ fumotds

— timp®)(L) | f0dz—tim @) | Fu@)9/@dx

b
- F(b)gp(b)~(L)S F(x)g'(x)dx , cafd..
Exemple 2.1. Soit f(x) une fonction définie par
flx) = 1 ] Pour 2l x <L 27
i1 (OB+1, —
22T —3) log =3 (n=1,2,3, ).

Alors, on a feJ([0, 1]), et (E. R.)Sl F(x)dx=0.
Exemple 2.2. E une somme d’un nombre fini d’intervalles fermés

[a;, b;] (=1, 2, -, m): E=\"j/1[a,-, b;]. Posons
i=

(B = g™ =g T

22) Cf. S. Nakanishi: L’intégrale (E. R.) et la théorie des distributions, Proc. Japan
Acad., 34 (1958), 565-570, Proposition 1; H. Okano: Multiplication of (E. R.)-integrable func-
tions, ibid., 585-586, Theorem 2. '

23) (a, b) désigne un intervalle ouvert.
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pour tout entier positif . Et mettons
H\(E) = H{(E),
H,(E) = HE- ] H/E) pour 7.2,
i=
H(E) = E—\J H,(E),
n=1

H,pym\E) = Hy (Hy o, (E))  pour B2,
H¥E)=H( \J H,.,(E) pourn>1.

nidn,=n )
Posons I=[0,1]. Alors, on a u(H}¥(I))>0 pour tout n. Considérons

une fonction f(x) définie par

x) = n
0

pour xe[—\?lH:,“(I) .
Alors, la fonction f(x) appartient a J(I), et son intégrale (E. R.)

Sl f(x)dx est égale a log 2. Quelque soit I, un sous-intervalle de I, f(x)
0

n’est pas sommable sur 7.

8§ 3. Applications des integrales (E. R.).

Tout d’abord, commencons par condidérer 1’

Intégrale de Poisson.— Etant donnée une fonction f(0) sommable sur
[—=, =], on sait* que l'intégrale de Poisson

f(0)do

f— 1 - l—rz
u(r, @) = o (L) S_ﬂ 1—27 cos (0 —@)+-7r?

définit une fonction harmonique a lintérieur du cercle-unité, et si en
point 6, l'intégrale indéfinie F(8) de f(8) admet une dérivée F'(6,), tend
vers F’(6,) quand le point (r, ») se rapproche du point (1, 6,), passant
entre deux cordes au point (1, 8,).

Dans la suite, nous allons montrer qu’il est valable sous la seule
condition que f(0) appratienne a J([ —=, =]).

Soit f(0) une fonction appartenant a J([—=, z7]). Alors, d’aprés le
Lemme 2.7, nous pouvons définir une fonction g(z) d’'une variable com-
plexe z, |z|<1, par

24) P. Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor, Acta Mat., 30 (1906). Voir
aussi G. C. Evans: The logarithmic potential, Amer. Math. Soc. Col. Pub. VI, 1929.
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_1 " etz %
8@ o (B R) [ 5542 p0)do

Nous allons maintenant montrer que g(z) est holomorphe pour |z|< 1.
En effet, posons

2 = LER)| F(0)d0

etO
-x (e“’ — 2)2
Alors, en vertu du Théoréme 6, on a

‘g(z+h)—g(Z_)_gl(z)l

lh'{(ER)S (e —z e’:;(e""—z)zf(e)del
2 sz

M hara B R | roras)
w0 (" 1POI & () 20}

oti F(8)=(E. R. )g Fydt.

Donc, on a g’(z)=g.(2).
Puisque la fonction «(r, @) définie par

1—7%
X ) do
G- uir, @) = (E R) S_¢1+r Zrcos(w—ﬁ)f( yd
est la partie réelle de g(z), elle est une fonction harmonique pour |7|< 1.
Ensuite nous allons démontrer le théoréme de Fatou:

Theoréme 7. Soit f(0) une fonction appartenant a J([—=, =]). Si
en point 6, Uintégrale (E. R.) indéfinie F(0) de f(0) admet une dérivée
F’(8,), alors la fonction u(r, p) définie par (3.1) tend vers F'(0,) quand le
point (r, @) se rapproche du point (1,0,), passant entre deux cordes au
point (1, 6,).°

Démonstration. Remarquons d’abord que, d’aprés le théoréme usuel
de Fatou, nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que
0,=0 et F(0)=F'(0)=0. Dailleurs, I’hypothése du théoréme est équi-
valente au fait qu’il existe un nombre positif N tel que

25) L’intégrale (E. R.) d’une fonction & valeurs complexes f(x)=g(x)+i h(x) est définie
par (E. R.)S f(x) de=(E. R)\ g(x) dx+i (E. RO\ h(2) ax.

26) Cf. H. Okano: Une généralisation d’un théoréme de Fatou concernant l'intégrale de
Poisson, Proc. Japan Acad. 35 (1959) 461-464.
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(3.2) lp|<N(1l-—r7).
Posons
(3. 3) F(0) = 04(0).

Alors, lim 7(6)=0. Ainsi, étant donné un nombre positif &, il existe un
0->0
nombre positif A tel qu’on ait

(3.4) [9(0)|< & pour [O|<\.
De plus, il existe un nombre positif M (indépendant de ) tel que,
LA 1
. & 60— d .
(3.9) S1 2 <l0-pl L, |1+72—2rcos(6’—rp)‘<M

. & A
Posons K=Min (1, N 2_N> )
D’autre part, d’aprés le Théoréme 6, on a

1—72 "
U, P L g o B RO |7 F(@d00)

1 * 2r(1—7*sin (p—0)
+2—7f '(L) S-a(1+r2—2r cos (p—0))* F(0)d0~ ,

ot F(0)=(E. R.)Si f(tyat.

, i _ i _1-r _ S
D’abord, |7ei¥*—1|< K entraine Oél+fz+27’C0S¢42(1 r) < 28

Donc, en posant

*  2r(1—7r% sin (p—0) oMz (etNz (e
(L) S—ﬁ (1—!—7‘2—27’ Cos (¢_‘ 0))2 F(e)dg - S—"t + S‘P—)\/2+ S¢+}\/2

=L+L+1,

on a lul, gu)];ziﬂ(ze)(a R) S;fw)de'+;11|+;12|+113|) pour [rei®—1|<K.

Or, |7¢*—1|< K entraine 111|+113|<4eg' |F(0)|d0 d’aprés (3.5).

Ensuite, posons ¢=60—¢, alors on a, en vertu de (3. 3),

L= " 2SN gyt gt

—a2 (L+72—27 cos t)*
_ M2 2y(1—r?)sint
= (L) S-A/z (1+7*—27 cos t)?

M2 2r(l—r?)sint
+(0) S—,\/z (1+7*—27 cos t)

tn(t+p)dt

; Pn(t+@)dt

=I1}+13%.
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Puisque |t+g0|4lt|+|¢|4—22”—+N(1—r)<7& d’aprés (3.2), en vertu
de (3.4), on a |5(t+@)|< & Donc, on a

* 2r(1—r?*)sint
1 &
111 <2 So (1+7*—2r cos t)

4rye
L —_‘_‘7 £ 4n€

D’autre part, on a, en vertu de (3. 2),

13 <2190 | 2R

J 1 1
~ AN&(1—7) ((1_”2 (1+r)2> L 4NE.

Par suite, |7¢’—1|< K entraine l'inégalité

T

utr, )| < £ {’(E R) S f(@)d&‘ +20) | IF(0)|d6’+27z+2N}.

Par conséquent, on a lim u(r, p)=0, cq.fd..
71
I‘PI<N—EI—')

Opérateurs intégraux (E. R).— Dorénavant, supposons que K(x, y) soit
une fonction définie et ayant des dérivées continues dans un domaine

alx<B, a<ly<B. Si f(x)edJ([a,d]), a<a<b< B, alors, en vertu
du Lemme 2.7, K(x, )f(y) est intégrable (E. R.) sur [a, b]. Donc, nous
pouvons définir un opérateur K-.f par

(K-f)(%) = (E. R) 5 K(x, 9)f()dy .

Alors, en vertu du Théoréme 6, on peut sans peine voir que (K-f)(x)
est une fonction continue dans l’intervalle («, B).

Si la multiplication f(x)g(x) de deux fonctions f(x), g(x) est inté-
grable (E. R.) sur [a, b], définissons une forme bilinéaire (f, g) par

(f, &) = (E. R) jif(x)g(x)dx.

Ensuite, posons K*(x, y)=K(y, x). Alors, on a le

Lemme 3.1. Soit g(x) wume fonction sommable sur [a, b], f(x)€
J([a, b]). Alors, on a (K-f, g)=(f, K*-g).

Démonstration. Soit {V(v,, A,)+(fx, P,)} une suite génératrice de
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f satisfaisant aux conditions (2.15) et (2.17). Posons

Fun) = @ [ funat, Fo=@E R roa,

et mettons

M= sup (|K<x,y)|, l%fﬂx,y)I).

alxsLb,alyLb

Alors, d’aprés le Théoréme 6, on a
(B-(F—£, )l < M) | 1g@ldx{ [(B. R) [ (£0)—utona)

+@ [ 1FO-Folds)

Donc, en vertu du Lemme 2.6, on a lim (K-(f—f,), g =0.

Drailleurs, puisque (K*-g)(x) jouit de la condition de Lipschitz dans
[a, b], on a lim (f,— f, K*-g))=0 d’aprés le Lemme 2.7.

Par conséquent, d’aprés le théoréme de Fubini, on a
(K'f) g)_(fr K*'g) = (K'(f’_fn)) g)+(fn_f7 K*'g) =0 ) C-Q-f-d--

Or, désignons par 1 opérateur identique. Alors, pour un nombre
réel A quelconque, lopérateur 1—AK est une application de J([a, b])
dans lui-méme. Nous allons maintenant démontrer le théoréme de Fred-
holm.

Theoreme 8. Pour que 1—AMK admette un opérateur inverse, il faut

et il suffit que 1

5 re soit pas une valeur propre de K.

Démonstration. D’abord choisissons deux systémes linéairement in-
dépendants de fonctions ayant des dérivées continues dans l'intervalle

(@, B): a,(x), ax), -+, &, (x); Biy), By) ++ Ba),
telles qu’on ait
@ [ 1K - Fa 0B, drdy < 1.
Posons
Ki(x, 3) = MK(x, )~ 3 (1) B,(9),
Ki(x, y) = Ki(x, y),
K%(x, ) = (L) Sb K(x, KNt p)dt pour n>. 2.
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Alors, la série de Neumann
Ly, y) = g Ki(x, y)

définit une fonction définie et ayant des dérivées continues dans l'inter-
valle («, B).
Cela préparé, en vertu du Lemm 3.1, 'équation

(1-AK)-p = f

se réduit a la formule®*

P(x) = £(x)+(E. R) S Ly(x, 9) () dy

+ Seden)+ @) | L pandy

presque partout, avec

ki b b (b ‘
Pf—zlpf{mS “f(x)ﬁj(x)dﬂ(lz)g S L\(x, y) () B;(x) dxdy
— (E.R) S” B0+ L) || Ty, 98,9 dn) f(x)dx
(j=1,23, - m), cqfd™.

Nous allons maintenant passer a I’étude d’'un opérateur K défini par
un noyau K(x, y) ayant des dérivées continues a second ordre.

Lemme 3.2. Si K(x, y) a des dérivées continues a second ordre, alors
(K-f)(x) est une fonction a dérivées continues, et on a

d 28
%(K-f)(x) = (K, f)(x)*™.

y
Démonstration. Posons F(y)=(E. R.)S f()dt. Alors, en vertu du

Théoréme 6, on a
(K.-) @) =F®) 5. Ko —1) | o ) K(x, »)d
X - ax b a y ayax ’ y y y
et en outre

o
(K- = B R) [ F0)dyKe, - | F(o) 5, Kz, )dy.

27) Cf. la méthode de E. Schmidt: Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integral-
gleichungen, II, Auflosung der allgemeinen linearen Integralgleichung, Math. Ann. 64 (1907),
161-174.

28) K,-f désigne l'opérateur définie par le noyau

2 Kx )+ K H@=CE B[ f) LK, ) dy.
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Donc, on a

d (g ER)( f(dy > Kz, b
L &N = ER) [ fdy 5 Kz, 0)

b o2
~0) | FO) 0 K )y
— (K. £)(®), cafd.

Theoreme 9. Sous la méme hypothéese que le Lemme 3.2, quelques
soient feJ([a, b]), g€J(a, b)), on a (K-f, g8)=(f, K*-g).

Démonstration. Soient {V(@,, A,)+ (fx, Dx)} €t {V(Bu, Bu)+(&ns aa)}
deux suites génératratrices de f et g respectivement qui satisfont aux
conditions (2.15) et (2.17). Alors, d’aprés le théoréme de Fubini, on a

(K+f, 8)—(f, K*-8) = (R-f, g—ga)+(K-(f—12), &)
+(fn; K*'(gn_g))+(fn—f: K*°g) .

D’abord, puisque (K- f)(x) et (K*-g)(x) satisfont a la condition de
Lipschitz dans l'intervalle [a, ], on a, d’aprés le Lemme 2.7,

(3-6) hm(K‘f’ g_gn)zoy hm(fn"f? K*'g) =0.

Ensuite, nous allons démontrer que lim (K-(f—f,), g.)=0. Pour cela,
mettons

M: sup <]K(x7y)|’
Fux) = @ | fuhdt, Foy=E R s0dt, 6w =m0 | gwar.

2 K, y)\ , \% K, )| 'a'f;} K(x, )

aLxsLb, aLyLb

et posons

Alors, d’aprés le Lemme 2.6, on a
3.7 tim (L) [ | F()~ Fu()ldz = 0,
et d’ailleurs il existe un nombre positif N tel qu’on ait
(3.8) t(L) Si g,,(x)dx(<N, (L) Silg,,(x)ldx<N pour tout 7.
Or, d’aprés le Lemme 3. 2, intégrant par parties, on a
(K-~ &) £ |(D) | gu(0) dx || (K-(F=£)B)
() [ 1B (F =) 3) Gyl di
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Mais, en vertu du Théoreme 6, on a

(K- (F=£ DO 21K, OI[(E.R) | Fnvdy— D) || £y

FO)=Fu9) | 5 K, 9) | dy

+w |

b
£ M, +@) | |F(9)=Ful9)|dy).
De la méme maniére, pour tout x, a £ x2b, on a
| (F=F )] £ Mty + (L) [ |P(9) = Fu(3) ).
Par suite, d’aprés (3.7) et (3.8), on a
(3.9) lim (K+(f~f,), &) = 0.
Enfin, de la méme considération, on a

(3' 10) llrg (fny K*'(gn—g)) =0.
(3.6), (3.9), (3.10) montrent bien que (K-f, g)—(f, K*-g)=0, c.q.f.d..

(Recu le 17 septembre, 1959)






