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記号の定義

記号 意味
N 自然数全体の集合
Z 整数全体の集合
R 実数全体の集合
Rn n次実数ベクトル全体の集合
Rn×m 実数の n×m行列全体の集合
S 有限次元の基底関数空間
A\B 差集合　
[a, b], (a, b) 閉空間および開空間　
(a, b], [a, b) 半開空間
A×B 集合Aと集合Bの直積
a ベクトル
A 行列
|a| ベクトルのユークリッドノルム
a · b ベクトルの内積
a ∧ b ベクトルの外積
e ベクトル空間の基底
ex x軸方向の単位ベクトル
ey y軸方向の単位ベクトル
ez z軸方向の単位ベクトル
In n次の単位行列（しばしば nを省略する）
max(a) ベクトル要素の最大値
min(a) ベクトル要素の最小値
dimB 線形空間Bの次元

vec(B) 行列のベクトル化：
(

b⊤1 b⊤2 · · · b⊤n

)
a ◦ b ベクトルのアダマール積：

(
a1b1 a2b2 · · · anbn

)
A ◦B 行列のアダマール積：

(
a1 ◦ b1 a2 ◦ b2 · · · an ◦ bn

)
diag(a) ブロック成分 aを持つブロック対角行列
trA 正方行列の対角要素和：

∑n
i=1 aii

detA 正方行列の行列式（det(a1,a2, · · · ,an),∀ai ∈ Rnとも表す．）　
B⊤ 正則行列の転置
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記号 意味
s, u 曲線の弧長
l 曲線の全長
t 線織面を記述するパラメータ，母線方向の長さ　
tp 平面曲線の接線方向
xp 平面曲線の空間座標
t フレネセレ標構における，曲線の接線方向
m フレネセレ標構における，曲線の主法線方向
b フレネセレ標構における，曲線の従法線方向
κ 平面または空間曲率
τ 捩率
ζ 物体標構を構成する基底の 1つ．曲線の接線方向に一致する
ξ 物体標構を構成する基底の 1つ
η 物体標構を構成する基底の 1つ．曲面の法線方向に一致する
ωξ ξ軸まわりの回転率
ωη η軸まわりの回転率，展開後の曲線の曲率に相当する
ωζ ζ軸まわりの回転率
ω 各軸周りの回転率をまとめたベクトル．(ωξ ωη ωζ)

x 曲線の空間座標
dg 曲面の母線方向
D 曲面の母線長
α ξ軸と母線のなす角度
E,F,G 曲面の第一基本量
L,M,N 曲面の第二基本量
dmax,dmin 曲面の主曲率方向，また本論文では，dmin ∼ dgである．
κmax, κmin　 最大主曲率，最小主曲率　
TD 可展面形成可能な最大母線長
ŝ(u), û(s) 可展面形成時における，弧長間の関係
ζL, ξL,ηL, ζU ,ξU ,ηU 可展面の境界曲線上に定義される物体標構の基底
ωL,ωU 境界曲線上に定義される物体標構の各軸周りの回転率ベクトル
xL,xU 可展面の境界曲線の空間座標
ĝ 任意の関数 g(u)と û(s)の合成関数
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第1章 緒論

1.1 研究背景

設計について

設計とは，製品の要求を満たす機能を形状へと変換し，それを製作するための手順を考慮し

ながら，試行錯誤を繰り返し，最終的に形状を定量的に決定していく作業の事を指している．

この設計行為を体系化する試みが行われ，今日では，「設計工学」と呼ばれる学問に発展してい

る．設計者が設計行為の中で行うことは，「創造的作業」，「知的作業」および「作業的作業」の

3つに分類される [1]．「創造的作業」では，要求仕様を満たすであろう設計案の作成を行い，「知

的作業」では，その設計案が確かに要求仕様を満たすかを検討を行い，基本設計解を検討する．

そして，「作業的作業」では，その設計案を伝達手段として，図面に表現するため，図面の作成

や機械への指令へ変換させる作業を行う．

設計工学における体系的設計原理によれば，設計行為は大きく分けて「概念設計」，「基本設

計」，「詳細設計」の 3つに大別されるとされる [2]．概念設計は，設計工程の中でも最も上流に

位置している工程である．この過程では，設計要求に基づく基本設計解を作り出す．そのため

に，自然法則の発見，理解を行い，その法則を組み合わせ期待する機能を実現させる．概念設

計では，設計思想およびコンセプトの存在が重要であり，その作業のほとんどが創造的作業で

あり，仕様の認識や理解などの一部は知的作業である．基本設計は，概念設計で得られた結果

を基に，設計を具体化する過程である．製品の基本的形態や構造方式を決め，基本レイアウト

を作成する．この工程では，知的作業が中心となる．詳細設計は，基本設計の結果をもとに，詳

細形状，詳細レイアウトが決定される．基本設計では機能を定めることが中心となる一方，詳

細設計では，寸法やレイアウトを決定することが中心となる．このため，作業的作業がほとん

どを占めることになる．その後，生産技術を決定する工程設計や工程計画などが行われる．

こうした設計行為を，コンピュータなどの計算機により支援するために CAD(Computer-

Aided-Design)システムは誕生した．このシステムでは，設計行為のうちの「作業的作業」およ

び「知的作業」を中心に支援を行う．システム誕生の背景には 2つが大きな要因として挙げら

れる．

1つ目は，製品ニーズの多様化による製品のライフサイクルの短縮化である．18世紀から 19
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世紀に起こった産業革命は，製品生産の工業化における著しい成長をもたらした．この結果，

消費者の需要は細分化，多様化の一途を辿っている．また，現代はVUCAの時代と呼ばれ，社

会にとって，未来の予測が難しく変化が起こりやすい時代であり，消費者の需要もまた，その

予測を行うことが難しくなっている．こうした中，現代のものづくりにおいては，こうした状

況に対して対応をしていくことが求められている．ものづくりにおいては，工程が進むほど仕

様変更の自由度が低下していくことから，コストの 8割は設計で決まると言われている．その

ため，後工程での手戻りの未然防止のためにも，設計の効率化は重要な課題とされている．

2つ目は，熟練設計者の減少である．設計の効率化が求められる一方，特に先進国では，少

子高齢化の傾向が強く，労働人口の減少や経験豊富な技術者の減少が課題となっている．この

事実は，いわゆる「匠の技術」など，試行錯誤の経験の末獲得する技術やノウハウが多い設計

行為において，その効率化に対する大きな課題となっている．

このような背景の中で，CADシステムは発展し，今日まで研究開発や機能の拡充などが絶

えず行われている．以下では，今日までのCADシステムの発展の歴史について概観する [3,4]．

CADの歴史について

CADシステムの起源は，1963年にマサチューセッツ工科大学 (MIT)で，サザーランドが開

発した「SketchPad」が誕生とされている．このシステムでは，グラフィックディスプレイとラ

イトペンを用いて対話的に図形を生成するものであった．また，MITでの研究とは独立して，

1959年にゼネラルモーターズで開発プロジェクトが立ち上がっている．

この当時の CADは，製図の手法をそのまま踏襲しており，従来鉛筆，定規と消しゴムで行

われていた製図作業が，ライトペンやデジライザに取って代わられたものとなっている．

3次元形状処理を行えるCADシステムは，1970年代後半に登場した．このシステムでは，曲

線・曲面の表現方法として広く知られている，Bezier曲線・曲面やB-spline曲線・曲面が実装

されている [5]．

3次元形状，特に複雑な自由曲面をCADにより扱う手法が広く知られるようになったのは，

1960年代初頭の，ボーイングのファーガソンの研究からである．1967年には，クーンズパッチ

と呼ばれる曲面の表現手法が提案された．しかし，パッチ同士の接ベクトルなどの導関数ベク

トルの調整を行う必要があり，直観的に曲面を設計することが難しいという課題があった．

こうした中，1966年に制御点を用いて表現するベジエ曲線が広く知られるようになり，同時

に，この手法を曲面へ拡張したベジエパッチも提案された．このベジエパッチは，ルノーの設

計システムUNISURFとして実装された．

ベジエ曲線は，一般に制御点の個数 nに対して，n − 1次の多項式である．このため，制御

点の個数を増やすと，それに応じて高次元な曲線となり，曲線の制御が複雑になってしまう問
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題などが起こった．そこで，比較的低次のベジエ曲線を区分的に接続することで，局所的な曲

線制御を達成しつつ，形状を表現できる，B-spline曲線が誕生し，これを拡張したB-spline曲

面も開発された．この曲面は元々確率分布の計算用に考案された手法であるが，1970年代初頭

にゴードンらにより形状モデルへ応用することが研究された．その後，1975年にB-spline曲面

を有理化する研究が行われ，ティラーやビーゲルによって，NURBS（Non-Uniform Rational

B-spline）曲面として，広く名が知られるようになった．

3次元CADが革新的であった点の 1つに，自由曲面を 3次元的に扱うことができる点が挙げ

られる．これにより，従来デザイナがスケッチ図やラフ図によって曲面形状を表現するしかな

かった設計工程において，3次元CADにより直接形状編集の意図を指示できるようになり，図

面でのやりとりよりも，意図の伝達がスムーズに行われるようになった．

また今日では，3次元CADモデルを後工程に利用するためのシステムとして，CAM（Computer-

Aided-Manufacturing）やCAE（Computer-Aided-Engineering）が存在している他，計測デー

タからCADモデルを生成する，リバースエンジニアリング技術など，3次元CADに関連する

様々な技術が存在している．ここに，その概説を示す．

CAMシステム

CAMシステムとは，主に生産工程を計算機による支援するシステムの総称である．CAMの

歴史は主にNC（Numerical Control）切削加工とともに発展しており，そのはじまりは，1948

年に米国のParson社が行った，ヘリコプタの羽の型板を輪郭加工する新しい工作機械の構想研

究である．切削加工におけるCAMシステムでは，CADの形状情報を基に，加工に必要な形状

を認識し，部品を構成する加工形状要素に分類する機能がある．そして，分類した加工形状要

素に基づいて，加工に必要な諸条件を決定する機能，および工具の移動軌跡シミュレーション

による干渉チェックが行われたのち，妥当性が確認されれば，NCプログラムへ出力する機能を

持っている．3次元CADシステムの発展により，CAMシステムも発展し，複雑な加工も行え

るようになっていった．

CAEシステム

CAEシステムとは，形状の設計案の性能評価・改善に携わる技術である．一般的に製品設計

においては，形状設計案が導出されたあと，製品の機能・性能が設計者の要求通りであるかを

検討する工程が行われる．この製品の機能・性能の検討は，設計において最も重要な部分であ

る一方，多くの設計案を評価するためには多大な労力と費用がかかる．こうした機能・性能の

検討を計算機により支援する技術の総称であり，特に，FEM（Finite Element Method）をは

じめとする数値解析手法を指す場合も多い．3次元CAEシステムを用いた製品設計は，自動車
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をはじめ数多く行われている [6]．FEMを利用する場合には，解析モデルを作成する必要があ

るが，3次元CADデータがあれば，比較的簡易に解析モデルへ変換させることができる．

リバースエンジニアリング

ものづくりにおけるリバースエンジニアリングとは，製品のイメージとして作られたクレイ

モデルや，すでに現物がある製品を計測して得られるデータから，CADデータを作成する技術

を指す．技術として完全に確立されている訳ではないため，実用的に利用されている場面は多

くはないが，直観的なイメージなどを基にした製品設計を行えることができるため，近年注目

されている [7]．

今日におけるCADの現状と課題について

このように 3次元 CADシステムを用いることで，設計と生産の部門で共通のデータを用い

てやりとりができることに加え，製品の機能・性能評価をはじめとし，干渉チェックなどの詳

細設計への応用も可能となっており，単なる形状設計のみならず，ものづくりにおける様々な

工程に対する支援にも繋がる重要なシステムである．日本における 3次元 CADが製造業に普

及しはじめたのは，1990年半ば頃からであると言われているが，しかし，およそ 30年近く経っ

た現代にあっても，広く普及していると言えない現状がある [8]．経産省が発表した「ものづく

り白書」による調査では，Fig. 1.1に示すように，3次元データのみで設計を行っている割合は

17.0%であり，図面と併用している割合とを合わせても，およそ 51.0%であった．つまり，およ

そ半数の設計現場では，未だに 3次元 CADそのものが導入されていないことが明らかにされ

ている．

CADが普及しきらない理由は様々あるが，その 1つに設計者が暗黙のうちに考慮する制約条

件の存在が挙げられる．一般的に，最終的に設計が完了して出力される設計案には，設計工程

内で推敲された，設計目的，設計理由，拘束条件など，最終的な形状の決定および製造に関わ

る情報など，設計意図が反映された形で出力される．しかし，CADにより管理されるデータ

は，単なる形状データ以上の意味を持たないため，こうした設計意図や暗黙制約などを伝達さ

せることは難しく，多くの場合は，前述したように，試行錯誤の結果などで獲得する場合が多

い．こうした設計意図の伝達も考慮したCADシステムは，インテリジェントCADと呼ばれ，

吉川らや荒井らをはじめとして，このシステムに関する関する研究が行われてきた [9]．しか

し，その実現化には至っていない．

形状情報と結びつくような設計意図の中でも，生産時に関する制約について取り上げる．設

計者が製品を設計する際は，設計時に要求される機能を実現すると同時に，加工方法をはじめ
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とする後工程に関する情報などを考慮しながら，設計を行う．この後工程に関する情報もまた，

暗黙的な制約であり，CADの幾何情報から必ずしも直接読み取れる訳ではない．

Fig. 1.1 The penetration ratio of CAD system obtained by interviewing

このような生産時に関する制約には，主に加工方法に関連するものが挙げられる．例えば旋

盤加工の場合，加工の特性上，加工しやすい形状，加工しにくい形状が存在する [10]．こうし

た一例として，薄肉形状や，細長い長物と呼ばれる形状が挙げられる．このような製品におい

ては，切削に対するワークの剛性が不足し，うまく削ることができなくなってしまう．したがっ

て，旋盤加工において加工を行う製品では，このような技術の特性を理解しながら設計を行う

必要がある．

また，射出成形など，金型に樹脂や金属を注入し，固化させたのち，成形品として取り出す

形で製品を生産する場合，製品形状には抜き勾配と呼ばれる勾配をつけて設計する場合が多

い [11]．これは，成型品を金型からスムーズに取り出すために，抜き方向に対する傾斜のこと

をいう．成型時に溶融樹脂が冷却されて成型品になるときに成形収縮を起こすため，強く固着

したり，金型と擦れてしまうため，成形品不良などの要因となってしまう．

こうした不具合を解決するため，Fig. 1.2に示すような直角を持つ製品に対し，大きくて 1度

から 2度ほどの傾斜を作る．このように，比較的直観的解釈が容易なものもある一方，そうで
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ないものも多い．以降では，そのような製品の中でも，曲げ加工により形状を形成する製品に

着目する．

Fig. 1.2 The description of the draft

曲げ加工により形成する製品への制約

以降では，平面から加工を行い 3次元曲面を作ることを「形成」操作と呼び，3次元曲面を

展開し，平面形状を得ることを「展開」操作と定義する．

このような製品の完成までの手順は，設計工程，生産工程，製造工程の 3つに大別される [12]．

設計工程では，設計要求や過去のデータなどを基に，概念設計，基本設計，詳細設計を経て要

求を満足するような設計解を決定する．こうした設計解は，多くの場合 3次元CADデータ，ま

たは図面によって具体化される．生産工程ではまず，設計工程で具体化された設計解を基に，

展開図を考える．こうして得られた展開図を，切断データに変換し，裁断機により形状を切り

抜き，平面の展開形状を生産する．そして，製造工程では，生産工程で得られた展開形状から，

実際に製品を形成していく工程である．製造工程における加工方法には，プレス加工をはじめ

として，ぎょう鉄曲げや縫製，溶接など様々存在するが，一例としてプレス加工について取り

上げる．

プレス加工を行う際は，プレス機と金型を用いて加工を行う．製品形状の形成を担うのは，

主に金型であり，パンチ（オス金型）と呼ばれる上部のバインダーとダイ（メス金型）と呼ば

れる下部のバインダーにより構成されている．パンチは，プレス機の「スライド」と呼ばれる

上下に往復運動する上テーブルにセットされ，ダイはプレス機の「ポルスター」と呼ばれる下

テーブルにセットされる．

平板をプレス加工する工程は，バインダー同士を閉じ，それを保つことで，シートをあらか

じめ曲げておく工程，そして，ダイとパンチでシートをプレスし，形を形成する工程の 2つが
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存在する．バインダーには，2つ目のプレス工程でプレスされるシートの金属量を調整する役

割があり，平面内での弾性変形をなるべく小さくすることや，しわが極力発生しないことが望

まれる．このような不具合を避けるためには，生産工程において，設計案から設計される展開

形状を設計する工程は非常に重要である．

この工程を行う方法は，設計する製品によって様々あるが，例えば造船分野においては，線

図から展開形状を設計する方法として，測地線注 1)展開法や，接触面展開法などが存在する．た

だ，展開する形状などによって，手法の適用が難しい場合も多く，その場合には，設計者の経

験や勘に基づいて行われる．また，展開法に関する研究もいくつか行われており，松尾らは曲

率線情報に基づく展開システムが提案している [13,14]．また，今岡らは衣類製品を対象として，

人体形状から展開形状を生成する手法を提案している [15]他，外山らによって板金構造物を対

象に，動的計画法や遺伝的アルゴリズムを用いた展開図設計手法が提案されている [16, 17]．

ただ，この問題を考えるにあたっては，任意の形状が必ずしも展開可能ではないという事実

に注意を向けるべきである．例えば，球の曲面形状は，数学的に展開できないことが知られて

いる．注 2)また，造船分野における展開法では，非可展修正と呼ばれる作業を行う場合もあるが，

得られた平面形状が意図する形状を再現できるとは限らない．

したがって，生産工程における不具合をより少なくするためには，設計工程において，多様

な要求を満たす一方で，後工程を考慮した場合には，曲面の展開可能性という暗黙的制約が存

在し，これを満たすように設計されることが求められる．

しかし，展開可能性という制約は直観的な解釈が難しく，その考慮度合は設計者の熟練度合

に依存する．上記のことから，計算機による数理的な支援が不可欠であると考えられる．

可展面について

可展面は，伸縮なしに平面に変位できる曲面を指す曲面であり，基準曲線および母線により

構成される曲面として数学的に定義されている．可展面の概念自体は，紀元前まで遡ることが

できるとされているが，その数学的特性に関する研究が行われたのは，17世紀頃からである．

特に 18世紀にかけて，オイラーらが微分幾何学を用いたアプローチにより，可展面に関する

一般的な数学的性質を明らかにしている．また，そのほかの数学的性質に関しては，今日まで

様々な研究が行われている [18]．本研究では，工学的な立場から可展面を考察する．平面を伸

縮なしに変位させることで形成できる曲面が可展面であるとすると，その形成する操作は，「曲

げ」操作と「折り」操作の 2つに分類できると考えられる．操作の違いにより，同じ平面形状

でも得られる形状は異なる．

注 1)曲面上の 2点を結ぶ曲線のうち，距離が最も最小となるような曲線を指す．変分法に基づく微分方程式の解と
して導出される．
注 2)詳細は付録にて示す．
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一例として，Fig. 1.3に示す四角形の平面形状から，「曲げ」による可展面と「折り」による

可展面を形成している図を示す．

Fig. 1.3 The description of the difference between folded and curved shape.

この 2つの曲面の違いを特徴づけるのは，形成される曲面の微分可能性である．「曲げ」操作に

より形成される曲面は，なめらかな曲面，つまり曲面の任意の点において，少なくとも微分連

続性が保証される曲面である．一方，「折り」操作により形成される曲面は，折りが生じている

部分においては，微分連続性が保たれていない曲面を指す．

次節に述べる先行研究では，この 2つの操作の違いに基づいて分類を行う．

1.2 先行研究

本節では，可展面を形成する操作などの観点により，形状モデルの分類を行い，既存の研究

についてまとめる．
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折りを持つ可展面について

はじめに，「折り」により表現される可展面に関する研究について紹介する．折りにより形成

される可展面は，例えば折り紙の形状などに見られる．こうした折り紙により形成できる形状

設計に関する研究は，様々行われており，回転掃引による 3次元形状を利用した折り紙の設計

手法 [19]，指定された入力点の集合から折り紙構造の頂点座標を生成する手法 [20]や，空間曲

線での折りを含む折り紙の設計方法なども提案されている [21]．

折りを工学的に応用させる試みについては，例えば「ミウラ折り」は人工衛星の太陽電池パ

ネルの折りたたみ方法に使用されている．また，「吉村パターン」と呼ばれる構造を持つ曲面は，

飲料缶の曲面などに見られる．また，折り曲げの加工は比較的容易に達成することができる一

方，様々な形状や機能を持つ製品を製作できるため，折り構造による剛体構造や空間的なリン

ク機構を表現することも可能であり，こうした機構を持つ折り紙ロボットに関する研究が盛ん

に行われている [22, 23]．

このように，一部の分野においては，折りに関する工学的応用が行われているものの，その

形状には形状はなめらかでない点を多く含んでいる．工業製品の多くは，全体的になめらかな

曲面であることを要求されることが多いことから，折りにより実現される形状よりも，曲げに

より実現される形状の方が，設計支援を行う上では重要であると考えられる．

曲げを持つ可展面について

前述の通り，工業製品において見られる可展面のほとんどは，「曲げ」により生成される可展

面である．この曲面モデリングおよび設計支援に関する研究を，形状の数理表現により基づき，

3つに分類したのち，それぞれについて紹介を行う．

可展面上の曲線を基にした手法

第 1のアプローチは，可展面上に存在すると仮定した曲線を基に，曲面を設計する手法であ

る．曲線の表現方法には，パラメトリックに表現されている曲線の他，直観的に編集できるこ

とから，B-splineなどの制御点により表現する曲線が用いられている．Boらは，曲面上に存在

する測地線に着目し，測地線を操作することによる形状制御手法について述べている [24]．ま

た，Zhaoらは，曲線を曲面上に含む可展面の設計手法について，その必要条件および十分条件

について導くことで，形状を設計する手法している [25]．また，この他にも，Bertrand曲線と

呼ばれる主曲率が互いに等しい曲線を用いた表現方法が提案されている [26]．

特に曲線が曲面の境界曲線として与えられている場合については，Aumannは，ある境界曲

線が 1つ与えられた場合において，対応するもう片方の境界をベジエ曲線で設計する手法につ
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いて提案している [27]．また，F-Jambrinaは，Aumannの成果を一般化し，可展開条件を満た

すB-spline曲面の制御点ネットを得るためのアルゴリズムを提案している [28]．また，Perezと

Fernandezらは，2つの境界曲線が与えられる場合において，その間に可展面を形成する手法を

提案している [29]他，包絡線や凸包を利用したアルゴリズム [30]など，様々なアプローチで研

究が行われている [31,32]．さらに，Boらの研究やCaoらの研究などでは，与えた境界曲線に

おいて，その間に可展面を常に生成できるとは限らないという観点から，入力された境界曲線

間に可展面を形成できるよう，変分法 [33, 34]やCSAというヒューリスティックス手法を用い

て修正する手法を提案している [35]．

双対表現を基にした手法

第 2のアプローチは，可展面を局所的に表す平面式の軌跡として表現するものである．3次

元ユークリッド空間における任意の平面は，係数 ai(i = 1, 2, 3, 4)を用いて

a1x+ a2y + a3z + a4 = 0 (1.1)

と表現される．可展面は，局所的には平面であることから，a1, a2, a3, a4があるパラメータ tに

よって ai(t)のように表現できるとすれば，tが変化することによって描画される軌跡であると

解釈できる．このような表現は双対表現とも呼ばれ，これを用いると，B-spline曲面の可展開条

件などの非線形特性方程式を解くことなく，表現できるという利点がある．Pottmanらは，こ

の双対表現により，可展面が双対射影 3次元空間上の曲線であると満たすことができることか

ら，可展NURBS曲面を線形近似するアルゴリズムについて提案している [36]他，Bodduluri

らは，この表現に基づいた可展面設計法について述べている [37]．また，Liおよび Chuらは，

この表現に基づき，ベジエ曲面を拡張した，C-Bezier可展面と呼ばれる可展面の表現方法を提

案している [38]．さらに，Hoffmannらはこの表現を用いて，機械学習の 1手法である，ニュー

ラルネットワークを用いて設計を行う手法を提案している [39]．

離散的表現を基にした手法

第 3のアプローチは，可展面を離散的に表現する手法が挙げられる．Sunらは，曲線に応じ

て，接線曲面，円柱，円錐の 3つを組み合わせ，新しい可展面を生成する手法について述べてい

る [40]．ベジエ曲面やB-spline曲面に，可展開の特性を持たせる方法としては，ChenらやChu

らが，与えられた 2つの境界曲線を補間する区分的ベジエパッチによって表現するためのアル

ゴリズムを提案している [41–44]．またGavriilらは，建築プロジェクトにおけるパネルを用い

た曲面を設計支援するため，B-spline曲面表現を用いた可展面設計支援手法について，制御点

を最適化する手法を提案している [45]．さらにRabinovichらによって，四辺形メッシュを用い

10



て可展面を表現する手法が提案されている [46]他，Liuらは可展面設計を目的として，離散幾

何学によりモデル化した四辺形のメッシュを摂動させる手法について提案している [47,48]．ま

た，Freyらは，三角メッシュにより表現する手法について述べている [49]．

可展面モデルの応用に関する研究

可展面のモデリング手法を応用・拡張し，可展面の設計支援に関する研究が行われている．

1つ目は，点群やメッシュで表現された形状に対して可展面を求める手法である．Peternell

は，点群をガウス写像により表現したのち分類を行った上で，双対表現によって可展面を表現

する手法について述べている [50, 51]．Chenらは，点群との誤差を最小化する可展面を，非線

形最小二乗法を用いて求める手法について提案している [52]．一方，Steinらは与えられたメッ

シュ形状を，いくつかの可展開な三角メッシュにより表現する手法について提案している [53]．

2つ目は，単眼画像から可展面を復元する研究である．Fondevillaらは，注釈をつけた一枚の

単眼画像を基に，3次元の可展面および展開図を復元する手法を提案している [54]．また，Luo

らは，ある画像を復元する可展面を，再投影した際の曲面の誤差を最小にすることで求めてい

る [55]他，渡辺らは単眼画像から 3次元形状を復元させる手法について提案している [56]．

また，特定の分野では，可展面の性質を応用しようとする試みが行われている．工作機械に

おける加工経路計画生成においては，ChuとChenは 5軸加工機のフランクミル加工において，

加工表面を可展面近似することで，工具干渉を回避させるような加工経路計画を自動生成する

手法に区分的について提案している [57]．また，シェル構造を持つ建築物設計においては，可

展面が曲げのみによって形成できる観点から，施工性に優れているとされている．こうした性

質を活かし，崔らは，可展面を区分的に接続することで，自由曲面を近似的に表現する研究を

行っている [58]．そのほかにも，可展面の性質を活かした展開メカニズムを持つ製品開発に関

する研究が行われている [59–61]．

1.3 本研究の目的

先行研究について俯瞰すると，以下のような問題点が挙げられる．

1つ目は，可展面の３次元形状およびその展開形状設計のための，体系的な形状モデルが確

立されていない点である．可展面を製品に用いる場合の多くは，その展開後の形状が必要とさ

れる．

しかし，前述したように，可展面のモデリングおよび設計支援手法に関する研究の数多くは，

その 3次元形状の設計のみに着目している．また，可展開メッシュを展開する手法などに言及

しているものもあるが，得られる展開形状の，特に境界線がなめらかでない場合も多い．仮に
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メッシュの節点数を大きくすれば，幾ばくかなめらかにすることもできるが，なめらかさを追

及することで，多くの点数が必要となるため，設計に要する計算時間などの懸念が生じてしま

う．そのため，可展面を記述する形状モデルにおいては，なるべく連続的な表現を用いつつ，３

次元形状が設計された際，同時に展開形状も導出できることが求められる．

また，2つ目として，既存の研究においては，主に形状の表現方法など，設計目的が限定的

であった点が挙げられる．前述したように，設計においてはある意図する形状から復元を行う

リバースエンジニアリングや，FEM解析などの性能値など，様々な目的に合わせて形状が設計

される．こうした形状設計への要求に対しては，既存の設計支援手法だけでは，対応すること

ができない．

上記に述べた問題を解決するため，本研究では，「曲げ」操作により生成される１枚の可展面

を対象とした，曲面の設計支援手法を提案する．

この手法を提案するにあたっては，その要素技術として，以下の 2つの技術が必要である．

要素技術 1. 可展面の形状を表現するモデリング技術

要素技術 2. 設計者の目的に合わせた設計支援技術

要素技術 1.については，可展面の 3次元形状およびその展開形状との結びつきを表現できる

モデルについて提案する．そして，設計者の形状制約に応じた形状の生成および，幾何情報の

編集が要求された場合における手法について述べる．要素技術 2.については，本研究では，以

下に挙げる 2つの設計目的に応じた設計支援手法を提案する．

目的 1. 点群に対する設計支援

目的 2. 性能値に対する設計支援手法

　目的 1.に関しては，設計者の意図をより直接的に表現できる，または，モック形状などを計

測し読み込むことで，直接可展面形状を設計できるという点で，目的 2.に関しては，FEMを

はじめとする様々な性能値に対する要求に対応できるという点で，目的の選定を行った．

このような２つの題目を達成し，設計効率化を計算機によって支援することを，本研究の大

目的として定める．

1.4 本研究の活用分野

本節では，本研究により提案された手法が，どのような製品への設計支援に応用されるかに

ついて，いくつかの例を通して述べる．
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船舶設計

　船体の側面部は，古くは木を用いて作られていたが，溶接技術をはじめとする生産技術の

発展により，現在では主に板金を曲げて作成されるようになった．造船の設計には，海上にお

ける流体抵抗に対する性能の他，その施工性などが評価基準となる．造船過程ではまず，過去

の設計データや実験データを基に，船型線図を決定する．その後，船体基本構造図と合わせて

現図作業が行われ，加工，組み立て用の図となる．そして，生産工程では，線図から展開図を

設計し，NC機械を用いて鋼板を展開図に合わせて切断し，形状を作成する．そして製造工程で

は，ローラーやプレス機による成形や，溶接などで生じたひずみを取り除くため，熱処理など

を経て，形状を形成していく [62]．2つの 0でない主曲率方向を持つ，二重曲面の場合には，圧

延後に熱処理を行い，曲率を作り出す．この熱処理は，熟練の作業者が手作業で行い，適切な

曲げを実現するが，非常に時間と労力のかかる作業であることに加え，熟練者の減少なども相

まって，造船過程においてしばしば問題となっている．Avondale/IHI Shipbuilding Technology

Transfer社のタンカーのデータによれば，船体の曲面プレートのうち，一方向にのみ曲率が存

在しているのは 15.1%である一方，65.8%はローラーと熱処理工程を必要とする，二重曲面の

状態である [63]．この熱処理の工程をなるべく少なくし，生産効率化を図る試みとして，船体

形状をなるべく可展面で表現しようとする試みが数多く行われている [64]．例えば [63]では，

Burmeister & Wain Shipyard社は船体の面に占める可展面の割合を増やそうとする集中的な取

り組みを行い，その結果，船体の製造に必要なコストが 20%削減されたことが報告されている．

他にも，前述した研究の中にも，造船における設計工程に可展面を応用する研究が様々行われ

ている．本研究の提案する手法は，可展面の形状表現性を高め，設計をより効率化するための

技術であるため，船舶設計に関しても，手法の応用を期待できる．

建築設計

近年の建築設計技術の進歩により，建築意匠に応じた複雑な曲面形状を持つ建築物が作成さ

れるようになった．建築物の形状は意匠的評価や力学的性能に大きく影響する他，複雑な曲面

を有する建築物においては，断熱設計や音響設計などの，流れ場の設計も非常に難しいとされ

ている．その一方で，施工の際に用いられる材質は，木やガラスなど，双方向に曲がりづらい

性質を持っており，仮に無理に曲げてしまうと，その分の応力がかかることになり，建築物の

メンテナンスに対するコストがかかってしまうという問題が発生する．そのため，曲面の施工

性は，合理的な建築を達成するために，非常に重要な観点であり，そのため設計者は，意匠性，

力学的合理性およびその性能などを総合的に勘案して，形状を設計することが要求される．曲

面の施工性については，その材質の特性から，理想的な形状は可展面である．こうした中，建

築物に対して可展面を応用させた研究が様々行われている．しかし，これらはあくまでモデリ
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ングにのみ注力しているため，より抽象的な設計意図に対して応用させることが難しい．本研

究の提案する手法においては，より多様な設計意図に応じた可展面設計について言及しており，

建築物における意匠性と合理性を調和させる現代建築において，その設計工程を支援できるも

のと考えられる．

衣服

衣服は，パターンと呼ばれる布地を縫い合わせることで生産される製品である．衣服製品に

対する要求は，人体にフィットするというサイズ的な要求から発展し，非常に多様になりつつ

ある．衣服製品には，Tシャツやスカートなど，着装時に比較的「ゆとり」を持つことが求め

られる製品と，靴や下着類，スポーツ用品などに挙げられる着装時に「ゆとり」を持ってはい

けない製品の二種類が存在する．後者の製品においての「ゆとり」を持たせないための目的は，

着装時の身体（一部）を設計者が意図する理想的な形状に合わせるためである．衣服における

設計意図は，「美しさ」などの審美性に関する意図の他，力学的な性能に関する設計意図もある．

例えばブラジャーカップにおいては，運動時におけるバストの振動の抑制などが相当し，靴な

どには，足のマメをできにくくさせるなどが存在する．これらは，着装する人体にも影響する

ため，サイズに合わせて設計されるだけでなく，多様な形状を持つ人体の細かな部分に合わせ

て設計される事が要求される．こうした観点から，設計工程の効率化が要求される一方，その

体系的手法は確立されていない．その要因もまた，可展面の特性から来るものである．

一例として，ブラジャーカップの設計工程を説明する．ブラジャーカップとは，パターンと

呼ばれる複数枚の布とワイヤーを用いて構成されており，構成されるパターンの枚数 nによっ

て，n枚接ぎブラジャーカップと呼ばれる．例えば 2枚接ぎブラジャーカップは，Fig. 1.4に示

すように，(a)の上カップパターン，(b)の下カップパターン，(c)の下ワイヤーにより構成さ

れている．二枚接ぎカップの製作工程では，はじめに，(a)の赤線で示した曲線と (b)の赤線で

示した曲線をそれぞれ縫い合わせる．そして，その縫い合わせた形状の下カップパターン側の

(b)の青線で示した曲線を，下ワイヤーに沿って縫い合わせることで，形状を作成する．

(a) Upper cup (b) Lower cup (c) Lower wire

Fig. 1.4 The Components of two piece brassiere cup

この設計工程では，企画や構想からスケッチ画までを決定する設計者（デザイナー）と，そ
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の構想やスケッチ図からカップの設計を行う設計者（パタンナー）は別れている．以降の設計

工程での説明では，パタンナーのことを設計者と呼ぶ．パターン設計では，紙模型で評価を行

う工程と，布地を用いた工程の 2種類が存在する．

紙模型での評価を行う工程について説明する．設計者ははじめに，そのデザイン画や構想か

ら，カップに要求される機能および性能を決定し，それに合わせた理想的なバストの着後形状

を考える．その後，そのバストの形に合わせてカップの 3次元形状を考える．そして，その 3次

元形状を実現するための，パターン形状を設計する．この時点で初めてパターンは実体化され

る．この設計されたパターンは，設計者の経験や勘に基づいて設計されたものであるため，設

計者の意図通りの形状を得られるかどうかについては分からない．そのため，パターン設計後

は，紙で作ったパターンを貼り合わせた紙模型を作成し，その形状を視認したり，ダミーと呼

ばれるマネキンの胸部に押し当てたりして，出来上がった 3次元形状のチェックを行い，意図

通りでない場合には，それをパターン形状にフィードバックし，修正を行う．この一連の作業

を意図通りの形状を得るまで行う．

一方，布地を用いた工程では，前述した工程で設計されたパターンから，布地を用いてカッ

プを作成する．そして，バストの異なるサイズに合わせるための設計を意味するサイジングや，

バストの運動時の振動，布地の力学的特性による変形などに合わせて，パターン修正を行う工

程である．

こうした一連の工程を，ほとんどの場合は並行しながら行うことになる．製品のライフサイ

クルについては，企画から設計までがおよそ半年程度，生産・工程設計がおよそ 1か月から 2

か月程度，製品が店頭に並び，終売するまでがおよそ 3か月程度である．この販売される期間

のうち，店頭の最前列に並ぶのはおよそ 1週間程度とされ，売上のほとんどはそこで発生して

いる．

このように衣類製品のライフサイクルの半分は設計工程が占めており，設計の順序を考慮す

ると，特に紙模型を用いた設計段階における効率化は非常に重要である．本研究における設計

手法により，特に「ゆとり」を持たない製品においては，その設計効率化に貢献することがで

きると思われる．

1.5 本論文の構成

本論文は本章を含めて 7章から構成されている．また，本論文構成のつながりを Fig. 1.5に

示す．

• 1章では，研究背景や課題，および研究目的について述べた．また，本論文の提案手法の

適用先にも言及を行っている．
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• 2章では，形状モデルについて，微分幾何学に基づくモデリング，およびそれを用いた過

去の研究成果について述べる．

• 3章では，可展面の境界線に基づく条件を述べた上で，形状制約に対する設計支援手法に

ついて述べる．

• 4章では，可展面が通過する点の修正に合わせて，可展面形状を修正する手法について述

べる．

• 5章では，設計者が意図する理想形状を，点群として与えた場合における，可展面設計手

法について述べる．

• 6章では，ある性能値に対する可展面の設計支援として，機械学習を用いた回帰を行うこ

とで達成する手法を提案する．

• 7章では，本論文の結言について述べる．

Fig. 1.5 Flow chart of this study

16



第2章 微分幾何学による可展面モデリング

本章では，微分幾何学を用いた可展面のモデリングおよび曲面形状をシミュレーションする

手法について述べる．はじめに，微分幾何学に関する既知の事項を概説したのち，曲面形状の

シミュレーションについて，

• 展開後の形状が既知の場合

• 曲面の 3次元形状の概形（境界線）が与えられている場合

の 2つの場合について，その手法を述べる．

2.1 曲線と曲面の微分幾何学

本節では，平面曲線，空間曲線の微分幾何学に関する既知の事項をまとめたのち，曲面の微

分幾何学について既知の事項をまとめる [65]．

2.1.1 平面曲線の微分幾何学

本節では，ev, ewを基底とする vw座標系における写像 cp(ν) : R → R2が，νが変化するこ

とによって描く軌跡によって形成する曲線を例にして考える．パラメータ区間 [ti, te]における

曲線の長さを表す弧長 sは，微小区間においては，その長さを差分ベクトルのノルムとして表

すことができるものとして，

s =

∫ te

ti

|ċp|dt (2.1)

と表される．また，これは任意の n次元空間における曲線の長さにおいても同様に導くことが

できる．以後，νによる微分はドット記号を用いて表現するものとする．cp(ν)の接方向を表す

単位ベクトルを tpと表せば，tpは

tp =
ċp
|ċp|

(2.2)

と表される．
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曲線の微小区間 [ν, ν +∆ν]を考え，その区間において曲線はある円弧の 1部分であると近似

できると仮定する．パラメータの νに対する近似した円の半径R(ν)は，微小区間における円

弧の関係式∆s = R∆θの ν → 0の極限を取ることで，

R = lim
∆t→0

∆s

∆θ
(2.3)

と求めることができる．この半径の逆数を，平面曲線の曲がり具合を表す曲率κ(ν)と定義する．

ここで，∆sは区間 [t, t+∆t]における曲線の長さであり，∆θについて考えると，Fig. 2.1に示

した関係より，tpに直交するベクトルnp ∈ Pとすると

sin∆θ ≃ ∆θ = −∆np · tp (2.4)

と表すことができる．np · tp = 0の等式における微小関係を考えると，−∆np · tp = np ·∆tpが

成り立つことから，κは

κ ≜ 1

R
= lim

∆t→0

np ·∆tp
∆s

=
det(ċp, c̈p)

|ċp|3
(2.5)

となる．特に，ν = sである場合には，|ċp| = 1より，κ = det(c′p, c
′′
p)と表される．以後では，

とくにことわりがない限り，曲線を議論する際のパラメータには sを取り，sに関する微分をプ

ライム記号を用いて表す．

Fig. 2.1 An example of a curve line expressed by a set of control points

この平面曲率は
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• 曲線を定義する座標の取り方によって不変である．

• 曲線のパラメータ変換によって不変である．

という性質を持っている．

また，平面曲面の基本定理として，「平面曲率を決めると，移動と回転の自由度を除いて曲線

を一意に決める」が成立する．

次に，平面曲率 κ(s)が与えられた場合における，平面曲線の導出方法を示す．まず，式 (2.5)

より，v軸と tpのなす角度を θとすると，

θ = θ0 +

∫ s

0

κ(s)ds (2.6)

これを用いて tpの成分を表記すると，

tp =

(
cos θ(s)

sin θ(s)

)
(2.7)

となり，平面曲線の位置ベクトル xpは

xp = x0 +

∫ s

0

tpds (2.8)

と計算できる．この手続きからも，平面曲線の基本定理が成り立つことが分かる．

2.1.2 空間曲線の微分幾何学

次に，空間曲線の微分幾何学について述べる．R3における空間曲線は，パラメータ sに対す

る写像 r(s) : R→ R3が，sが変化することで得られる軌跡である．曲線の内在的性質を議論す

るために，曲線の各点 r(s)ごとに，正規直交基底 ei(i = 1, 2, 3)からなる局所座標系 e1 e2 e3

を定義する．正規直交基底 eiのパラメータに関する微分 e′
iは，基底の性質から eiを用いて表

現可能であり，適当な重み ωi,jを用いて

e′
i =

3∑
k=1

ωi,kek (2.9)

と表現できる．また，eiは正規直交基底であるから，各基底同士の内積は

ei · ej =

{
1 if i = j

0 else
(2.10)

と計算される．ei · ejの微分を考えると，e′
i · ej + ei · e′

j = 0を得る．この等式から，重み ωi,j

の関係式として，

ωi,j =

{
0 if i = j

−ωj,i else
(2.11)
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と得る．この関係式を踏まえて，基底 eのパラメータによる微分 e′は

e′ ≜ Ωe (2.12)

と書き直す．ただし，Ωは

Ω ≜

 0 ω1,2 −ω3,1

−ω1,2 0 ω2,3

ω3,1 −ω2,3 0

 (2.13)

と定義している．

e1 = r′, e2 = r′′/|r′′|に対応させると，ω1,3 = 0となり，ω1,2, ω2,3はそれぞれ空間曲線の曲率

κと捩率 τ に対応する．このように定めた eをフレネ・セレ標講と呼び，明確に区別するため，

各基底 eiを t,m, bと表現し，式 (2.14)をフレネ・セレの式と呼ぶ．

(
t′ m′ b′

)
=
(

t m b
) 0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0

 (2.14)

t = r′(s)を用いれば，κ, τ は

κ = |r′′| (2.15)

τ =
det(r′, r′′, r′′′)

|r′′|2
(2.16)

となる．曲線の基本定理として，曲線の曲率 κと捩率 τ によって平行移動や回転を除いて一意

に決定できることが示されている．また，κおよび τ は平行移動や回転に対して不変であるこ

とから，曲線の持つ内在的性質として，重要な意味を持っている．

しかし，フレネ・セレにおいては，曲線の情報のみで議論が完結できる一方，曲線を用いて

曲面を議論する際には，その表現は不十分である．曲線においては，接方向回りの回転は形状

に影響することはない．一方で，曲線を用いて曲面を議論しようとすると，接ベクトル tを法

線ベクトルする平面内に広がりを持ち，相対的な位置関係が変化しうる．

例として，合同な 2つの曲面S1,S2において，S1上の曲線 l(s)に沿って，接方向回りに θl(s)

で回転し，それに合わせて曲面の断面を回転させ，S1を変位させ，新しい曲面S2を得る作用

素A(S1, θl(s)) : R3 → R3を考える．

S1にAを作用させた場合において，θlが一定である場合には，S1,S2は合同である状態を

保つ．しかし，θlが sに対して分布を持つ場合，2つの曲面 S1,S2はどのように移動や回転を

行ったとしても重なり合うことはない，つまり合同でない曲面となる．このように，フレネ・

セレで考えられてこなかった接方向回りの回転は，曲面の内在的性質に影響を与える．
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そこで，接方向回りの回転を考慮できるモデルについて考える．弧長の性質として，s ≥ 0

であることや座標系に対する不変性から，ちょうど物体の運動における時間パラメータ tとの

アナロジーをとることができる．つまり式 (2.12)は，物体の角運動に関する運動方程式

dr

dt
= ω ∧ r (2.17)

とのアナロジーを考える事ができる [66]．作用素d/dtをd/dsに対応させて考えると，ω1,2, ω2,3, ω3,1

はそれぞれ単位弧長あたりのe1, e2, e3軸回りの回転率であるという解釈を与えることができる．

このように ω1,2, ω2,3, ω3,1を各軸回りの回転率と解釈し，e3 = r′と定めた eを物体標構と名

付ける．以後では，この物体標構を表す eを明確に区別するため，各基底を ξ,η, ζと表現し，

各軸周りの回転率を ωξ, ωη, ωζと表記する．

物体標構とフレネ・セレの関係を Fig. 2.2に示し，曲線の曲率 κおよび捩率 τ と，各軸の回

転率ωξ, ωη, ωζの関係式について述べる．この 2つの標構は，基底のうち ζ と tは常に同じ向き

ではあるが，他の基底は同じ向きであるとは限らない．この事から，Fig. 2.2に示すように ξと

mのなす角度を χと置くと，m, bはそれぞれm = ξ cosχ+ η sinχ, b = −ξ sinχ+ η cosχと

表現できる．これをフレネ・セレの式 t′ = κmに代入すれば，

t′ = κ (ξ cosχ+ η sinχ) (2.18)

を得る．ζ ′ = t′および ξ,η, ζが互いに直交することから κは

κ2 = ω2
ξ + ω2

η (2.19)

と求めることができ，χは

χ = tan−1

(
−ωξ

ωη

)
(2.20)

となる．b = −ξ sinχ+ η cosχの両辺を微分すると b′ = −(χ′ + ωζ)mとなることから，

τ = χ′ + ωζ =
ωξω

′
η − ω′

ξωη

κ2
+ ωζ (2.21)

が成り立つ．この式から，ωξ, ωη, ωζから κ, τ は一意に表現できるが，逆は成り立たないことが

分かる．つまり，物体標構の方が表現力の高いモデルであると言えるため，本研究の曲線の表

現には，物体標構を用いる．
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Fig. 2.2 Relationship between an object coordinate system and Frenet-Serret frame

2.1.3 空間曲面の微分幾何学

次に曲面の微分幾何学について述べる [67]．3次元ユークリッド空間 R3上で，曲面はパラ

メータ u1, u2によって p(u1, u2)と表現できる．

p(u1, u2) =
(
x(u1, u2) y(u1, u2) z(u1, u2)

)⊤
(2.22)

u2を固定して u1を変化させた時に得られる曲線を u1曲線，u1を固定して u2を変化させた時

に得られる曲線を u2曲線と呼ぶ．u1, u2曲線の各点における接ベクトル pu1 ,pu2は以下のよう

に表される．

pu(u1, u2) =
∂p

∂u1
, pu2(u1, u2) =

∂p

∂u2
(2.23)

また，pu1 ,pu2 が張る平面を接平面と呼ぶ
注 3)．曲線の時と同様，曲面上の 2点 p(u1, u2)と，

p(u1 +∆u1, u2 +∆u2)とを結んだ微小距離の 2乗∆s2は，区間 [u1, u1 +∆u1]× [u2, u2 +∆u2]

では曲面が局所的にユークリッド空間であると見なすことで議論できる．∆u1,∆u2が微小であ

るならば，∆pが全微分形式

∆p ≃ ∂p

∂u1
∆u1 +

∂p

∂u2
∆u2 (2.24)

と近似的に表現できるとして計算すると

(∆s)2 ≃ |pu1∆u1 + pu1∆u2|
2

= (pu1 · pu1)(∆u1)
2 + 2(pu1 · pu2)∆u1∆u2 + (pu2 · pu2)(∆u2)

2

≜ I

(2.25)

注 3)pu1 および pu2 は必ずしも平面の基底である必要性はないため，このような表記を行う
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となる．このとき，式 (2.25)内に表れる pu1および pu2の内積で表現される変数を曲面の第一

基本量，またはリーマン計量と呼び，次式らで表される．

E ≜ pu1 · pu1

F ≜ pu1 · pu2

G ≜ pu2 · pu2

(2.26)

このように第一基本量を用いて表される形式 Iを第一基本形式と呼ぶ．

次に，曲面の曲がり具合を定義するため，曲面上における曲率 κaを定義することを考える．

基本的な方針は，平面曲線で議論した場合と同様，接方向に対して法線方向がどれだけ変化し

たかであるが，曲面の場合における法線は，曲面の接平面に垂直なベクトルとして定義する．

接平面に対する法線nは，以下のように計算できる．

n ≜ pu1 ∧ pu2

|pu1 ∧ pu2|
(2.27)

曲線の曲率を求めた場合と同様に，曲面の空間座標の微小変化∆pに対する法線方向の変化量

∆nを考えることで，曲面の局所的な変化量を記述する第二基本形式 IIを得る．

II ≜ −∆p ·∆n = (−pu1 ·nu1)(∆u1)
2+(−pu1nu2−pu2nu1)∆u1∆u2+(−pu2 ·nu2)(∆v)

2 (2.28)

ここで，nはその定義より pu1 · n = 0,pu2 · n = 0を満たすことから，これらの等式を u1, u2

で微分することで以下の性質を持つことが分かる．

pu1 · nu1 = −pu1u1 · n

pu1 · nu2 = pu2 · nu1 = −pu1u2 · n

pu2 · nu1 = −pu1u2 · n

(2.29)

式 (2.28)内に現れる内積で表現されている量を第二基本量と呼び，上式の性質に注意しながら

以下のように表される．

L ≜ −pu1 · nu1 = pu1u1 · n

M ≜ −pu1 · nu2 = −pu2 · nu1 = pu1u2 · e

N ≜ −pu2 · nu2 = pu2u2 · n

(2.30)

この第一基本形式および第二基本形式を曲面上に図示したものを，Figs. 2.3と 2.4に示す．
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Fig. 2.3 The geometric description of the first fundamental form

Fig. 2.4 The geometric description of the second fundamental form

こうすることで，曲面上における任意の曲率 κaは，平面曲率で求めた場合と同様に考える

と，第一基本形式と第二基本形式の商により

κa =
II

I
=
L∆u21 + 2M∆u1∆u2 +N∆u22
E∆u21 + 2F∆u1∆u2 +G∆u22

(2.31)

と表される．

次に，κaの極値について考える．式 (2.25)および式 (2.28)はともに，ベクトルv ≜ (∆u1,∆u2)

に関して二次形式として表現されているとも解釈できる．この時，第一基本形式を表す第一基

本行列A1および第二基本形式を表す第二基本行列A2を

A1 =

(
E F

F G

)
, A2 =

(
L M

M N

)
(2.32)

と定義しておく．こうすると，式 (2.31)は，以下のように整理される．

v⊤(A2 − κaA1)v = 0 (2.33)
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vがゼロベクトル以外の解を持つためには，det(A2 − κaA1) = 0となる必要がある．すなわち

(EG− F 2)κ2a − (EN − 2FM +GL)κa + (LN −M2) = 0 (2.34)

が成り立つ．この方程式が 2つの実数解 κmax, κminを持つとき，曲面のガウス曲率および平均

曲率を定義することができる．本研究では，この 2つの曲率をそれぞれ最大主曲率，最小主曲

率と呼び，|κmin| ≤ |κmax|の関係が成り立つように定義される．
ガウス曲率および平均曲率は，それぞれ最大主曲率，最小主曲率の積と和によって定義され，

式 (2.34)における解と係数の関係を用いることで，第一基本量および第二基本量を用いて表す

ことができる．

K ≜ κmaxκmin =
LN −M2

EG− F 2
(2.35)

H ≜ 1

2
(κmax + κmin) =

EN − 2FM +GL

2(EG− F 2)
(2.36)

2.2 測地的曲率が既知である場合における曲面形状導出手法

2.2.1 モデリングの概要

本章では，上記の微分幾何学を用いた可展面のモデリングについて述べる．モデリングの指

針として，可展面であるならば線織面である，という命題が常に成り立つ事を用いる．

線織面とは曲面上の任意の点において，その点を通る直線が，少なくとも 1つは必ず曲面上

に含まれる曲面の事を指す．数学的に表現すれば，曲面上の任意の空間座標 SR(s, t)が，ある

基準となる曲線 x(s)と，その曲線上の点を通る母線と呼ばれる直線 dg(s)により，

SR(s, t) = x+ tdg (2.37)

と表現される曲面である．sは曲線を表現するパラメータであり，任意のパラメータを取れる

が，ここでは前節に倣い曲線の弧長パラメータとする．また，dgは母線の方向ベクトルとし，

tは曲面上の母線方向のパラメータとして，t ∈ [0, D(s)]とする．ただし，D(s)は曲線上の点で

規定される母線の母線長である．

次に，式 (2.37)を用いて，可展面であるための条件を導く．ここで，曲線の表現方法に物体

標構を用いるとし，ζを曲線の接線方向に，ηを曲面の法線方向に常に一致させるようにとる．

母線は曲面上に存在することから，母線は基底 ζおよび ξを用いて，

dg = −ζ sinα + ξ cosα (2.38)

と表現できる．ただし，αはFig. 2.5における η軸回りの回転を正として，ξ軸と母線のなす角

度を表している．以後，αを母線角と呼ぶ．これを用いて，パラメータ s, tに対する式 (2.37)
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Fig. 2.5 The definition of α. α is the angle between dg and ξ-axis

の偏微分はそれぞれ

∂SR

∂s
= ζ + t (−(α′ + ωη)(ζ cosα + ξ sinα) + (ωξ sinα + ωζ cosα)η)　 (2.39)

∂SR

∂t
= dg (2.40)

と表される．この式らから，E,F,G, L,M,N は

E = (α′ + ωη)
2t2 − 2t(α′ + ωη) cosα + 1 (2.41)

F = − sinα (2.42)

G = 1 (2.43)

L = −ωξ + t
(
ωη(−ωξ cosα + ωζ sinα) + ω′

ζ cosα + ω′
ξ sinα

)
(2.44)

M = ωξ sinα + ωζ cosα (2.45)

N = 0 (2.46)

と，それぞれ計算される．ここで，可展面はガウス曲率が 0である曲面であることからK = 0

を解くことで

α = tan−1

(
−ωζ

ωξ

)
(2.47)

を得る．式 (2.35)の式より，K = 0ならば，κmin = 0であることから，κmax = 2Hと計算でき，

この式から

κmax =

√
ω2
ξ + ω2

ζ

cosα− t(α′ + ωη)
(2.48)

と計算できる．以上をまとめると，ωξ, ωη, ωζを与えれば，曲面は平行移動と回転の自由度を除

いて，一意に決定されることが分かる．

26



2.2.2 ポテンシャルエネルギーの定式化

ある 2次元形状を空間的に曲げ，3次元の曲面形状を作ると，その形状は作用する力を始めと

する，種々の環境における物理的な性質によって大きく変化する．本研究では，動力学的効果

は無視し，静的で安定な形状を求めることに着眼する．ここで静的で安定な形状とは，物体の

持つ全ポテンシャルエネルギーの総和が最小である時を指すことから，本節では，ポテンシャ

ルエネルギーを定式化し，曲面形状生成問題を最適化問題として表現する手法について述べる．

ここで，これまで定式化した曲面は，曲面法線方向には成分を持たない，いわゆる厚さが 0で

ある状態であった．しかし，実際の曲面，特に我々が対象としている曲げ加工により形状を形

成する曲面は，微小な厚さを持つ薄板状物体であることから，ポテンシャルエネルギーを求め

る際は，曲面を薄板状物体であるとモデル化する．

本研究が扱う薄板状物体は，Kirchhoff理論に基づいてモデル化が行われ，中立面を基準面に

して厚さ hだけ肉付けしたものとして扱う．また，仮定として全ての変形過程において等方性

弾性体であるとする．平面形状を曲げて曲面を形成した際に発生する曲面の内部エネルギーU

を考える．この時，形成した曲面が可展面である場合には，前節の定式化およびKirchhoff理論

の仮定より，曲面は最大主曲率 κ1で曲がっているのみであると考えることができるため，最大

主方向の曲げエネルギーのみを考えればよいことが分かる．

s, tのパラメータの他に，法線方向の移動量を示す η ∈ [−h/2, h/2]を導入すると，最大主方
向 dmaxに生じるひずみ εmaxは

ϵmax = κmaxη (2.49)

と表すことができる．変形過程で常に弾性変形であることから，ひずみによる応力 σmaxはヤン

グ率Eを用いて σmax = Eϵmaxと表現でき，単位体積あたりの内部エネルギー dU は

dU =
1

2
Eσmaxϵmax =

E

2
κ2maxη

2 (2.50)

と表すことができる．微小体積要素 dSが dV = dSdηおよび微小面積要素 dSが

dS =
√
EG− F 2dsdt (2.51)

と表される事から，式 (2.50)を体積分することで，U を求めることができる．

U =
E

2

∫ l

0

∫ D(s)

0

∫ h
2

−h
2

κ2maxη
2
√
EG− F 2dsdtdη

=
Eh3

24

∫ l

0

ω2
ξ (1 + tanα)2

α′ + ωη

log

∣∣∣∣ cosα

cosα−D(α′ + ωη)

∣∣∣∣ ds (2.52)

以上より，式 (2.52)を最小化するような ωξ, ωζを求める最適化問題を解けば，形状を得ること

ができる注 4)．

注 4)最適化問題の数値解法については後述する．
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2.2.3 検証実験

本節では，提案した手法により，形状が正しく導出できるかどうかを確かめるため，Fig. 2.6

に示す型紙形状から，シミュレーションにより導出した形状と，紙模型の形状を比較すること

で，妥当性の検証を行う．この例では，合わせる境界曲線の形状は，y = 0の平面内に分布する

Fig. 2.6 The two-dimensional shape used in this experiment

平面曲線である．また，作成する紙のヤング率や厚さに関しては，ポテンシャルエネルギーの

値そのものに影響を与えるが，形状には直接影響を与えないため，Eh3/24 = 50と定めた．計

算によって得られた曲面形状を，Fig. 2.7に示す．(a),(b),(c)はそれぞれ xy, xz, yz平面から見

た図であり，(d)は曲面を三次元的に投影した図である．
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(a) zx-view

(b) zy-view (c) xy-view

(d) Computational surface model in perspective view

Fig. 2.7 The computational surface obtained by minimizing potential energy

検証実験では，形成された曲面の境界線xL,xU と，実際の紙模型を計測することで得られる

境界線 xM の誤差を比較することで，妥当性を検証する．検証実験の誤差の求め方について示

す．境界線xLを離散化した点列をxL,iと表現し，計測点の点列をxM,jと表現する．この 2つ

の点列における誤差として，xL,iとxL,i+1を結び，その直線とxM,jの最短距離 em,jを誤差とす

る．これを定式化すると，

em,j = min
i∈[0,N−1]

min
t∈[0,1]

|(xM,j − (1− t)xi − txi+1)| (2.53)

となる．なお，N が十分大きいとみなせる場合には，xM,jに対応する xL,iが存在し，t ≃ 0と

なるため，

em,j = min
i∈[0,N ]

|xm − xi| (2.54)
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となる．この結果，境界線上の平均誤差は境界曲線の全長の 1%以下である 1.53[mm]となり，

精度よく形状を予測できることが示されている．

(a) zx-view

(b) zy-view (c) xy-view

Fig. 2.8 Comparison between calculated and measured boundary lines
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2.3 測地的曲率が既知でない場合における曲面導出手法

2.3.1 微分幾何学に基づく条件

次に，可展面がある 2つの境界曲線を持つ場合について，その境界曲線から曲面を再現する

手法および，展開形状の求め方について述べる．まずはじめに Fig. 2.9のように，ある境界曲

線に持つ平面を空間曲線に合わせて貼り付ける際，曲面が定まることを示す．

Fig. 2.9 The description of aligning a plane shape with a space curve so that ζ corresponds to

ζW

この境界曲線の平面曲率は，前節で定義したように曲面の法線方向が ηと一致しているなら

ば，その曲率は η軸周りの回転率 ωηと等しくなる．空間曲線に別の物体標構 ξW ,ηW , ζW によ

る表現が与えられている場合において，この物体標構を決定する各軸周りの回転率ωW との関

係について述べる．

まず式で示した空間曲率が座標系に対して不変量であることから，

ωξ =
√
ω2
ξ,W + ω2

η,W − ω2
η (2.55)

が成り立つ．また，捩率も不変量であることから式 (2.21)より，

ωζ = ωζ,W +
ωξ,Wω

′
η,W − ω′

ξ,Wωη,W

ω2
ξ,W + ω2

η,W

−
ωξω

′
η − ω′

ξωη

ω2
ξ,W + ω2

η,W

(2.56)

が成り立つ．この式と前節との議論により，題意を示すことができた．

上記の事実を踏まえて，2つの境界曲線xL,xU が与えられた場合において，それに対応する

展開後の形状を設計する問題について考える．ここで，パラメータ s, uは曲線の弧長に対応さ

せる．仮にxLに対応するωη,Lが与えられれば，母線の方向が決定できるため，対応するxU 上

の点が決定される，つまり uは sの関数として u = û(s)と表現できる．また，xU に対応する
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ωη,U が与えられれば，同様に s = ŝ(u)と表現できる．2つの境界曲線が可展面を形成するため

には，û(s)および ŝ(u)が逆像の関係にある必要がある．つまり，

s = ŝ(û(s)) (2.57)

u = û(ŝ(u)) (2.58)

が成り立つ．すなわち，展開後の形状を設計する事はωη,L, ωη,Uを設計変数にして，式 (2.57)と

(2.58)が弧長の定義域全体で成立することを意味するF を

F =

∫ lL

0

　 (s− ŝ(û(s)))2ds+
∫ lU

0

　 (u− û(ŝ(u)))2du (2.59)

と定義し，この目的関数を最小化する最適化問題を解けばよい．

次に，制約条件について述べる．まず，曲面の展開によって，曲面が伸縮しないという定理

から導かれる制約について考える．曲面を展開することで得られる平面曲線をxp,L,xp,U ∈ Pと
する．曲面が伸縮しないならば，母線の長さもその操作によって変化しないことから，

DL(s) = |xp,U(û(s))− xp,L(s)| (2.60)

DU(u) = |xp,U(u)− xp,L(ŝ(u))| (2.61)

また，

xU(û(s))− xL(s) = |xp,U(û(s))− xp,L(s)|dg(s) (2.62)

xL(ŝ(u))− xU(u) = |xp,U(u)− xp,L(ŝ(u))|dg(u) (2.63)

が，s, uの定義域全域で成り立つ．また，xLの空間曲率を κL，xU の空間曲率を κU とおくと，

− κL ≤ ωη,L ≤ κL (2.64)

− κU ≤ ωη,U ≤ κU (2.65)

が成り立つ．式 (2.64)と (2.65)の不等式制約は違反すると，式 (2.55)で示した式の根号内の値

が負となってしまい，計算を続けることができなくなってしまう．そのため，式 (2.64)と (2.65)

の不等式制約は，最適化計算の過程で常に満たし続ける必要がある．そこで，適当な関数 γL, γU

を用いて ωη,L, ωη,U を

ωη,L =
2κL
π

tan−1 γL (2.66)

ωη,U =
2κU
π

tan−1 γU (2.67)

と表現する．ただし，κL, κU は与える曲線の空間曲率である．このように表現すると，γL, γU

に関する制約が存在しない，最適化計算として再定式化される．
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2.3.2 検証実験

手法により設計された展開形状が，元の曲面を再現できるかを示すため，以下の手順で検証

実験を行い，本手法が目的とした，曲面形状およびその展開形状の設計可能性についての議論

を行う．

1. 与えた 3次元形状に対して，手法を用いて曲面形状およびその展開形状を計算する．

2. 得られた展開形状を用いて実際に曲面を作成する．

3. 作成した曲面を計測し，与えた形状と比較する．

今回与える三次元形状は，以下に示す物体標構の回転率ωLW ,ωUW により定める．

ωLW =

 0

2.91

0

 (2.68)

ωUW =


5.5(1− u

LU

)

−0.4(1 + cos(
u

LU

))

0

 (2.69)

この曲線の全長 lL, lU はそれぞれ 1.08, 1.0と定める．これを用いて計算した結果を Fig. 2.10に

示す．(a),(b),(c)がそれぞれ zy, zx, xy方向から見た図であり，(d)は曲面を三次元的に投影し

た図である．結果から自己交差を起こすことなく，2つの境界線の間に可展面を形成できたこ

とが確認される．また，得られた展開形状を，Fig. 2.11に示す．このFig. 2.11を用いた展開形

状を厚紙を用いて作成し，ωLW の曲線に沿うようにセロテープにより貼りつけて，曲面を作成

した．この曲面を 3Dスキャナーを用いて，もう片方の曲線を計測し，その形状を比較した様

子をFig. 2.12に示す．この実験における誤差は，計算により求まった形状と元形状との誤差と，

元形状と作成した紙模型との誤差の 2種類がある．それぞれの平均及び最大誤差をTable 2.1に

まとめる．

Table 2.1 The average error and maximum error of calculated shape and measured shape

against its given shape.

Average error Maximum error

Calculated shape 6.11× 10−3 9.75× 10−3

Measured shape 7.583× 10−3 2.22× 10−2

いずれの場合においても，曲線の全長と比較して 3%以下であり，精度よく形状を設計でき

たと結論づけられる．

33



2.4 結言

本章では，微分幾何学に基づく可展面モデリングについて述べた．

本章のはじめには，平面曲線，空間曲線および空間曲面の微分幾何学に関する既知の事項を

まとめた．その後，微分幾何学に基づく可展面のモデリングについて述べたのち，2つの形状

設計手法に関して概説した．

1つの手法は，その展開後の形状が与えられている下で，それをある曲線に沿って組み立て

た際の形状導出手法である．この手法では，実在する曲面においては，外力が加わらなければ

静的で安定な形状であることから，曲面が変形により持つポテンシャルエネルギーを最小化す

る最適化問題として定式化した．ポテンシャルエネルギーの定式化の際には，可展面が曲げる

ことによってのみ形成できることを考慮し，定式化を行った．検証実験においては，実際に組

み立てた形状と比較することで，その妥当性に関して検討を行った．

もう一つは，3次元曲面の境界線が与えられている仮定の下での，曲面および展開形状の設

計導出手法である．始めに，沿わせる曲線の空間曲率や捩率と展開後の形状を決定する測地的

曲率を用いて，母線角 αなどが導出できることを示した．その後，互いの境界曲線から形成さ

れる曲面が一致する条件を導き，これを目的関数として，展開後の形状に関する最適化問題を

定式化した．検証実験においては，設計された展開後の形状から，紙模型を作成し，元の形を

再現できるかを確認することで，妥当性の検討を行った．

両者とも，シミュレーション結果とおおむね一致することが確認され，それぞれの手法とし

ての妥当性を確認できた．しかし，この手法をそのまま設計プロセスに適用することは難しい

と考えられる．

その要因は，3次元形状に関する直接的な制約をかけることが難しい点である．展開後の形

状に対して 3次元形状がどのようになるかを予測できることは重要な一方で，意図する 3次元

形状に合わせてどのように展開後の形状を設計すればよいかについては，最適化を繰り返す必

要があり，計算リソースの面から非効率的であると考えられる．また，曲面の境界線に応じて

曲面を生成する場合においては，与える境界線の条件に関して述べられていない．これはつま

り，設計者の与えた曲線間に可展面を形成できない場合，システムはそれが明らかに間違って

いると判断することができない．

そこで次章では，可展面に関する性質を利用し，効率よく曲面を設計できる手法について提

案する．
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(a) zx-view

(b) zy-view (c) xy-view

(d) Computational surface model in perspec-
tive view

Fig. 2.10 The computational surface obtained by minimizing potential energy

Fig. 2.11 The two-dimensional shape obtained by developing Fig. 2.10
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(a) zx-view

(b) zy-view (c) xy-view

Fig. 2.12 Comparison between the measured and given boundary line
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第3章 幾何学的制約に基づく曲面設計支援

3.1 緒言

本章では，幾何学的制約に基づく曲面の設計支援について述べる．

可展面のモデリングに関する研究については，一章でも触れたようにベジエ曲面やB-spline

曲面をはじめ，様々行われていることについて触れたが，曲面の生成を行えても，その展開操

作を行うことができないなど，工学的に応用する上では不十分な点も見られた．そのような課

題を解決するため 2章では，微分幾何学に基づき，曲面およびその展開形状の設計を同時に行

える可展面モデルについて提案した．

ただ，CADシステムの要件でもある，「設計者の入力が直感的であるか」という観点から手

法を考察すると，設計問題においての手法の適用は限定的になると言える．

2章において，設計者が入力する情報はそれぞれ，

手法 1 展開後の曲面形状および境界線の平面曲率

手法 2 曲面の境界線の 3次元形状

であった．

手法 1において，展開後の曲面形状を与える場合，それがどのような 3次元形状になるかは，

最適化問題を解いて初めて設計者が評価できる．しかし，意図する 3次元形状を得るために，ど

のように展開後形状を設計すればいいかについては述べることはできない．

また，手法 2の境界線の 3次元形状において，境界線の曲線を設計することは容易ではない．

境界線には，微分可能性を持ったなめらかな形状が要求されることに加え，2つの曲線間に可展

面が正しく形成される必要がある．しかし，境界線の形状が正しく可展面を形成するかを，計

算前に判定することは難しい．結果，正しく形状を出力するかどうかは最適化問題を解いて初

めて評価できる．

いずれにおいても，最適化問題を解いて初めて 3次元曲面自体が評価可能となり，意図する

形状を得るまで，入力形状の修正と最適化計算を繰り返し行う必要がある．このように，2章

において提案した手法には，入力の与え方が設計者の経験と勘に依存する問題や，最適化計算

の繰り返しによる計算コストの面の問題がある．
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可展面設計において，設計者の要求や意図をなるべく直観的に入力できるような手法につい

て考える．本章では，このような入力として，曲面がある点を通過するといった形状に関する

制約について考える．

B-spline曲線や曲面の場合では，このような制約については，制御点の操作の他，なめらか

さに関する要求をしない場合には，ノットベクトルを多重化することで，位置制約を満たすこ

とができるなど，制約に対する対応は比較的容易であった．しかし，前節で述べた手法におい

ては，形状制約への対応を行うことは難しい．

そこで本研究では，曲面がある点を通過するといった形状に関する制約に合わせて，可展面

を生成する手法について提案する．初めに，２つの境界曲線を持つ可展面において，境界線に

関する幾何学的条件について述べ，これを用いて境界線の間に曲面を形成する手法について述

べる．その後，形状制約に基づく可展面の設計を最適化問題として定式化する．最後に，シミュ

レーションにより得られた形状に関して考察を行い，本手法の妥当性に関して検討する．

3.2 幾何学的条件に基づいた可展面設計手法

3.2.1 境界線に関する可展開条件の定式化

本節では，2.3.1節で言及しなかった可展面上の 2つの境界線が満たすべき条件に着目し，そ

れに基づいて曲面形状および展開形状を設計する手法について述べる．

可展面上の 2つの境界曲線xL(s;ωL(s)),xU(u;ωU(u)) ∈ R3を考える．s, uは曲線の弧長パラ

メータであり，xL,xU は少なくともC2連続性を持っているなめらかな曲線であると定義して

おく．2.3.1節での定式化のように，sに対する uを対応づける写像 û(s)を決定すると，この 2

つの境界線の間にはxU(û)−xL(s)を母線とする線織面Rが形成される．境界線内で定義され

るRは，パラメータ t ∈ [0, 1]を用いて

R = xL(s) + t(xU(û(s))− xL(s)) (3.1)

で表される．

Fig. 3.1に示すRの微小変化 dRについて考える．可展面は数学的な等長変形によって，平

面に展開できることから，Rが可展面ならば dRは常に曲面の接平面上に存在する．この事を

式により表現すると，接平面に対する法線ベクトルnrを用いて

dR · nr = 0 (3.2)

と表現できる．ここで，接平面に対する法線ベクトル nrについて考えると，母線も曲面上に

存在することから，

nr =
ζL ∧ (xU(û(s))− xL(s))

|ζL ∧ (xU(û(s))− xL(s))|
(3.3)
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と表されることから，これを用いて式 (3.2)を計算し，スカラー 3重積の公式 det(a, b, c) =

det(c,a, b)を用いて整理すると

det(ζL(s), ζU(û(s)),xU(û(s))− xL(s)) = 0 (3.4)

を得る．この等式の幾何学的意味について述べると，線織面が可展面であるためには，Fig. 3.2

のように ζL(s), ζU(û(s))および母線が全て同一の接平面上に存在することが成り立つことを意

味している．

Fig. 3.1 The description of dR on the tangent plane.

Fig. 3.2 The condition of a developable surface: ζL, ζU and a generatrix exist in the same

tangent plane.

このような û(s)を，次の条件を満たすように求めることが出来れば，可展面を設計できる．

条件 1 任意の s ∈ [0, lL]に対し，û ∈ [0, lU ]である．
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条件 2 û′の符号は，|xL(0)− xU(0)|が |xL(lL)− xU(lU)|より小さければ，常に正の値を取り，
そうでなければ常に負の値を取る．

条件 2は，数値計算による手続きで ûを求める際に，母線が交差しないための条件となる．

上記を踏まえて，u(s)を求める数値計算の手続きについて述べる．数値的に求める際には，

ûを連続関数として求めるのではなく，離散点の集合として求める．区間 [0, lL]をN により分

割した点集合 s = {si | ilL/N (i = 0, 1, 2, · · · , N)}に対して û = {ûi}を考え，以下に示すよう
なアルゴリズムで求める．注意するべきは，式 (3.4)を満たす ûjは必ずしも一意ではなく，複

数の候補が考えられる．この時，どの ûj が適切かを判断するために，û′を後退差分により近

似した式がどのような状態であるかを確かめる．û′が条件 1,2を満たさない場合，母線が交差

してしまうため，探索範囲を更新し，再び計算を行うようにする．この手法のメリットとして，

Algorithm 1 Calculate developable surface

flg =

{
−1 if|xL(lL)− xU(lU)| ≤ |xL(0)− xU(0)|
1 else

for i = 0 to n do

initialize ns = 0

while ns ̸= N do

for j = ns to N do

ûj =
jlU
N

if ûj ∈ [0, lU ] satisfying eq.(3.4) then

break

end if

end for

if ûj = lU then

Cannot find ûj
else

if (ûj − ûj−1)flg ≥ 0 then

break

else

ns = j + 1

end if

end if

end while

end for

Fig. 3.3 The algorithm for calculating developable surface from its boundary lines
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式 (3.4)を満たす解が得られない，または得られた解が前述した条件を満たさない場合におい

ては，与えた境界曲線では可展面を形成できない事を，最適化の手続きを行う事なく判定する

ことができる．この定式化を用いて，次節では実験を通して，手法の妥当性を確認する．

3.2.2 検証実験と結果

本節では，検証実験を通して前節で示した手法について検討する．今回の実験手順は，次の

通りである．はじめに，ある平面形状を組み立て，３次元形状を作成し，形状を計測する．次

に，その形状から手法を用いて曲面を形成し，展開形状を求める．そして最後に，その展開形

状と元の平面形状を比較することで，妥当性を検証する．この検証実験の意図は，境界線から

曲面形状が再現できることである．ここで，可展面の展開操作においては 3次元曲面を平面に

展開する写像は全単射である．つまり，可展面の 3次元形状を比較することは，展開後の形状を

比較することと等しいと考えられる．この考えの下，手順 1-3を行い，得られた形状をFig. 3.4

を示す．また，計算により展開後の形状と計測した展開後の形状を比較した図を Fig. 3.5に示

す．Fig. 3.5での結果を見ると，ほとんどの領域で一致することが示された．
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) Computational surface model in perspective view

Fig. 3.4 The computational surface obtained by proposed algorithm
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Fig. 3.5 Comparison between obtained pattern shape and measured pattern shape.

3.3 形状制約に対する可展面設計支援

3.3.1 設計問題への定式化

本節では，形状制約に対する可展面の設計問題を，最適化問題として定式化する手続きにつ

いて述べる．

前節の議論から，2つの境界線に対して可展面を生成する手法について述べた．この手法が

示すことは，可展面は，2つの境界線xL(s),xU(u)および弧長間の関係 û(s)を求めることで設

計できる，ということである．2章での議論から，曲線の表現は各軸回りの回転率をまとめた

ベクトルωにより決まることから，ある設計目的F を満たす可展面の設計問題は，xLを決定

する回転率ベクトルをωL，xU を決定する回転率ベクトルをωU，xL,xU を決定する物体標構

の初期値 ξL,0,ηL,0, ζL,0, ξU,0,ηU,0, ζU,0とすると，

find ωL,ωU , û, ξL,0,ηL,0, ζL,0, ξU,0,ηU,0, ζU,0

minimize F(ωL,ωU , û)

s.t. g(ωL,ωU , û) = 0,

h(ωL,ωU , û) ⪯ 0 (3.5)

と定式化される．

この設計目的 F について考える．設計の目的自体はある点を通過するような可展面を設計
することである．しかし，この条件だけでは設計解は唯一定めることはできず，多くの場合は

Fig. 3.6のように，そのような可展面は多数存在する．
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(a) Potential energy is smaller (b) Potential energy is bigger

Fig. 3.6 Developable surfaces which pass the condition point: One is the shape whose potential

energy is smaller. The other is that whose potential energy is bigger.

その場合，複数ある設計解のうち，最適な設計解を得る必要がある．本研究では，この設計

解の選択をする観点として，物理的観点に基づいて最適な設計解を得ることを考える．

実際の曲面には，その曲がりやねじれに応じてひずみ・応力が発生する．曲がりやねじれが

大きい形状を形成すれば，その分曲面にかかる応力も大きいものとなり，形成時に大きな力を

要するなど曲面への負荷が非常に大きくなってしまう．そのため，物理的観点からの最適解は

曲がりやねじれが小さい形状である．

曲がりやねじれを評価する指標にあたっては，曲面の持つ曲がり・ねじれによるひずみエネ

ルギーにより評価することができる．2章での議論より，可展面の場合には曲げのみが加わっ

ている状態とみなせるため，式 (2.52)で表される曲げエネルギーを目的関数として考える．

ωL,ωU , ûから α, ωξ, ωηを求める手続きについて述べる．αは，xU(û)− xL(s)が母線に相当

することから，

α = − sin−1

(
(xU(û)− xL(s)) · ζL
|xU(û)− xL(s)|

)
(3.6)

と表される．αが求められると ξLは

ξL =
1

cosαL

xU(û)− xL(s)

|xU(û)− xL(s)|
+ ζL tanαL (3.7)

と求められる．また，正規直交基底からηL = ζL∧ξLと求めることができる．ζ ′
L = ωη,LξL−ωξ,LηL

と表されることから，ωη,L, ωξ,Lを求めると，

ωη,L =
ζ ′
L · (xU(û)− xL(s))

|xU(û)− xL(s)| cosα
(3.8)

ωξ,L =
ζ ′
L · (ζL ∧ (xU(û)− xL(s)))

|xU(û)− xL(s)| cosα
　 (3.9)
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と計算することができる．これらの式から，2つの境界線に形成される曲げエネルギーを求め

ることができる．

次に，制約条件について述べる．今回の形状制約は，境界線のある点 xU(û(sc))が，Cを通

過するという制約を考える．この場合の制約を記述すると，

g1 = (xU(û(sc))−C) · ex (3.10)

g2 = (xU(û(sc))−C) · ey (3.11)

g3 = (xU(û(sc))−C) · ez (3.12)

となる．

境界線に関する制約条件について述べる．境界曲線の表現には接方向回りの回転は影響しな

いため，ωζ,L ≡ ωζ,U ≡ 0としてもよい．また，2つの曲線間に可展面が形成されるための条件

として，式 (3.4)が全域で満たされるための条件

g =

∫ lL

0

| det(ζL(s), ζU(û(s)),xU(û(s))− xL(s))|ds (3.13)

を制約条件に加える．

ûに関する制約条件について述べると，ûは弧長の性質を持っているため

û(s) ≥ 0,∀s ∈ [0, lL] (3.14)

を満たす．また，sおよび uの進行方向は同方向に進行するものとすることから，母線が交差

しないための条件として

û′(s) ≥ 0,∀s ∈ [0, lL] (3.15)

が課せられる．

式 (3.14)と (3.15)は，最適化の過程で破られてしまうと計算がうまくできないため，式変換

を利用し，自動的に満たすことを考える．

ある適当な関数 γ(s)を用いて，û′を

û′ = exp(γ(s)) (3.16)

と表現する．このようにすると，式 (3.14)と (3.15)を最適化の過程で破ることなく，満たすこ

とができる．ある uをパラメータとする関数 g(u)と û(s)の合成関数を ĝ(s)のように表現する．

このようにすると，xU を決める過程における微分方程式は(
ξ̂U η̂U ζ̂U

)′
≜
(

ξ̂U η̂U ζ̂U

)
Ω(ω̂U) (3.17)
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となり，パラメータ sに関する微分方程式となる．また，x̂U は

x̂U =

∫ s

0

ζ̂U û
′ds (3.18)

と求められる．ωU は uの関数だが，実際の計算に用いるのは ω̂であるため，パラメータ sに

よって表現されるωL, ω̂U , γが最適化の対象とする関数である．

3.3.2 最適化計算の手続き

設計変数であるωL, ω̂U , γは，関数で表現されているため，式 (3.5)は関数を設計変数に取る

変分問題である．変分問題に対する解法としては，Euler法などの間接法や，Ritz法やガラー

キン法などの直接法の 2種類が存在する．Euler法に関しては停留条件を用いて得られる微分

方程式を解く解法であり，等式制約や不等式制約が存在する場合には，KKT条件を用いて解く

ことになる．しかし，この手法を本問題に適用するにあたっての問題点として，以下の 2点が

挙げられる．

• 停留条件が常に陽に定式化できない

• 微分方程式を解くことが一般的に難しい．

式 (3.17)により求まる空間座標 x̃U および式 (3.6)，(3.8)および (3.9)によって目的関数や制約

条件が表現されていることから，汎関数で表現されている目的関数などを，微分方程式の形で

表現することは難しい．また，例え微分方程式が得られたとしても，KKT条件を用いて定式化

される連立微分方程式を解くことは難しい．以上の観点から，本問題への間接法の適用は困難

である．

そこで，Ritz法と非線形計画法を基にした，直接的な解法により形状を求める．Ritz法とは，

関数を基底 φ1(s), φ2(s), · · · , φn(s)を持つ有限次元の関数空間 S に属するものとして扱う手法
である [68]．具体的には，ωL, ω̃U , γを，例えば γに関して γ ∈ Sと仮定すると，υは基底関数
φ1(s), φ2(s), · · · , φn(s)および係数ベクトル a = (a1 a2 · · · an)⊤により

γ =
n∑

i=1

aiφi(s) ≜ aφ⊤(s) (3.19)

と表現できる．ただし，φ = (φ1(x) φ2(x) · · · φn(x))
⊤とする．これを設計対象となる全て

の関数に適用すると， ωL

ω̂U

υ

 =
[
aξ,L aη,L aξ,U aη,U aγ

]
·φ⊤ ≜ Aφ⊤ (3.20)
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となる．基底関数系には，例えば式 (3.21)に示すような三角関数などが挙げられる．

φi(s) =



1 (i = 0)
s

LL

(i = 1)

sin

(
iπs

2lL

)
(i = 2k)

cos

(
(i+ 1)πs

2lL

)
(i = 2k + 1)

(3.21)

この表現を用いると，式 (3.5)で表される変分問題は，各曲線の初期姿勢 ξ⊤L,0,η
⊤
L,0, ζ

⊤
L,0およ

び，ξ⊤U,0,η
⊤
U,0, ζ

⊤
U,0を加えた全体の係数 aall = (vec(A) ξ⊤L,0 · · · ζ⊤

U,0)に関して，式 (3.22)のよ

うな制約付き非線形計画問題となる．

find aall

minimize F(aall)

s.t. g(aall) = 0

h(aall) ⪯ 0 (3.22)

この制約付き最適化問題は，拡張ラグランジュ乗数法を用いて数値的に解くことができる [69,70]．

拡張ラグランジュ乗数法とは，ラグランジュ乗数法 (KKT条件)およびペナルティ法を組み合

わせた解法である．等式制約に対するラグランジュ乗数をλ† ∈ Rncおよびペナルティ項のパラ

メータ r ∈ Rnc，不等式制約に対するラグランジュ乗数をµ† ∈ Rniおよびペナルティ項のパラ

メータ t ∈ Rniとして，拡張ラグランジュ関数Lを次のように定義する．

L ≜ F + λ† ◦ g +
1

2
(r ◦ g2) +Q(µ† + t ◦ h) (3.23)

ただし，Q(µ† + t ◦ h)は

Q(µ† + t ◦ h) ≜

−
1

2

(µ†
i )

2

ti
µ†
i + tihi(a) ≤ 0

µ†
ihi +

1

2
(tih

2
i ) µ†

i + tihi(a) > 0

(3.24)

と定義している．このようにすると，拡張ラグランジュ関数Lに関する制約なし最適化問題と
して定式化でき，適当な最適化手法を用いて解くことができる．用いる最適化手法には，偏微分

を陽に求めることの難しさから，ネルダーミード法やBrent法や，実数型遺伝的アルゴリズム

やPSOなどのヒューリスティック手法など，微分を用いない手法を用いて解くことが望ましい．

3.3.3 検証実験

本節では，ブラジャーカップの設計工程において，本手法を適用し妥当性の検証を行う．ブ

ラジャーカップにおいては，上下接ぎラインの設計がカップ形状に大きく影響を与えることか
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ら，非常に重要とされている．中でも，Fig. 3.7に示すトップ位置の設計により，衣服着用後の

バストシルエットに大きな影響を与える．

ブラジャーカップの設計においては，ワイヤー形状に対して形状変更を行うことはほとんど

ないため，カップの設計工程においては形状が常に一定であるとする．このことから，式 (3.5)

における設計変数は，ω̂U , ûとなる．本実験におけるワイヤー形状は円弧であるとする．この円

Fig. 3.7 The expression of the ridge line and top point.

弧の半径，全長および制約であるトップ位置をTable 3.1にまとめる 次に，本研究における目

Table 3.1 The properties of experiment
The properties of experiment The values

Radius of a wire 2.91

Length of a wire 1.08

Top point Cp (0.228 0.086 0.293)⊤

的関数の選択から，物理的観点の意味で最適な形状であるかを検討する．式 (3.13)を制約条件

としてではなく，目的関数としておけば，形状制約を満たす解の１つを得ることができる．本

実験では，形状制約を同じ値にし，式 (3.13)を制約条件ではなく目的関数とした場合において

得られる形状とを比較することで，最適な形状であるかを検討する．まず，得られる主曲率分

布の結果について，式 (2.52)を目的関数にした場合と，式 (3.13)を目的関数にした場合を並べ

た図をFig. 3.8に示す．また，両者の式 (2.52)および最大主曲率の最大値maxs,t κmaxの比較を

Table 3.2に示す．Table 3.2に示した結果より，ポテンシャルエネルギーは，可展面条件のみを

考慮した場合と比較し，13.09%ほど減少した．また，maxs,t κmaxはFig. 3.8より，特に始端部

分において大きく変化しており，可展面条件のみを考慮した場合と比較すると，74.21%ほど減

少した．上記の結果から，物理的観点においてポテンシャルエネルギーを目的関数とすること

は妥当であると考えられる．また，本手法が形状設計手法として妥当であるかについてを実験
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Table 3.2 The comparison between different objective functions: comparing the potential en-

ergy and the maximum value of the maximum principal curvature in case that objective function

is bending energy of the developable surface with that objective function is the condition of the

developable surface.

Objective function Bending energy Developable condition

Potential energy 11.87 13.43

Maximum principal curvature 5.212 9.083

Fig. 3.8 Comparison between κ1 obtained by minimizing potential energy and that by mini-

mizing developable condition.

するため，2.3.2節で行ったように，得られた型紙が三次元形状を再現するかを確かめる．ポテ

ンシャルエネルギーを目的関数として最適化計算を行った結果，得られた形状を Fig. 3.9に示

す．(a),(b),(c)がそれぞれ xy, xz, yz方向から見た図であり，(d)は曲面を三次元的に投影した

図である．そして，この曲面を展開することで得られた形状を，Fig. 3.10に示す．Fig. 3.10を

用いて検証実験を行い，得られた結果をFig. 3.11に示す．この結果における，最大誤差および

平均誤差はいずれにおいても，ワイヤーの全長に対してそれぞれ 1.74%, 5.04%程度であり，本

手法は数%程度の誤差を持つ精度で，展開形状を設計できる手法であると示された．
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) Computational surface model in perspective view

Fig. 3.9 The computational surface obtained by proposed algorithm
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Fig. 3.10 The computational pattern shape by developing Fig. 3.9

3.4 結言

本章では，幾何学的制約が与えられた場合において，可展面を自動設計する手法について提

案した．緒言では，前章の設計支援の適用範囲について述べ，より効率よく計算を行う手法を

構築することの必要性について述べた．

より効率よく計算を行う手法として，2つの境界線に対して貼られる可展面をアルゴリズム

により求める手法を提案した．このアルゴリズムでは，最適化などの煩雑な計算を行う必要性

がなく，また，形成できないことをシステムが判断できるという点において，2章において提

案した手法よりも優れている点について述べた．

提案したアルゴリズムの数学的主張は，2つの境界線およびそのパラメータ間の関係を求め

ることで，可展面を形成できるということである．この主張から，2つの境界線およびパラメー

タ間の関係を設計変数に取ることで，幾何学的制約を満たす可展面設計問題を最適化問題とし

て表現できることを示した．最適化問題の目的関数については，物理的観点から物体の持つポ

テンシャルエネルギーを最小とする形状であることについて述べた．

検証実験では，ブラジャーカップの下カップを設計対象にとり，提案手法の物理的観点およ

び曲面の再現性の 2つの観点から考察した．1つ目の物理的観点については，ポテンシャルエ

ネルギーを考慮せず，可展面条件を最小化するような形状の最大主曲率およびポテンシャルエ

ネルギーを比較することで検討を行った．2つ目の曲面の再現性については，手法により得ら

れた曲面から可展面を実際に作成し，元の得られた 3次元形状と比較することで検討を行った．

この結果，全体的に局所的に曲率が大きくない曲面形状が，平均誤差が 1%程度，最大誤差 5%

程度の誤差を含む精度で，設計できることが示された．
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

Fig. 3.11 The comparison between calculated and measured ridge line.
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第4章 可展面の形状修正手法について

4.1 緒言

1章でも触れたように，可展面のモデリングに関する研究が様々行われている他，これまで

の議論で我々は，形状制約に基づく可展面の設計支援について述べた．しかし，CADの形状モ

デルにおける要求仕様の 1つである「形状の編集機能」については，いずれの研究も触れられ

ていなかった．岩田らによれば，CADシステムにおいて，設計者の望む変更や修正などの意向

をどのように実現させるかが重要であるとされている．ここでいう変更や修正とは，形状の幾

何データの変更（編集）に伴って，形状が変形することを指す．従来，自由曲面を表現するた

めのモデルとして用いられてきたベジエ曲面やB-spline曲面では，この形状編集は，制御点の

編集を行うことで達成していた．

ベジエ曲面およびBspline曲面では，いずれにおいても，空間座標の数理表現は制御点の重み

付き線形和の形となっている．すなわち，制御点の編集が行われた際には，編集された制御点

を用いて総和を計算しなおすだけで，修正後の形状を求めることができた．また，これらのモ

デルが用いられる要因として，設計者の修正入力に対して形状の修正が局所的である点が挙げ

られる．特にB-spline曲面においては，用いられる基底関数が区分的な多項式であることから，

制御点の修正に対して，編集した制御点の周辺のみが変化する，局所的な変形が起こる．この

制御点に対する局所変形性は，設計者が意図通りに形状を修正する上で重要な性質である．上

記の点から，自由曲面の表現方法には，B-splineやベジエ曲面の形状モデルが用いられている．

可展面における形状編集においては，その操作の前後で可展面の性質は保存されなければな

らない．しかし，前述したB-splineやベジエ曲面を用いてモデリングされた可展面においては，

曲面の制御点の編集に対し，可展面の性質を保ったまま形状が修正される手法については言及

されていない．また，前章で述べた形状制約を満たすように曲面を生成する手法では，形状制

約の変更の度に繰り返し最適化を行う必要があり，計算コストの面で非効率的であると考えら

れる．

以上から，本章では可展面の幾何データの修正に合わせて，可展面形状をその性質を保った

まま曲面を変形させる手法について提案する．
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4.2 修正作業の定式化

4.2.1 修正設計手法の提案

今回想定する修正作業は，Fig. 4.1のように 2つの境界線xL,xU を持つ可展面において，境

界線のある点の位置xU(sc) ≡ xU,Cをある位置Cへ移動させ，それに合わせた新しい可展面を

得ることと定義する．以後，簡単のためxL,xU は同一のパラメータ sによって表現されている

ものとする．曲線の移動方向ベクトルをd(s)とし，それに応じた移動量を ε(s)とすれば，修正

Fig. 4.1 The procedure of modifying process in this study.

された境界曲線の空間ベクトルは，xU(s) + ε(s)d(s)となる．ただし，ε ≥ 0を仮定しておく．

この境界曲線が，式 (3.4)の可展開条件を満たすならば，

det(ζL,x
′
U + ε′d+ εd′,xU + εd− xL) = 0 (4.1)

を満たす．g = xU − xLとおき，この式を展開すると，εに関する微分方程式を得る．

ε′ = c1ε
2 + c2ε (4.2)

ただし，c1, c2は次式で定義している．

c1 ≜ −
det(d′, ζL,d)

det(d, ζL, g)
(4.3)

c2 ≜ −
(
det(d′, ζL, g) + det(x′

U , ζL,d)

det(d, ζL, g)

)
(4.4)

この式から，方向 d(s)が決まればそれに応じた移動量 εを得られる．局所的な修正を想定する

場合には，編集する曲線の変化量は最小となることから，d(s)は，すでに存在する形状制約に

関する条件の下で目的関数 ∫ lL

0

ε2ds→ min (4.5)
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となる最適化問題を解くことで得られる．この移動量 εは局所的変形ならば，s = scにおいて

εが極大値を取るため，その条件として

ε(s)′


≥ 0 s ∈ [0, sc)

= 0 s = sc

≤ 0 s ∈ (sc, lL]

(4.6)

が考えられる．さらに，可展面の母線が交差する問題が起こる可能性もあるため，この事を考

慮しなければならない．

一般的に，可展面には，円柱のように母線角が恒等的に 0の場合を除き，ねじれることなく

形成可能である母線の最大長が存在している．母線が交差する時の母線長を TD とするとき，

t = TDにおいて母線が一点に集中する，つまり t = TD周辺の微小面積EG − F 2が 0になる．

EG− F 2 = 0を解くことで TDは

TD =
cosα

α′ + ωη

(4.7)

と求めることができる．TDには正負の符号どちらも取る場合が考えられるが，これは母線の方

向に由来するものである．例えば，Fig. 4.2(a)の場合には，TD ≥ 0であり，母線方向に母線を伸

ばし続けると，ある点で交差する．一方，Fig. 4.2(b)の場合には，TD < 0であるため，母線方向

と反対方向に伸ばし続けることで，ある点で交差する．このため，計算の際には母線の方向に応

じてTDを考慮するかどうかを考えればよい．TDを考慮する場合には，母線長 |xU(s)+εd−xL|
に対して

|xU(s) + εd− xL| ≤ TD　 TD ≥ 0 (4.8)

を不等式制約に加える必要がある．つまり，可展面の性質を保存しながら形状を局所的に修正

(a) TD ≥ 0 (b) TD ≤ 0

Fig. 4.2 Description of TD

する問題は，d(s)に関する変分問題として，以下のように定式化される．
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find d(s), ε (4.9)

minimize

∫ l

0

ε2ds (4.10)

s.t. ε′ = c1ε
2 + c2ε (4.11)

ε ≥ 0 (4.12)

ε′ ≥ 0 ∀s ∈ [0, sc) (4.13)

ε′(sc) = 0 (4.14)

ε′ ≤ 0∀s ∈ (sc, lL] (4.15)

|d| = 1 ∀s ∈ [0, lL] (4.16)

|xU + εd− xL| ≤ TD if TD ≥ 0 (4.17)

このような問題に対して，3.3.2節で述べたように，Ritz法を用いて基底関数の重み付き線形

和として表現したのち，制約付き非線形計画問題として解く事で解を得る方法がある．しかし，

制約付き非線形計画問題で広く用いられる拡張ラグランジュ乗数法などは，ラグランジュ乗数

の更新に合わせて最適化計算を繰り返し行う必要性があることに加え，式 (4.2)で表される微

分方程式は解析的に解くことができず, ルンゲクッタ法などの数値解法を用いなければならな

い点，また，不等式制約の実行可能領域が複雑である問題が存在する．これらは計算コストの

問題に大きく影響を与え，結果として形状モデルの要件である対話的な修正を行うことは難し

くなってしまう．そこで，今回はこのような煩雑な計算を極力避け，高速に局所変形形状を求

める手法について提案する．

この局所変形手法を考えるにあたって，一番注意するべきは式 (4.2)の方程式の取り扱いで

ある．この微分方程式は前述したように，一般的な解析解を求めることは難しい．しかし，特

定の場合には方程式の解を解析的に求めることができるため，このことについて検討する．

はじめに，d(s)が sに依存しない定ベクトルである場合について述べる．この場合，d′ ≡ 0

であることから，c1 = 0となる．つまり，式 (4.2)は

ε′ = cc2ε (4.18)

と表される．この時の cc2は，

cc2 = −
|u′ζU × ζL|
D cosα

sgn((ζL × ζU) · η) (4.19)

となり，dに依存しない形で表現できる．この方程式はいわゆる変数分離型の微分方程式であ

り，境界値条件 ε(sc) = ε̃cの下で

ε = ε̃c exp

[∫ s

sc

cc2ds

]
(4.20)
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となり，解析的に解を求めることができる．ただし，D(s) = 0または α = π/2 + nπ, n ∈ Zを
満たす sの場合には，便宜上 ε(s) = 0として扱うものとする．

次に，方向ベクトル d = ζL, ζU ,dg の場合について考察する．この場合，c1 における分母

det(d, ζL, g)が恒等的に 0となるため，別途考察する必要がある．d = ζLまたは ζU について

は，式 (4.2)に代入すると，解として ε ∼ 0を得る．ここで∼記号は同値類を表しており，例
えば関数 x(t), y(t)に対して，x(t) ∼ y(t)であれば x(t)と y(t)は tの定義域において，ほとんど

至る所で一致することを意味する．このことは，d = ζLまたは ζU の場合には，曲面を修正で

きないことを意味している．一方，d = dgの場合については，εは不定となる．

4.2.2 局所修正アルゴリズム

前節で式 (4.2)の特殊な場合について考察をまとめると，次のようにまとめられる．

1. dが sによって依存しない場合には，εの微分方程式は解析的に計算できる．

2. d = ζL, ζU の場合は，どのように移動量を設計しても，曲面を修正することができない．

3. d = dgの場合においては，母線の最大長に関する不等式に注意は必要であるが，どのよ

うな移動量 εを設計したとしても，それに合わせて曲面を修正することができる．

この考察を基に，可展面の境界曲線を修正する場合におけるアルゴリズムについて提案する．ア

ルゴリズムを提案するにあたっての基本的方針は，xU(sc)をCへ編集した際における曲面の局

所変形を，母線方向から近づける操作と，母線方向に直交する方向から近づける操作を交互に

繰り返すことで，達成させることである．以後では，母線方向から近づける操作を「Stretching」

と呼び，母線方向に直交する方向から近づける操作を「Shifting」と呼ぶ．

step1. 　「Stretching」操作を行う．

step2. |C − xU,n(sc)|が許容誤差∆c以下であれば終了，そうでなければ step.3へ進む

step3. 「Shifting」操作を行う．

step4. |C − xU,n(sc)|が許容誤差∆c以下であれば終了，そうでなければ step1へ戻る．

まず「Stretching」について述べる．はじめに，n回目の操作終了時に得られている空間曲線

を xU,nとし，この操作による曲線の修正量を εstretchとする．母線方向に沿って曲線を変形さ

せる場合，εstretchは不定になることから，εstretchの分布は任意に設計することができる．境界
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線のある点xU,n(sc)を点Cへ編集する際に，曲面が局所的に修正される問題は，以下のように

εstretchに関する変分問題として定式化される．

find εstretch (4.21)

minimize

∫ lL

0

εstretch(s) (4.22)

s.t. εstretch(s) ≥ 0 ∀s ∈ [0, lL] (4.23)

ε′stretch(s) > 0 ∀s ∈ [0, sc) (4.24)

ε′stretch(sc) = 0 (4.25)

ε′stretch(s) < 0 ∀s ∈ (sc, lL] (4.26)

εstretch(sc) = |d · (C − xU,n)| (4.27)

式 (4.27)は，min |C − xU − ε(sc)dg|2を解くことで得られる制約式である．
この最適化問題を解くにあたって，例えば式 (4.23)のように，あるパラメータの区間の全域

で成り立つような不等式制約は，既存の最適化で扱うことは困難であるため，εstretchの表現を

工夫することで，式を自動的に満たせるように試みる．

まず，式 (4.24)と (4.25)の制約を自動的に解消するためには，ε′を全ての s ∈ [0, lL]に対し

て値域が常に 0より大きい適当な関数 γを用いて以下のように記述できればよい．

ε′stretch = γ(s)(sc − s) (4.28)

このようにおくと，最適化問題は，γ(s) ≥ 0を不等式制約を加えた，γに関する変分問題とし

て定式化される．

次に，γ(s)を数理的に求める手続きについて説明する．まず，Ritz法を用いて，γを基底関

数の線形和で表現する．

γ(s) =
N∑
i=1

ais
i (4.29)

今回は，関数空間に多項式基底 {si|i = 1, 2, · · ·n}を用いる．このようにすると，εstretchは以下
のように表される．

εstretch =
N∑
i=1

ai

(
sc
si+1

i+ 1
− si+2

i+ 2

)
(4.30)

この時，式 (4.22)を式 (4.30)を用いて表すと∫ lL

0

εstretchds =
N∑
i=1

ai

(
sc

li+2
L

(i+ 1)(i+ 2)
− li+3

L

(i+ 2)(i+ 3)

)
(4.31)

となる．次に，制約条件について述べる．式 (4.27)を式 (4.30)を用いて表すと，
N∑
i=1

ai

(
si+2
c

(i+ 1)(i+ 2)

)
= |d · (C − xU,n)| (4.32)
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となり，aに関して一次式となる．不等式制約について述べると，式 (4.28)より，γ ≥ 0なら

ば，εstretch(s) ≥ 0, ∀s ∈ [0, lL]が成り立つ．すなわち，不等式制約については，γ ≥ 0のみを考

えればよい．γ ≥ 0は区間 [0, L]において成立する必要があるため，sj = jlL/nI , j = 1, 2 · · ·nI

として，

N∑
i=1

ais
i
j ≥ 0 (4.33)

で表される nI個の離散的な不等式制約を用いて表現する．このようにすると，不等式制約もま

た aに関して一次式で表される．

以上から，この変分問題は，目的関数および制約条件のいずれも aに関する一次式で表現

できるため，比較的小規模な線形計画問題へ帰結させることができる．このような線形計画

問題は，制約つき非線形計画問題と比較して計算コストをかけることなく解くことができる．

「Stretching」操作により，母線方向においては十分局所的に変形させる事ができる．しかし，

設計者が指定した点Cは常にその動かしたい点の母線上に存在するとは限らず，この操作だけ

では，必ずしもその点を通ることを達成できない．また，「Stretching」操作では，その母線方

向や曲率などの曲面の内在的性質は変更されないことから，次に示す「Shifting」操作により，

曲面の内在的性質を変更させることで，「Stretching」操作を再び作用させることができる．

「Shifting」操作について説明する．「Stretching」操作完了時に得られた境界線の空間ベクト

ルを x̃U と表現し，ある定方向dshiftに沿って変化量 εshiftに従って変形させる操作を考える．こ

の時，εshiftは式 (4.20)から，境界値 ε̃cによって，一意に決定できる．

「Shifting」操作では，曲面形状をなるべく変形させないでいつつも，母線方向などの内在

的性質のみを変更させることが望ましいため，未知である ε̃c,dshiftは，以下の 2つの目的関数

f1(dshift, ε̃c), f2(dshift, ε̃c)を最小化するように選ばれる事が望ましい．

f1(dshift, ε̃c) =

∫ lL

0

|x̃U + dshiftεshift − xU |2ds (4.34)

f2(dshift, ε̃c) = |x̃U(sc) + εshiftdshift −C| (4.35)

ただし，xU は変形させる前の曲線ベクトルである．式 (4.34)は過去の変形履歴と新たに加

える変形の和が最小となる事を意味しており，式 (4.35)は操作によって指定する点Cになるべ

く近づく事を意味する．これを制約条件 εc ≥ 0, |dshift| = 1の下で解くことを考える．

はじめに，dshift の表現について考える．内在的性質に編集を加えることを考えた際には，

s = scにおける曲面の最大主曲率方向 dmaxと法線方向 ηを用いて dshiftを表現すればよい．つ

まり dshiftを，ある定数 ψを用いて，次のように表現する．

dshift = dmax(sc) cosψ + η(sc) sinψ (4.36)
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このように整理すると，式 (4.34)と (4.35)に関する最適化問題は，ε̃cおよびψを求める最適化

問題として定式化される．

次に，式 (4.34)と (4.35)で示した最適条件を，同時に求める手続きについて述べる．まず，

式 (4.36)を用いて式 (4.34)と (4.35)を表現すると，次式らで表現される．

f1(dshift, ε̃c) = Zε̃2c + 2ε̃c(X1 cosψ +X2 sinψ) + C1 (4.37)

f2(dshift, ε̃c) = ε̃2c − 2ε̃c(Y1 cosψ + Y2 sinψ) + C2 (4.38)

ただし，X1, X2, Y1, Y2, Z1, Z2, C1, C2はそれぞれ次式らで表される．

X1 =

∫ lL

0

exp

[∫ s

sc

cc2ds

]
xU · dmax(sc)ds (4.39)

X2 =

∫ lL

0

exp

[∫ s

sc

cc2ds

]
xU · η(sc)ds (4.40)

Y1 = dmax(sc) · (C − xU) (4.41)

Y2 = η(sc) · (C − xU) (4.42)

Z =

∫ lL

0

exp

[∫ s

sc

2cc2ds

]
ds (4.43)

C1 =

∫ lL

0

|x̃U − xU |2ds (4.44)

C2 = |C − xU |2 (4.45)

式 (4.37)と (4.38)のいずれも，εcに関して 2次式である．f2に関して極値となる条件を求め

ると，

ε̃c = Y1 cosψ + Y2 sinψ (4.46)

と表される．式 (4.46)が f1に関して極値条件を満たすためには，式 (4.46)を代入した f1(ψ)に

関して，df1(ψ)/dψ = 0が成り立つ．これを計算すると，

ψ =
ZY1Y2 − Y1X2 −X1Y2

Z(Y 2
1 − Y 2

2 ) + 2(X1Y1 −X2Y2)
(4.47)

が得られる．このような手続きで求めた ε̃c, ψを用いることで，「Shifting」操作を行うことがで

きる．上記の操作を，|C − xU,n(sc)| ≤ ∆cを満たすまで繰り返し行うことで，局所的に修正さ

れた可展面を得ることができる．

4.2.3 修正の実行可能性

本節では，提案したアルゴリズムにおける修正の実行可能性については議論を行っていなかっ

たため，その議論について述べる．3.1節で述べたように，可展面には自己交差を起こす母線の
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Fig. 4.3 Description of the operation of step 1: stretching a bound-

ary line along the direction of a generatrix

Fig. 4.4 Description of the operation of step 3: shifting a boundary

line along the direction dshifting

最大長が存在している．設計者が与えた点Cへ曲線を修正する際，提案アルゴリズムにおける

「Stretching」の操作において，dg · (C − xU) < TDを満たしていれば，修正可能である．満た

されていない場合には，式 (4.27)で表されている制約を εstretch = TDと置き換えて，最適化問

題を解く必要がある．その後，「Shifting」操作を行うことになるが，この操作によって母線の

最大長が大きくなるのであれば，「Stretching」と「Shifting」の操作を繰り返し行うことで修正

を行うことが可能である．しかし，「Shifting」操作によって母線の最大長が小さくなる場合に

は，「Stretching」と「Shifting」の操作を繰り返し行っていても，修正を行うことができない．

この場合には，システムは設計者に対し，与えた点が修正の実行不可能であることを提示す

るべきである．そこで，本手法の今後の展望として，与えた点に対する修正の実行可能性を判
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定する定式化について述べる．

「Shifting」の操作により，d = d1(sc) cosψ+ η(sc) sinψ方向に微小な変化 δε(s)を与える場

合について考える．この事により α, ωηも変化するが，その変化量 δα, δωηも十分微小であると

考える事ができる．こうした条件の下，s = scにおける母線の最大長の変化量 δTDを考えると，

δTD ≃
∂TD
∂α

δα +
∂T

∂α′ δα
′ +

∂T

∂ωη

δωη (4.48)

と表される．ここで，式 (2.47)を用いて計算すると，δαは以下の等式を満たす．

sin(α + δα) = −ζL · (xU − xL + δεdshift)

|xU − xL + δεdshift|
(4.49)

δε≪ |xU − xL|が十分成立するとして，ε̄を

ε̄ ≜ δε

|xU − xL|
(4.50)

と定義すると，ε̄≪ 1となるため，ε̄に関して 1次近似を行うことで，

sin(α + δα) ≃ sinα− ε̄ cosα cosψ (4.51)

と近似できる．さらに，sin(α + δα) ≃ sinα + δα cosαを用いれば，

δα = −ε̄ cosψ (4.52)

と計算される．また，δα′ = (δα)′と考えられるので，

δα′ =

(
−|xU − xL|′ cosψ
|xU − xL|2

+
cc2 cosψ

|xU − xL|

)
ε̄ ≜ ϱε̄ (4.53)

と表される．また，δωηは

δωη ≃ ζ ′
L(dg + ε̄d)

(
1

cosα
+

tanα

cosα
δα

)
− ωη

≃ −ε̄ωξ sinψ

cosα
(4.54)

となる．ただし，計算過程では，1/ cosαの 1次近似

1

cos(α + δα)
≃ 1

cosα
+

sinα

cos2 α
δα (4.55)

を用いている．以上から，δT を書き直すと，

δT =

[
−∂T
∂α

cosψ +
∂T

∂α′ϱ−
∂T

∂ωη

ωξ sinψ

cosα

]
ε̄

= Qε̄ (4.56)
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ただし，Qは以下のように計算できる．

Q ≜ sinα

α′ + ωη

cosψ − cosα

(α′ + ωη)2

(
−|xU − xL|′ cosψ
|xU − xL|2

+
cc2 cosψ

|xU − xL|

)
+

ωξ sinψ

(α′ + ωη)2
(4.57)

この定式化より，Qの符号について調べることによって，母線が「Shifting」の操作による変化

に対して母線の最大長の改善が期待されるかどうかが分かる．

4.3 数値実験

4.3.1 実験概要と結果

本章では，数値実験を通して提案した手法の妥当性について考察する．今回は，2つのデー

タに対して検証を行った．なお，数値実験における数字の単位は全て [cm]に統一してある．1

つ目は，半径 3.43の円弧を境界線に持つ可展面を修正対象に扱う．この境界線の弧長パラメー

タを sL, sU とすれば，sU(sL) = sLを満たしている必要がある．収束条件∆cを 1.0× 10−4，曲

線の全長 lLを 10.8とし，境界曲線上の sc = 2.0における点 xU をそれぞれ

ケース 1-1. C = (4.41 3.09 4.80)⊤

ケース 1-2. C = (0.4 3.09 4.80)⊤

へ移動させる場合について求めた注 5)．

また，もう一つのデータは 3.2節で用いた実際の可展面を計測することで得られた形状を用

いた．このとき，sc = 8.43における境界線上の点 xU を以下のケースによって移動させた場合

について計算を行った．

ケース 2-1. C = (−1.43 5.33 7.39)⊤

ケース 2-2. C = (−1.43 3.33 5.89)⊤

今回提案する修正手法は，緒言で述べたような対話性が要求されるため，計算コスト，特に計

算時間の面で高速に計算できる必要がある．そのため，今回は計算に用いたマシンスペックも

記載する．このアルゴリズムは C++言語，ベクトル演算ライブラリ Eigen [71]および Visual

Studioを用いて実装した．また，IBM社CPLEXのAPI [72]を線形計画問題のソルバーに用い

ており，計算に用いたマシンスペックは，OSがWindows10 Pro，CPUが 3.2GHzの Intel(R)

Core(TM) i7-8700 ，メモリが 32GBであった．

注 5)本研究では，修正対象とする点の弧長の値が必要であるため，設計者が弧長で指定するものと仮定する．しか
し，それが点自体であっても，求根アルゴリズムにより対応する弧長を探索すればよいので，大きく一般性に欠
ける仮定ではない
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上記のケースに基づいて境界曲線の変化を示した図およびパターン形状を，Figs. 4.5，4.7，

4.9および 4.11に示す．(a),(b),(c)は，境界曲線の変化を xy, xz, yz平面に示した図である．実

線は，与えた境界曲線であり，点線が条件に基づいて変更した境界曲線である．また，通過さ

せる条件として与えた点もプロットしている．また，(d)は変更後の曲面から得られた展開後の

形状である．

また，上記のケースに基づいて変化した曲面をFigs. 4.6，4.8，4.10および 4.12に示す．この

うち (a),(b),(c)は，曲面を xy, xz, yz平面に射影した図であり，(d)は，曲面を三次元的に投影

した図である．

4.3.2 考察

いずれの結果も，与えた点周辺のみが大きく変化し，その他の部分は変化が抑えられている

ことが見て取れる．また，展開後の 2次元形状においても，変更された曲面形状に合わせて形

状が変化していることが見て取れる．

計算時間はいずれにおいてもおよそ 10秒程度であり，修正作業に要求される十分な対話性に

ついては，本手法は達成できていると考えられる．

Figs. 4.6(a)と 4.8(a)を比較すると，特にFig. 4.8(a)の方が，曲線の変化量が大きいことが見

て取れる．これは，与えた点がCase1-1と比較して，母線方向以外に大きく変化しなければな

らないためである．「Shifting」操作において，εshiftがどのような分布になり，どの点において

極値を持つかは，与えた曲面により一意に決まってしまうため，与えた点付近が変化の大きい

部分になるとは限らない．このため，曲線の変化量が大きくなってしまったと考えられる．

今後の課題としては，式 (4.2)の特異性や計算時間を考慮しながら，「Shifting」操作による変

形量を抑えながら局所変形を達成する必要がある．

4.4 結言

本研究では，可展面形状の設計効率化を目的に，可展面を形成する境界曲線の修正に合わせ

て曲面形状を局所的に修正する手法を提案した．本章のはじめには，CADシステムで広く用い

られる自由曲面の表現方法と比較して，可展面の修正設計手法の確立に向けた必要性について

述べた．その後，3章で定式化した可展面条件を用いて，境界曲線の変形に関する微分方程式

を定式化した．その後，この微分方程式の特異性を利用し，曲面修正アルゴリズムを提案した．

最後に，いくつかの数値計算例を通して，その妥当性について確認した．この結果から，曲線

形状に関する変更に応じて，曲面形状を局所的に修正できることおよび，それに合わせて展開

後の形状を修正できることが示された．
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ただ，本手法では，１つの可展面に関する修正手法についてのみの言及である．実際の製品

形状は，１つの曲面で表現されていることはほとんどなく，いくつかの曲面が多くの場合，G0

連続性のみの保証で接続されているような形状が多い．こうした複数枚で形成されている曲面

の１つを修正する場合，曲面の修正に応じて他の曲面が可展面条件を満たさなくなる可能性が

ある．そのため，こうした別の可展面との接続関係を有している可展面の修正においては，修

正操作に対する，相互の可展面条件を考慮しながら変形させていくアルゴリズムを考えていく

必要がある．
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) developed shape

Fig. 4.5 The calculated boundary lines and its developed shape of Case1-1

66



(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) Perspective view

Fig. 4.6 The computational surface of Case1-1
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) developed shape

Fig. 4.7 The calculated boundary lines and its developed shape of Case1-2
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) Perspective view

Fig. 4.8 The computational surface of Case1-2
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) developed shape

Fig. 4.9 The calculated boundary lines and its developed shape of Case2-1
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) Perspective view

Fig. 4.10 The computational surface of Case2-1
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) developed shape

Fig. 4.11 The calculated boundary lines and its developed shape of Case2-2
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) Perspective view

Fig. 4.12 The computational surface of Case2-2
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第5章 点群形状に対する可展面設計支援

5.1 緒言

近年のコンピュータや計測機器の高性能化，低価格化に伴い，現物をレーザスキャナやX線

CTスキャナなどの装置によって計測することで得られる点群データや画像データを用いて，コ

ンピュータ上に仮想的にモデルを再現させる「リバースエンジニアリング」を実現させる試み

が盛んに行われている．特に 3DCADにおけるリバースエンジニアリングは，計測した三次元

点群データから，CADデータへ変換させる手法全般を指す．リバースエンジニアリングの達成

により，計測する形状情報を CADデータにフィードバックすることができ，設計寸法の評価

や，形状の再設計，解析を用いた性能評価を行うことができるため，設計作業の効率化に対し

て大きな貢献が期待されている．こうした背景から，これまでも様々な取り組みが行なわれて

おり，3D点群データからメッシュ形状としてのCADデータ情報に変換する取り組みや，近年

では，直接フィーチャのソリッド情報や形状パラメータを出力させる手法に関する研究が行わ

れている [73–78]．

可展面設計においても，リバースエンジニアリングの実現により，設計者が直接設計した物

を用いて，曲面を設計することができるため，形状設計の効率化へ繋げることができると考え

られる．その際注意するべきことは 2つある．

1. 点群形状が常に正しく可展面を表現できているとは限らない点

設計者が作成した現物を計測することで形状を得た場合，その作成した現物は必ずしも

可展面条件を満たすとは限らない．また，仮に現物が厳密な可展面であったとしても，測

定した際に発生する測定ノイズにより，得られる形状が可展面の点群でない場合がある．

さらに，曲面の再現という考えだけではなく，非可展面形状に微小な許容を加えて平滑化

する観点で用いられる場合もある．感度解析法や随伴変数法などを用いた形状最適化法

では，メッシュ形状そのものを最適化するが，得られた最適化形状をそのまま製品にする

ことは難しい場合がしばしばある．この問題を解決するために，可展面形状の組み合わ

せにより近似的に形状を表現する試みが行われている．

このように，与えられる形状は非可展面的性質を持つが，出力としてなめらかで性質の

よい可展面形状で表現したい場合も多い．
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2. リバースエンジニアリングにより得たい形状には，完全な曲面情報が望まれる点

可展面の設計時には，1章で述べたようにその展開後の形状も要求されることから，数理

的に展開できるなめらかな曲面情報として出力される必要がある．

そこで本章では，可展面のリバースエンジニアリング達成に向けて，与えられた点群から複数

枚の可展面集合を設計する手法について提案する．目標の点群に対する曲面設計問題の基本方

針は，曲面と点群との誤差を最小化するように曲面を設計することである．そこではじめに，可

展面と点との誤差に関する定式化を行い，そののち，複数枚の可展面で近似するための，点群

のセグメンテーション手法について述べ，曲面設計を最適化問題として表現する．最後に，二

枚接ぎブラジャーカップの設計工程に対して本手法を適用し，その妥当性を検証する．

5.2 誤差の定式化

本節では，1枚の曲面と点群との誤差の定式化について述べる．本研究では，ある点群集合

Psetに属する点 pと曲面の空間座標S(s, t)の差分ベクトルの 2乗ノルム δ = |p− S(s, t)|の最
小値

e(p) ≜ min
s,t

δ (5.1)

を全ての点群に対し求め，それを足し合わせたErを誤差として定義する．

Er(Pset) ≜
∑

∀p∈Pset

e(p) (5.2)

点群から曲面を生成するためには，このErを最小化するように曲面を設計すればよい．

Fig. 5.1 Description of the error

Erを評価するためには，全てのp ∈ Psetに対して式 (5.1)を，解く必要がある．ここで，可展

面を表現するパラメータ (s, t)は，2章の定式化に倣って，曲面を規定する曲線の弧長パラメー
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タおよび母線方向の距離と定義する．この定義から，変数の定義域には不等式制約 s ∈ [0, l]お

よび t ∈ [0, D(s)]が存在し，これらの条件下で求める必要がある．

この不等式付き最適化問題におけるラグランジュ関数Lを求めると，

L = δ + λ1s+ λ2(l − s) + λ3t+ λ4(D(s)− t) (5.3)

となる．ただし，λi, (i = 1, 2, 3, 4)はラグランジュ乗数である．このLに対するKKT条件を求

めると，次式らを得る．

∂δ

∂s
+ λ1 − λ2 + λ4

∂D

∂s
= 0 (5.4)

∂δ

∂t
+ λ3 − λ4 = 0 (5.5)

λ1s+ λ2(l − s) + λ3t+ λ4(D(s)− t) = 0 (5.6)

λi ≥ 0 (i = 1, 2, 3, 4) (5.7)

s ≥ 0 (5.8)

s ≤ l (5.9)

t ≥ 0 (5.10)

t ≤ D(s) (5.11)

これらの得られた等式および不等式を連立して解くことで，最適パラメータ (s∗, t∗)が得られる．

しかし，不等式を含む連立非線形方程式を解くことは一般的に難しいことに加え，KKT条件

が極値に関する必要条件を示しているだけに過ぎず，δがその実行可能領域で凸である保証が

ないという問題がある．ここで関数の凸性とは，関数 f(x) : Rn → Rにおいて，パラメータの
集合Xの任意の 2元 x1,x2および q ∈ [0, 1]について，

f(qx1 + (1− q)x2) ≤ qf(x1) + (1− q)f(x2) (5.12)

が成り立つことを言う．つまり，仮に連立非線形方程式から解が得られたとしても，その解が

常に意図する解である保証はないという問題がある．

こうした問題を取り除き，数値的に安定に目的関数を計算するため，この不等式付き最適化

問題を，幾何学的な視点から考える．ここで，点 pが曲面上に存在しないということは，曲面

上における任意の点での主方向 dmax,dminを用いても p − Sを表現できない，つまり，p − S

の η方向成分が 0でない状態を指す．つまり，δが最小であるならば，p−Sは曲面が表現でき

ない η成分のみで表現されているべきである．すなわちパラメータ (s∗, t∗)が δを最小にするな

らば

dmax · (p− S(s∗, t∗)) = 0 (5.13)
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dg · (p− S(s∗, t∗)) = 0 (5.14)

が成り立つ．式 (5.14)について解けば，パラメータ t∗は

t∗ = dg · (p− xL(s
∗)) (5.15)

と表される．また，曲面の主方向に関する性質から dmaxと dgは直交する，つまり式 (5.13)は

単に sのみによって決まる非線形方程式なので，これを区間 [0, L]内で適当な探索アルゴリズ

ムを用いて解けばよい．このような形式で表現することで，解くべき式がシンプルに表現でき

るほか，曲面がなめらかである場合においては，dmaxの方向が反転したりすることがないこと

から，区間の始端と終端で式 (5.13)の符号は異なるため，二分法やBrent法など，解を安定し

て求めることができる探索アルゴリズムの適用条件を満たす可能性を高めることができる注 6)．

5.3 点群のセグメンテーション

次に目標とする点群に対して，図に示すような nc枚の可展面が接続されている集合体Mを
設計する手法について考える．この集合体Mに対して点群Psetとの誤差を正しく求めるため

には，Mを構成する全ての可展面Skに対応して，誤差の評価を行うべき点群Ξkを求める，つ

まり，PsetをΞ1,Ξ2, · · · ,Ξncへ分割させる必要がある．そこで本節では，点群の分割手法につ

いて述べる．点群を分割するための方針として，点群に属する全ての点に対して，どの曲面領

Fig. 5.2 Example of the setM which our proposed method aim to design

域内に属しているかを判定すればよいと考えられる．ある曲面Sd,kにおける領域内に点群が属

するかの判定は， Fig. 5.4に示すように，極小値条件時における母線長と可展面自体の母線長

によって評価できると考えられる．この事を踏まえて点群が領域内に存在するかは，以下の手

順を行うことで判断することができる．

注 6)ニュートン法などは，探索区間での正負を要求しないが，与える初期値やパラメータによって解を求められな
いことが知られている．
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1. Sd,kにおける誤差最小化が行われる時のパラメータ (s∗k, t
∗
k)について求める．また，得ら

れたパラメータ s∗kに対して tmax ≜ D(s∗k)と定義する．

2. この時，t∗ ≤ tmaxの場合，図に示すように点群はSd,kの曲面領域内に存在する．t∗ > tmax

の場合，図に示すように pは，曲面の領域外に存在することが分かる．

この手順を用いて，曲面領域に基づく点群集合の分割アルゴリズムを以下のように提案する．

このアルゴリズムによって，PsetをΞ1,Ξ2, · · · ,Ξnc へ分割できれば，Psetに対する集合体M

Algorithm 2 dividing a point cloud from surface information

for i = 0 to n do

initialize k = 1

while k < nc do

searching (s∗k, t
∗
k) = argmin eki

calculate tmax,k ← D(s∗k)

if t > tmax,k then

k ← k + 1

else

Ξk ← Pi

break

end if

end while

if k is nc then

Ξnc ← Pi

end if

end for

return Ξ1,Ξ2, · · · ,Ξnc

Fig. 5.3 The algorithm of dividing a point cloud

との誤差Λは

Λ =
nc∑
k=1

∑
∀p∈Ξk

ek(p) (5.16)

と計算することができる．ただし，ek(p) = min |p−Sk(s
∗
k, t

∗
k)|である．以上より，点群データ

に対する可展面形状設計問題は，可展面の設計変数に対して，式 (5.16)を目的関数とする最適

化問題を解くことで得られる．

可展面における設計変数は，3章での議論から，曲線を決定するパラメータ ωξ,k, ωη,kおよび

曲線における弧長間の関係 skを設計変数に取ればよい．また，弧長間の関係に関する制約およ

び曲線に関する制約は，いずれも式 (3.16)を用いて同様に表現できる．
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(a) t∗ ≤ tmax (b) t∗ > tmax

Fig. 5.4 Relationship between t∗ and tmax. Comparing t∗ to tmax determines whether pk is

evaluated by a lower cup or an upper cup.

最適化の手続きについては，曲線の数に合わせて ωξ,k, ωη,kおよび弧長間の関係 υkを用意し，

それぞれをRitz法の考え方を用いて基底関数の線形和(
ωξ,k ωη,k uk

)
=
(

aξ,k aη,k au,k

)
φ⊤ (5.17)

と表現することで，3章と同様に重み aξ,1,aη,1,au,1,aξ,1,aη,1,au,1, · · · ,aξ,nc ,aη,nc ,au,ncに関す

る非線形計画問題へ変換することができ，最適化手法を用いた解法を利用することができる．

5.4 妥当性の検証

5.4.1 数値実験の概要

本研究では，ブラジャーカップの２枚接ぎカップの設計工程を対象に，数値実験を行う．今

回の数値実験では，

目的 1. 可展面の点群データを与えた場合に，そのデータから曲面形状を復元できるか

目的 2. 非可展面の点群データを与えた場合に，そのデータを十分近似する形状を得る事がで

きるか

の 2点を検証することを目的とする．ここで，ブラジャーカップにおいては，下ワイヤーが与

えられていることから，設計するべき曲線は上下接ぎラインおよび上カップラインの 2本の曲

線である．下ワイヤーの弧長パラメータを sW，空間座標をxW とし，上下接ぎライン，上カッ

プラインのそれらを，それぞれ sR,xR, sU ,xU と表現する．ブラジャーカップの構造上の制約を

考慮すると，曲線の始端および終端が一致することから，

xL(0) = xR(0) = xU(0) (5.18)
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xL(L) = xR(sR(L)) = xU(sU(L)) (5.19)

が成り立つ．

次に，ブラジャーカップの設計における曖昧な制約について考える．ブラジャーカップにお

いては，図に示すような肩ひもとカップを結ぶ点が存在し，この点をコネクションポイントと

呼ぶ．

Fig. 5.5 Expression about the connection point of a brassiere cup given as a fuzzy condition of

the cup shape.

コネクションポイントは，設計時には必ずしも完全に通過する必要のない点として考慮され

る，つまり，曖昧な制約として考える必要がある．曖昧な制約においては，ただ制約の満足度の

みをロバストに定義できればよく，KKT条件の満足度については考慮する必要はない．本手法

で制約つき最適化問題を解く際に利用する拡張ラグランジュ乗数法における更新則は，KKT条

件および制約そのものの満足度の両方を満たすようにラグランジュ乗数を更新することから，こ

のような曖昧な制約に対して適用することはできないと考えられる．そこで，曖昧な制約 y ≃ Y

を考慮するため，Fuzzy理論の考え方を用いた以下の関数C(y, Y )を定義する．

C(y, Y ) = k1 exp(k2(y − Y )2) (5.20)

ここで，yは変数で，Y は yの目標値である．また，k1, k2は定数であり，このパラメータを調整

することで，制約の満足度を制御することができる．このように設計工程における np個の曖昧

な制約に対して求まるC(yi, Yi), (i = 1, 2, · · ·np)を，点群との誤差に加えたΛ+w
∑np

i=1C(yi, Yi)

を目的関数として再定義することで，最適化問題におけるよりよい解への収束を期待すること

ができる．

今回の数値実験においては，3つの数値実験例を通して結果に対して検討を行う．

例 1 2枚の可展面から 3200個の点群を抽出したデータを元に曲面生成を行う．この実験の目的

は，目的１に述べた通りである．

80



例 2 1/4球の形状から 1000個の点群を抽出したデータを元に曲面生成を行う．球は一般的に非

可展面であることが知られており，実験の目的は目的 2に述べた通りである．

例 3 ブラジャーカップ設計工程において重要な，「バストにフィットする」という目的を考える

ため，トルソーのバスト形状を計測し，図のように y ≤ 0.2以降の部分を抽出した 1704個

のデータを元に曲面生成を行う．実験目的は目的 2に加え，実際の設計現場においても有

効な手法であることを示すことを目的としている．

Fig. 5.6 Border line to use as the point cloud in the experiment.

例 1,2の数値実験においては，全て下ワイヤーの曲線長で正規化されているため，単位は無

単位で統一してあり，下ワイヤーには半径 0.343の円弧曲線を用いている．例 1,2では，コネク

ションポイントXC を以下のように与えている．

XC =
(

0 0.34 0.34
)⊤

(5.21)

また，例 3においては，例 1,2と同じ下ワイヤー曲線を用いるために，スケールファクター

LM = 72.8[mm]で正規化しており，コネクションポイントXC は

XC =
(

0.22 0.40 0.27
)⊤

(5.22)

と与えている．提案した手法により得られた形状を，Figs. 5.7，5.9および 5.11に示す．それぞ

れの図においては，(a),(b),(c)が最適化計算により得られた曲面を，それぞれ xy,yz,zx平面へ

投影した図となっており，(d)は 3次元CAD上での図である．また (e),(f)は，(d)の曲面を展開

し得られた展開形状である．また，(d)は曲面を三次元的に投影した図である．また，Figs. 5.8，
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5.10および 5.12は，点群に対して誤差の大きさを色付けしたものを，それぞれ xy,yz,zx平面へ

投影した図となっている．

また，それぞれの誤差総和，最大誤差，平均誤差，コネクションポイントとの差および計算

時間をTable 5.1にまとめる．

Table 5.1 The error and calculation time of our proposed method in each example. Note that

the errors of Example 1 and Example 2 are normalized by the length of a wire line and those

of Example 3 are normalized by the scale factor LM

- Λ(D) max(p∈D) ε(p) ε̄(p)p∈D |XC − xU(sc)|2

Example 1 1.12× 10−1 2.41× 10−4 3.49× 10−5 8.26× 10−4

Example 2 5.99× 10−2 6.95× 10−4 5.99× 10−5 5.52× 10−5

Example 3 7.57× 10−1 1.25× 10−2 4.44× 10−4 3.94× 10−3

5.4.2 考察

例 1の結果について考察する．Fig. 5.7の結果およびTable 5.1から，特に上下接ぎラインの

付近に誤差が相対的に大きく出ていることが確認できるが，たかだか 10−4オーダーの誤差であ

るため，提案した手法により，可展面から抽出した点群から曲面を再現できることが示された．

また，例 2の結果について考察する．ここで，一般的に球は紡錘型の展開形状を複数枚合わ

せることで，その形を近似できることが知られている．今回得られたFig. 5.9の結果からは，そ

の点群形状を近似できていることが確認出来るほか，Fig. 5.9の結果から，前述した球の展開

形状に関する傾向と一致している．

例 3に関しては，例 2と同じ非可展面形状を近似させる問題を扱っているが，誤差和，最大

誤差および計算時間のいずれも例 2よりも大きいことが確認できる．これは，形状の差に起因

するもので，実際のバスト形状が球よりも複雑な形状であるためである．今回は 2枚の可展面

を組み合わせることで，複雑な形状を表現しようとしているため，Fig. 5.11から，複雑な曲面

形状および複雑な展開形状になっていることが確認できる．また，可展面の境界線に対する測

地的曲率の連続性については議論していないため，上カップラインはコネクションポイントを

なるべく通ろうとするように最適化された結果，曲線が不連続である点が存在していることが

確認できる．展開後の形状においても，形状のなめらかさを要求する場合には，測地的曲率で

ある ωηの連続性やなめらかさに関する制約を議論する必要がある．
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5.5 結言

本章では，可展面のリバースエンジニアリング達成に向けて，点群を複数枚の曲面で覆う場

合についてその手法を提案し，二枚接ぎブラジャーカップの設計において，3つのデータを用い

た計算を行い，その結果から妥当性に関して検討した．いずれのデータの場合においても，与

えた曲面形状をうまく近似できるような二枚接ぎブラジャーカップを設計することができ，

本手法の妥当性を確認することができた．2枚以上の可展面で覆う場合に関しては，今回の

実験で検討を行わなかったが，本章で示した提案手法を適用することで，全く同様に設計する

ことができると考えられる．

ただ，本手法の適用により得られる形状は，Fig. 5.2に示されるような，2つの境界線により

表現された曲面が接続されたような形状のみである．Wakamatsuらや白井らは，3つ以上の境

界曲線を用いて表現される可展面には，どの曲線に沿った母線によっても定義できない平面の

領域が存在することが示されており，このことを考慮した可展面モデリングに関する研究が行

われている [79,80]．したがって，Fig. 5.13のような曲面を得るためには，可展面モデルの拡張

を含めて，さらなる手法の拡張を行う必要がある．
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Fig. 5.7 Obtained result and its developed shapes of Example 1 by our proposed method. Input

data points are the shape of the two developable surfaces.

84



(a) zx-view

(b) zy-view (c) xy-view

Fig. 5.8 The input data points with colored by the error between the obtained surfaces in

Example 2.　
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Fig. 5.9 Obtained result and its developed shapes of Example 2 by our proposed method. Input

data points are the shape of the two developable surfaces.
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(a) zx-view

(b) zy-view (c) xy-view

Fig. 5.10 The input data points of Example 2 with colored by the error between the obtained

surfaces.
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(a) zx-view

(b) zy-view (c) xy-view

(d) Computational surface model in perspective view

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2

w
/L

M

v/LM

Calculated Lower edge
Calculated Upper edge

(e) Lower pattern

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

-0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2

w
/L

M

v/LM

Calculated Lower edge
Calculated Upper edge

(f) Upper pattern

Fig. 5.11 Obtained result and its developed shapes of Example 3 by our proposed method.

Input data points are the shape of the two developable surfaces.
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(a) zx-view

(b) zy-view (c) xy-view

Fig. 5.12 The input data points of Example 3 with colored by the error between the obtained

surfaces.

Fig. 5.13 Example of the set of developable surfaces that cannot be designed by our proposed

method
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第6章 機械学習を用いた曲面設計支援

6.1 緒言

本章では，可展面の性能設計支援のため，機械学習を用いた曲面設計支援手法について述べ

る．一般的に，設計者が形状を設計する際には，製品に対して求められる性能，あるいはそれ

に相当する形状への評価を満足するように，形状を設計している．

こうした性能評価に基づく設計は，形状を表現するパラメータxを設計変数として，性能の

評価関数 f に関する最適化問題として記述することができる．設計変数と性能評価値の関係が

明確に表現されている場合に関しては，可展面の最適設計に関する研究が行われている．しか

し，その関係は常に明確であるとは限らず，有限要素解析や実験を行うことで初めて評価がで

きる場合も多い．一般的に用いられる最適化手法では，関数の評価回数については考慮されて

いない．そのため，このように設計変数に対して性能評価値の関係が暗黙的であり，特に一回

あたりの評価に対する計算コストが大きい場合，最適化計算における計算コストの問題が発生

する．

このような問題に対し，有限要素法を用いて性能評価を行う場合においては，メッシュの節

点を設計パラメータとして，感度解析を用いて最適設計を行う試みが行われている [81,82]．し

かし，例えば可展面の展開可能条件のように，形状の全域で満たされる必要があるような形状

制約など，メッシュによる表現が困難である制約を考慮することは難しい．

また，計算コストの問題を解決するための一般的な方法として，応答曲面法やＮＮ（Neural-

Network）に基づき，設計パラメータと出力結果の関係を，近似モデル f̂ で表現し，これを目

的関数や制約条件の関数に置き換えて最適化計算を行う試みが行われている [83,84]．このよう

な手法は，メタモデルやサロゲートモデルとも呼ばれており，目的関数を直接計算する機会を

大きく減らすため，最適化問題の計算コストを大きく減らすことができる．

しかし，この手法は形状に対する設計パラメータが，形状の特徴を明示的に表現している場

合に限り使用することができる．形状特徴に対する設計パラメータを得る場合，円柱や四角形

などのプリミティブ形状を組み合わせた形状においては，形状を設計パラメータで表現するこ

とは容易である．その一方で，曲面のように複雑な形状の場合には，B-spline曲面やベジエ曲

面の制御点を設計パラメータにする方法なども考えられる．しかし，形状表現にあたって，そ

の複雑度合に応じて制御点の個数を調整する必要がある他，可展面設計において近似回帰モデ
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ルを応用する場合は，展開可能な制約を考慮する必要があり，最適設計を行う際の設計空間が

複雑になってしまうという問題がある．

こうした問題を解決するために，可展面形状を，その性質を考慮した状態で，直接設計パラ

メータとして表現し，性能評価の近似式を作成することができれば，設計の効率化に繋がると

考えられる．そこで，本章では可展面の性能設計効率化のため，微分幾何学に基づき得られる

形状特徴パラメータを用いた近似回帰モデルの構築，および形状特徴パラメータに対する形状

の復元手法について述べる．

6.2 可展面形状に対する性能予測手法

6.2.1 微分幾何学に基づく特徴量抽出

今日では，3次元形状をパラメータ化し，機械学習を用いるための画一的手法は存在しておら

ず，いくつかの研究が行われている．例えば [85]では，物体の３次元形状の空間から，有限次元

のパラメータ空間へ写像する手法として，形状のモーメント，オイラー標数などの位相不変量

や，フーリエ変換した際のスペクトラムなどに変換し，それを特徴量として捉える手法を紹介

している．また [86]では，メッシュのネットワーク構造をそのまま入力する手法などを紹介し

ている他，点群をそのまま入力データとして用いて深層学習を行う研究も行われている [87,88]．

今回想定するような可展面形状に対する性能設計に応用させる場合，位相などの大域的な特徴

よりも，曲面における「曲がり方」などの情報が重要であること，可展面の性質を加味した状

態で特徴量を抽出できることが求められる．しかし，従来機械学習において提案されているよ

うな手法では，今回のような問題に対応させることは難しい．

そこで，本研究では，曲面の基本定理「第一基本形式および第二基本形式を決めると曲面が

一意に決定される」という定理に基づき，これを形状の特徴量として用いる事を考える．ここ

で，第一基本形式 Iおよび第二基本形式 IIについては，式 (2.25)と (2.28)で表されているよう

に，ds, dtに関する 2次式であるため，2次式の係数であるE,F,G, L,M,Nが I, IIを特徴づける

関数である．また，E,F,G, L,M,Nについて，線織面を基に定式化した式 (2.26)と (2.30)を考

察すると，tに関して 2次式以下で表現されており，また，tに関する係数は，いずれもα, ωη, ωξ

によって表されている．以上から，α, ωη, ωξに加え，tの定義域の区間を決定するDの 4つの

関数が，第一基本形式 Iおよび第二基本形式 IIを決定するため，これらの関数を学習させる手

法について述べる．ある入力 xiに対する出力 fiの分布を入力とする場合は，離散的なデータ

集合Df = {[xi, fi]|i = 0, 1, 2, · · ·np − 1}をそのままパラメータとする他，Ritz法による重みを

パラメータとして表現する方法がある．具体的には，xiと fiが fi = f(xi), f(xi) = pφ⊤(xi)と

表現できると仮定し，パラメータ pを以下に示す最小二乗法により求める方法である．ただし，
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φ = (φ1(x) φ2(x) · · · φn(x))
⊤とする．

min
p

np−1∑
i=0

|fi − pφ⊤(xi)|2 (6.1)

しかし，関数の性質によって必要なパラメータ数が異なってしまう可能性があり，最適な dimp

を求めることが難しい．また，dimpが大きすぎると，過剰適応の問題も発生してしまう．そ

こで，本研究ではガウス過程回帰 [89]の考え方を用いた特徴量抽出手法について提案する．

6.2.2 ガウス過程回帰

ガウス分布

ガウス分布は正規分布とも呼ばれ，連続変数に対する確率モデルとして，広く利用されてい

る確率分布である．例えば変数 xが 1次元の場合は，ガウス分布N (x|µ, ς2)は，xの平均を µ，

分散を ς2として

N (x|µ, ς2) = 1

(2πς2)1/2
exp

(
− 1

2ς2
(x− µ)2

)
(6.2)

と表される．また，xが nd次元である場合には多変量ガウス分布N (x|µ,Σ)は，平均をµ，共

分散行列をΣとして，

N (x|µ,Σ) =
1

(2π detΣ)1/2
exp

(
−1

2
(x− µ)⊤Σ−1(x− µ)

)
(6.3)

と表される．ガウス分布の特徴として，平均と分散に対して情報量最小（エントロピー最大）

の確率分布であるため，標本サイズが比較的小さい場合でも，安定してよい近似を得ることが

できる点があり，誤差分布のモデルなどに広く用いられている．

線形回帰との関連性

nx次元の xに対して 1次元の出力 yの対応を表すデータ集合D = {[xi, yi]|i = 1, 2, · · ·ND}
が与えられた場合の xに対する yの写像を予測する回帰問題を考える．なお，今回は出力が 1

次元の場合についてのみを述べるが，一般に出力が多次元の場合でも同様の議論が行える．

この問題を考えるにあたって，xに対する yをRitz法と同様の考えで，ある有次元の関数空

間 Sの基底 φj ∈ Sにより表現することを考える．

y =

NR∑
j=0

wjφj(x) + ε (6.4)
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ただし，εは，回帰を行った際の誤差である．式 (6.4)が全ての [x, y] ∈ Dに対して成り立つ場
合，X = (x1 x2 · · · yND

)，w = (w1 w2 · · ·wNR
)⊤およびY = (y1 y2 · · · yND

)とすれば，

Y = Φw + ε (6.5)

ただし，Φは

Φ =


φ0(x1) φ1(x1) · · · φNR

(x1)

φ0(x2) φ1(x2) · · · φNR
(x2)

...
...

φ0(xND
) φ1(xND

) · · · φNR
(xND

)

 (6.6)

と定義している．このwおよび εがそれぞれガウス分布N (0, λ2I)およびN (0, ς2I)に従って

いるとする．この時，Y もまた，ガウス分布に従うことから，平均および分散は，次式のよう

に求められる．

E[Y ] = E[Φw] + E[ε] = 0 (6.7)

E[Y · Y ⊤] = E[(Φw)(Φw)⊤ + ε(Φw)⊤ + (Φw)ε⊤ + ε⊤ · ε]

= λ2ΦΦ⊤ + ς2I (6.8)

この時，xと yの関係はガウス過程に従うという．また，K ≜ ΦΦ⊤と定義し，この行列をグ

ラム行列という．グラム行列の要素 k(xi,xj)はφを用いて以下のように表現される．

k(xi,xj) ≜
NR∑
m=0

φm(xi)φ
⊤
m(xj) (6.9)

カーネル関数と尤度最適性

Kに要求されることは，行列の半正定値性注 7)である．この事が示唆することは，φiを明示

的に設計する必要がなく，kを直接設計すればいいことが分かる．この性質をカーネルトリッ

クという．kの性質を満たすものには，例えば一例として，以下のようなRBFカーネルが挙げ

られる．

k(xi,xj) = θ1 exp

(
−|xi − xj|2

θ22

)
(6.10)

ここで，θ = [θ1 θ2]は，カーネル関数のハイパーパラメータと呼ばれるパラメータである．ま

た，カーネル関数の性質として，カーネル関数同士の和や積に関して，その性質が保存される．

このため，既知のカーネル関数を組み合わせることで，回帰問題に対して高い表現力を持つこ

とができる．

注 7)行列の固有値全てが非負であること．
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次に，Dが与えられている場合における，ハイパーパラメータの求め方について述べる．y
がガウス過程回帰に従う場合，全ての [x, y] ∈ Dが独立であるとすれば，その確率分布 pallは

ガウス過程N (0,Σ + ς2I)に従う．観測されたデータ集合の確率を最大化する最尤推定法に基

づいて考えると，ハイパーパラメータは以下に示す対数尤度関数L(θ, ς)を最大化する最適化問
題を解くことで得られる．

L(θ, ς) = −1

2
ln det(K + ς2I)− 1

2
Y ⊤(K + ς2I)−1Y (6.11)

事後分布

最後に，訓練データを与え学習させた結果から，新しい入力 x∗に対する予測値 y∗を回帰さ

せる手法について述べる．これを考えるにあたっては，訓練データ集合が与えられた場合にお

ける条件つき確率 pc(y∗,Y )を用いて考える．pc(y∗,Y )を求めるためには，まず x∗をX に加

えた集合 X̃の同時分布を求める．この場合においても，同じようにガウス過程N (0, K̃)に従

うものとする．この時，K̃をブロック行列を用いて書き下すと，以下のようになる．

K̃ =

(
K + ς2I k∗

k⊤
∗ k∗∗

)
(6.12)

ただし，

k∗ =


k(x1,x∗)

k(x2,x∗)
...

k(xND
,x∗)

 (6.13)

であり，k∗∗ = k(x∗,x∗)である．つまり，pc(y∗,Y )は

pc(y∗,Y ) = N (k⊤
∗ (K + ς2I)−1Y , k∗∗ − k⊤

∗ (K + ς2I)−1k∗) (6.14)

と表すことのできる確率分布である．入力 x∗に対する予測値，つまり予測される期待値を µ∗

とし，期待値に対する分散 ς∗とすると，

µ∗ = k⊤
∗ (K + ς2I)−1Y (6.15)

ς∗ = k∗∗ − k⊤
∗ (K + ς2I)−1k∗ (6.16)

ここで，期待値に対する分散 ς∗の解釈について述べる．この分散とは，予測された解がどれだ

け統計的に妥当であるかを計算する際に用いることができる．統計学では，分散を用いて解の

信頼区間を計算することができ，例えば正規分布における pb%信頼区間とは，真値 yに対して

予測値 y∗および分散 ςが得られた場合において，|y − y∗| ≤ ιςを，pb%の確率で満たすことを

表現している．pbに対する ιはN (0, 1)の正規分布における関係から読み取ることができる．こ
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の時，ςが大きければ，その分真値とのずれが大きい可能性も十分高くなり，結果として y∗の

信頼度は低いと解釈できる．このように，テストデータによる回帰性能予測を行わずとも，解

の妥当性を解釈できる点がガウス過程のメリットでもある．

6.2.3 選定した関数の特徴量抽出

.カーネルトリックの性質が示唆することは，3.3.2節で議論したRitz法において，数値計算

の制約上 dimS を有限に制限せざるを得なかったが，K を求める際には，φiを明示的に設計

する必要がないため，dimSを無限としても扱うことができるようになることである．つまり，
前述でRitz法を用いてパラメータを推定する際に問題であった，関数形状の性質によって次元

を調整する必要がなくなり，表現性の高いかつ有限のハイパーパラメータで関数を表記できる．

Fig. 6.1 The proposed method to obtain parameters: First, discretize the target function and

obtain the dataset. Then, apply the gaussian process regression to this dataset and calculate

feature parameters

以上より，可展面から微分幾何学の性質を用いたパラメータ抽出は，以下のようにまとめら

れる．

1. 可展面形状から，α, ωη, ωξ, Dを算出する．

2. 得られた α, ωη, ωξ, Dを離散化し，ガウス過程回帰を行って，ハイパーパラメータおよび

各平均値を抽出し，これを形状特徴量とする．

ガウス過程回帰の定式化は，平均 0であることを前提にしばしば定式化されることから，離散

化の際には，例えば αに関して，平均値を ᾱとして，α̂ = α− ᾱを定義し，この α̂を離散化し，

パラメータを抽出する．この場合，各関数の平均値に関する情報が欠落してしまうため，ガウ

ス過程回帰によるパラメータに加え，各関数の平均値 ᾱ, ω̄ξ, ω̄η, D̄を特徴量に加える．このよ

うに抽出した形状特徴量と出力を合わせて，出力に対するメタモデルを作成することができる．

このパラメータを得るまでの手続きを，Fig. 6.1に示す．また，性能値に対する回帰全体の手順

を，Fig. 6.2に示す．
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Fig. 6.2 The procedure of applying the machine learning method to calculate the relationship

between a developable surface and its functional evaluation value: the input is the feature

parameters obtained by which Fig. 6.1 shows

6.3 形状特徴量に対する可展面形状設計

前節では，曲面形状に対する出力を回帰させるメタモデルについて述べた．このメタモデル

は，精度が保証されている仮定の下では，FEMや実験による解析を行うことなく，既存の最適

化手法を用いることで入力パラメータの最適化をすることができる．しかし，入力パラメータ

は情報を圧縮し低次元化しているため，入力パラメータに対する曲面形状を設計する手法が必

要である．

そのため，本節では形状特徴パラメータから曲面形状を設計する手法について述べる．設計問

題においては，3章で示したように，最適化問題として定式化することができる．今回は，可展

面形状の設計のみを目的とするため，目的関数には式 (3.13)を設定する．これに加え，式 (3.8)

を用いて求められる α, ωη, ωξ, Dには，式 (6.11)で示した尤度最適の条件が加わることになる．

つまり，この設計問題は多目的最適化問題として定式化される．

この最適化問題においては，完全最適解を持つ可能性もあるが，それでもこの問題を直接的

に解こうとする場合，計算コストの面などで非効率的であると言える．そこで，この問題を単

目的最適化問題へと帰着させる方法について示す．

まず，式 (6.11)は，Y に関する最適化問題であると捉えた場合には，以下のような 2次形式

の最小化問題に帰結できる．

min
Y
L(θ, ς) ≡ min

Y
Y ⊤(K + ς2I)−1Y (6.17)
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Y に関する 2次形式の最適化問題を，Y ̸= 0の条件下で求めることを考える．このために，以

下のように実行列Aが与えられた場合における x ̸= 0の最適化問題を考える．

min
x

x⊤Ax

xx⊤ (6.18)

Aが対角化可能な行列と仮定すると，A = V −1diag(λA)V と分解できる．ただし，λAは固有

値ベクトルを表し，V は対角化行列を表す．対角化行列は，直交性 V ⊤ · V = Iを満たしてい

るとする．y ≜ V xとして，これを式 (6.18)に代入すると，

min
y

y⊤diag(λA)y

yy⊤ (6.19)

となる．ここで，y⊤diag(λA)yは以下の 2つの不等式を満たす．

y⊤diag(λA)y ≤ max(λA)yy
⊤ (6.20)

y⊤diag(λA)y ≥ min(λA)yy
⊤ (6.21)

つまり，式 (6.18)の最大値および最小値はAの最大・最小固有値と一致することが示される．

つまり，式 (6.11)の最適条件は

Y ⊤(K + ς2I)−1Y

|Y |2
= min(λK) (6.22)

と制約条件として置き換えることができる．ただし，λK は (K + ς2I)−1の固有値を並べたベ

クトルである．

この最適化問題も，Ritz法により ωξ,U , ωη,U および γを基底関数の線形和で表現する．

ωξ,U = a⊤
ξ e (6.23)

ωη,U = a⊤
η e (6.24)

γ = a⊤
u e (6.25)

(6.26)

ただし，eは関数系である．このように表現しaall = [a⊤
ξ a⊤

η a⊤
u ]に関する非線形計画問題へと

帰結できる．この問題を解くことで，入力パラメータから可展面形状を設計することができる．

6.4 検証実験

本節では，ブラジャーカップの設計工程を対象とし，2つのケーススタディに対し本手法を

適用し，回帰精度に基づいてパラメータ選定の妥当性を検討する．
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1. ブラジャーカップの「上げる」機能の発現

2. ブラジャーカップの布物性による力学的変形予測

また，形状予測問題では，ブラジャーカップの「上げる」機能の予測値に基づいた形状復元

を行い，妥当性を検証する．

今回の対象とするブラジャーカップの設計工程では，以下のような前提を設ける．

前提 1. 下ワイヤーは，その設計工程で変更されないため，常に同じである．

前提 2. 形状に対する評価値は，設計者間で常に同じであるとする．

前提 1より，ワイヤーの曲率 κLW が与えられることになるので，機械学習で評価するべき関数

は ωη, α,Dの 3つとなる．

6.4.1 「上げる」機能発現に対する性能予測

この数値実験においては，ブラジャーカップの「上げる」機能を対象とする．現状のブラジャー

カップの設計において，カップの持つ機能の 1つに，「上げる」機能があることは，設計者全員

のコンセンサスが得られているが，当該機能の統一的な定量化が行われている訳ではない．し

かし，それでは当該機能を十分発揮できるようなカップの設計支援を行うことができないため，

本研究では，「上げる」機能については，定量的・客観的に評価できると仮定する．その場合で

あっても，カップの展開形状と，「上げる」機能値の間の関係を明示することは困難であるため，

本章が提案する手法が有効となる．上げる機能のモデル化においては，実際の設計者からのヒ

アリングに基づいて行う．それによると．この機能は，Fig. 6.3のように，ある 3 次元絶対座

標系に対するバストの体積分布を等積的に変位させる行為を表現しており，その体積分布の変

化度合は，主にバストとカップ曲面が形成する体積の差分によって決定される．これをまとめ

ると，「上げる」機能における評価の性質として，カップの体積が大きい場合，カップ外に押し

出されるバストの体積の割合が小さくなるため，機能評価は小さくなり，体積が小さい場合に

は，カップ外に押し出されるバストの割合が大きくなるため，機能評価は大きくなるという性

質が得られる．以降は，身体に対する正中線が y軸，身体に対する正面方向が z軸と一致する

ように座標系を設定されているとする．カップ曲面が形成する体積 Vcupは，ワイヤーとカップ

曲面が囲う体積であると定義し，次式のように曲面の空間座標X(s, t)におけるワイヤーの従

法線ベクトル b成分の面積分によって定式化する．

Vcup =

∫
S

X(s, t) · b(s)dS (6.27)
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(a) Isovolumetric change of a breast

(b) Isovolumetric change by a lower cup

Fig. 6.3 Description of the function of a two-piece brassiere cup,“lift up”: it is an isovolumetric

change of a breast by a lower cup.

ここで，面積分要素については，第一基本量を用いて

dS =
√
EG− F 2dsdt (6.28)

と表すことができることから，Vcupは式 (6.28)を用いて

Vcup =

∫ LL

0

∫ D(s)

0

X(s, t) · b　 | cosα− t(α′ + ωη)|dtds (6.29)

を計算することで得られる．また，表面積 Scupについては，

Scup =

∫ LL

0

∫ D(s)

0

cosα− t(α′ + ωη)|dtds (6.30)

と求めることができる．この体積および面積を用い，「上げる」機能は

yout = ϕ1
Vcup
Scup

(6.31)

で表される youtによって評価できる．youtは広義の意味での「高さ」を表しており，カップが

同じ体積であっても，曲面の表面積の割合が大きければ，それだけ「高さ」が小さくなる，つ

まりバストを押し上げる機能は高く評価され，カップの面積が小さければ，「高さ」は大きくな

り，押し上げる機能は小さいと評価されるといった，機能評価の特性を表現できる．また，今

回の機能は，主に下カップがその機能評価を決定することから，下カップのみを対象とする．

入力関数のパラメータ化については，RBFカーネルを用いてパラメータを抽出する．この得

られた入力パラメータに対する出力の関係を求める際には，以下のように変数により重みが変
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化する関連度自動決定 (ARD)カーネルを用いて，以下のようにRBFカーネルと線形カーネル

を組み合わせたカーネル関数を用いる．

k(xi,xj) = θ1 exp
(
(xi − xj)

⊤diag(θR)
−1(xi − xj)

)
+ x⊤

i diag(θL)xj (6.32)

今回は，1800個のデータに対し，1300個を教師データ，500個を検証データに分け，検証を

行った．その結果をFig. 6.4に示す．Fig. 6.4においては，横軸は真の値 youtであり，縦軸は予

測結果 ypredである．

この結果により，非常に高い回帰性能が発揮されたことが示された．

(a) Training data set

(b) Test data set

Fig. 6.4 The relationship between true value and prediction and its confidence interval in case

of function ’Lift up’
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6.4.2 着用時における力学的条件下での変形量予測

ブラジャーカップの設計工程において，設計者は着装した後のバストの理想的な形を想像し，

カップのパターン形状を設計し，紙模型を作成して意図通りの形状を得られているかをチェッ

クしている．一方，実際のブラジャーカップは布でできているため，着用時のバストからの圧

力によって，紙模型のように可展面形状になるとは限らず，紙模型の工程により得られた理想

の形とは異なってしまう．つまり，設計工程では，パターン形状の確認において紙模型で設計

されることから，布による試作を極力減らし，設計時のコストを削減するためには，布物性お

よび力学的条件による変形を予測することが重要となる．

そこで本実験では，カップの布モデルを FEM(有限要素法)を用いた解析を行うことで得ら

れる，カップの変位総和を回帰させる出力 youtとして扱う．

解析モデル

本実験における布物性のモデリングについて述べる．ブラジャーカップにおける成形機能を

実現させるためには，通常の布地よりも厚く，また伸縮性の少ない布地が採用される場合が多

い．実際にブラジャーカップに使用される布地をFig. 6.5に示す．例えばFig. 6.5の場合は，ト

リコット編みと呼ばれる経編，不織布，そして天竺編みと呼ばれる丸編の 3層構造を持つ布地で

ある．今回の着用時の想定においては，力学的挙動に貢献するのは主に不織布であるため，本

実験では 3層の布地を，1層の不織布の性質を持つ布地であるとモデル化する．不織布は，繊

Fig. 6.5 The cloth used in an actual brassiere cup

維を一定方向またはランダムに集積して接着樹脂で化学的に結合させる他，機械的に絡ませた

り，圧力をかけた水流で絡ませたりすることを行って作る布である．詳細にモデリングするた

めには，その繊維 1つ 1つの挙動や摩擦などの相互作用をモデル化する必要があるが，これを

簡単にモデリングすることはできない．しかし，応力を加えれば変形し，除荷すると元の形状

に戻るという弾性的な挙動を示す点，ブラジャーの素材となるポリウレタンやナイロンはゴム

と同様エラストマー（弾性のあるポリマー）に分類されることを踏まえ，1つの超弾性体であ

るとして解析を行う．
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超弾性体の概説を行う．超弾性体とは，式 (6.33)のように，変形やひずみの成分の微分によ

り共役な応力成分を生じる弾性ポテンシャル関数W が存在する物質である [90]．

σ =
∂W

∂E (6.33)

ただし，σは第 2Piola-Kirchhoff応力テンソルであり，EはGreen-Lagrangeひずみテンソルで

ある．

σを右Cauthy-Greenテンソル Cを用いて表現する．EEと Cの関係には

E =
1

2
(C − I) (6.34)

がある．Cはテンソル量であるため，その座標の取り方に応じて変化する．一方で，ポテンシャ
ル関数はテンソルの取り方に依存せず一意に決まる必要がある．そこで，Cが持つ不変量によ
り評価することを考える．Cのテンソル不変量は，dimCだけ存在する．今回は 3次元座標系

における運動に関して記述しているため，dimC = 3であり，各不変量を Ik(k = 1, 2, 3)はCの
固有値 λC,m(m = 1, 2, 3)を用いて次式らのように表現される．

I1 =
3∑

m=1

λC,m = trC (6.35)

I2 =
1

2

3∑
m=1

∑
p∈[1,3]\m

λC,mλC,p(1− δm,p) =
1

2

(
I21 − trC2

)
(6.36)

I3 =
3∏

m=1

λC,m = detC (6.37)

不変量 IkをCの微分は

∂I1
∂C

= I (6.38)

∂I2
∂C

= I1I − C (6.39)

∂I3
∂C

= I3C−1 (6.40)

となり，これらを用いると，応力テンソルσは

σ = 2

{(
∂W

∂I1
+
∂W

∂I2
I1
)
I − ∂W

∂I2
C +

∂W

∂I3
I3C−1

}
(6.41)

と計算される．非圧縮性のひずみエネルギー密度関数の形式は様々提案されているが，本研究

では布のひずみがせいぜい 30%程度であるため，以下に示すNeo-Hookeanモデルを用いる．

W = B1(I1I
− 1

3
3 − 3) +

(
B1
6

+
B2
8

)(
I23 +

1

I23
− 2

)
(6.42)
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布物性の測定においては，Fig. 6.5に示す試料に対して応力ひずみ関係を得るため，引っ張り

試験を行った．幅 20[cm]の生地を 5[cm]間隔で固定し，引張方向に対して垂直な方向に，生地

が 1秒あたり 0.2[mm]伸びるように，最大 4.90[N/cm]の荷重を加え，荷重と伸びを逐次測定す

る．最大荷重に達したあとは，次に生地が 1秒あたり 0.2[mm]ずつ縮むように除荷する．この

ように荷重と除荷のサイクルを 1サイクルとし，このサイクルにおける応力とひずみの関係を

Fig. 6.6に示す．

Fig. 6.6 Strain-Stress distribution obtained by tensile testing

引っ張り試験におけるひずみと応力の関係として，加力時においては指数関数的な関係を示

し，除荷時においてはほとんど直線的な関係を示す．本研究における有限要素解析では，カップ

に対して無荷重の状態から，バストが元に戻ろうとする加力によるカップの変形を解析するた

め，応力ひずみ関係のヒステリシスから，加力時のみの応力ひずみ関係を用いて解析を行った．

今回の実験では，ワイヤー形状は半径が 5[cm]の円弧であるとする．また，バストにおける

内圧は，カップの法線方向に一様に作用すると仮定し，その大きさは [91]から 1.0[KPa]とする．

解析計算および布物性 B1,B2の同定には，汎用 FEM解析ソフト ABAQUSのソルバーおよび

フィッティング関数を用いた．

回帰結果と考察

今回のデータセットは 316個あり，そのうち 236個を教師データに，80個をテストデータに

分割した．回帰の際に用いるカーネル関数には，以下のような関数を設定した．

k(xi,xj) = θ21 exp
(
1 + x⊤

i diag(θR)
−1xj

)⊤
+ x⊤

i diag(θL)xj (6.43)

以上の設定により得られた結果をFig. 6.7に示す．Fig. 6.7においても，横軸は真の値 youtであ

り，縦軸は予測結果 ypredである．
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形状特徴に対する変位総和の回帰結果を確認する指標として，最大誤差，平均誤差，y = xに

対する分散および決定係数を求めたものを，Table 6.1に示す．

Table 6.1 The table of each values
Train dataset Test dataset

Maximum error 6.63× 10−1 1.87

Average error 8.79× 10−3 2.15× 10−1

Variance 4.41× 10−3 1.36× 10−1

R2 9.96× 10−1 8.78× 10−1

回帰精度を評価するためには，特に分散と決定係数について確認すればよい．この 2つから

確認すると，回帰精度がよいことが確認できる．

「上げる」機能評価値に対する回帰結果と比較すると，全体的に分散が大きいことが分かる．

これは与える教師データ数が「上げる」機能の場合と比較して多くないため，得られる結果が

曖昧さを持つという，統計モデルを基にしたガウス過程回帰特有の性質が見られる．

また，誤差に関しては，誤差が大きければ分散も大きく出力される点，特に yout ≥ 6の部分

で誤差が大きい点が確認される．これは，与えた教師データにおける yout ≥ 6のデータ数の密

度が，他の部分に比べ低いことが要因とされる．そのため，yout ≥ 6のデータを追加していけ

ば，回帰性能の改善を期待できると思われる．
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(a) Training data set

(b) Test data set

Fig. 6.7 The relationship between true value and prediction and its confidence interval in case

of the summation of displacement

6.4.3 形状特徴に基づく可展面設計手法の計算例

本節では，6.3節で示した手法に従い，実際に性能値を満たす可展面を設計できるかを検討

する．本実験では，ブラジャーカップにおける「上げる」機能の評価値を対象にし，この機能

評価値が与えられる場合において，形状の設計を行う．

実験の手続きを以下に示す．

1. 「上げる」評価値 fvを無作為に与える．
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2. 与えた性能値を実現するための形状特徴パラメータを求める．

3. その特徴パラメータから，手法用いて形状を設計する．

4. 式 (6.31)に基づいて評価値を再算出し，与えた評価値と比較する．

今回の実験では，fv = 0.082と定めた．この評価値に対する特徴パラメータ θ1, θ2, ςは，回帰

式の方程式を数値的に解くことで，Table 6.2のように得られた．そして，この特徴量から手法

Table 6.2 Parameters used for this experiment
α ωη D

θ1 3.48× 10−1 6.78 6.03× 10−2

θ2 1.76× 10−1 9.30× 10−2 2.86× 10−1

ς 9.94× 10−4 1.37× 10−2 2.065× 10−13

を用いて設計した曲面を，Fig. 6.8に示す．(a)，(b)，(c)は曲面を xy, xz, yz平面から見た図で

あり，(d)は曲面を三次元的に投影した図であり．また，(e)は，この曲面を展開して得られた

形状を表している．この形状から式 (6.31)を用いて得た評価値は 0.082であり，その誤差はお

よそ 8.76 × 10−5[%]であった．この結果より，評価値に対して 10−5[%]の精度で形状を設計で

きることが示された．
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6.5 結言

本研究では，可展面形状の設計効率化を目的として，形状に対する性能予測を，機械学習を

用いて表現する手法について提案した．また，性能回帰モデルを用いた設計支援を行うために，

入力パラメータに対して形状を復元させる手法について述べた．

はじめに，曲面の基本定理に基づく曲面形状の特徴量として，第一基本量および第二基本量

を学習させる手法を述べた．第一基本量および第二基本量は関数分布として与えられるため，

これをパラメータ化するために，ガウス過程回帰手法を用いたパラメータ化について述べた．

次に，パラメータ化することで得られる回帰モデルを用いて形状設計支援を行うため，特徴

パラメータに対して曲面を設計する手法について述べた．曲面を設計するにあたって，多目的

最適化問題として定式化されたこの問題を，尤度最適の条件の特性を考慮することで，単目的

最適化問題として定式化する手法について述べた．

検証実験では，

• 設計者のヒアリングに基づき定式化した評価値

• FEM解析を用いて得られた解析値

のケーススタディにおいて，回帰予測を行い，本手法の妥当性について検討した．また，入力

パラメータに対する形状設計においては，ある評価値に対する入力パラメータを得て，これを

基に曲面を設計し，その設計した曲面から得られる評価値を比較することで，手法について検

討を行った．上記の実験から，回帰精度に関しては，テストデータにおいても決定係数 0.87以

上の回帰精度を得られるようなモデルの構築を行うことができた．また，評価値に関しては，

評価値の誤差として，10−5[%]程度の精度で設計できることが示された．

ただ，本手法では性能評価の対象を 1つの曲面形状であるとしているが，4章でも述べたよう

に，実際の製品形状は複数枚の可展面を接続することで形成している．こうした場合には，た

だ曲面の数だけ特徴量を用意するだけでなく，曲面の接続関係も含めた特徴量を出力する必要

があるため，手法の拡張を行う必要がある．
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(a) xy-view

(b) xz-view (c) yz-view

(d) Perspective view

(e) The developed shape

Fig. 6.8 The computational surface that our proposed method reconstructed
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第7章 結論

本研究では，従来設計者の経験や勘に基づき行われていた，可展面の設計支援を行うため，

展開形状を考慮できる形状モデルの構築および，いくつかの設計目的に対して，それに合わせ

た曲面形状を設計する手法について提案を行った．本章では各章のまとめを行った上で，最終

的な結論を述べる．

第一章ではまず，設計行為に関する一般的事項，および計算機による設計支援におけるCAD

システムの歴史，およびそれに関連するシステムについて述べた．その上で，設計支援に関す

る課題として，暗黙的制約の考慮という課題がある事について述べた．暗黙的制約には，設計

意図に関するものから，製造性に関するものまで様々存在しているが，本研究では，曲げて作

るという製造特性を持つ曲面の設計課題に着眼した．このような曲面では，設計工程において

3次元形状や図面を中心に設計が行われ，生産工程でそれに基づいて展開作業が行われる．こ

の生産工程においては，設計工程で得られる形状を忠実に再現するように展開することが要求

されるが，その作業は熟練者に依存する．こうした課題を解決するためには，設計工程の段階

から，展開可能性を意識した設計を，計算機により支援する必要であることを導いた．展開可

能性を持つ曲面は，可展面と呼ばれる特殊な性質を持つ曲面となることについて触れ，その設

計支援に関する既存の研究について述べた．その上で，達成されていない課題として，

• 展開形状を自動導出できる体系的な形状モデルが存在しない

• 設計目的に合わせた設計支援手法が確立されていない

という 2つの課題が存在することについて触れ，これらを計算機により支援することを本研究

の目的として定めた．

第二章では，可展面を特徴づける微分幾何学の基礎的な事項について述べた上で，微分幾何

学に基づく，可展面モデルおよびその形状設計支援に関する 2つの研究成果について触れた．こ

れらの成果と既存の研究との異なる部分は，展開形状との結びつきを明らかにした可展面モデ

ルであるという部分である．1つ目の研究成果については，展開された形状を基に，それを曲

げた際にどのような形状になるかを予測する手法である．これは，力学的観点からポテンシャ

ルエネルギーを最小にするという目的関数とし，これを最小化する最適化問題として記述でき

ることについて述べた．2つ目の研究成果については，微分幾何学に基づく条件を基に，境界

曲線の間に形成される曲面およびその展開形状を設計する手法である．この手法では，2つの
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曲線の弧長間の関係が互いに逆像となることを利用し，これを最小化するような最適化問題と

して記述できることについて述べた．この 2つのアプローチにより，展開形状とその 3次元形

状の相関関係を考慮できることを示した．

第三章でははじめに，二章で提案された手法についての課題が存在していることについて触

れた．その課題とは，二章で提案された手法のいずれも，非線形性の強い制約付き最適化問題

を解く必要があるため，設計目的に合わせた設計解を得るためには，計算コストが大きくかかっ

てしまうという課題である．こうした課題を解決するため，2つの境界曲線間に形状を形成す

る場合について，境界曲線が満たすべき制約について述べた上で，その制約に基づいた曲面の

設計手法について述べた．この手法では，制約を満たす解の探索コストのみであり，二章で述

べた手法と比べ，計算量を大きく削減できる．そして，この手法および二章で述べた形状モデ

リング手法を組み合わせ，曲面がある点を通過するという形状制約に基づく曲面およびその展

開形状の設計支援手法について述べた．この手法により，既存の CADシステムの曲面設計の

ように，より直観的に可展面を設計できることを示した．

第四章以降では，いくつかの設計目的に合わせた，可展面の設計支援手法について述べた．

第四章では，可展面の通過点修正を設計目的とし，第三章における形状制約を変更した場合に

おける形状修正手法について述べた．修正設計を目的としたこの手法では，計算コストを低減

させるため，可展開条件に関する特性を活かした曲面修正アルゴリズムを提案した．このアル

ゴリズムでは，二章や三章で提案した手法と異なり，最適化問題を線形計画問題として表現し

ているため，計算コストを大きく低減させることができ，対話的な修正が可能となっている．

この手法により，三章と同様に，直観的に可展面を形状修正できることを示した．

第五章では設計目的として，意図する形状を直接データとして与える場合について考えた．

計測データなどに基づいて形状を復元させる手法は，リバースエンジニアリングとも呼ばれて

おり，粘土などのモック形状を基に設計できるため，設計をより直観的にかつ効率的に行うこ

とができるとして，近年の設計において注目されている．こうした背景を受けて，設計者が与

えた点群データから可展面を設計させることを目的として定めた．この手法では，曲面と点群

との誤差を定式化するため，KKT条件を満たしながら探索できるアルゴリズムについて提案

した．さらに，複数枚の曲面により近似させるための拡張として，誤差を評価するための可展

面の点群分けアルゴリズムについても提案した．この手法により，実物などの計測データを用

いた設計ができることを示した．

第六章では設計目的として，性能に関する要求に対して設計を行う場合について考えた．こ

うした性能設計では，FEM解析および感度解析に基づく形状最適化の他，データを基にした回

帰による設計支援が行われている背景について述べた．一章で述べたように，メッシュでの可

展面設計は非常に難しいことから，データを用いた回帰による性能に対する形状設計支援を目

的として定めた．この目的を達成する場合には，可展面をいくつかの特徴量によって記述する
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事，およびその特徴量から可展面を復元させる手法が必要であることについて述べた上で，そ

れぞれについて提案した．特徴量抽出には，微分幾何学の基本定理およびガウス過程回帰に基

づいた抽出方法について述べた．また，特徴量から形状を復元させる手法については，ガウス

過程回帰に基づく制約条件を加えた設計問題として記述できることについて述べた．検証実験

では，FEMの解析データを用いた回帰やブラジャーカップを対象とした性能設計における適用

を行い，その妥当性について確認した．この手法により，可展面の性能に基づいた形状設計を

行えることを示した．

本論文では，曲げ加工を行い形状を形成する製品の設計支援のため，可展面に関する設計支

援手法について述べてきた．しかし，ものづくりへの応用にあたっては，その課題は多く残さ

れている．1つは，形状モデルに関する課題である．今回の可展開性は，数学的に厳密に保証

されているものとして行っており，曲面の伸び縮みなどは考慮していない．しかし，実際の曲

面，特に施工時には材料特性による伸縮は多かれ少なかれ発生する．今後は，こうした伸縮を

含めた可展開性を議論していく必要がある．もう 1つは，設計目的についてである．今回はい

ずれにおいても 1つの目的に応じた形状設計手法について提案している．しかし，実際の設計

においてはいわゆる多目的であり，その多くの場合は目的が互いに相反しあう関係にある場合

がほとんどである．こうした多目的な形状設計への対応を行うためには，三章などの修正方法

を含めたパレート解の創出方法や，設計解導出方法などの手法が構築される必要がある．この

ように，実際のものづくりにおける可展開曲面設計の計算機支援は，まだまだ始まったばかり

であり，手法の確立には，多くの課題が残されている．しかし，本研究がその確立に少しでも

役立つことを，大いに期待したい．
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Fondevilla, Adrien Bousseau, Damien Rohmer, Stefanie Hahmann, and Marie-paule Cani.

Modeling Symmetric Developable Surfaces from a Single Photo. In Journées Françaises

d’Informatique Graphique, 2017.

[55] Linbo Luo, Suiping Zhou, Wentong Cai, Malcolm Yoke, Hean Low, Feng Tian, Yongwei

Wang, Xian Xiao, and Dan Chen. A computational model of bounded developable surfaces

with application to image-based three-dimensional reconstruction. Computer Animation

And Virtual Worlds, Vol. 24, pp. 457–475, 2008.

[56] 渡辺義浩, 柴山 裕樹, 石川 正俊. 高速書籍電子化に向けた単眼動画像からの三次元変形

とその展開テクスチャの復元. 一般社団法人電子情報通信学会, Vol. J96-D, No. 8, pp.

1731–1742, 2013.

[57] Chih Hsing Chu and Jang Ting Chen. Tool path planning for five-axis flank milling

with developable surface approximation. International Journal of Advanced Manufacturing

Technology, Vol. 29, No. 7-8, pp. 707–713, 2006.

[58] Jinglan Cui, Makoto Ohsaki, and Keigo Nakamura. Shape optimization of free-form shells

consisting of developable surfaces. Journal of Structural and Construction Engineering,

Vol. 82, No. 737, pp. 1137–1143, 2017.

[59] Mitchell J.H. Lum, Jacob Rosen, Mika N. Sinanan, and Blake Hannaford. Optimization of a

spherical mechanism for a minimally invasive surgical robot: Theoretical and experimental

approaches. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, Vol. 53, No. 7, pp. 1440–1445,

2006.

[60] Todd G. Nelson, Trent K. Zimmerman, Spencer P. Magleby, Robert J. Lang, and Larry L.

Howell. Developable mechanisms on developable surfaces. Science Robotics, Vol. 4, No. 27,

feb 2019.

116



[61] Kenny Seymour, Jacob Sheffield, Spencer P. Magleby, and Larry L. Howell. Cylindrical

developable mechanisms for minimally invasive surgical instruments. Proceedings of the

ASME 2019 International Design Engineering Technical Conferences and Computers and

Information in Engineering Conference, pp. 1–8, 2019.

[62] （社）日本造船学会・数値制御委員会. 造船におけるNC技術. 1972.

[63] Julie Steele Chalfant. Analysis and design of developable surfaces for shipbuilding. PhD

thesis, 1997.

[64] A Sh Gotman, D Tech Sci, and Professor Gotman ASh. Use of Developable Surfaces for

Designing Well-Streamlined Ship Shapes. Oceanic Engineering International, Vol. 9, No. 2,

pp. 81–96, 2005.

[65] 梅原雅顕, 山田光太郎. 曲線と曲面－ 微分幾何学的アプローチ. 2002.

[66] 原島鮮. 力学. 1985.

[67] 和達三樹. 微分・位相幾何. 1996.

[68] Elsgolc LE. Calculus of Variations. 1961.

[69] 平井慎一. 機械システム学のための数値計算法. 2008.

[70] 今野浩, 山下浩. 非線形計画法. 1978.
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付録

Appendix A 球曲面の非展開性について

半径 rの球曲面における任意の空間座標 xは，助変数 θ, ϕを用いて式 (A-1)のように表さ

れる．

x =

 r cos θ

r sin θ cosϕ

r sin θ sinϕ

 (A-1)

この表記を用いて第一基本量E,F,Gおよび第二基本量 L,M,N は，次のように表される．

E =
∂x

∂θ
· ∂x
∂θ

= r2 (A-2)

F =
∂x

∂ϕ
· ∂x
∂θ

= 0 (A-3)

G =
∂x

∂ϕ
· ∂x
∂ϕ

= r2 sin2 θ (A-4)

L =
∂2x

∂2θ
· n = −r (A-5)

M =
∂2x

∂θ∂ϕ
· n = 0 (A-6)

N =
∂2x

∂2ϕ
· n = −r sin2 θ (A-7)

ただし，nは

n =

∂x

∂θ
× ∂x

∂ϕ∣∣∣∣∂x∂θ × ∂x

∂ϕ

∣∣∣∣ (A-8)

と計算できる．これを用いてガウス曲率Kを計算すれば，

K =
1

r2
(A-9)

となる．以上より rが定数であることから球の曲面は，どのようなパラメータを用いて表現し

ても展開することができないことが，数学的に示された．
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Appendix B B-spline・ベジエ曲線と曲面

ベジエ曲線・曲面について

ベジエ曲線は 3次元ユークリッド空間R3における n個の制御点Ci ∈ Rからなる制御点の集
合Cset = (C0,C1, · · · ,Cn−1)に対し n− 1次曲線によって表現する手法である．フランスの自

動車メーカ，シトロエン社のド・カステリョとルノー社のピエール・ベジェにより独立に考案

された表現方法であり，CADだけでなく Inkscapeなどのベクターグラフィクスソフトなどに

も採用されている手法である．曲線のパラメータには [0, 1]を定義域に持つパラメータ t ∈ [0, 1]

を用いて表現される曲線 xbezierであり，以下のように表される．

xbezier =
n∑

i=0

Bi,nCi (B-1)

ただし，Bi,nはバーンスタインの基底関数と呼ばれ，(t+ (1− t))nを二項展開した際に得られ
る一般項によって定義される．

Bi,n = nCit
i(1− t)n−i (B-2)

ただし，nCiは二項係数を表している．曲線の特徴として，両端の制御点C0,Cn−1は通るが，

それ以外の制御点は通らない．始端および終端の接線ベクトルはC1−C0およびCn−1−Cnの

方向に一致するといった特徴がある．

ベジエ曲面は，ベジエ曲線の表現方法を拡張したもので，パッチと呼ばれる部分的な曲面の

連続で曲面形状を表現する手法である．パラメータ uの制御点Ciを別の制御点の集合Csetお

よび定義域 [0, 1]のパラメータ vの関数として表現すれば，ベジエパッチは，

S(u, v) =
n∑

i=0

m∑
j=0

Bi,n(u)Bj,m(v)Cset,i,j (B-3)

と定義されている．

ベジエ曲線・曲面の特性として，以下の特性を持っている．

• Csetの凸包内に存在する．

• アフィン変換（回転移動・平行移動・拡大・縮小・ずれ変換）に対して不変である．

• 境界はベジエ曲線になる．

• 疑似局所変形性（制御点を移動させると，曲線全体にわたって曲面形状は変化するが，そ
の制御点付近の面が一番大きく変化する．

• ベジエ曲線・曲面の偏導関数も，ベジエ曲線・曲面の形である．
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B-spline曲線・曲面について

ベジエ曲線では，制御点の個数に対して常に n− 1次式の多項式で表される．しかし，表現

性を確保するために制御点を増やすと，その分曲線を表現する多項式の次数が増加するという

欠点がある．そこで，ベジエ曲線を複数接続して曲線を区分的な多項式によって表現しようと

する試みによって提案されたのが，B-spline曲線である．適当な任意の区間 [tk, tk+1]において

変数変換 τ = (t− tk)/(tk+1− tk), t ∈ [tk, tk+1]を用いると，τ ∈ [0, 1]であることから，τ をパラ

メータとする n次ベジエ曲線が定義できる．

xbezier,n =
n∑

i=0

Bi,n(τ)Cset,i (B-4)

制御点は始端と終端を通るため，k ∈ [0, n]として式 (B-4)で定義された曲線の始端と終端を結

ぶと，区分的に表現された n次B-spline曲線が定義される．B-spline曲線の基底関数を新たに

Nk,p(t)と表すと，基底関数は区分的な多項式で

Nk,0(t) ≜
{
1 if t ∈ [tk, tk+1)

0 else
(B-5)

Nk,p(t) ≜ t− tk
tk+p − tk

Nk,p−1(t) +
ti+p+1 − t
ti+p+1 − ti+1

Nk+1,p−1(t) (B-6)

と表される．この点列 t = [t0, t1, · · · , tn]はノットベクトルと呼ばれ，tk, k ∈ [0, n]は公差∆tの

等差数列である．また，ノットベクトルの間隔を非一様にしたものを，NURBS曲線という．

B-spline曲面はB-spline曲線を拡張したもので，

S(u, v) =
n∑

i=0

m∑
j=0

Ni,k(u)Nj,k(v)Cset,i,j (B-7)

として表される．ここで，Cset,i,jは制御点で，Ni,k(u)は基底関数で，DeDoorアルゴリズムに

より求められる．B-spline曲面に関する特徴は，以下にまとめられる．

• 凸閉包性（曲面の凸閉包は，Csetからなる凸包になる）

• 局所性（ベジエ曲線と異なり，制御点の移動は曲線の全体形状に影響を及ぼさない）

• 連続性（多重度を kとすると，Ni,p(t)はCp−k連続である．

ここで，ノットベクトルに同じ値を挿入することを，ノットの多重化といい，多重度は同じ値

を挿入した回数として定義している．

125



Appendix C 可展面における弧長間の関係について

2.3節における手法では，可展面における弧長間の関係を逆像となるように，という意図を

持った目的関数を設定している．この手法における弧長間の関係 û(s), ŝ(u)は，ある関数とし

て陽に表されている訳ではなく，ある条件 ψ∗(s, u) = 0を満たす関数として定義されている．

ŝ(u) = {s∗ | ψ(s∗, u) = 0} (C-1)

û(s) = {u∗ | ψ(s, u∗) = 0} (C-2)

この条件式 ψ(s, u)の求め方について述べる．Fig. C-1のように，vw平面上に展開した可展面

上の 2つの境界曲線において，弧長 s, uにおける平面座標 (vL(s) wL(s))
⊤, (vU(u) wU(u))

⊤を

用いて，θ∗を定義する．

θ∗(s, u) = tan−1

(
wU − wL

vU − vL

)
(C-3)

この θ∗は，適当に s, uを対応させた場合における，母線と v軸のなす角度である．ある sに

対して，可展面における母線に一致するときの弧長を u∗とするとき，次式で表される ψ∗は，

ψ∗(s, u) = 0を満たす．

ψ∗(s, u) = θ∗(s, u)− α + θ0 +

∫ s

0

ωηds (C-4)

つまり，ある sに対応する u∗は，ψ∗(s, u∗) = 0を解くことで得られる．このようにして得られ

た対応を用いて，目的関数の計算や制約条件の計算を行っている．

Fig. C-1 The description of calculating ψ∗

　


