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講義室

円柱の転がり運動

佐々木祥介 元静岡理工科大学 南 波 陽 平 島根県立高等学校

岩 成 唯 夫 元島根県立高等学校 北 野 保 行 島根大学名誉教授

1．はじめに
円柱が水平な床面を滑ることなく転がる問題
は，平易な力学の例題として，教えられていま
す．通常は，円柱も床も剛体として扱い，床から
の接触抗力を考え，滑ることなく転がる条件下
で，並進と回転の連立微分方程式を解いていま
す．その解は速度一定の永久運動となります．こ
の分野を教えておられる先生方から，転がり摩擦
があることは知っているが，剛体模型では，いく
ら接触部に力を入れても，停止までの距離も時間
も無限大となり，気持ちが悪いとの相談を受けて
きました．そうなる理由は，現実の物体は剛体で
はなく，転がり摩擦トルクがあり，そのことを考
えていないためです．
静止時の接触応力は，1881 年にヘルツ1)が分析

しました．対称な形状の物体の接触では，接触部
中央から対称な位置での応力は，同一の値とな
り，回転トルクは生じません．このヘルツの接触
応力が回転時にどうなるかを分析します．その結
果，応力-ひずみの履歴効果により，転がり摩擦
トルクが生じます．これ以外にも，円柱と床の表
面にある凹凸が生み出す転がり摩擦トルクも存在
します．これらの転がり摩擦トルクを基礎とし，
回転運動の基本構造を明らかにします．回転体
は，ほとんどすべての機械に組み込まれており，
大学の物理教育で，これを明確にしておくことは
大切です．

2．接触力による転がり摩擦トルク
円柱と床の接触部を極端に拡大したのが図 1で
す．左側は静止時で右側は回転時です．下部に垂
直応力の分布のグラフを重ねました．鉛直上向き

に z軸，進行方向に 軸，紙面手前から裏面向き
に  軸をとります．円柱の半径を a とします．
単位面積当たりの z方向の力 (応力)を fと書く
と，z 方向の応力の総量は接地面全体で積分し
て，

 f(,)dd = mg, (1)

となり，円柱の全重力を支えています．この静止
時の考察は，ヘルツによってなされました．

の左右両側で応力の分布は対称になり，重心回り
のトルクはゼロです．

図 1 静止時と回転時での床面からの応力の違い

回転時は，ひずみ-応力曲線には履歴効果が生
まれ，分布が対称にならず，摩擦トルクが生じま
す．ここでは，定常で再現性のある現象を分析し
ます．1 回転ごとに塑性変形が進行する場合は除
外します．何万回もの回転後，定常になった再現
性のある領域を材料工学用語では，なじみ状態と
いいます．
その高速変形のひずみ-応力履歴曲線を図 2 に

示します2)．応力ゼロで，塑性変形のひずみが
残っています．回転体の特定な点が床と接触する
際，図 2 の点 A から始まり，接触衝撃 (impact)
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を受け応力が急上昇し，ひずみと応力が増え点 C
で最大応力を経て，点 D に到達し床から離れま
す．粘着力により点 E ではがれるという研究も
あります．どちらの場合も，はがれてから接触時
間の約 100 倍以上の間，接触せず，ひずみが緩和
し，一回転して点 A に戻ります．このような回
転は，鉄道車輪やボールベアリングの研究で再現
性のある実験が行われており，一例を 4節で，紹
介します．
さて，図 2 の履歴A→B→C→D→Aにより，
接地部での応力 fの分布が変化した状態を図 1
の右下側に描きました．接地部中央位置より右側
(進行方向)では，回転時の垂直応力が静止時よ
り大きく，左側 (進行方向と反対)では静止時よ
り小さくなっています．この差が (2)式のトルク
N接触を生みます (右回りを正とします)．

N接触= − (−)f(,)dd. (2)

応力 f(, )は重力mgに比例し，−の下限
上限幅も，半径 aが大きくなると増えますので，
N接触はmgaと無次元数 の積として表せます．

N接触= −mga. (3)
図 2 でのひずみ増加時と減少時の応力の乖離は，
ひずみの変化速度が大きくなると増加します．
これ以外に，現実の円柱体と床には，完全な円
形や完全な水平面からずれた凹凸が存在します．
止まっている円柱体は，そのくぼみのどれかには
まって，重心が局所最低位置にあります．それを
回転して動かすには，転がり静止摩擦トルクが必
要です．また，回転時にも，この凹凸の影響で重

心が上下に微動し，角との上下衝突によるエネル
ギー散逸が発生し，転がり摩擦トルク N凹凸を生
じます．全体の転がり摩擦トルク N摩擦は，両者
を合わせて，

N摩擦= N凹凸+N接触, (4)
となり，mgaと無次元数の積として表せます．
この無次元数は，接触応力では速度とともに大き
くなることを考慮しますと，全体の転がり摩擦ト
ルクも，

N摩擦= −mga(+v+v
+⋯), (5a)

のような一般形を持っています．係数 ,,⋯

は，回転体や床面の性質によって決まります．普
通に入手できる再現性の確実な実験値は，新幹線
での測定値です4,5)．車輪レール間や車軸ベアリ
ングなどでの転がり摩擦トルクは，速度 vの 2次
以上の項は無視できることがわかっています．そ
こで，

N摩擦= −mga(+v), (5b)
この転がり摩擦トルクを使って，円柱の回転運動
を分析します．

3．円柱の運動方程式とその解
円柱が水平な面を滑ることなく転がる運動を図

3 に描きました．原点を t = 0での接地点とし，
軸は紙面に垂直で，表から裏への方向です．拘
束力 R = (R,R,R)が接地点にはたらいてい
ます．
上下動は微小で無視でき，拘束力の z成分 R

と重力が均衡しています．滑らない場合は，円弧
の長さ aθが距離 と一致し，速度 v = ddtと
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図 2 なじみ状態での高速変形ひずみ-応力の関係．点 A：残
留ひずみ，直線 ACは準静的な変化の場合．

図 3 床面を円柱が転がる運動．回転体にはたらく力と摩擦
トルクの概略図．



角速度 ω = dθdtとの関係は，
v = aω, (6)

です．円柱の並進運動と回転運動の方程式は，

m
d
dt  = R, (7)

I
dθ
dt  = N摩擦−Ra. (8)

ただし，I =ma2は円柱の重心まわりの慣性モ
ーメントです．(7)式と (8)式から Rを消去す
ると，次式になります．

m
d
dt  =

ma
ma+I

N摩擦. (9)

転がり摩擦トルクのない場合
通常の教科書3)では，N摩擦= 0なので，(9)

式より等速度運動になります．その解を (7)式の
左辺に入れると拘束力の水平成分 Rが計算で
き，

R = 0, (10)
となります．もともとあるとしたはずの Rは，
存在しません．床は水平方向の運動に関与しない
という奇妙な結果を与えます．現実には，2 節で
解明しました転がり摩擦トルクがありますので，
R = 0にはなりません．
転がり摩擦トルクのある場合
(5b)式の N摩擦を使いますと，次式が得られ

ます．

m
dv
dt = −

2mg
3 (+v). (11)

これを，t = 0,  = 0，初速度 vの初期条件のも
とで，

(+v)= (+v)exp − 2g

3 t, (12)

となります．停止 (v = 0)する時刻 tは，

t =
3

2g
log 1+




v. (13)

(12)式を積分すると，次式のようになります．

 = −



t− 


+v 3

2g exp− 2g

3 t−1.
(14)

停止距離 lは，(14)式に t = tを代入し，

l = −




3
2g

log 1+



v+ 3

2g
v, (15)

となります．初速度を変えて停止距離を測定する
ことで，,がわかります．減速に導くのは，
鉛直方向の力が作る転がり摩擦トルクです．パン
クした自転車で，転がり摩擦 N凹凸が大きくなる
のは，上下動が原因で，直感的にも理解できま
す．(7)式と (11)式より拘束力の 成分 Rを求
めますと，

R = −
2mg

3 (+v), (16)

となります．滑らない条件は，Rが滑り摩擦力
以下なので，

2mg
3 (+v)< mg×(滑り摩擦係数), (17)

が必要になります．

4．新幹線の運動の解析
列車の 1 両を図 4 に描きます．8 個の車輪の回
転はすべて同じとします．新幹線車両での実験結
果では機械抵抗と空気抵抗があります4,5)．

全抵抗力 = F機械抵抗+F空気抵抗 (18)
機械抵抗は，レール上の転がり摩擦や軸受けベア
リングの転がり摩擦を合わせたもので，全質量に
比例し，係数は速度に関する 1次関数です．車輪
1個当たりのトルクを N全摩擦と書くと

N全摩擦= −m+
M
8 ga(+v), (19)

となります．ここで，車体の質量は M，車輪の
一個の質量はm，全質量は M+8mです．
空気抵抗は，車両の断面積 S(幅×高さ)に比

例する項と，上下左右の側面の面積 S([幅+高
さ]×2×列車の長さ)に比例する項の和で表せま
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図 4 列車の単純模型



す．どちらも速度の 2 乗に比例します．すなわ
ち，

F空気抵抗= (μS+μS)v
. (20)

係数 μ,μは，列車に固有な係数値です．列車の
連立運動方程式は，

(M+8m)
d
dt  = −F空気抵抗+8R, (21)

I
dθ
dt  = N全摩擦−R a, (22)

となり，両式から，拘束力 Rを消去すると，
dv
dt = −G(+v+Av), (23)

となります．ここで，定数 G,Aは，次式で定義
されています．

G =
(8m+M)

M+8m+
8I
a 

g, A =
(μS+μS)
(8m+M)g .

(24)
この運動方程式 (23)は，次のように 2 つの場合
に分けて，解くことができます．
Case 1 (4A > 

)の場合
(23)式の右辺のカッコ内を標準形に書き換え
ます．
(+v+Av)= A[(v+ξ)+η], (25a)

ξ =


2A , η =  

A − 

2A 


. (25b)

(23)式は積分できて，初速度 vを使うと，
v+ξ = −η tan (ηGA(t−τ)), (26)

τ =
1

ηGA arctan
v+ξ

η , (27)

τは積分定数で (27)式のように初速度 vで決ま
ります．初期条件を考慮して tで積分すると，

(t)=
1

GA log  cos (ηGA(t−τ))
cos (ηGAτ) −ξt. (28)

Case 2 (4 A≤
, A≠0)の場合

(+v+Av)= A[(v+ξ)−σ ], (29a)

ξ =


2A , σ =   

2A 


−


A , (29b)

と積分定数 τを使い，積分すると，
(v+ξ−σ)
(v+ξ+σ) = exp (−2σGA(t−τ)), (30)

τ =
1

2σGA log
v+ξ−σ
v+ξ+σ , (31)

(t)= −(ξ+σ)t

+
1

GA log  −1+exp (2σGA(t−τ))
−1+exp (−2σGAτ) .

(32)

新幹線の実測では，惰性運転時の速度変化や停止
距離，等速運転時に必要なエネルギーなどがわか
り，上述の解を使って，係数 ,,μ,μが決定
されます．(21)式と (22)式から加速度を消去す
ると，

R =

I
a

M+8m+
8I
a 

F空気抵抗

+
(M+8m)

M+8m+
8I
a 

1
a N全摩擦. (33)

車両の質量は，8Iaより，はるかに大きいの
で，

R ≈ −m+
M
8 g(+v). (34)

Rは，進行方向と逆向きです．滑らない条件は，
(+v)< (滑り摩擦係数), (35)

となります．
モーターによる駆動トルク N駆動が加わった場

合を分析します．(22)式が次式に変わります．

I
dθ
dt  = N全摩擦−R a+N駆動. (36)

この式と (21)式から，Rを消去すると，

M+8m+
8I
a  d

dt 

= −F空気抵抗+
8
a (N全摩擦+N駆動). (37)

速度 v一定の場合は，(21)式より

R =
1
8 F空気抵抗=

1
8 (μS+μS)v

, (38)

で，Rは進行方向を向きます．また，滑らない
条件は次式となります．
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(μS+μS)v
 < (8m+M)g×(滑り摩擦係数),

(39)
です．加速時・制動時は，より強い条件が必要
で，鉄道の速度 vには物理的上限があります．

5．おわりに
円柱が水平な床面を転がる場合の力学を考察し
ました．接触部には，ヘルツの接触応力，ひず
み-応力の履歴効果などが関与していることもわ
かりました．剛体模型でなく，現実の自然を分析
することが大切です．この分析からわかる転がり
摩擦トルクが，鉄道や自動車の運動を決めていま
す．円柱の回転運動という単純そうに見える演習

問題の中に，奥深い物理法則が潜んでいる姿を伝
えることができれば幸甚です．
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