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Sur une Totalisation dans les Espaces de
Plusieurs Dimensions. I

By Shizu ENOMOTO

Le but principal de ce memoire est Γextension de Γintegrale au
sens de Den joy (Denjoy-Perron) dans Γespace (euclidien) d'une dimension
a Γespace de plusieurs dimensions. Les etudes dans cette direction ont
ete deja donnees par MM. M. Krzyaήski^, J. Ridder2), S. Kempisty3) et
M. Romanowski0. Comme totalisation d'une fonction de point definie
sur un intervalle de Γespace euclidien de n dimensions, ces auteurs ont
fait appel a la notion d'une fonction d'intervalle. Nous allons aussi
employer cette notion.

Comme on verra dans § 2, il y a, pour une fonction f(x) integrable
au sens de Denjoy sur un intervalle /, une suite Fn (n — 1,2, •••)
d'ensembles f ermes telle que les integrales de f(x) au sens de Lebesgue
sur Fn(n = l,2, ) convergent avec n ->oo vers Γintegrale au sens de
Denjoy de f(x) sur 7. Consequemment, si Γon prend Γintegrale au sens
de Lebesgue comme la base de totalisation d'une fonction, cette suite
peut etre consideree comme une suite fondamentale, qui donne une
maniere d'approximation par des integrales au sens de Lebesgue pour
la totalisation au sens de Denjoy.

Dans § 3, nous donnerons une totalisation telle que les valeurs des
fonctions d'intervalles, qui sont donnees comme Γintegrale (®), peuvent
etre approchees aussi bien qu'on veut par celles des integrales au sens
de Lebesgue. Notre totalisation sera Γextension de Γintegration au sens
de Denjoy de Γespace d'une dimension et jouira de toutes les pro-
prietes principales qu'on attribue aux integrales.

D'abord, dans § 1, nous etudierons une propriete d'une suite des
ensembles fermes dont la somme couvre un intervalle d'un espace

1) Krzyaήski: Sur les fonctions absolument continues generalisees de deux variables, C. R.
de Paris, 198 (1934).

2) J. Ridder: Uber Denjoy-Perron Integration von Funktionen zweier Variablen, C. R. de
Varsovie 28 (1935).
3) S. Kempisty : [1] Sur les fonctions absolument continues d'intervalle, Fund. Math. 27

(1936) : [2] Fonctions d'intervalle non additives, Actuaries Scientifiques et Industrielles (1939).
4) M. Romanowski: [1] Integrale de Denjoy dans Γespace abstrait, Recueil Math.

Moscou, 8 (1941) [2] Integrale de Denjoy dans Γespace a n dimensions, ibid. 9 (1941).
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euclidien d'une ou plusieurs dimensions. Cette propriete jouera un role
capital dans la theorie de Γintegrale (®) — surtout de Γintegrale (35)
multiple — qui sera definie dans §3. Dans §2, nous etudierons les pro-
prietes de Γintegrale au sens de Denjoy pour Γespace d'une dimension,
en examinant les relations avec Γintegrale au sens de Lebesgue. Ces
proprietes elles-memes caracterisent Γintegrale au sens de Denjoy. Dans
§ 3, nous donnerons la definition de Γintegrale (®), qui sera une totali-
sation d'une fo notion f ( p ) definie sur un intervalle de Γespace de
plusieurs dimensions. Dans § 4 nous montrerons que Γintegrale (®)
peut etre regardee comme Γintegrale multiple des integrates au sens de
Denjoy d'une dimension.

L'esquisse de cette etude pour le cas de 2 dimension a ete deja
publiee sans demonstration5^

NOTATIONS et TERMINOLOGIES.

On entend par En un espace euclidien a n dimensions compose des
points x = (x19 x2, -' , xn) dont les coordonnees sont x19 x2y ••• , xn.

Etant donne un systeme aί9 ^ #2, b2 ••• any bn de 2n nombres reels
tels que #,.<] bf pour / = 1, 2, ••• , w, on appelle intervalle /— [a19 bλ

#2 > ^2 >" * * >' an > ^w] de Γespace En Γensemble de tous les points
(x19 x2J -" , xn)9 oύ Λ f <Λ f <&ί pour tout ί = l, 2, ••-,«. On appelle le
plus grand des nombres b1 — aly bz—a2, ••• ybn~-an la norm de Γintervalle
/, et la designe par norm (/).

Etant donne un systeme a± , ̂  a2 , b2 an , bn de 2n nombres reels
tels que 0, <C b{ pour tout i — 1, 2, ••• , n et qu'il y a m indices tels que
ai = bi, on appelle notamment intervalle de n — m dimensions dans En

ou simplement celui de n— m dimensions Γensemble de tous les points
(#!, x2y -" , xn} oύ #,<#,•<£,- pour tout ί = 1, 2, ••• , Λ , et le designe
brievement [tf^, ft/! αί2, ^2 •'•• I aίn-m> b^-m} oύ aik=\=bik pour tout
£ = 1, 2, ••• ,n-m.

Pour un ensemble quelconque de points ^4, designons par Λ son
adherence et par A° son interieur. Designons par Λ— B la difference
de deux ensembles A et 5, par A\JB ou A + £ leur reunion et par
Af\B leur intersection. De meme, \JAλ designe la reunion des Aλ et

x
leur intersection. Designons par {p} Γensemble reduit au seul

point p.

5) Shizu Enomoto: Notes sur Γintegration. I-Quelques Proprietes des Fonctions d'lnter-
valle, Proc. Japan Acad. 30, 176 (1954) Π-Une Propriete du Recouvrement Ferme de Πntervalle,
Proc. Japan Acad., 30, 289 (1954) III-Theoreme de Fubini, Proc. Japan Acad. 30, 437 (1954).



Sur unβ Totalisation dans les Espaces de Plusieurs Dimensions, ί ?ί

Nous dirons que les intervalles Ii (ί = 1, 2, ••• , /„) tels que (/f )°
= 0 pour / Φ ί' n'empietent pas les uns sur les autres. Pour un inter-
valle [X , #! #2 , £2 ... # κ , ίn] de EM on appelle notamment m*-reseau

dans / la famille d'intervalles

oύ £,. est le nombre naturel tel que 0<& f <w— 1 (i = 1, 2, ••• , w), les
intervalles etant dits les mailles du w*-reseau. On le designe par 3ϊm(/)
pour tout m = 1, 2, -- .

Nous pouvons considerer, comme on sait bien, Γespace En comme
Γespace produit Enι x Er2 de Enι par JS 2̂ pour n^ , w2 tels que nλ + w2 = n,
c.-a-d. Γespace compose des couples (p, q) dont le premier p est un
point quelconque de E^ et le second q un point quelconque de E*2.
Pour un ensemble A quelconque de Eny on entend par proj.x(A) la

£«ι
premiere projection de A sur Enλ et par £JΌ/". ^(^4) la seconde projection

En2

de A sur £*2. Pour un point p de jEw1? on ecrit par Ap Γensemble des
points (p, qf) tels que (p, q')^A. Pour un point q de E«2, on ecrit de
meme par A? Γensemble des points (p' q) tels que (p'y q)^A. En par-
ticulier, si nλ = 1, resp. nz = 1, on ecrit simplement par A* et proj. x(A)y

resp. Ay et proj. y(A)y aux lieux des Ap et proj. X(A), resp. Aq et proj. y(A).
En

Pour des ensembles A et B tels que A C[ Enλ et B <C -E*2 > designons par
^4x5 Γensemble produit de A par β.

On entend par μn(A) la mesure d'ensemble A de Γespace En mesur-
able au sens de Lebesgue. En particulier, on designe par I\ la mesure
μn(I) pour un intervalle /. On ecrit Γintegrale d'une fonction f ( p )

sommable (au sens de Lebesgue) par la notation (L) I f(p)dp ou

(L) \ \ ••• \ f(xly •" yxn)d(xly ... ,χn). Dans le cas oύ une fonction f ( x )

de E1 est integrable au sens de Denjoy (Denjoy-Perron), on ecrit Γinte-

grale de f ( x ) par (D) I f ( x ) dx.
JA

Ω designe le premier des nombres ordinaux de la troisieme classe.

§ 1. Une propriete du recoiavrement ferme de Γintervalle.

D'abord, nous allons etudier une propriete d'une suite des ensembles
fermes, oύ la somme couvre un intervalle contenu dans un espace
euclidien d'une ou plusieurs dimensions. Elle jouira un role capital
dans la theorie, particulierement pour Γintegrale multiple, de Γintegrale
(Φ), qui sera donne dans § suivant de ce memoire comme une extension
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de Γintegrale au sens Denjoy (Denjoy-Perron) d'une dimension aux
espaces de plusieurs dimensions.

Lemme 1. Soίt /0 un intervalle de I'espace E^. Sσit Mn (n = 1, 2, •••)
une suite quelconque non-decroissante des ensembles fermes de total /0.
Alors, tout sous-intervalle ] de /0 possede la propriete (Aj pour la suite
Mn (n = 1, 2, •••) et une suite quelconque Bn (n = 1, 2, •••) te//£ tfw0 £M | 0,
c.-ά-d.
il y a une suite non-deer dssante des ensembles fermes Fnimi(J) (i — 1, 2, •••)

ύfe fata/ /, w Fnfmf (/) <CM«; (ί = 1, 2, •••) ̂  ̂  - <^ w, <^ «ί+1 j&owr /OH/ /,
^/ ^M/ possede la propriete suivante:

Si Fnf.mf (/) n'£s£ ^α^ identique a /, ι7 possede la propriete (BJ pour
Mn (n = 1, 2, •••) £/ 6M (n — 1, 2, •••) — on entend par la que la suite {Fnim^
satis fait a la proposition suivante:

la suite des intervalles Jj (j = 1, 2, •••) contigus a V ensemble forme des
points de F^m; (/) et d'extremites de J se peut classifier en un nombre

mi—ni + \ des suites des intervalles Jkj (j — 1, 2, •••), ou ni<.k^mi et

Jkj> pouvant etre vide, satisfont aux conditions suivantes pour tout indice k\

1°) ΣIΛyK^

2°) (JkJΓf\Mk = 0 pour tout j = 1, 2, - .
3°) L'un au mains des extremites d'intervalle Jkjy qui sera dit le point

caracteristique de Jkj, appartient a Mk pour tout j = 1, 2, ••• .

Dans le cas de plusieurs dimensions on y peut donner la forme
suivante :

Lemme 2. Soit RQ un intervalle de Γespace E*Q (nQl>2). Soit Mn une
suite quelconque non-decroissante des ensembles fermes de total R0 . Alors,
tout sous-intervalle R de R0 possede la propriete (Ar0) pour la suite Mn

(n = 1, 2, •••) et une suite quelconque Sn (n = 1, 2, •••) telle que Sn \ 0, c.-ά-d.
il y a une suite JP«(-mf. (R) non-decroissante des ensemble fermes, ou
Fnfmf^Mmi (i = 1, 2, •••) et ni<^mi<^ni+1 pour tout i, possedant les pro-
prietes suivantes :

Posons Y = \Jproj. ^Fn^^R)) et Z = proj. (R) — Y, on a alors

1°) μ^

2°) pour tout point q de Y, (Fnimi(R))q rfetant pas identique a Rq,
Γ ensemble ferme (F^m^R))^ possede la proprete (BJ pour (Mn)

q (n = 1, 2, •••)

et £„(« = !, 2,.-).

3°) \J (Fn^R))9 = Rq pour tout point q de Y.
£-1
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Nous allons donner la demonstration de Lemme 2 seulement pour
le cas oύ n0 = 2, parce qu'on peut faire de la meme maniere pour Fautre
cas de Lemme 2 ou pour Lemme 1.

Demonstration, i) Si R possede la propriete (Ά2), il en est de meme
d'un sous-intervalle R' de R: Car, soient Bλ et B2 deux cotes de R'
paralleles a Faxe y. Posons Yn = proj. y(B, f\Mn)[\proj. y(B2[\Mn) et
Y"n* = proj. x(R')x Yn. Alors, il en resulte evidemment que la suite des
ensembles Fn^R') = Fnimi(R) f\ Y£. jouit de toutes les proprietes voulues.
ii) Soit R un intervalle tel que son in-
terieur soit contenu dans la somme d'un
ensemble ferme F et une suite de Finter-
valles Rj (j = 1, 2, •••), n'empietant pas
les uns sur les autres et n'apparten-
ant aucun point commun a F. Si, de n

plus, Rj possede la propriete (A2) pour
tout j et si F est contenu dans certain
Mm0, alors R jouit de la propriete (A,): Figι !
II suffit evidemment de montrer le cas
oύ F^R et RJ° ^R° pour tout j. Divisons R} en la suite d'intervalles
Rjk (k = 1, 2, •••) comme fig. 1.
Pour Rjy soit Fnjtmjt(Rj) (t = 1, 2, •••) une suite d'ensembles fermes pos-
sedant la propriete (A,) pour la suite £n j 0 donnee d'avance. Pour la
brievete de la demonstration, soient (FnjtmJt(Rj))y y^β^ΦO et (Fnjtmjt(Rj))y

Γ\BJ2=$=Q pour tout point y de proj. y(Fnjtmjt(Rj))y oύ Bj\ et Bj2 sont les
deux cotes de Rj paralleles a Faxe y, puisque cela se peut bien. Dans
la suite, designons simplement Rjk (j = 1, 2, ••• k = 1, 2, •••) par Qj
(j = 1, 2, .-.). Posons Fnjίmjί(Qj) = Fnjt^jft(Rjt)f\Qj (t = 1, 2, •••), oύ Ry

est Fintervalle contenant Qy. La suite FnJtmJt(Qj) (t = 1, 2, •••) possede
evidemment la propriete (A,) pour Sn j 0.

Nous allons maintenant montrer Fexistence d'une suite Fn^R)
(i = ί y 2, •••) possedant les proprietes voulues pour R. Definissons des
indices w f , mf (ί = 1, 2, •••) et une suite des nombres naturels k(i)
(i — 1, 2, •••) en utilisant la methode d'induction.

V ) Soient n0 = 0, m0 le nombre determine d'avance comme Mm0 ̂  F
et k(0) = 0.

2!) Suppose que «,-_!,»&,•_! et fe(ί—1) soient definis, nous allons
definir les nombres n,m et A ( f ) : Soit k(i) un nombre naturel tel que

ί-l) et

Considerons une suite des indices
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tels que

y. y(R)-proj. y(Fnj} tjimjt tJi(Qj)) < .̂  pour tout y -

1,2, .. ,*(i), oύ JV,= Σ Σ(»Q
w=l r=l

Posons w f = »«,._! -t-1 et wf. = w*co, *ΛC D
Soient jy un point quelconque de proj.y(R) et g (j) la ligne droite

parallele a Γaxe Jt: et qui passe par le point (0, y). Considerons, pour
tout i, le systeme compose des intervalles Qjf tels que Q j f f \ g ( v ) ^ ¥ Q et
O/ G {Qy (j = 1, 2, ••• , £(i))}. Designons, pour tout ί, par S45Z Γensemble
de tous les systemes. On ecrit un element de Sβf., par P{: (

Qy2(^), - , Q/W^ )) Le πombre de φ, set <Ng.
Posons maintenant:

soit un sous-ensemble ferme de E( tel que μ,1(Eί— S, )<C m

m + t2 t"1

que S/ = St- (\JJroj. y(Qj)) est ferme.

T =

^ = Y{ A ( A Uj) oύ y, = /.re;. y(Bλ f\ M,) f\proj. y(B2

βj , B2 designant les deux cotes de R paralleles a Γaxe y.

Vi*=proj.x(R)xVi.
fcCi)

Alors, on peut voir que Fnm(R )=V%f\(\J Fn. , tji m. , t..( Qj) \J M,f )

(i = 1, 2, •••) est une suite des ensembles fermes voulues.
On peut facilement tirer de la construction que F^m^R) est ferme.

On a ^-y.Λ^Λ^CF^Λ^A^y)-^, puisque Yt^Yi+ί.

On a done V«*CF«*+1 par n{<^ni+l. En notant que £(/)<[ &(ί + l) et
ίyf <C tji+ι P°ur tout ^ = 1> ••• > *(0> °n Peut voir F^m^R) C Fnί+1mi+1(R). II
resulte Fnm(R) C Mm,-, puisque £>,•, ^.my, /y.(Qy) C Mwy, ίy. C AfoιΛCO, ίκo .

= Mm, pour tout y = 1, ••• , k(ί) et m^n^

On a immediatement «f <C wi <C w +ι P°ur tout ^
Montrons maintenant lim ^(^.^-(7?)) = /^2(J?). Pour cela, nous

posons M{* = \J Fnj^j.mj, tj.(Qj) pour tout ί. En vertu de Γinclusion
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Mni-M* 12 F, on a d'abord lim ^2(Fnm(R)) = lim μz( V%f\ (Mf* \J M«f.))
{->«*> i-»cx>

= lim Λ( V2| A (M»r- M,*)) + lim ̂ ( VttΓ\M{*) > lim A(

AM,*). A ( ί r ^,( l?)-£ 1 )x ί^< A ( l?-(\ j fQ,W^))<r en

vertu de la definition de E{, on a done μ^proj. y(R) — Ei)<^—^^ . De

plus on a ^.-S.-X^ . D'ailleurs on a Λ(S, -£/,) = Λ(S,-(S/

f\PrQJ.,(Fnilt,t mih, tji(Qih

"=1 A "
- W ( A Proj.y(Fnih!t «y ,Λί(Qy4))) = A( A ( A proj.y(R)

= * Λ V Λ€5Bί f t=1

(^<?/ y(R}-proj. y(Fnih, tj^.mjh, v
•* i vz ^^3ΐ

En effet on

D'oύ on peut tirer lim ^(F,) = μ^prqj. y(R)) Car, on a μ^prqj. y(R)— V{)

= μί(proj.y(R)-(Yir\(Uj))<μ1(proj.y(R)-Yi)+ Σ ^(proj. y(R)-Uj)

< ^(proj. y(R}- yf.)+ Σ ((^y-i/^-1) xy) - ^(^^y. ,(/?)- Y.O + VZ' - On

a done lim μ2(V^) = μ2(R). En effect, on a lim μ2(V%f~\F) = μ2(F).
i->oo j->oo

D'autre part, on a, pour tout /„ , lim yC62( Vnl A M*) = ̂ m #2( F? A
fcC*) - '•*" ^0 °̂°

W ^y, *„,*»>; *j*(Qj)) > ϋm Σ μ*( Vn{ A ̂  , ίyί> m y, ίy.(Qy)) - Σ lim /M WJ A

, , ,

On a done lim μ^Fn^^R)) >μ2(F)+ ^Σμ2(Qj) = μ2(R) Consequemment,

il en resulte lim μ^F^m^R)) = μ2(R).
i->^> ^

Montrons maintenant qu'on a Ry = \J (Fnimi(R))y pour tout y de F,
oo ί=1

oύ Y^=\J proj. y(Fnimi(R)). II y a pour tout y£ Y un /0 — i0(y) tel
*=1

que ^roy. y(Fnimi(R)) 3y pour tout ί > ί0. On a generalement Ry = \J (Qj)y

+ Fy+{p(y},q(y)} pour tout ^e F, oύ p(y) = B,f\g(y) et )̂
= j52 Γ\g(y), g ( y ) designant la ligne droite parallele a Γaxe x contenant
le point (0, j>). H en suffit de prouver de j y G F tel qu'il y a un y =j(y)
tel que (Q ΓΦO. Posons f = max (mQJ), alors k(t'}>j' et k(t')>nίQ.

II en resulte yeproj. y(Fnjt tjk^j, tjk(Qj)) P°ur tout * 2> ^- On a done
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Or, puisqu'on a lim μ2(Fnm(R)) = μ2(R) et (R)y = \J(Fnm(R)Y pour
ί->oo ί=ι

tout ye Y, il resulte μ,(Z) = 0, oύ Z = proj . y(R) - Y.
Facilement, on pout voir que, en vertu de la construction d'ensem-

bles Fn^R), pour tout ye Y tel que (Fnimi(R)}y n'est pas identique a

Ry, Γensemble ferme (Fnimi(R))y possede la propriete (Bj pour (AQ*

(« = 1,2, ) et ^(11== 1,2,.-).
iii) En vertu de i), il suffit de prouver que R0 possede la propriete (A2).

Pour cela, nous allons faire usage de Γinduction transfinie.

1°) Pour le cas oύ v = l: Puisque R0=\JMn, il y a, en vertu de
n=ι

Theoreme de Baire, un indice ri et un intervalle R^RQ tels que

R/~\Mn, = R. On peut savoir aussitόt que si Γon pose El = R, alors E1

possede la propriete (A2) en posant Fn^Ej) = Ely oύ ni —

2°) Pour le cas oύ v<^ίl: Suppose que Γensemble Eμ, possedant

les proprietes suivantes, soit defini pour tout #< .̂

V ) Elί = \JRμj9 oύ RN (j = l, 2, •••) est une suite des intervalles

possedant la propriete (A2) et n'empietant pas les uns sur les autres.
2') (W^)°C(^)°, mais (

Nous allons montrer que si \J Eμ Φ R0 , il y a un ensemble Ev tel que
μ<v

£μ(/^<^v4-l) possede les proprietes V) 2X).
Soit A = R0—\JEμ,. Puisqu'alors A est un ensemble Gs et

^<v

A=\J(Af\Mn), il y a, en vertu de Theoreme de Baire, un indice nf et
w=ι

deux intervalles R, R' tels que (#')° Λ^=t=0, J?^-R' et ~

L'ensemble {Rμj\ μ<^ v, j = 1, 2, •••} est denombrable, puisque

done Γensemble \J \J R^ se divise en les intervalles Rn' (n — 1, 2, •••)
lu <^ j = 1

n'empietant pas les uns sur les autres et tels que pour tout Rn' il y a
un Rnj contenant Rn'. De plus, divisons tout intervalle Rn' en les inter-

valles lζίί(ί = 0,l, ..|J tels que R'^^R' et (R^)° f\(R')° = 0 (/ΦO).
Posons l?vo = R' et designons 7?̂  (w = 1, 2, ••• / = 1, 2, -•• , in) par l?vy

(j = 1, 2, •••). Alors, nous pouvons montrer que Ev =\JRVJ est Γensem-
ble voulu. j=°

Pour Γ). RMJ O'ΦO) est contenu dans certain intervalle RμfJ,(μ'<^ v),

done l? v y(yΦθ) possede la propriete (^42). Par consequent, il suffit de
prouver que ^vo la possede.
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Posons A* = R'f\Ά, on a alors Mn,^_A*. Car, on a A{\M*
^ R° f\A, de sorte que Mn, ^_R0f\A > (R)°f\A ^ R'f\A = A*. Posons

G = (J?')0—-A* G etant Γensemble ouvert, il y a une suite des intervalles

J< (ί = l, 2, -..) tels que G=\JJ{ et-ί/,)0 A(Λ)° = 0 (iφιv). Puisqu'alors
ί=l

on a

oύ Rf f\Rn' (n = 1, 2, •••) est la suite des intervalles possedant la pro-
priete (A,) et n'empietant pas les uns sur les autres. Jj la possede selon

ii). De plus, on a (R')° CA* + V//, , done Rf possede la proyriete (A2).
ί=l

Pour (20. £v = #vo + \JRv/ = R'+\J \JR^ = R' + \J £μ = (R'Γ\ A)

4- V/£μ> on a done (Ev)° ^ (\JEμ.)°. En outre, puisque CR')°Λ^ΦO> ϋ

y a un point p de (#')°ΛA par suite p£ (R')° = (R^Γ^(EV)
0. Pour le

point on a de plus pe (\J Eμ,)° de ce que pe A et Af\(\JEμ,) = 0. II en

resulte (Ev)° Φ(V7^)°

iiii) II y a un v0 tel que v0<^ίl et \JEμ. = RQ, puisque ( \J Eμf)
0^( \J E^)°

et (y^)°Φ( V7 '̂)° Pour tout M<>. On a alors R0 = \J Eμ.

= V7 \J R*j> oύ JPμy (7 = 1, 2, •••) est une suite, de total J5μ, des inter-

velles possedant la propriete (Aj), n'empietant pas les uns sur les autres.

En notant que \J \J Rμj se divise en des intervalles Rk' (k = 1, 2, •••)

tels que (Rk')° f\(Rh

f)° — 0 (k^h) et 7?/ soit contenu dans certain RH

pour tout k. On peut voir que R0 possede la propriete (A,) par ii).

§ 2. Quelques proprietes de Γintegrale an sens de Denjoy.

Dans ce chapitre, nous allons etudier la propriete qu'elle-meme
caracterise Γintegrale au sens de Denjoy dans Γespace Eλ et qui est
regardee comme une base de Γintegrale que nous dennerons dans le
chapitre prochain comme une extension de Γintegration au sens de

Denjoy d'une dimension a Γespace de plusieurs dimensions.
D'abord, commenςons par montrer la definition dite constructive

des integrates de Denjoy basee sur Γinduction transfinie6).

6) S, Saks: Theory of the Integral (1937), p. 254,
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Sait S une operation integrate. On appelle le domaine de Γopera-
tion integrate $ sur un intervalle 70 Γensemble de toutes les fonctions
integrables ($) sur 70, et le designe par $(70). Designons par $(/; 70)
Γintegrale de f(x) sur 70 pour toute f(x) de S(70). La borne superieure
des valeurs absolues de £$(/; 7) sur 7C70 est designee par O(^;/; 70).
Deux integrates ^ et $2 sont dites compatibles, lorsque &(/; 7)
= & (/; J) Pour tout intervalle 7 et pour toute f(x) integrable (&) et
($2) sur 7 simultanement. On ecrit $ι ̂  $2 , lorsque les deux integrates
sont compatibles et que toute fonction integrable (3>2) est integrable (&).

Soit {3J une suite d'operations integrates, en general transfinie et
telle que ϊ$ξ C 3»η pour ξ<^η. Nous designons alors par Σ ̂  Γopera-

£<«

tion integrate $ dont le domaine sur un intervalle 7, quel que soit
Γintervalle 7, est la somme des domaines des integrates $f sur 7 pour
£<^tf et qui est definie pour toute fonction f(x) appartenant a son
domain sur 7 par Γegalite 3ί(/; 7) = 3>$ (/; 7), oύ ξ0 est le moindre des
indices ξ<^a tels que /(ΛΓ) est integrable (3>ε) sur 7.

Pour une operation integrate $\, on designe par $c Γoperation inte-
grate generalisee (3f) de Cauchy et par .ξ̂ *̂ Γoperation integrate general-
isee (.3f) de Harnack au sens restreint.

Ceci dit, soit {Sg*} la suite transfinie, definie par induction a partir
de Γintegrale & de Lebesgue comme il suit:

o
ξ<*

Alors, ®* = 2 Sg* == 8Ω* est Γintegrale de Denjoy (Den joy-Perron).
£<Ω

Theoreme 1. So// f(x) une fonction integrable au sens de Denjoy sur
un intervalle 70 = \a, b~\ de Γespace E^ Posons F(I) = (D) f f(x) dx
pour tout intervalle 7^70. Alors pour toute suite 8n (n — 1, 2, •••)
nombres posίtifs telle que 8n \ 0, il y a une suite Fn (n = 1, 2, •••)
decroίssante, de total 70, ίfes ensembles fermes satisfaisant aux conditions
suivantes:

1 ) f(x) est sommable sur tout Fn.
2 ) A tout ensemble Fn, la condition telle que I.f\Fn^Q pour tout i

entraine \ Σ^(Λ)— Σ (L) [ τ ^ π f(χ}dx\<'Sny quel que soit le systeme
i=ι ί=ι J-ίi I I rn

compose des intervalles I{ (i = 1, 2, ••• ,/„) contenus dans 70 et n'empietant
pas les uns sur les autres.

Demonstration. II suffit de montrer que toute fonction de Sα*(70)
pour a <^ n jouit de toutes les proprietes voulues. Nous le demontrons
par Γinduction,
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1°) Pour le cas oύ <x = 0: Puisqu'alors 80*(70) = 8(/0), il suffit de
poser Fn = 70 pour tout n.

2°) Pour le cas oύ tf<^ίl: Montrons que si toute fonction de 8ξ*(70)
pour ξ <^ a possede les proprietes voulues, on en peut tirer que toute
fonction de 8*(70) les possede.

a) Le cas oύ /G ( Σ 8ξ*)c (70): Soit {aly a2, >- , #,} Γensemble des

points singuliers7) (Σ^ξ*) de /dans 70. En vertu de la continuite de

F(I) = (D)\ιf(x)dx,\l y a une suite 72(* = 1,2, - ,/+!; « = 1,2, •••)

d'intervalles telle que:

10 7fc ̂  (ak-ι y ak) > °U ao — #> Λ/+ι — ^ >
9/\ Γw <-- /•»+!
^ 7fc ί±^ / f c >

30 ^i(7 0—V/7fc)<Cδ«> oύ δw est un nombre positif tel que |7|<^δw

entraine |F(7)|<^£n/4/ pour tout inter valle 7<C70.
Etant /(Λ:) e ( Σ 8g*) (72) pour tout », ,̂ il y a un ̂  tel que /(ΛΓ) 6 S|j(7")

et ξl <^ Λ. En vertu de Γhypothese d'induction, il y a, pour £„ | 0
donnee d'avance, une suite non-decroissante F%m (m — 1, 2, •••)> de total
721 des ensembles fermes satisfaisant aux conditions suivantes:

1) f(x) est sommable sur tout F%m.
2) A tout ensemble F%m, la condition telle que Iff\Fΐm=^0 pour

tout / entraine |Σ ^(Λ) ~ Σ (£) \/-nF n f(χ)dx\<^€n/4:l, quel que soit
i i J ' fcm

le systeme elementaire compose des intervalles 7, (/ = 1, 2, • • • , f"0) con-
tenus dans 7? et n'empietant pas les uns sur les autres.

En notant que 75Γ1 peut etre represante comme la somme des inter-
valles 7£> fibi et 7^2, n'empietant pas les uns sur les autres, on peut
savoir facilement qu'on y peut choisir {F%m} tel que F%m ̂  F2J1. II en

resulte que la suite d'ensembles fermes Fn = {a19 a2y ••• , #,} \J {\JF%m}

(n = 1, 2, •••) possede les proprietes voulues.
b) Le cas oύ /e (Σ 8ξ*)c/f* (70): Montrons que si toute fonction de

(Σ 8?*)c (70) possede les propriete voulues, on en peut tirer que toute

fonction de 8Λ*(70) les possede. Soit S Γensemble ferme compose de
tous les points singuliers (Σ£g*)c de / dans 70. Soit Jk (k = l, 2, •••)

la suite des intervalles contigus a Γensemble forme des points de S et
d'extremites de 70. Puisqu'alors f(x) est integrable (ΣSξ*)c sur S, la

7) S, Saks ibid. p. 255,
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fonction fs(x) = Cs(x) f ( x ) (x € 70) est integrable ( Σ Sf*)c sur Λ > oύ Cs(x)
£<<*

est la fonction caracteristique d'ensemble S. En effet, il y a une suite
non-deer oissante F^n (n = 1, 2, •••), de total 70, des ensembles fermes
satisfaisant aux conditions suivantes:

1 ) fs(x) est sommable sur tout F'on.
2 ) A tout ensemble F'Qny la condition telle que 7I /"\F£IIΦO pour

tout i entraίne | Σ Fs(7,.) - Σ (L) LnF' /(*)</* I <ξ./8, quel que soit le
ί i J 0»

systeme elementaire compose des inter valles 7f (/ = 1, 2, ••• , /0) con-
tenus dans 70 et n'empietant pas les uns sur les autres, oύ FS(I{)

= (D)\τ fs(x) dx pour tout 7f . / etant integrable ( Σ 8**)c sur Jk pour
J^ί £<α>

tout &, il y a une suite non-decroissante T1^ (n = 1, 2, •••), de total Jk,
des ensembles fermes satisfaisant aux conditions suivantes:

1 ) f(x) est sommable sur tout Fkn.
2 ) A tout ensemble Fkn, la condition telle que I^F^^O pour

tout ί entralne |Σ ^(ί?)- Σ (L) (r n ^ /W dx\<^SJ2k+\ quel que soit
i i .Mil l^fcw

le systeme elementaire compose des intervalles I{ (i = 1, 2, ••• ,ί0) con-
tenus dans /Λ et n'empietant pas les uns sur les autres.

00

D'autre part, puisque ΣO((ΣSf*)c;/; ΛX °°> ϋ y a pour £„ un
fc=l £<Λ

^w tel que Σ O((Σ Ws/ί Λ)<ξ,/8. On y peut choisir {*„} telle

q u e kn^>n> pour n > .
kn

En posant Fn = Fon-\-\J Fkn, oύ F0n = Fonf\S, nous allons montrer
w=ι

que Fn (« = 1, 2, •••) est la suite voulue.
Soit I£ (i = 1, 2, ••• , /„) un systeme elementaire dans 70. Designons

par 1} (i = 1, 2, ••• , ί\) la sous-famille composee des intervalles contenus
kn

dans V7Λ et Par 7? (/ = 1, 2, ••• , 4) les autres intervalles de celle-ci.
*=1

On a alors

I Σ Fsdi) - Σ (^) 72 n FO,, / W ̂  I < (£»/8) x 2 = £w/4 .

D'autre part, designons par /?y (j = 1, 2, •••) la suite des intervalles con-
tigues a Γensemble forme des pointes de Sf\I* et d'extremites de 7f.

Alors, on a facilement Σ Σ O (( Σ Sξ*)c, /; J\j) < (6,/β) x 2 = <?M/4 . Selon
ί=l J = l K» oo I'o «Ό

la definition, on a F(72) = F5(7f)+ Σ^tf?/)- En effet, IΣ^(^ )- Σ (^)
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<! Σt l I rn

J4+\ Σ

Σ W?) - Σ O ) 5 η n F™ /(*) ̂  I + Σ Σ W?/) I < £«/4 + £«/4

On peut tirer immediatement de Theoreme 1 deux theoremes
suivants.

•

Theoreme 2. Soit f(x) une function integrable au sens de Denjoy sur
un intervalle 70. Alors, on peut chdsir une suite Fn (n = 1, 2, •••) non-
decrσissante, de total 70, d' ensembles fermes telle que:

1 ) (D)( f(x) dx = lim (L) ( ΓΓΛ ., f(x) dx pour tout intervalle /C /0.J/ w->oo J-ί I I Γn

2 ) Pour toute suite d'intervalles {It} n'empietant pas les uns sur les
autres et dont il y a un indice n0 tel que /^F^ΦO pour tout iy on a

Σ {lim (L) J Ax) dx} = lim {(L) \ f(x) dx} .
ί=ι w->oo J - t ί l l ^n w->oo J \\J lί) I I JΓw

ί

En particulier, si \J I{ est un intervalle /, on a

f(x)dx.
i

Demonstration. Comme une suite voulue, il suffit de prendre la
suite Fn (n = 1, 2, •••) mentionnee au Theoreme 1 pour f(x) et pour
6W 1 0. Pour 1) : II y a pour tout sous-intervalle / de 70 un indice

»' = *'(/) tel que Fn,f\I^Q; on a done | (D) ^/(Λ) rf^-(L) j/n^ /(τ) ̂ |

<^<5M pour tout n>w x . Par suite, on a 1). Pour 2): Quel que soit
£>>0, il y a un indice n'(£) tel que £/2>>£w,(s) et n'(8)>n0. Pour tout

n>nf(8)y il y a un nombre ι'(w, 6) tel que | Σ (L) L 0 _ f(x)dx\<8/2
i=i/+ι J-ίί I l / ' w

pour tout if >ί(n, <?). Puisque /t /^FwΦθ pour tout i = 1, 2, ••• et n >w0,

on a, pour tout V >i(n, fi), |Σ (D) ( /U) rfjc- Σ (^) \τ n „ /W ^K^
i=ι J-ίi i=ι J ί ί l I fn ^

<<5M,(ε)<6/2. En effet, il en resulte que si n>n'(S)y on a|Σ(Z))
oo ί=1

( . f(x) djc - Σ (L) ( /(ΛΓ) rfΛ I < fi/2 + 5/2 = θ pour tout i' > i(n, £),
J-ti i=ι J ί ί l I -^w

de sorte que \^(D}[T f(x)dx-"Σ(L)\ ^f f(x)dx\<^ε pour tout
i=l J*ί i=ι J1H I rn

n > n'(£). On a done Σ (/>) L /(Jf) rfjc = lim ( Σ (I.) ( . n p /(*) dx). Par
i=l J t t n->oo j=ι J J i l I ̂ w
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suite, de 1) on a g {Jim (L) J/<nFf/(*) dx] = Hm (L) J(y/ l )n jpf/(*) **•

II en resulte que (D) ( /(#) rf* == YJ (Z?) L /(#) rf#, quand \J I{ est un
J/ =ι Jiί* ί=ιί=ι

intervalle.

Theoreme 3. Soient f(x) une function integrable au sens de Denjoy sur

un intervalle 70 et F(I) = (D)\ f ( x ) d x pour tout /C/ 0. Alors, il y a
j /

une suite Fn (n = 1, 2, •••) non-deer oissante, de total 70, rfes ensembles fer me s
satisfaisant aux, conditions suίvantes:

1 ) /(#) 0s/ sommable sur tout Fny

2 ) <z /oMί ensemble Fn et tout £ ^> 0, ow ^^^^ /ΛίVβ corresponds un
nombre 8(n, ^)^>0 tel que les conditions suivantes:

2.1) I.f\Fn^=0 pour tout ίy

2.2).*l(\JIi-Fn)<δ(n,8)

-)- Σ (L) \IΠF f(χ)
c=ι J-ίil I **w

que soit le systeme compose des intervalles I{ (i = 1, 2, ••• , z*0) contenus
dans /o eί n'empietant pas les uns sur les autres.

Demonstration. Comme une suite voulue, il suffit de prendre la
suite Fn (n = 1, 2, -••) mentionnee au Theoreme 1 pour f(x) et pour une
suite £„ I 0. Puisque /(#) est sommable sur Fny il y a pour £^>0 un

nombre /o(w, £»0 tel que u^E) <^ p(n, S) entraine | (L) \ /(Λ:) JΛ: |

<^^/2 pour tout ensemble E^I0. Soit n'(nyS) un indice tel que
fn'c», 8)< £/2 et nx(rc, 6) > w. Posons S(n, 8) = p(n'(n, 6), 8)). Soit
I. (i = 1, 2, ••• , ί"0) un systeme des intervalles contenus dans /0 et
n'empietant pas Γun sur Γautre. Vu le Theoreme 1, la condition telle

que ItΓ\Fn^Q pour tout i entraine |Σ F(I{) - Σ (L) ( f(x) dx\
i=\ ί=ι J1il I - ^ w ' C W ϊ ε) .̂

< ^c», β)< 6A puisque FW:CW, ,^Fn. D'autre part, si Γon a ^(\JIi-Fn)

, 6), par suite ^VMA^'c- 0)-^X^K θ) - p^^, 6), 6), il

resulte que |Σ(^), n r p p , /W dx\<6/2. En effet, pour /,
ί=l J^i I I C - T W / C W , ζ^-Pn)

(i = 1, 2, ••• , /0) satisfaisant les conditions 1), 2), Γegalite voulue est vraie.
Maintenant, nous allons montrer la reciproque dans une forme un

peu generale, que nous donnons ici comme

Theoreme 4. Soit f(x) une function definie sur un intervalle 70 et
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telle qu'il y a une function dy intervalle F(I) fini -additive, une suite
Mn (n = 1, 2, •••) non-deer oissante d 'ensembles de total I et une suite
Fn (n = 1, 2, •••), de presque total 70, non-decroissante des sensembles fermes
tels que Fn <C Mn pour tout n, satis faίsant aux conditions suivants :

1 ) f ( x ) est sommable sur tout Fn .
2 ) a tout nombre n et tout 8 ^> 0, on peut faire corresponds un

nombre δ(n, £) ^> 0 tel que les conditions :
2.1) I, f\MnΦθ pour tout iy

2.2)

entrainent

quel que soit le systeme compose des intervalles I{ (ί = 1, 2 ••• , iϋ) contenus
dans /o et n'empietant pas Γun sur Γautre.

AlorSy f ( x ) est ίntegrable au sens de Denjoy sur 70 et F(I)

= (D) ί f(x) dx pour tout /C /0.j /

Demonstration. F(I) est continue, c.-a-d. il existe pour tout £^>0
un nombre ?/(£)>> 0 tel que |/|<^(5) entraine F(I)\<^8: D'apres ce

00 _

qu'on a \J Mn = /0, il y a selon Lemme 1 une suite non-decroissante des
n=ι

ensembles fermes Fnimi (i = 1, 2, •-•) contenus dans Mm{ et qui jouit de
la propriete (Bλ) pour Mn (n = 1, 2, •••) et 7n = min (m, 1/2™) (n = 1, 2, •••),

l<^m<n

oύ ni<^mi<^ni^ pour tout i. Pour ^^>0, soient i(6) un nombre
naturel tel que l/2WίCε)<6/4 et p(8) un nombre positif tel que μ,(E)

<^p(£) entraine \(L)(Fm r}Ef(x)dx\<^£/4:. Nous allons montrer que

η(S) = min (p(£), δ(mzC8), f/4)) est un nombre voulu. Soit / un intervalle
tel que \I\<^η(8). Alors, si Γon a I [\Fniwmiw = 0, il y a de la pro-
priete (BJ un intervalle ΐ tel que /+/' soit un intervalle, (I)°f\(I')° =0, et
pour un nombre naturel tel que n{^<^k<^mi(^, ^+^/|<C7fc<^(^> 1/2*),
μ>ι(Γ [\Fk}<^ p(β) et de plus Γun des extremites de 77 appartient a Mk.

II s^ensuit que |F(/+P) -(L) j^n (/^7/) /(jp) ̂ |<l/2*< l/2w*

et de meme \F(P)-(L) jFfcΠ/,/W rfΛ|<θ/4. En effet, on a

<|F(/+/0| + |F(//)|<5. Pour le cas oύ /Λ^ cβ^. cβjΦO, puisqu'alors
//^Mm^ΦO, il y a un intervalle /x tel que 7+/x soit un intervalle,
(I)°f\(Γ)° =0, \I+Γ\<η(€) et Γf\Mmiw = Q. II en resulte que

.
z(ε)

<e/4, puisque |/' |<|/+/' <8(w<ct), 6/4). On a done |F(/')|<2£/4 et
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|F(/H-/')|<2£/4, puisque fr(FmM>f\(I+r))<p(6). Par suite
F(I) est AC* sur tout Mn> autrement dit, quel que soit £^>0, il a

un η (n, £) ^> 0 tel que, pour toute suite finie d'intervalles {/,} n'empietant
pas les uns sur les autres et dont les extremites appartiennent a Mny la
condition ΣIΛIO(w, £) entraίne ΣOί^ ΛX^ oύ par O(F; I) on

i i

designe le plus grand des nombres \F(Γ) | (7'C! I): Etant donne un
nomber positif 6, designons par p(n, 8) un nombre positif tel que

</o(w, 6) entraίne |(L) ̂ Π£/(#) rf*|<£/4. Posons η(n, 8) =

S(n, 6/4)). Alors, on peut voir facilement que le nombre η(n, B) est le
nombre voulu.

F'(x) = f(x) presque partout dans 70 : Nous le donnerons dans une
forme plus generate dans le memoire prochain8).

En particulier, on peut etablir de Theoreme 4, de meme maniere
que Theoreme 3, le

Theoreme 5. Soit f(x) une fonction de finie sur un interυalle I0 pour
laquelle il existe une fonction d'intervalle F(I) fini -additive, telle que, pour
tout £n I 0, il y a une suite non-decroissante dy ensembles Mn (n = 1, 2, •••)
de total 70 et une suite non-decroissante d' ensembles fermes Fn (n = 1, 2, •••)
de presque total 70, qui satis font aux conditions suivantes

1) ^CMW.
2 ) f(x) est sommable sur tout Fn .

3 ) TίΛΛί.φO pour tout i, implique |Σ^(/, )- Σ (L) [ n f ( x ) d x \
t=ι ί = ι J*i I I Γn

<C^«> ^w^ #w^ 50ί'̂  ^ systeme compose des interval les I{ (i = 1, 2, ••• , /0)
contenus dans 70 ^/ n'empietant pas les uns sur les autres.
Alors y f(x) est totalisable au sens de Denjoy sur 70 et on a F(I)

= (D) \ f ( x ) d x pour tout 7C70.j /

§ 3. Totalisation d'une fonction de point dans Γespace de
plusieurs dimensions.

Comme on Γa vu dans § 2, pour une fonction f(x) integrable au
sens de Denjoy sur un intervalle 70 d'une dimension, il y a une suite
d'ensembles fermes Fn (n = 1, 2, •••) telle que les integrales 3»n de f(x)
au sens de Lebesgue sur Fn (n — 1, 2, •••) convergent avec n->°o vers
Γintegrale au sens de Denjoy de f(x) sur 70. Consequemment, si Γon
prend Γintegrale au sens de Lebesgue comme point de depart de la

8) S. Saks: ibid. p. 241.
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totalisation (Tune fonction, la suite $» pent etre consideree comme une

suite fondamentale, qui donne une sorte d'approximation par des inte-

grales au sens de Lebesgue pour la totalisation au sens de Denjoy.
A partir de cette notion nous definirons maintenant une totalisa-

tion d'une fonction definie sur un inter valle de Γespace de plusieurs

dimensions, qui sera Γextension de Γintegration au sens de Denjoy qui

jouira de toutes les proprietes fondamentales de comme Γintegration.

Nous allons definir tout d'abord certaines families d'ensembles

elementaires de points.
On dit qu'un systeme d'intervalles est elementaire, lorsqu'il est com-

pose d'un nombre fini d'intervalles /,.(/ = 1, 2, ••• ,ί0) de Γespace E*0

sans points commun deux a deux, et on le designe par S: {/,. (i = 1, 2, ••• ,
/0)}. S signifie quelquefois la somme des intervalles /,- (/ = 1, 2, ••• ,/0).

f'o
On ecrit simplement | S | pour designer X] 1 7f | . On appelle notamment

i=l

(*)-systέme elementaire un systeme elementaire S: {/,.(/ — 1, 2, ••• , /„)}

tel que proj. ^(/J = proj. y(I2) = ••• =proj. (L0). Un systeme elementaire

compose (π<)-systemes elementaires St: {(Il{ (/=.!, 2, , /0(/))} (/=!, 2, , /0)

s'appelle (**)-systeme elementaire, lorsque proj. y(Sl] [~\proj. y(Slf) = 0 pour
tout /φ/ x. ^o-i ^o-i

Un ensemble ou un systeme d'ensembles dans un sous-espace Rn de

Γespace En0 est appelle parfois Γensemble ou le systeme de n dimensions

(dans En0) respectivement.

Pour une fonction d'inter valle F(I) et un systeme elementaire
'°

S: [li (i = 1, 2, ••• , i0)} designons simplement par F ( S ) la somme X] F(/f ).
ί=l

DέFiNiTiON 1. Etant donnee dans un inter valle RQ de Γespace Eκ0

une fonction de point quelconque f ( p ) , nous dirons qu'elle est integrable

(®) dans ^?0, lorsqu'il existe une fonction d'intervalle F(I) fini-additive,

une suite non-decroissante d'ensembles fermes Mn (n — 1, 2, •••), de total

7?0

9), et une suite non-decroissante des ensembles fermes Fn (n = 1,2, •••),

de presque total 7?0, tels que Fn^Mn pour tout «, satisfaisant aux

conditions suivantes:

1) f ( P ) est sommable sur tout Fn.
2) A tout n et ^^>0, on peut faire correspondre un nombre

8(n, ^)^>0 tel que les conditions suivantes:

2.1) / |.y
n\MnΦθ pour tout w,

9) Nous voyons qu'il ne faut pas que Mn est ferme.
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2.2) μ*a(\JI,-Mj<S(n,ε),
i=l

2. 3) norm (/,.) <^ l/« pour tout i
entrainent

quel que soit le systeme elementaire d'intervalles 7f (/ = 1, 2, -•• , /0) con-
tenus dans 7?0. Nous dirons que, pour tout inter valle I^RQyF(I) est

integrate (®) de la fonction /(/>) sur /. Nous Γecrivons par (®) \ f ( p ) dp

ou (®) JJ ... J7/(*ι, — , #"o) <*(*ι, ••' > *»o) Afn (« = 1, 2, •••) s'appelle la

stt/fe caracteristique pour Γintegration (®) de f ( p ) et Fn(n = l,2, •••)
s'appelle la suite fondamentale pour Γintegrale (®) de f(p)w\

Or, nous voyons que dans la definition on peut choisir 8(n, θ) de
faςon que δ(w, θ) ^> S(n', 8) pour n'^>n. Par consequent, nous le sup-
poserons dans la suite. Desormais, on entendra par δ(«, 6) le nombre
qu'on a mentionne dans la Definition 1.

§4. Integrates multiples.

Dans ce §, nous montrerons que cette integrate (3)) peut etre
representee comme Γintegrale multiple des integrales au sens de Denjoy
dans Γespace d'une dimension.

Commenςons maintenant par trois lemmes qu'on utilisera dans la
demonstration. D'abord, nous allons definir a present certains termes.

Desormais, dans les demonstrations des lemmes suivants, soient f ( p )
une fonction integrable (®) dans Γintervalle R0 = [0,1; 0,1; •-• 0,1] de
Γespace £!Wo, Mn (n = 1, 2, •••) une suite caracteristique pour Γintegration
(®) de f ( p ) et Fn (n = 1, 2, •••) une suite fondamentale pour Γintegrale
(®) de f-(p).

Soit S^ (n = 1, 2, •••) une suite des nombres positifs tels que 8n' | 0.
Desormais, designons par Fniml (i = 1, 2, -••), sauf indication contraire,
une suite non-decroissante d'ensembles fermes jouissant de la propriete
(Ar,^ pour la suite Mn (n = 1, 2, •••) et la suite £„' (« = 1, 2, •••).

En outre, etant donne un point q de Γensernble Z = proj. y(R0)

— \Jproj. (Fnfm^y designons par Fni^mi^(q) (i = 1, 2, •••), sauf indication
i=l

contraire, une suite non-decroissante d'ensemble fermes jouissant de la
propriete (Aj pour la suite (Mn)

q (n = 1, 2, •••) et la suite <V (n = 1, 2, •••).

10) Shizu Enomoto: ibid. III.
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L'existence des suites Fnimi (i = 1, 2, •••) et Fni^mi^ (i = 1, 2, •••)
00

pent etre vue en vertu de Lemme 2 et Lemme 1, puisque \J Mn = R0 et

(Mn)
9 = (R0)

g respectivement.

Lemme 3. Pour une function f ( p ) ίntegrable (®) dans un intervalle
R0 de Γespace Eκ0, il y a une suite non-deer oissante des ensembles fermes
Bh (h — 1, 2, •••)> de total R0 et telle que:

A tout h et tout £^>0, on peut faίre correspondre un nombre p(h, £)^>0
tel que p(h, 8) ^>p(h'y 8) pour tout h<^hf et que les conditions suivantes:

1 ) il y a pour tout I un point qt de proj. y(Sl) [\proj. y(Bh) tel que

W'Λ//yΦθ Pour tout j = 1, 2, - , j0(/), ^ En°~l

2) \prqj. y(S)\<p(h9€)9
EnQ-ι

3 ) norm (proj. V(S7)) < l/h pour tout /,
EnQ-ι

entrainent

quel que soit le (**)-systeme elementarire S compose de (*)-systemes
elementaires S/ (/ = 1, 2, ••• , /0), ouy pour tout /, S/ ^/ compose d'intervalles
Itj (j = 1, 2, ••• ,yo(0) contenus dans R0.

Demonstration. Pour la brievete, nous allons demontrer le cas oύ
n0 = 2. Considerons la suite Fnimi (i = 1, 2, •••) deja mentionee pour
la suite £„' = min (1/w, ^(«, 6W/2W+4), S(«, £W/2W+5)) (w = 1, 2, •••), oύ Sn

(n = 1, 2, •••), est une suite telle que £„ | 0 et η(ny 8) est le nombre
positif tel que η(ny £T^>η(nf

y 8) pour n<Ίt' et que μ2(E)<^η(n, 8) entraine

|(L) UE,^-, /(Λ:, j) d(x, y) <^8. A tout h, nous allons faire correspondre
J JtL, I I ^w ^

^Xc«m*c/o tel que /(A) est le plus grand des nombres / oύ m£ <C A. De

meme, pour tout .y de Z — proj. y(R0)— \J (proj. y(Fnίmί)) considerons la

suite Fn^y^m^y^y) (i = 1, 2, •••) deja mentionee pour la suite £,/
(^—1, 2, •••)• A tout A, nous allons faire correspondre Fnχyt w c»)» «, c^, «cι/)(3;)
tel que i(y, h) est le plus grand des nombre / oύ mi(y)<h. Posons

Bh = F»xhW<ito+\JF»i<iy,hχv^>»i<iy,h*vM P°ur tout h. Evidemment, Bhyζz
(h = 1, 2, •••) est une suite non-decroisante des enssembles mesurables de
total RQ.

Posons p'(h, 8) = min (8(h, 8/32h), η(hy 8/l6h)) et d'abord montrerons
que pour la suite Bh (h — 1, 2, •••), p'(h, 6) est le nombre voulu pour h
et £>0.

Soit S un systeme satisfaisant aux conditions l)-3) pour Bh et /o^A, 6).
Considerons, d'abord, le cas oύ S possede de plus la propriete suivante:
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4 ) Soit yg le point de proj. y(Sί) f\proj. y(Bh) pris dans la condition
1) pour tout /. Soient #y le point d'extremite droite d'intervalle (Itj)

yι
et bj le point d'extremite gauche d'intervalle (Il)J+1)

yι. Alors, on a
[>,., bj]f\BhΦQ pour tout j = 1, 2, - ,/0(/)-l.

Considerons la f amille, s'il en existe, de tous les intervalles Itj tels
que norm (7/<7 )<^l/A et le designons simplement par R£ (w = l, 2, ••• , fwj.
On a J^AMAΦO pour tout w, puisqu'alors R£f\BhΦQ et Bhς^Mh.

Pour un intervalle 7/y tel que norm (1^) > I/A, s'il en existe, con-
siderons la suite des intervalles contigus a Γensemble forme des points
de (Bh)

yι f\ (Igj)yι et d'extremites de (7^-) ,̂ soit designee par Jljr

(r = 1, 2, •••), oύ, en outre, on peut supposer qu'on ait I ///r | > I ///r+ι |
(r = l, 2, .-). Soit r 0 (/,y)unindicetelque \J,Jr0«,»\ >l/2h et l//^/, y)+1|

Soit /^> (r = 0, 1, ••• , r0(/, j)) la suite des intervalles contigus
,

a Γensemble forme des points de W //,v et d'extremites de (Iij)y^ On
r0(/,/)

a evidemment \J /;yr = V7 /ov-
ί-=ι » =''ΌCϊ, J)+ι

Parmi /^v (/=!, 2, ••• , / 0 , y = l, 2, ••• ,;0(/), r = 0, 1, - , r 0 ( l , j ) ) y con-
siderons la famille, s'il en existe, de tous les intervalles /^> tels que
\J'ljr\<Λ/h, et a tel J'ljr, faisons correspondre Γintervalle proj. x(J'ljr)
xproj. y(St) de E 2. Designons par R% (m — 1, 2, ••• , m2) chacune de tels
intervalles. Alors, on a R£f\Mh^Q pour tout m, puisque J'l

Pour J'ljr tel que \J'ljr >l/h, s'il en existe, soit ]('ίn (s = 1, 2, ••• ,

SQ (O, ^)) une famille d'intervalles d'une dimension n'empietant pas les
uns sur les autres et dont la somme couvre ](jr et 1/2A< |//jr,|<[l/A.
Or, a tout /ίjr5, faisons correspondre Γintervalle proj. ,(//}„) xproj. y(Sι)
de £2 et les designons par JP^ (w = 1, 2, ••• , w3). Alors on a R£f\Mh^=Q
pour tout m. Pour cela, il suffit de montrer J"jrsf\(Bh)

yι=$=Q. Supposons

maintenant que JΪJrsf\(Bhγι = 0. Alors, J('jraζ\JJιJr, par suite il y a
;-=l

un //yr, tel que /,„>/!',„ et r'>r0(l,j). Par suite |/;^|<|/0vl<l/2A,
contrairement a |//J r,l>l/2A.

Pour la simplicite, posons {J?m (/w = l, 2, ••• , m0)} = {7?̂  (m — 1, 2, •-• ,
wij; R£ (m = 1, 2, -•• , m2); R% (m = 1, 2, ••• , ra3)}. On peut deduire aus-
sitόt de la construction de Rm (m = 1, 2, ••• , m0) qu'elle-meme se divise
en deux systemes elementaire. D'ailleurs, on a RmP\Mh=\=Q, norm

(£J<1/A pour tout m et 0 \Rm\<8(h, 6/32A), puisque |^^.,(S)|
τr.= l

< /o7(A, θ) < S(A, 6/16A) et |/>rς/. ,(J?)| = 1. En effect on a par defini-
W0 W0 Λ /»

tion |ΣWJ-Σ(£) L n p/(j:,j')ί/(Λ,^)|<(e/32A)x2 = e/16Λ. Par
«ι=l J J-" m I I /*Λϊn=l
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m0 w0

suite, on a | Σ F (Rm) I <C £/16A + £/16A = £/8A, puisque | Σ (L)
m=i m m=ι

< ̂ (A, £/16A).
Enfin,^ considerons //yr (/ = 1, 2, ... ,/ 0; / = 1, 2, ... ,/0(/); r = l, 2, ... ,

r0(lfj)). Ά /^>, faisons correspondre un intervalle Kljr, determine par
les quatre conditions suivantes: 1°) Kljr est contenu dans un intervalle
K' contigu a Γensemble forme des points de (Bh)

yι et d'extremites de
(Rjyι 9 2°) une extremite de Kljr est une des celles de ]ljr\ 3°) Γautre
extremite est le point caracteristique de K' \ 4°) KlJr^Jljr. Evidem-
ment, Kljr (I = 1, 2, ••• , /0; j = 1, 2, ... ,/0(/), r = 1, 2, ••• , rQ(l, j ) n'ont pas
de points communs deux a deux selon la propriete 4). Ά Jljry faisons
correspondre Γintervalle Qljr = proj. x(Jljr) xproj. ^(S/) de Γespace E2. De
meme, faisons correspondre a Kljr Γintervalle Q[jr = ̂ 0;'. x(Kljr)
xproj. ^(S/) de 2 dimension. Nous designons simplement Qljr, resp. Q[jr,

(n = 1, 2, ... , w0) de faςon que Qw

x ̂  Qw.
Pour tout nombre naturel k oύ 1 < fe < A, considerons la f amille

Qj£ (n = 1, 2, - « . , nQ(k))y s'il en existe, de tous les Qn' tels que Qn' ̂  /f/yr,,
oύ le point caracteristique appartient a M^,. Soit Qkn (n — 1, 2, ••• ,n0(k))
la f amille telle que Qkn^Qf

k pour tout w. On a alors Q^ AM Λ ΦO et— «M «M < » «
norm (Qj^ )<^ l/^< I/A pour tout n en vertu de la propriete (BJ pour

£„' (n = 1, 2, ..-). De plus on a //,( V7 Q^ -MΛ) < μ2(S) < /(A, 6)
n=ι n

< δ(A, θ/32A) < S(k9 6/32A). Puisque Q^ (« = 1, 2, — , «0(*)) se divise en
deux systemes elementaires, on a de la definition.

»ofa) »o(^) rr
I Σ ^(QίJ" Σ (L)\U nF,/(*,Jθrf(*,Jθl<(£/32A)x2= 6/16A.

w

D'ailleurs, d'apres ce qu'on a Σ | Q'k < p7(A, 6) < η(h, 6/16A) et A < A, il
«o(*) M=1 M

resulte Σ (i) Γf , f(x, y) d(*> y) |< */16A. On a done
jj

< £/16A 4- 6/16A = ^/8A pour tout 1 < k < A. Par suite, on a
Λ W0(^) Λ ΛQ(^)

IΣ Σ ^(Qί)l<^/8. De meme, on a Σ Σ ^(Gί -βOI<£/8. En

0

effet, I Σ Σ F(Q*B) I < 6/8 + e/8 = δ/4.
s=1 w=1 «o ft »»(*)

Consequemment, on a F(S)|< Σ^(^m)l + IΣ Σ

puisque S = \JRm+ \J \J Qkn.

En general, le cas oύ S soit un (#*)-systeme elementaire satis-

faisant aux conditions l)-3) et compose de (*)-systemes elementaires
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S/(/ = 1, 2, ••• , /0), oύ S, est compose d'intervalle Itj (j = 1, 2, ••• , j 0 ( l ) ) :

Soit Slyresp.S2, le (*#)-systeme elementaire compose des (*)-systemes

SΛ (/ = 1, 2, -. , /0), m/>. S/2 (/ = 1, 2, — , /0), oύ SΛ, m/>. S/2, est compose

des I i 9 2 j _ ι ( j = 1,2, -,2/-l</0(/)), resp.It,2j(j = 1, 2, - , 2; <yo(/))

Alors SΛ et S/2 jouissent de la propriete 4). Par suite /^(SJK^/^ et
l^(S2)|<C^/2 en vertu du resultat mentionne plus haut. On a done

\F(S)\<£.
Enfin, on peut voir facilement que, pour la suite non-decroissante

d'ensembles fermes Bh (h = 1, 2, •••), dont le total est R0, le nombre

p(h, 6) = p'(k, 6/8) est un des ceux qu'on a pour /? et £^>0. Par conse-

quent, il suffit de prendre Bh (h = l, 2, •••) comme la suite Bh (A = 1,2, •••)

de ce Lemme.

Lemme 4. Etant donnee une fonctίon f ( p ) integrable (®) dans un
intervalle R0 = [_a19 bλ; a2, b2; - #*0, #«0] de Γespace EnQ, il y a, pour une
suite 8i j 0 quelqonque, une suite non-decroissante d'ensembles fermes

-A, (ί = l, 2, •••) telle que \J(Aif = (RQ)9 pour tout point q de Γensemble

\Jproj. y(A) et une suite non-decroissante d'ensembles fermes Όi (/ = !, 2, •••),

de presque total 7?0, telle que Di^:Ai et f ( p ) est sommable sur tout Diy

de telles sortes qu'on puisse faire correspondre pour tout i un /e, ^>0 tel
que κi > κi+1 et les conditions suivantes:

1) norm (proj. y(Sl))<^tci pour tout /,

2 ) il y a un ensemble Y contenu dans proj. y(S)f\proj. y(Ai) tel que

prqj.y(Sι)f\Y^=Q pour tout /, μ^-^proj. y(S)— Y)<^/ciy pour tout I si

qzproj.y&^Y, on a (Iu)
qf\A^Q pour tout j = 1, 2, .•• ,j0(/),

entraίnent

quel que soit le (**)-systeme elementaire S compose de (*)-systemes elemen-
taίres S/ (/= 1, 2, ••• , /0), oύ S/ est compose d'intervalles 7/y ( = 1, 2, ••• ,
yo(/)) contenus dans R0.

Demonstration. Pour la brievete, nous allons demontrer le cas oύ
n0 = 2. Pour la suite 6f. (/ = 1, 2, •••) donnee d'avance, soit Fnimi_
(/ = !, 2, •••) la suite prise dans la demonstration de Lemme 3 pour la
suite 6/ = min(l/w,^(«,6n/2Λ + 4),8(w,6j2 l f + B))((« = l,2,...), oύ ^(», 6)
est le nombre positif tel que η(n, £}^>η(n'y S) pour n<^ri et que
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, 6) entraine | (L) EQ pj(x, y) d(x, y)\<€. Posons Λ = Fnm,

Di = Fnimif\Fmi pour tout ί, βt montrerons qu'elles sont les suites voulues.
Pour cela, il suffit de montrer Γexistence d'un nombre #,->() qui

jouit des proprietes voulu pour tout /, puisque les autres conditions
sont evidemment satisfaites.

Posons /c, = 1/2 min (1/m,, η(mi9 £,./?), S(mi9 £f /28), pK , £f /8)) oύ
p(n, £) est le nombre mentionne a Lemme 3. Designons par 3tw(//y)
ra*-reseau dans 7/y. Puisqu'alors I^f^Aj est ferme, il y a un ra0 = w0(ι),
oύ m0^>mi9 et il y a un systeme l?/y5 (5 = 1, 2, ••• 9 s 0 ( l , j ) ) , pouvant etre

vide, compose des mailles de 9fc»0(//y) tel que
1 ) #/y,Λ A ΦO pour tout 5 - 1, 2, •» , 50(/, ),

2) I? //ΛΛ = 0 pour toute autre maille R' de 3t«0(^y),

3) \J RijΛ^i = = 150(/,y)
4 ) yM W ^

ί=l Z=l

Soit j un point de Y [\proj. y(S?) tel qu'il y a une maille I? de

3tm0(//y) (J" = 1, 2, — ,/0(/)) pour laquelle (/?)J'ΛΛ = 0 Pour cela. con-
siderons la famille de toutes les mailles R de 5Rw0(^/y) (7 = 1> 2, ••• ,yo(0)
telles que (I?)3ΆΛ = 0, et la designons par i?/Λ(j;) (* = 1, 2, •- ,*0(/)).
Designons de plus par Llh(y) (h = 1, 2, ••• , A 0(/)) le systeme d'intervalles

Λo(0
qui n'ont deux a deux ancun point commun et tel que \J Llh(y)

*0(0 h=1

= \J Rίk(y). Posons lth(y) — (Llh(y))y pour tout h. On a evidemment
fc=l

lιh(y)f\Af = Q. Puisque lίh(y) est ferme, il y a un intervalle Kίh(y) de
2 dimensions pour tout lίh(y) (I — 1, 2, ••• , /0; A = 1, 2, ••• , A0(/)) tel que
(^/Λ(y))y = / / A(^),/ir / A(y)ΛΛ = Oetί^
3jV, oύ ?̂ est une maille de 3ΐw0(//y) telle que proj. (R) 3y. Posons

Λ0(^)
/ω= A (ί^y.^/iΓ^^))).

Λ=l

Soit y un point de Yf\proj. y(S°) tel qu'il n'y a aucune maille R de
5Rm0(//y) (j = 1, 2, ••• ,/0(0) Pour laquelle on a (R)y f^Γn^ = 0. Pour cela,

soit J'(y) un intervalle de /0 tel que proj. y(Si)^ proj. y(R)^(J/(y))° 3y,
oύ /? est une maille de 5Rm0(//y) telle que proj.y(R)3y.

Designons pour tout point y de densite de Γensemble Yf\proj. y(S*)
(I = 1, 2, ••• , /o) par {/λ(jv)} la famille tous les intervalles tels que

/'(JO^ΛOO, (A(y))° ^y et les deux extremites de /λ(;y) appartiennent a
Y. En faisant usage de (J\(y)} pour Γensemble Y, il y a, en vertu de
Theoreme de Vitali, Jλ^(yv) (v = 1, 2, ••• , 00), oύ ^G F, designant simple-
ment par J(yv) (v = 1, 2, ••• , t;0), possedant les proprietes suiyantes;
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»o
1) y/OO CMy. y (S°), |/001< l/m{,

2 ) Ά(Y- 0/(Λ))<*/,
ϋ=l

3) ./(jO A /"(JV) — 0 pour #=(= ί/,
4 ) les deux extremites de /(yv) appartiennent a F.

Designons par 7Z* Γintervalle proj. x(R0)xJ(yv) de 2 dimensions pour tout
0 = l,2, ,f; 0. Par 7* (j = 1, 2, ... ,/0(/)), pour tout ι; = 1, 2, - ,00,
designons la famille d'intervalles 7f*/~\7/y (y = 1, 2, ••• ,jQ(l)), oύ / le
nombre tel que ^07. ^(S/) ^J(yv). Soit // (M = 1, 2, ••• , w0) le systeme
des intervalles contenus dans proj. y(S), contigus a Γensemble forme des

points de \JJ(yv) et d'extremites de tous les intervalles proj. V(S/)
ϋ=l

(/ = 1, 2, ••• , /0). Designons par 7M** Γintervalle />rcj;. ^(/ϊo) x/w

7 de 2 dimen-
sions pour tout M = 1, 2, ••• , w0 et par 7M^* (y = 1, 2, ••• ,yo(w)), pour tout
w = 1, 2, ." , w0, la famille d'intervalles /if * A-'/y 0' — 1> 2, ••• ,yo(/)), oύ /
le nombre tel que ̂ rς/. Λ(S;) ̂  /M

7.

Designons par J?rs (5 = 1, 2, ••• , s0(v)), pour tout 0 = 1, 2, ••• ,00, la
famille de tous les intervalles de 2 dimensions I*[\Rtjs contenant des
points communs a Ai (j = 1, 2, ... ,yo(/); 5 — 1, 2, ••• , 50(/,;')), oύ / le
nombre tel que proj. ^(S/) ^>J(yv) Designons en outre par Kvz

(z = 1, 2, .. , 20(ι;)) la famille, pouvant etre vide, des intervalles de 2

dimensions contenus dans \J 1$, contigus a Γensemble forme des points

de \J Rvs et des cotes paralleles a Γaxe y de tous les intervalles

1°) Pour Kvz (v = 1, 2, ••• , #0; ^ = 1, 2, ••• , £0(0)): Divisons le systeme
7ί̂  (^ = 1, 2, ••• , z0(v)) en les deux systemes KVJ 2z_^ (z = 1, 2, ... , 22—1
< £0(0)), ^», 22 C'2' = 1, 2, ••• , 2z < ^0(^)) Simplement, designons-les re-
spectivement par K\2 (z = 1, 2, ... , ̂ (0)), /fj, (^ = 1, 2, ••• , *2(0)) pour
tout v = 1, 2, ... , 00. Designons par /J, Γintervalle d'une dimension,
determine par les quatre conditions suivantes: 1*) J\z est contenu dans
un intervalle ]" contigu a Γensemble forme des points de (F^m^ et
d'extremites d'intervalle (R0)

yv; 2*) une extremite de J\x est une des celles
de Klz\ 3*) Γautre extremite est le point caracteristique de Γintervalle //r;
4*) /ί,^ (Kiy*. Posons Hlz = Jlz xproj. y(Kl

Ό2) pour tout v, z. Designons
par Hl

vk (z = 1, 2, •••, 2̂ 1;, &)) la suite de tous les intervalles Hl

vz tels que
le point caracteristique de ]\z appartient a Mkl(ni^k^mi). Alors,
H\k (v = 1, 2, •" , v0; z = 1, 2, ••• , 2^0, ^)) est le systeme d'intervalles
n'empietant pas les uns sur les autres et tel que:

1) HI.
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0 ι ,

2) Ά(\J \J #^-M,)<Σ Σ \Hl>e\<€,i<8(k,etl2™), pui-
u=ι g=ι * . τ>=ι z=ι *

sque Γ ensemble (En^Y jouit de la propriete (J^) pour (MH)y (n = 1, 2, •••)
et pour £„' (w = 1, 2, •••)-

3 ) norm (Hlk) < max ( |/;ΛJ , ^07. ,(/iΓJJ | )< max (£/, 1w,) <
Par suite on a puisque & < mi

IΣ "ί (F(Hlk)-(L) ί f i
«=ι β=ι z JjHvk I I

En ontre, on a
»

Σ

<e,/2*+». Par suite, |Σ Σ
t>0 2l(t>) =ι *='

meme, |Σ Σ F(H}k -Klk )
f=l , = 1 ^ * Vf> ^(p

<26,-/7. De meme, on a |Σ Σ

|< £*/2*+4- puisque
βo Zl(»(*)

II en resulte Σ Σ ^(^i*,)l
m, "=ι *=ι

< W7<«, /7. De)!< Σ «*/2^
*=»«

On a done
»0 «,(»)

|Σ Σ

En effet,

IΣ Σ F(Jf r,)K(2e i./7)x2=4e i/7. D'autre part, on a |Σ Σ

) d(x, y)\ = 0, puisque /ς,ΛΛ = 0 et Af ̂  A-

2°) Designons simplement par Rs (s — 1, 2, ••• , s0) la famille de
toutes les mailles Rvs (v = 1, 2, ••• , #0; 5 — 1, 2, ••• , s0(0)). II est un
systeme compose des intervalles n'impietant pas les uns sur les autrjβs,
possedant les proprietes suivantes:

1) Rsf\Mmi=£Q, puisque R^A^O et Mm^A^ pour tout
5 = 1, 2, — , 50.

SQ S0 /o .7o(0 ^0 ^0

2 ) Ά(\J Rs-Mmi)<μ,( \J RS-A{)< Σ Σ

3 ) worm (J?5) <^ l/m z , puisque m t <^ w0

Par suite, en vertu de la definition, on a

D'autre part,

Σ

En outre, on a
pp

\\RS n (^m.- A) /(
J J ί

puisque
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i-A)) =

On a done Σ (F(tf,)-(Z.) /(ΛΓ, j) </(*, j)) |< 2fi,/7.

3°) Pour /*/ (M = l, 2, — , «„; y == 1, 2, ••• ,./'„(«)): fividemment, on a

(/*/)< *, <l/m, . On a Λ(\J '\J proj. „(!*,*)} <μι(proj. y(S)

} ,(S)- Y) + (proj.y(S)f\Y)} -

- Γ) + Γ} - W/(Λ)]<Λ(/>™/ ,(S)- F) + Λ( r-//(jg) < «,. + *, = 2/c,.

p(mi,eiIΊ). Puisque /f/ΛA ΦO, on a 7*/A^-/Φθ. Done,
puisque Fwf m t <C 5mz- en vertu de la construction de la suite d 'ensembles

MO ΌO)
fermes B{ (i = 1, 2, •••) prise dans le Lemme 3. On a done |2 2 ^"(4*) I

•»/ -i Λ/Λ w=l ί=lMo JQ\U) re J

<6,./7. D'autre part, on a |Σ Σ (i) Un n f(*,y)d(x,y )|<«, /7,
/o /<,(/)

puisque \J \J |/**|
z=ι J=ι

4°) Selon l°)-3°), |F(S)-(L)

Remarque (1). On deduit aussitόt des constructions des suites AiyD{

(i = 1, 2, •••) que pour tout £,., pris dans Lemme 4, il y a un indice

n(i) tel que 0 <«(/)<[ »(/') pour tout ί<^ίv et on a A,cί) S Aιco^^ >
oύ Γon pose Z?nCO = 0 pour «(/) — 0.

Lemme 5. Soient An(n — l,2, «••) une suite non-deer dssante d* ensembles
dont le total est un interυalle 70 d'une dimension et Dn (n = 1, 2, «») une
suite non-deer oissante des ensembles mesurables de presque total 70 et tels
que 7),C A. Si une fonction f ( x ) , definie sur 70 et sommable sur tout
Dny ne jouit pas de la propriete suivante:

(*) II y a lim (L) \TΓ}D f(x)dx pour tout 7C70 et de plus, quel que
n->°° J •*• I I *-^τι

soit la suite Sn | 0, pour tout n il y a un m(n) > n tel que la condition

W ) ΦO (t = 1, 2, ... , /0) entraine

ίπ ίo

^w^ 5^Y le systeme elementaire It(t = ί, , t Q ) 9 on designe par

F(I) le nombre lim (L) ( _ _ _ f(x)dx.
n +oo J-ll } Dn

Alors, il y a un nombre h0^>0 et une suite partielle Amj (j = 1, 2, • « « ) de

Am (m = 1, 2, ."), jouissant de la propriete telle que pour tout mj il y ay
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quel que soit η ^>0, un systeme elementaire It = It(j, η) (t = 1, 2, ••• , t0

= /0(;, η)) tel que:
1 ) les deux extremites d'interυalle It sont les points rationnels pour

tout t.
2) Itf\AmjΦQ pour tout t.

to Γ

3) il y a un m/ tel que m/>wy et | Σ ( L ) \ / f ( x ) d x \
._ ί=l J\Lfm ~~Lfm.)\ I la

Demonstration, i) Le cas oύ il y a un intervalle / tel qu'il n'y a

pas lim (L) \,0 π f ( x ) d x . Dans le cas il y a un nombre h0^>G et un
W->oo J * I I *Λl

m0 tels que Zλw0/°\/Φθ et pour tout m>w 0 il y a un m' = m'(m) tel

que m r >m et |(L) J(D^ ̂ ^^ n //W ̂  = α0 >Λ0. Puisque /(ΛΓ) est

sommable sur Dm, , il y a pour tout £^>0 tel que £<^min (η, aQ— h0),

un nombre π(Sym
f) tel que />&(£) <^ π(£y m'} entraine | ( L ) \ n Γ.τ.f(x)dx\

J Dmt i ) £

i.i) Pour le cas oύ μ^(Dmf\I)<^μ(ε, m') pour un m certain tel que
m > w0 : Soit 7t un intervalle, possedant les extremites rationnelles, tel
que Λ ^ / et ^(^-/X τr(θ, m'). On a I1Γ\Am^Q, puisque

On a de plus

et

i. ii) Pour le cas oύ μ1(Dfnf\I) > τr(£, m7) pour un certain w tel
que m > m0 : En vertu du Theoreme de Vitali il y a des intervalles
Jt (t = 1, 2, ••• , ί0 — 1), qui n'ont deux a deux aucun point commun,
possedant les extremites appartenant a Dm et tels qu'on ait Jt^I pour

tout ί, ^(WΛ-^mXMfi, W) et K(Dm-\JJtXn(S,wif). Soient

// (/ = 1, 2, ••• , ί0) les intervalles contigus a Γensemble forme des points
ίo-i

de V7/ί et d'extremites de /. Pour ces intervalles // il y a d'autres
t = l

intervalles /^ (t = 1, 2, ••• , f0), qui n'ont deux a deux aucun point com-
mun, possedant les extremites rationnelles et tels que It ̂  // pour tout

^0t et Σ/MΛ-J/X^, m/) On a alors ^A^ΦO pour tout ί. De

plus 'on a
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sequemment, en posant mj = m0+j et m/ = (fn0+j)' pour tout j = 1, 2, ••• ,
on peut voir le resultat voulu par i. i) et i. ii).

ii) Le cas oύ il y a Km (L) \τr^ _ f(x)dx pour tout /C/0: Dans le
w->oo J / I I MΪ

cas oύ il y a un nombre A0^>0 et un m0 tels que pour tout mϊ>m0 il
y a un systeme elementaire It (t = 1, 2, ••• , £0), dependant de m, tel que

/iΛA-ΦO pour tout t et IΣ^-ΣO') ί, n D f(x)dx\>h0. Par
t=ι t = i J «ί I I -Άn

suite, puisque F(/,) = lim (L) \τ 0 /(#) rfjt, pour tout m >m0 il y a un
w->oo jit ( \ Lfn j

m' = w'(w) tel qu'on ait m' > m et | Σ (L) [ /(jr) rfjc | >/z0 .ί = l J ^jL/m7 ~" um) I I -ίί

On en peut conclure le resultat voulu en raisonnant de la meme maniere
que i).

Theoreme 6. Soit f(xly x2ί ••• , ΛΓ«O) une function integrable (®) sur un
intervalle RQ = \_al, bλ a2, b2; ~ # *0, &/0] ίfe Γespace En0. Alors, elle jouit
des proprietes suivantes:

1) P0WX /0w£ n (n = 1, 2, ••• , w0), /# fonction f(x19 x2, ••• , #»0) c0w-
sideree comme fonction de xn dans Γintervalle [an, b^\ est integrable au
sens de Denjoy sur \_an, bn~] pour presque toutes les valeurs de (x19 ••• 9

V V ••• T*. \ rlf> I''ί'VJ'f'£>'yiJ/7//0 Y/Ί /) . . . * / 7 /) * / 7 /) * . . . / 7 Λ*. Π•*«-!> -^w+iίί > *wo/ uκ l iniurvuiiu [_alf uly , an_19 un_19 an+l, un+19 un0, ^w0J

2)

j & W j L p^W2 ^HnQ

J/7M J dn jCLrn a" * Γβj V ****£ '*WQ

oώ nlt n2, •- ,n*0 une suite arbitraire compose des nombres 1, 2, ••• , w0.
3) Powr ίow^ w (w = 1, 2, ••• , n0)9 il y a une suite des ensembles

fermes D{ (i = 1, 2, •••), dependante de ny non-deeroissante, de presque total
R0 et telle qu'elle jouit de

(D) ( V(*ι> — , x»*) d(xn) = lim (L) ( g f ( χ l 9 — , x*9) d(xn),

pour presque toutes les valeurs de q = (x19 ••• , χn_19 xn+1, ... , χnQ) de Vinter-
valle IX, h; ••• #„_!, 6n_!; «n+1, δn+1; ••• tf*0, έn0].

Demonstration. Simplement, nous nous bornons au cas de
^o — [0,1 0,1]. Commenςons d'abord par la demonstration de 1). Soit

Sn (n = 1, 2, •••) une suite telle que £„ j 0 et Σ ^-^C00- Soient Af

(i=l, 2, •••) et A (i=l, 2, •••) les deux suites d'ensembles et κf (/—I, 2, •••)
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la suite de nombres naturels, mentionnes a Lemme 4 pour la fonction
f(Xj y) et la suite £w j 0. II y a alors un sous-ensemble Z0 de />f0y. ./Iζ,)*
de mesure nulle et tel que pour tout y de proj. y(R0)—ZQJ A\ (i = 1, 2, •••)
soit la suite non-decroissante des ensembles fermes de total (RQ)y, que
D\ (i = 1, 2, •••) soit la suite non-decroissante d'ensembles fermes de
presque total R\ et satisfaissant a D\ C -A? et que /(#, 3;) soit sommable
comme fonction de x sur D\ pour tout /. Par suite, vu le Theoreme 5,
il suffit de montrer que pour presque tous les points y de proj. y(RQ)—Z0,
la fonction f(x, y)y comme fonction de xy jouit de la propriete (*) de
Lemme 5 pour les deux suites Av

t, Ώ\ (i = 1, 2, •••)• Designons par F*
Γensemble de tous les points y de proj. y(R0) — Z0, ne jouissant pas de la
propriete (*). En supposant que la mesure exterieure de Y* soit posi-
tive, nous allons tirer la contradiction.

Pour tout j y G y*, de Lemme 5, il y a un nombre h0(y) et une suite
partielle Av

i<y^ (j = 1, 2, •••) de A\ (ί = 1, 2, •••) jouissant de la propriete
telle que pour tout ij(y) il y a, quel que soit η^>Q, un systeme elemen-
taire It = It(y, j, η) (t = 1, 2, ••• , ί0 = ^0(j, y, 97)) d'une dimension tel que:

1 ) les deux extremites de It sont les points rationnels pour tout t.
2 ) /^A /ϊoφO pour tout t.

3) il y a un i/(y) tel que i/(y)>ii(y) et

n /*

4 )

Soit Λ0 un nombre positif tel que la mesure exterieure de Γensemble
de tous les points y de y*, oύ h0(y)>h0, est egale a 2&0Q>0).

^<-?r-0> ^Ί<^0

 et Σ
O i=i0

En effet, pour tout jye y**, il y a deux nombres naturels i'(y), i(y),

Soient i0,ilyi2 les indices tels que

oύ if(y) un systeme elementaire It(y) (t = 1, 2, ••
d'une dimension, jouissant des proprietes suivantes:

a ) les deux extremites de It(y) sont les points rationnels pour
tout t.

β ) It(y)ί\AiwΦQ pour tout t.

δ )

Supposons qu'il y a un sous-ensemble Y' de

exterieure > &0 et que pour tout y de Y' on a

tel que la mesure
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au lieu de 7), puisqu'il en est de meme du cas contraire.
Soit, pour tout nombre naturel i, Y{ Γensemble de tous les points y

de proj. y(R0)—Z0 tels qu'il y a deux nombres naturels i'(y),i(y), oύ
/ >ί'(,y) ^>i(y) >z2, et un systeme elementaire It(y) (t = 1, 2, ... , t0(y))
d'une dimension, jouissant des proprietes a)y β), 7'), δ). Alors, on peut
voir aussitόt que Yf est mesurable (^). Par suite, il y a un indice /*

tel que f*ι(Yi*)^>%ίk0, puisqu'alors 0 ^ilΞ? Y' Posons simplement que

L'ensemble de toutes les combinaisons C: (S1, /', ί), oύ S1 est un
systeme elementaire d'une dimension dans proj. X(R0) possedant les
extremites rationnelles et i', i sont deux nombres naturels tels que /* > i'
> * > 4> est denombrable. Done, nous le designons simplement par
Cs: (SΛ9 ιv(5), i(s)), S]: (Jst (t = 1, 2,... , t0(s)} (s = 1, 2, .-). Pour tout C5,
designons par Ys' Γensemble de tous les points de Y0 jouissant des
proprietes suivantes:

β*) ( Λ / x W ) A Λ c 5 ) Φ θ pour tout ί = l,2,...,ί0(5),

Alors, y/ est mesurable (^J. Posons Ys = YS' — \JY/, oύ y5 peut etre
t = l

00

vide. On a evidemment yo=\jy s. Par suite, il y a un s0 tel que

En vertu du Theoreme de Vitali, il y a, pour tout 5 tel que s<s0

et y^ΦO, un systeme elementaire K] (j — 1, 2, - jQ(s)) dans proj.y(Rϋ)
Jo(s)

tel que #5/^^4=0 pour tout , norm(K'])<^κi pour tout y, ufl(Ys—'\JK'j)
k j^ j=l

<C o^- et Mι( W K]— ^sX^l/So) πiin (δ, «,-*), oύ δ un nombre positif tel

que jj,2(E)<^8 entraine \(L)\\+f(x,y)d(x,y)\<^€i1/2. Mais, pour

tout 5 <C s0 tel que y5 = 0, considerons le systeme vide. En outre, K]
(s = 1, 2, .. , s0; j = 1, 2,... ,yo(5)) n'ont deux a deux aucun point
commun.

Posons 7 y = /^x/f j . Alors S: {/*, (5 = 1, 2, ... , 50; ί = 1, 2,... ,
t0(s); j = 1, 2, ... ,yo(5)} est (**)-systeme elementaire dans J? compose
de (*)-systemes elementaires S.sj: {Is

tJ (t = 1, 2, ... , t0(s)} (s = 1, 2, ••• , s0;
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j = 1, 2, •-• J0(s)). Pour tout s, SSJ (j = l, 2, ••• ,j\(s)) jouit des proprietes
sui vantes :

1 ) norm (proj. y(Ssj)) = norm (K]) < *,. .

2 ) Posons y/ = ίrς/. ,( \J^S9j)f\Y9, alors on a:

2. 1 ) y/ C ίrς;. /\j S,,) Aί™/ y(Aiw)9 selon

2.2) proj.y(S9i)f\Y9'3rQ pour tout j, puisque
./o(s) Jo(s) 1

2. 3 ) μι(proj. y( \J S,y)- y/) = K( W ̂ - y/) < j- min (δ, ^).

2.4) Pour touty de S5,A^Λ on a (7;̂  AΛ w^ίΛ/x W ) AΛw
ΦO pour tout ί = 1, 2, — , /0(5).

y0(5) ι
On a, selon 2. 3), ^( V7 (proj. y( \J Ssj)- Y,')) < -i- min (δ, /cf*) x <>0

iC*)=ί ^=1 50

= min (δ, KJ*) < min (δ, tct) </c , oύ W se designe la somme par rapport
«C*)=ί

a ^ tels que 1(5) = / et 5 < 50 .
Consequemment, en vertu du Lemme 4, on a

I Σ ̂  (^(S,y)-(L) (
CC*)=« j=ι JJ^

D'oύ on a

I Σ Σ

Sjl lA/tC

, , Π A c . ' ? posons

On a done

F(S)- Σ'Σ (L)

Par suite, |*!(S)|<ft0 + IΣ^Σ (L) [L n n /(*,
5 = 1 J = l JJOsjl \L/iζ8 )

simplement Vs = \J Jst et Ws = \J K5. On a alors | Σ Σ

'2 = £/ lβ Pour le voir,

il suffit de nous rappeler δ*) et le Theoreme de Fubini, et ce
sύ

qu'on a *Σjt*>ι(Ws—Ys')<^δ et ί(s)</*. Enfin, nons sommes amenes a
S=l

Γinegalite importante: \F(S)\<^βiQ^ 6i1<^h0k0/S.
D'autre part, de meme que le cas de i(s), on peut tirer, pour i'(z),

)-Σ/Σ (L)\\s9Jni>tf«/(x'y)d(x'y)\<8iQ' Par suite> on a | jF(S)l
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Ϊ*Λ

> <*-> **' » **• »-*•• D'ailleurs'

Σ

ί J( v. x r.onn c., Λ* y) d(x' y)l~Φ, (L) J Jc v. c ir. -
Car> on a έ^y.-yf^x^,

So 5o S0 /o(s) A h

par suite Σ «,( F/) = Σ Wl( y.)-Σ ^( ̂ - W -^5) > #*i-4 = 7 On
s-i s-i , ί-i j=ι Δ 4

a, deplus, pour tout yϊ Ys> (s = 1, 2, ... ;,0), (L) S(Dί/w_Aw) n ̂ ^

/(ΛΓ, j) dx^>h0. En effet, en vertu du Theoreme de Fubini, on a

^(L>JJ(v.χr.on(ivw-Ac.ϊ)
/ί*^)ίί(Jf J')>*A/4 D>aprέs δ#)' on a

JJ( v.x y.o n AC./(* J) d(x'y) ' < θίl/2 Enfin' on a ! I <L)

2 puisque ΣM^-F/Xδ et

i'(s)<i*. Consequemment, |F(S)|>-^-°-(θ, 0 + £, 1)>^-^° = ̂  ,
j ι * •* O O

contrairement a | F(S ) |< ̂  .
O

En effet, pour tout point jy de proj.y(R0) n'appartenant pas a TF0,

oύ PF0 est un ensemble de mesure (uj nulle, il y a lim(L)(r.y f(x, y)dx,
ί-»oo Jl̂ ί

/(jr, j) est integrable au sens de Den joy comme fonction de x dans

proj. X(R0) et (D) [ f(x, y) dx = lim (L) (_„/(*, j^) dx.
\ °̂° *Uί

Passons maintenant a la demonstration de 2). On pose

^ pour tout -^
0 pour tout ye W0,

f(y) = \(D)\Dίf(x,y)dx pour tout yeproj. y(R0)- W0,

[ 0 pour tout ye W0,

Puisqu'alors f(y)=\imfi(y) et f ( y ) , f{(y) (ι=l, 2, •••) sont mesurables (^),
i->oo

il y a, en vertu du Theoreme dΈgoroff, une suite M/ (i = 0, 1, 2, -••)
d'ensembles, de total proj. y(RQ], jouissant des proprietes: MQ est Γen-
semble de mesure ^ nulle, M/ est ferme pour tout / = 1, 2, ••• ,
M +i^Λf/ Pour tout / = 1, 2, ••• et la convergence de {fi(y)} vers f ( y )
dans M/ est uniforme pour tout / = 1, 2, ••• .
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Soit Bi (i = 1, 2, •••) une suite (Γensembles mentionnee a Lemme 3
00

pour la fonction f ( x y y). Posons X0 = proj. y(R0) — \J proj. y(Di).

M, - {(proj. y(Bt) A X«)\Jproj. y(Df)} f\ {M0'\JM/}, N, = proj. y(Dt) f\ M/
pour tout / = !, 2, ••-.-. On peut voir aussitόt que Ml (i = 1, 2, •••) est

la suite non-decoissante d'ensembles telle que \J M{ = proj. y(R0) et que

N. (i = 1, 2, •••) est la suite non-decroissante d'ensembles fermes telle que
00

Mi^2.Niy μ,l(proj.y(R0)—\JNi) = 0. On voit de plus que /( y) est som-

mable sur tout W, . Car, puisque la convergence de {//jy)} vers f ( y )
dans Λ^f (CM/) est uniforme, il y a pour tout £> 0 u n j 0 — yo(<S) tel
que |/(Λ-A(^)I<^ Pour tout y^Ni9 de sorte que \f(y) <|/y0(ΛI+δ

pour tout y£N{. De plus, puisque /y0(,y) est integrable sur Λ^t , il en
est de meme de f ( y ) .

Consequemment, il suίfit de montrer 2) de la definition 1. Pour un
indice i et £>0, il y a ί0 = f'0(ί, fi) tel que ιβ>ί, 6. 0<6/5 et |/(j>)-Λ>(:v)l

pour tout yeMf—M^. Soit 97(1", £) un nombre positif tel que

6) entraine |(L) JJEnA/^ Λrf(^Λ!<«/5. Soit ^(i, 6)

un nombre positif tel que β£E)<^ ή*(iy 8) entraine \(L)\ Nf(y)dy\

< 6/5. Posons V(i, 6) = min K, p(ι, 6/5), η(ίQy 6), ^(ί, 6)), oύ ' p(i, 6/5)
le nombre mentionne a Lemme 3. Soit It (t = 1, 2, ••• , /0) un systeme

^0elementaire dans proj. (R0) tel que Itf\M^Q pour tout ί, &i(\JIt— Mt)
to ί = 1 /o

<δ/(ί> 6) et norm(Itχi/ί pour tout ί. Montrons que IΣ^ί/ί)— Σ(L)

oύ G(I) = F(I*),I* = proj.x(RjxL Designons par

/^ (ί = 1, 2, ••• , ίj tous les intervalles It tels que Itf\proj. ^(D^ΦO parmi
des It (t = 1, 2, ••• , t0) et par I2t (t = 1, 2, ••• , ί2) tous les autres inter-
valles. ^ ^

1°) Pour 72, (ί - 1, 2, - , f2): ^( \J I2t) - ̂ ( \J I2t - Mt) < V(i, 6)
c=ι t-=ι

= p(i> f/5). Posons 72̂  = proj. x(R0)xI2t (t = 1, 2, ••• , £2). On a alors
I2tf\proj. y(Bf)^0 et norm(I2t)<^l/i. Par suite de Lemme 3 on a

|ΣF(/2*)|<6/5. II en resulte IΣ (L) ί /(j;)^|<6/5, puisque
f=l ^ t = l ^ J J2t I I -ίVi ^

M,( W /„) < δ'(/, 6) < ^(i, θ). En effet, | g G(/2ί)- Σ (L) J/j( R N/(y) (dy) |

< (6/5) x2 = 26/5.

2°) Pour /„<*=!, 2,-..,^):

-Σ (L)\Iιtfio(y)dy i + i Σ (L)5/ w_ΛΛ(Λ^ I + I Σ
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-/".( y)) dy\. On a I Σ G(/lt) - Σ (L) ( f^y) dy \ = \ Σ F(Ift) - Σ (L)
t=ι ί=ι J-Ίf £=ι t=ι

L* Π A /(*»JO rf(*>:V) l< 6<o < £/5, puisque Λ A/^ .yU' o J Φ O pour tout
•Mlt ' o ^ ^ -̂  ^

ί, MOW* (/1()<« Ό Pour tout t et ^(\JIlt- \J(IίtΓ\proj. „&:))<

«)<«-„. On a
t=ι J-Ίc I 1 -tVi ^ "»

\f(y) -My) l< δ/5 pour tout j € N ,. . Enfin, on a | Σ (L) \ , v fr(y) dy |
ί! ... ' = 1 J A t - Λ f ί

= IΣ (L) J J(/tt-wo* n A/(^' Λ rf(*. Λ K θ/5. oύ da-tyy* = P™i *(Ro)
x (Ilt - Nf), puisque Wl( 0 A* - AT,) = ^( \j /„- M,) < δ'(ί , fi) < ̂ (ι, £).

t=l ^ C=l ^

Consequemment, il en resulte que 1 Σ G(Ilt) — Σ (L) ( . _. _ _ /( j) ύ?y I
c=ι ; t-i J Ίc I I -ίVί

<^(θ/5)x3. έvidemment 1°) et 2°) nous donnons le resultat voulu.
Quant a la propriete 3) de ce theoreme on peut la voir dans la

demonstration de 1).
Remarque (2). Pour traiter la cas oύ «0>2, il suffit de poser

M, - {(proj. y(B) A X0) \Jproj. y(Dn^)} f\ W \J M/} , Λ^, -

pour tout ί = 1, 2, ••• dans la demonstration de 2) du Theoreme 6 (voir
p. 101), oύ n(i) est un indice tel que 0<w(/)<w(/0 pour tout i<^f v et
qu'on a Z)MCO C A,α> ̂  A (pour w(ί) = 0, on pose £>ΛCO = AMCO = 0)n).

(Reςu le 25 Mars, 1955)

11) Voir Remarque (1).




