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A n a l y s i s  o f  P e r i o d i c  a n d  Q u a s i - P e r i o d i c  O r b i t s  i n  t h e  

R e s t r i c t e d  T h r e e - B o d y  P r o b l e m  

(制限 3 体問題における周期および準周期軌道の解析 )  
 

 I n  t h i s  s t u d y ,  p e r i o d i c  a n d  q u a s i - p e r i o d i c  o r b i t s  i n  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e -

b o d y  p r o b l e m  w e r e   e x a m i n e d ,  p r i m a r i l y  f o c u s i n g  o n  h a l o  o r b i t s  a n d  D R O s  

( D i s t a n t  R e t r o g r a d e  O r b i t s )  w h i c h  a r e  o f  s i g n i f i c a n t  i n t e r e s t  f o r  s c i e n t i f i c  

m i s s i o n s .  A d d i t i o n a l l y ,  t h e  r e s e a r c h  e v a l u a t e d  t h e  s t a b i l i t y  o f  s p a c e c r a f t  i n  

t h e  v i c i n i t y  o f  a  s e c o n d a r y  c e l e s t i a l  b o d y ,  l i k e  n a t u r a l  s a t e l l i t e s ,  w h i c h  

o f f e r s  c o n s i d e r a b l e  a d v a n t a g e s  f o r  e x p l o r a t i o n  a n d  o b s e r v a t i o n  m i s s i o n s . 
 C h a p t e r  1  o u t l i n e d  w h y  h u m a n s  v e n t u r e  i n t o  s p a c e  a n d  d e t a i l e d  t h e  m o s t  r e c e n t  

m i s s i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e s e  e n d e a v o r s .  A f t e r w a r d ,  i t  g a v e  a  b r i e f  o v e r v i e w  

o f  p r e v i o u s  r e s e a r c h  a n d  d i s c o v e r i e s  c o n c e r n i n g  p e r i o d i c  a n d  q u a s i - p e r i o d i c  

o r b i t s  i n  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  p r o b l e m .  T h i s  s e c t i o n  u l t i m a t e l y  a i m e d  t o  

c l a r i f y  t h e  o b j e c t i v e  o f  t h e  p r e s e n t  s t u d y .  
 C h a p t e r  2  i n t r o d u c e d  t h e  d y n a m i c s  o f  s p a c e c r a f t  w i t h i n  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e -

b o d y  p r o b l e m ,  p r o v i d i n g  t h e  f o u n d a t i o n  f o r  t h e  a n a l y s i s  i n  t h i s  p a p e r . 
 I n  C h a p t e r  3 ,  t h e  s t u d y  p r o p o s e d  a  m e t h o d  t o  p r e c i s e l y  a p p r o x i m a t e  t h e  

p o s i t i o n ,  v e l o c i t y ,  a n d  p e r i o d  o f  t h e  h a l o  o r b i t  w i t h i n  t h e  e l l i p t i c a l l y  

r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  p r o b l e m .  S t a r t i n g  w i t h  a  l i n e a r  a n a l y s i s  o f  t h e  c i r c u l a r  

r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  p r o b l e m  ( C R 3 B P ) ,  a  l i n e a r  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  n e a r  t h e  

c o l i n e a r  e q u i l i b r i u m  p o i n t  w a s  d e r i v e d .  T h e  n o n l i n e a r  e l e m e n t s  a n d  e c c e n t r i c i t y  

o f  t h e  d y n a m i c s  w e r e  r e g a r d e d  a s  d i s t u r b a n c e s .  U s i n g  t h e  m e t h o d  o f  c o n s t a n t  

v a r i a t i o n ,  t h e  p e r t u r b a t i o n  e q u a t i o n  w a s  f o r m u l a t e d  a n d  s u b s e q u e n t l y  e x p a n d e d .  

T h e  e n s u i n g  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n ,  t e s t e d  a g a i n s t  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n ,  s h o w e d  

g o o d  a g r e e m e n t ,  t h u s  v a l i d a t i n g  i t s  e f f e c t i v e n e s s .  T h e  p e r i o d  o f  t h e  e l l i p t i c a l  

h a l o  o r b i t  w a s  e x p r e s s e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  p r i m a r y  b o d i e s '  m a s s  r a t i o ,  

e c c e n t r i c i t y ,  a n d  s p a c e c r a f t ' s  o u t - o f - p l a n e  a m p l i t u d e .  
 C h a p t e r  4  e x a m i n e d  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  Q u a s i - S a t e l l i t e  O r b i t  ( Q S O )  i n  t h e  

e l l i p t i c a l l y  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  p r o b l e m .  T h e  s t u d y  i n i t i a l l y  a n a l y z e d  t h e  

s t a b l e  r e g i o n  i n  p a r a m e t e r  s p a c e  n u m e r i c a l l y ,  l e a d i n g  t o  a  c l a s s i f i c a t i o n  o f  

t h e  u n s t a b l e  r e g i o n  i n t o  t h r e e  p a r t s .  T h e  g o a l  w a s  t o  e l u c i d a t e  t h e  m e c h a n i s m  

o f  i n s t a b i l i t y  w i t h i n  t h e s e  r e g i o n s ,  a c h i e v e d  b y  t r a n s f o r m i n g  t h e  T H 3 B P  

( T s c h a u n e r - H e m p e l  t h r e e - b o d y  p r o b l e m )  i n t o  o s c u l a t i n g  e l e m e n t s .  V a r i o u s  

a p p r o x i m a t i o n s  w e r e  a p p l i e d  t o  s h o w  h o w  t h e  u n s t a b l e  r e g i o n  c h a n g e s ,  u l t i m a t e l y  

p r o v i d i n g  i n s i g h t s  i n t o  t h e  m e c h a n i s m  o f  i n s t a b i l i t y  i n  t h e  o r i g i n a l  d y n a m i c s . 
 C h a p t e r  5  e v a l u a t e d  t h e  p e r i o d - m u l t i p l y i n g  b i f u r c a t i o n  o f  t h e  D i s t a n t  

R e t r o g r a d e  O r b i t  ( D R O )  i n  t h e  H i l l  t h r e e - b o d y  p r o b l e m .  S i m p l e  p l a n a r  D R O s  w e r e  

a p p r o x i m a t e d  a s  e l l i p t i c a l  m o t i o n  u s i n g  F o u r i e r  e x p a n s i o n .  T h e  m o t i o n  a r o u n d  

t h e  a p p r o x i m a t e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  D R O  w a s  s e g r e g a t e d  i n t o  i n - p l a n e  a n d  

o u t - o f - p l a n e  m o t i o n s .  B y  a p p r o x i m a t i n g  t h e  m o n o d r o m y  m a t r i x  f o r  e a c h  m o t i o n ,  

t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  p e r i o d - m u l t i p l y i n g  b i f u r c a t i o n  w e r e  a n a l y z e d .  T h i s  

a n a l y s i s  r e v e a l e d  t h e  l i n k  b e t w e e n  t h e  d i r e c t i o n  o f  b i f u r c a t i o n  a n d  t h e  r a t e  o f  

p e r i o d  c h a n g e .  T h e  r e s u l t s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  m o n o d r o m y  

m a t r i x  c o u l d  b e  a c c u r a t e l y  a p p r o x i m a t e d ,  t h e r e b y  e n a b l i n g  t h e  g e n e r a t i o n  o f  

v a r i o u s  f a m i l i e s  o f  p e r i o d i c  o r b i t s  t h a t  b i f u r c a t e  f r o m  t h e  b a s e  D R O  f a m i l y . 
 C h a p t e r  6  o f f e r e d  a  s u m m a r y  o f  t h e  f i n d i n g s  a n d  d i s c u s s e d  f u t u r e  d i r e c t i o n s  

f o r  t h e  f i e l d . 
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論文審査の結果の要旨 

 

本論文は、制限 3体問題における周期軌道と準周期軌道を解析したものである。周期軌道に関しては、科学的なミッ

ションで注目されているハロー軌道や DRO（Distant Retrograde Orbit）に焦点をあてている。また、準周期軌道につ

いては、観測／探査ミッションに役立つ自然衛星などの第 2天体近傍での QSO（Quasi Satellite Orbit）の安定性を

解析している。 

 第 1 章では、人類が宇宙を目指す理由とそれらに紐付いた直近で計画されているミッションについて述べる。そし

て、制限 3 体問題における周期・準周期軌道の解析に関する先行研究・知見を整理し、本論文の目的を明確にしてい

る。 

 第 2章では、制限 3体問題における宇宙機のダイナミクスを示す。これらの方程式は、本論文の解析の基礎となる。

 第 3章では、楕円制限 3 体問題におけるハロー軌道の位置、速度、周期を精度良く近似する方法が示されている。楕

円ハロー軌道の近似は下記の手順で行われる。まず、円制限 3体問題の直線平衡点近傍の線形解析解を導出する。ダイ

ナミクスの非線形項および離心率を摂動とみなして定数変化法により摂動方程式を導く。そして、摂動展開を施し 2次

項までの逐次近似を行っている。得られた解析解は数値解と精度良く一致しており、その妥当性が示されている。ま

た、楕円ハロー軌道の周期は主天体の質量比、離心率および宇宙機の面外振幅の関数として表現されるため、系が定ま

れば存在可能な共鳴比のハロー軌道を予測することが可能になる。 

 第 4 章では、楕円制限 3 体問題における QSO の安定性を解析する。離心率が十分に小さいという条件のもとで、宇

宙機の初期面内振幅と面外振幅を 2つのパラメータとして、軌道の安定性解析が行われる。まず、数値的にパラメータ

空間における安定領域を計算し、不安定な領域を 3つの領域に分類する。つぎに、各領域がどのようなメカニズムで不

安定になっているのかを解明するために、Tschauner-Hempel 方程式を接触軌道要素の方程式へと変換する。そして、

線形化、面内角速度と面外角速度の共通化、平均化等の近似を順番に施す過程で不安定領域が変化することを示し、も

とのダイナミクスの不安定領域のメカニズムを解析している。 

 第 5章では、Hill3 体問題における DRO の周期 M 倍分岐を解析する。単純な平面 DRO は Fourier 展開により楕円運動

として正確に近似でき、DRO の近似解析解まわりの運動を記述する線形化方程式は、面内運動と面外運動に分離するこ

とができる。各運動におけるモノドロミー行列を近似することにより、周期 M 倍分岐の特性を解析する。また、分岐の

方向と周期の変化率の関係性についても言及している。これらの結果から、モノドロミー行列の固有値を精度良く近似

でき、DRO族から分岐する様々な周期軌道族を生成できることを示す。 

 第 6章では、本研究の成果をまとめ、今後の展望を述べている。 

 以上のように、本論文は制限３体問題における周期軌道および準周期軌道を解析し、幅広い系で適用可能な軌道に関

する近似解析解と、安定性や分岐に関する多くの知見を得ている。本論文の成果は、複雑な非線形ダイナミクスにおけ

る周期軌道および準周期軌道に関する有用な解析手法を提供しており、軌道選択の自由度の拡大や軌道間遷移の効率

化に寄与することで今後の様々な宇宙探査ミッションにおける軌道設計にも貢献するものである。よって本論文は博

士論文として価値あるものと認める。 
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