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研究 ノー ト

ラ ン ダム タイ リン グの エ ン トロ ピー

教 養 部 川村 光(豊 中5233)

まず次 の よ うなパ ズル の問題 を考 えて いた だ きた い。 今 、平面 を正3角 形 と正:方形 で隙 間無 く覆 い尽

くす とす る。 正3角 形 、 あ るい は正方 形 ば か りを使 って覆 えば 良 く知 られ た3角 格子 、正 方格 子 が得 ら

れるが、 この2つ を適 当 な割 合 で混ぜ ると一 般 には非常 に ラソダムな タイル張 ワ模様 が得 られ る(図1)。

問題 とい うのは この よ うな タイル張 りの可能 な仕 方 は全部 で どの くらいあ るだ ろ うか とい うことであ る。

無 限 に広 い平面 の場 合 は もちろ ん無限 に あ るので あ るが、 い ま タイル張 りで出来 る頂 点(ヴ ァー テ ック

ス)の 総 数 をNと した と きヴ ァー テ ックス当 りの エ ソ トロピー ε。。=1imIn曜1>は い くらだ ろ うか と言
聾 →qo

い直 す こ ともで きる。 さ らに最 も高 いエ ソ トロピー を持 つ よ うな状 態 、 言 い替 えれば 最 もラ ンダム な状

態 で は正3角 形 と正方 形 の数 の比 は一 体 い くらに な るで あ ろ うか?

今 か ら10年 ほ ど前 、筆者 はあ る事情 か らこのパ ズル に頭 を ひね って いた。 とい うのは 図1の よ うな ラ

ソダム な タイル張 りはそ の ヴァーテ ックス位置 に原 子 が あ ると思 えば最近 接 原子 までの ボ ソ ドの長 さが

全 て等 しい とい う意 味で近 距離 秩 序 を持 ち また並進 対称 性 が無 い とい う意味 で は長 距離 秩 序 を持 た ない

ので ア モル フ ァスな い しは液体 の簡単 な構 造 モ デル にな るので は ない か と考 え たた めで あ る。色 々 ひ っ

くり返 した挙 げ 句 この タイル 張 りの 問題 が規 則 格子 上 の多 体 の ボ ソ ド希釈(bonddilution)の 問 題 に

帰着 され る こ とを見 つけ、 結 晶統計 の手 法 と して よ く知 られた伝 送行 列法 を使 って タイ リソグの幅 方 向

のボ ソ ドの数 がL個 で ある様 なL× 。。の半 無限 系 の問題 を ゐ=6ま で コソ ピュー ター を使 って厳密 に解

いた。 た だ し当時 コ ンピ ュー ター の メモ リー容

量 が あ ま り大 き くな か った ので 五=7以 上 の大

きさの系 は扱 えず 、残 念 な が らゐ→ 。。へ の外挿

はあ ま り精 度 良 くは 出来 な か った 。

こ こまで は個 々の3角 と4角 の出現 確率 は等

しい 、即 ち可 能 な タイ リソ グの パ ター ソは全 て

同 じ重 み で実現 す る と暗黙 に仮 定 して きたが 、

3角 と4角 に異 な っ・た統計 的重 み(Boltzmann

weight)を 与 え た モ デ ル を考 え る こ と も可 能

であ る。物 理 的 には これ は圧 力や 温度 の よ うな

パ ラ メー ター を変 え るこ とに対応 す る。 この重

みを パ ラ メー ター と して変化 させ て どの よ うな

状態 が実現 され るか を調 べて み た と ころ、大変

面 白い こと にあ る臨界 的 な値 の所 で ほぼ3角 格

子 に近 い結 晶的状 態 か ら3角 と4角 が ゴチ ャ ゴ

図13角 と4角 に よる平 面 の ラ ソ ダムな タ

イル張 りの例 。

一1一



チ ャに混 ざった図1の よ うな ラ ソ ダム な状態 へ と不連 続 に転移 す るこ とが判 った。 当時 筆者 は これ を結

晶相 と液相 の間 の融 解(melting)と 解 釈 し論文 を1つ 書 いて これ らの結 果 を発表 した。1>

ラ ソダム タイ リング状 態 を液体 もし くは アモ ル フ ァスと解 釈 して論文 を書 いた訳 で あ るが(そ うで も

しな い と物 理 の論 文 に はな らない で あろ うが)、 実 は当時 か ら1つ 気 に なって い た こ とがあ った 。 図1

を眺 めて いた だけ れば す ぐ判 るので あ るが1つ の ヴ ァー テ ックスか らお隣 の ヴァーテ ックスへ の ボ ソ ド

の取 り得 る向 きが全 く任 意 で はな く30。の整 数 倍 に量子 化 され てい るので あ る。液 体 や アモ ル フ ァス状

態 には 明 らか にそ の よ うな規 則 性 は無 いか ら、液 体や アモル フ ァスのモ デル と して考 え る とこれ は少 々

困 った ことで あ った。少 な くと も当時 筆 者 はそ う思 った ので この 点 につ いて は論 文 の 中で あ えて触 れ る

ことを避 けた!た だ色 々考 え ては みた わけ で、特 に図1の よ うな ラ ソダム タイ リソグ状 態 か らどの よ う

な回折 パ ター ソが得 られ るか に興 味 を持 った。 これ を計算 す るには ヴァーテ ヅクス位置 の相 関 関数 を計

算:する必要 が あ るが これは エ ソ トロピー等 よ り、も難 し く残 念 なが ら計 算 で きなか った。 そ れ で も多分12

回対称 の 回折 パ ター ソが現 れ るで あろ うと予 測 し、計 算 で きない な ら トラソスペ ア レソシー の上 にで も

ランダ ム タイ リソ グの パ ター ソを描 き レー ザー光 を当て て直接 回折 パ ター ソを見 る`実 験"を してやれ

ばい いの では ない か と考 えた りも した。 た だ し結 局実 際 には や らな か った。 今思 い出 す とお か しいの は

全 く並進 対称 性 の無 い モデ ル を扱 い、結 晶学 の定理 か らは許 され な いは ずの12回 対 称 の回折 パ ター ソを

予 想 しな が ら何 の 不思議 の念 も起 こ さなか うた点 で、 猫 に小判 だ ったの かあ るい は勉強 不 足 のた め積年

の結晶 学 の呪縛 か ら自由で あ った のか。 も う賢 明な読 者 の皆様 には お察 しの こと と思 うが実 は図1の ラ

ソ ダ ム タ イ リ ソ グは12回 対 称 の 正 真 正 銘 の 準 結 晶(quasicrystal)な の で あ る!筆 者 の論 文 は

Sechtmanら の アル ミニ ウムーマ ソガ ソ合 金 に おけ る10回 対称 の準 結 晶 の実 験的 発 見 の有 名 な1984年 の

論 文2)の前 年 で あ り、論 文 を書 いて い る ときは ま さかそ ん な こ とに な ろ うとは知 る由 もな か った ので あ

るが。

Sechtmanら の仕事 が出 た後 の学 会 の大 騒 ぎは記 憶 に新 しい。 当然 の こと なが ら我 が3角4角 タイ リ

ソグ もこの所謂"準 結 晶羽 とい うやつ であ ろ うと当時 の筆者 も考 えたの で あ るが、 あ ま りこの線 を追 求

す る ことは しな か った。1つ には 当初 に実験 的 に見 つ か った準結 晶が12回 対 称 で はな く10回 対称 の もの

で あ った こと、 さ らにそ の当時 は(そ して おそ ら く今 も)準 結 晶 の理 論 的 モデル と して は所謂 ペ ソロー

ズタイ ル張 りが熱 狂的 に持 て は や されて お り3)ラソ ダム タイ リソ グの出 る幕 な ど とて もな さそ うであ っ

た こと に よる。 ペ ソロー ス タイル張 りは所謂 周期 性 を持 つ決 定論 的 な タイ ル張 りで ラソ ダム タイ リソ グ

とは異 な りそ の エ ソ トロ ピー は0で あ る。 いず れ にせ よ、 はや りの問題 を手 掛 け るのを あ ま り好 まない

とい う個 人的 性格 もあ って この後筆 者 は全 く別 の テー マに のめ りこんで 行 き準結 晶 の話題 は きれ い さ っ

ぱ りと忘 れて い た。

とそ んな あ る 日図書 室で 何気 な く雑誌 を め くって い た筆者 の 目に1つ の論 文 が飛 び込 んで きた 。4)それ

は"ア モル ファス"のNi-Crに 関 す る実験 的 論文 で そ の中 に は12回 対称 の きれ い な回折 パ ター ソ と電顕

写 真 が載 って いた 。電 顕写 真 自体 は何 が何 や ら良 く判 らな か った がその 下 に付 け られた ス ケ ッチには3

角 と4角 の ラ ソダ ムな タイ リング模 様 がは っき りと描 かれ て いた。 あ あや っぱ りと思 うと同時 に 、軽 い

シ ョッ クのた め雑 誌 を手 に した まま しば ら くそ の場 に立 ち尽 くして いた よ うな気 がす る。 これは まぎれ

もな く12回 対称 の ラ ソダム タイ リソグで ない か、 お前 は こん な所 に潜 んで いた のか!筆 者 に とっては こ
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'

れ は ち ょ っと した個 人的体 験 で あ った が、学 界 のmainstreamの 方 は この 時点 で もペ ソ ロー ズ タイ ル張

り一 色 で あっ た。 しか し実 は実験 事 実 のみ に着 目す る限 りラ ソダ ム タイ リソ グモデル を否定 す る根拠 は

当時 か ら何 も無 かった ので あ る。 実際 かな り早 い時 期 にElserは 既 に準結 晶に対応 す るシ ャー プな ブ ラ ッ

グ点 は ラ ソダム ネ スがあ っ』て も存在 で き るこ とを理論 的 に示 して いた5)(こ れは あ る意味 で は大 変驚 く

べ き ことであ る)。 と もあれ 一時 シ ョッ クの 後筆 者 は また別 の 問題 へ と戻 って行 き、 また しば しの 時 が

流 れ た。

ところで この話 には まだ先 が あ る。 ペ ソ ロー ズタイル張 り一 色 で あ った学界 にあ って最 近 にな って ラ

ン ダム タイ リソグモ デル が勃 興 して きた ので あ る。6の即 ち準 結 晶 の構 造 は 準周 期 的 な ペ ソ ロー ス タイ ル

張 りで与 え られ るよ うな もので はな くラ ソダム タイ リソ グこそ が正 しい構 造 モ デルで あ る とす る立 場 で

あ る。 しか も自然界 に おけ る準結 晶 は ラ ソ ダム タ.イリングに伴 うエ ソ トロピー の効果 で結 晶 に比 して 真

に安定 な相 と して存 在す る、即 ち ラ ソダ ムネ ス特 にそれ に伴 うエ ソ トロ ピー こそが準 結 晶状態 を安 定 化

す る本 質的 要 因で あ るとす る立場 で あ る。 これ は今 まで 準結 晶 の標 準 理論 た る観 を呈 してい た ペ ンロー

ズ タイル張 りに基 づ く立場 とは 明 らか1に全 く異 な った理論 であ り、 しか も準結 晶状 態 に対 応す る回折 の

ブ ラ ヅグ強 度 が温度 の減 少 と共 に減 少す る とい う最近 の驚 くべ き実験 結果 等 に よ り次 第 に実験 的支 持 を

得 つ つあ るよ うで あ る。8)

さて こ うな って くると筆者 のoldfavoriteも 俄 然新 しい意 味 を帯 び て くる。 ラソ ダム タイ リソ グに伴

うエ ソ トロピーや結 晶相 との間 での 安定 性 ・相 転移 とい った以前 扱 った 問題 が実 は準 結 晶状態 の根 幹 に

関わ る問 題で あ った とい う ことに な るわ けで あ るか ら。 そ うい う事 情 で最 近 久 しぶ りに(10年 ぶ りに)

3角4角 の タイ リソグの問題 を再 解析 して みた。9)やった ことは以 前 と同 じで あ るが幸 い この10年 間 で 大

形計 算機 の メモ リー能 力 が大 幅 に向上 した ため 乙=9迄 の大 きさの系 が扱 える よ うにな った。 そ の程度

な ら以前 とあ ま り大 した違 いは ない では な いか と思 われ る か も しれ ない が、実 は この 位 の大 き さ迄 来 る

と有 限 サ イズ効果 が システ ィマ テ ィ ックに扱 え るた め 五→ ・。への外 挿 が かな り正確 に行 え るとい う大 き

な利 点 が あ る。(ち な み に ゐ=9の 計 算 に必 要 な伝 送 行列 の サ イ ズは183696×183696で あ る。)図2に

五→ 。。の 極限 で無 根系 の エ ソ トロ ピーS。。に共 に一 致 す るこ とが分 か って い る2種 類 の量 のサ イ ズ依 存

性 を示 した。 この解 析 か ら無 限 系 の エ ソ トロ ピー と してS..=0.119±0.001を 得 た。 また 同様 の解 析 か

ら最 も ラソ ダムな状態 で の4角 と3角 の数 の比

7。。と して7。。=0.433±0.001を 得 た。 後者 の量

につ いて はLeUIlgら が高 次 元 空 間 か らの 射影

とい うア クロバテ ィ ックな手法 に基 づ き厳 密 に

7..=畜/4=0.433012… で 昏まない か と議 論 して

い るが 、1。)この値 と非 常 に 良 く一 致 す る。 また

前者 の量 につい ては厳 密 な値 は知 られて い ない

が最 近Oxborrowら がモ ンテカ ル ロ シ ミュ レー

シ ョソに よ りS。。=0.116±0.006を 得 て お り11)

筆者 の得 た値 との一致 は満 足す べ きもので あ る。

とい うわけ で この稿 の最初 で提 示 したパ ズルの

O.35

0.3

O.25.

S

O2

0。15

△S
し

oso
し

o.1
00・050」 。・15。 ・211L。 ・25

図2L× 。。の 半 無 限 系 に対 す る2種 類 の エ

ン トロ ピ ー 。 図 中 の 曲 線 は5くL〈9

で の2次 曲 線 で の フ ィ ヅ ト。
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問 題 につ いて は一応 これで解 決 で あろ う。 ただ し、 準結 晶 の構造 モデ ル と して ラ ソダム タイ リソグは本

当 に正 しいの か?ま た も しそ うで あれ ば結 晶相 に対 して準結 晶相 が熱的 に安 定 化 され る条件 は何 か?と

い った 物理 的 に真 に重要 な問題 は まだ これ か らで あ り、そ の際3角4角 の ラ ンダム タイ リソグモ デルが

一 役果 た す場 面 もあ るか も しれ な い
。

話 は大体 これで お しま いで あ るが、最 後 に筆 者 の昔 の論文 につ いて触 れ るこ とをお許 し頂 きた い。.今

見 てみ ると この仕事 は"実 質 的 に"準 結 晶 の エ ソ トロ ピー や結 晶相 と比 して のそ の熱的 安定 性 の問題 を

理 論的 に扱 った最初 の仕 事 で あ った ξ思 う。 また筆 者 が この論文 で導 入 した伝送 行 列法 は その後 の ラソ

ダ ムタイ リソ グモ デル の理論 的解 析 に しば しば用 い られた。 しか しな が ら大 変残 念 な ことにそ の よ うな

論 文 の中 で さえ筆者 の仕 事 が 引用 され る こ とは 希 で あ る。 筆 者 の論 文 がSechtmann以 前 で あ り準 結 晶

と言 う言葉 や問 題意 識 が あ らわ に 出て い ない こ とが最:大の原 因 で あ ろ うが 、 まあ ち ょっ と悔 しい気 がす

る こと もあ る。 しか し科 学 の歴史 と言 うの は大 小 のそ の手 の話 で満 ち てい るので あ ろ う。 それ で もこの

筆 者 の01dfavoriteは 幾多 の貴 重 な教 え を もた ら して くれ た。10年 前3角 と4角 の オモ チ ャを い じ く り

回 して い た青二 才 は確実 に10年 分 年 を取 り、そ してそ の過程 で 自然 の持 つ奥 深 さの一端 を少 しだけ垣 間

見 るこ とが出来 た。 今 で も街 の アー ケ ー ドや ホテ ルの ロビー等 で時 に3角 と4角 の タイル張 り模 様 に出

くわす と、筆者 の胸 に は一瞬 怪 し く トキ メ ク もの が走 るので あ る。
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