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第1章 序論

1.1 本研究の背景

発電プラントや輸送機器の稼働時に排出される二酸化炭素 (CO2)を削減するため，

炭素含有量の少ない天然ガスや炭素を含まない水素を燃料とする内燃機関の研究開

発が進められている．内燃機関内部では燃焼反応が発生するため，燃料と空気の混

合状態をコントロールするノズルやバーナーの設計が重要である．

燃焼時に排出される有害物質である煤や窒素酸化物 (NOx)を抑制するには、図

1.1に示すような予混合燃焼[1]が有効である．燃料と空気の混合を促進するため，燃

焼室より上流側で縦渦や旋回流を発生させる機構が設けられる[2], [3]が、この機構に

よって発生する流れが予混合燃焼を不安定化させる可能性があるため，反応領域前

の流れ場と燃料と空気の混合状態を正確に予測し設計する必要がある．

予混合燃焼では，空気や燃料と逆方向に火炎が伝播する逆火現象が発生し，燃焼

器を破損する可能性がある．逆火の形態の一つに，境界層逆火[5]∼[7]が挙げられる．

境界層逆火は，図 1.2のように壁面近傍の低速域または剥離領域において火炎が流

れと逆行する現象である．

上記の技術的な課題の解決のためには，燃料と空気の完全な混合により均一な予

Fig. 1.1: Schematic of flow around a bluff body[1].
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Fig. 1.2: Mechanism of boundary layer flashback of confined turbulent flame[7].

Fig. 1.3: Rapid mixing process in a co-axial jet[8].

混合気を生成することが大前提となる．その方法のひとつとして，図 1.3のような

同軸噴流による急速混合方式[8]が提案されている．この方式は，壁面から離れた領

域での乱流による混合促進を利用しており，技術開発のためには燃料と空気の同軸

噴流の挙動の把握が不可欠となる．

同軸噴流による燃料と空気の乱流混合現象を解明するために実験を繰り返し行う

ことはコストや危険性が高い．一方，数値流体力学 (Computational Fluid Dynamics,

CFD)を用いた解析は，コストが低く抑えられ，流れ場の詳細な情報を取得できる．

二気体同軸噴流による急速混合方式における現象解明と設計応用に CFDを適用す

るには，噴流 (燃料)と周囲流 (空気)がノズル出口で接してから乱流遷移に至るまで

の物質濃度分布を精度よく再現できる数値計算法および乱流解析法を確立すること

が不可欠である．

本研究で扱う同軸噴流では，噴流 (燃料)と周囲流 (空気)の間で，流速および物質

濃度に差がある．ここで，空気の組成は安定しているため単成分流体とみなし，気
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体燃料は単一成分とする．ノズル出口直後では，流速と濃度の分布が急勾配になる

薄い層が噴流の外縁に形成される．この層は，ノズル出口から直ちに運動量輸送お

よび物質の分子拡散が始まるため，徐々に厚くなる．しかし，高速同軸噴流の混合

は，この層での分子拡散よりも，剪断層の不安定 (コア部の円筒形状の崩壊)に続く

乱流遷移が支配的である．一方，分子拡散が混合に寄与するのは，主として乱流遷

移後，微細な渦の中で濃度が均一になる段階である．

本研究の対象においては，後に第 5.1.1項，第 5.2.1項で示す通り，分子拡散が及

ぶ層の厚みの増加率は小さく，剪断層に不安定が発生する領域に到達する段階では

非常に薄い．本研究では，急速な混合が生じる乱流領域の解析に照準を当てて数値

計算の格子を設定するため，分子拡散が及ぶスケールは計算格子の幅よりも狭い．

そのような背景から，燃料と空気の流速や濃度分布に急勾配がある層に対して，数

値計算の観点では不連続面として扱う必要があることを強調するため，以下では分

子拡散面と表記する．

燃料と空気の同軸噴流による急速混合方式の研究開発においては，上述の分子拡

散面に加えて，高マッハ数の場合には衝撃波の発生を考慮する必要がある．数値計

算では，これらはともに不連続面の扱いを要する．一般に，数値計算で不連続分布

のある場を扱う場合，その近傍では非物理的な数値振動を生じさせない措置を講じ，

それ以外では高精度を維持し，全体的には不連続をシャープに捕獲するスキームが

採用される．二成分の圧縮流れにおいて，分子拡散面と衝撃波の混在する場合には，

それぞれの急勾配を捕獲するとともに，その措置の影響が急勾配をもたない物理量

に及ばないような計算手法が必要である．また，乱流遷移後は，非定常計算法であ

る Large-Eddy Simulation (LES)を適用し，計算格子スケールより細かい Sub-Grid

Scale (SGS)変動に対して，運動量と濃度のそれぞれに乱流モデルを加える．以上の

ことから，本研究の目的に適合する二成分圧縮性流れに対する急勾配捕獲法と乱流

計算法を新規に開発する必要がある．

1.2 従来研究の概要

ノズル出口から流れの不安定性によって揺らぎが発生する位置まで分子拡散面の

厚みはほとんど発達せず，計算格子幅より狭い分子拡散面をはさんで物理量の分布
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を連続的に解像することはできない．そのため，分子拡散面をはさんで物理量の急

勾配が発生し，これが原因で数値シミュレーションを破綻させることがある．その

ため，この急勾配を連続的に評価する計算手法が提案されている[10]∼[12]．計算手法

に起因する数値粘性と呼ばれる離散化誤差によって，急勾配の分布を安定的に評価

することができる[10]∼[12]．

しかし，数値粘性は速度場と物質濃度のいずれかだけに急勾配がある場合，その

物理量だけに適切にはたらかせるため，反応を伴わない高マッハ数の気体燃料と空

気の同軸噴流場のシミュレーションにおいては，計算結果として得られた速度分布

や混合状態が実験結果を再現できない問題[13], [14]がある．数値粘性が計算領域全体

に加わることで，流れの不安定性やスケールの小さい渦が減衰するため，定性的に

実験結果と異なる速度分布や混合状態になる例が報告されている．

本研究にあたって，密度や比熱の急勾配を安定的に計算できるスキームについて

調査する．また，急勾配でない領域の数値粘性はシミュレーション結果の信頼性を

低下させると考え，数値粘性が付加される範囲をできるだけ抑えた計算手法につい

ても調査する．

1.2.1 気体燃料と空気の二成分気体を扱う計算手法

気体燃料と空気の二成分の流れ場の支配方程式は，質量保存則，運動量保存則，

全エネルギー保存則に加え，流体の種別それぞれの質量分率あるいは比熱比の輸送

方程式から構成される[10]∼[12]．

計算格子幅より狭い分子拡散面をはさんで発生する密度や比熱の急勾配は数値振

動を引き起こし計算を不安定化させる．また，数値振動が発生すると気体燃料と空

気の拡散面が乱れるため，混合過程を正しく再現できない．数値振動を発生させる

ことなく，安定的に密度や比熱比の急勾配を捕獲する計算手法の研究が進められて

きた[16]∼[18], [10]．

1.2.2 二成分流体に対する急勾配捕獲スキーム

圧縮性単成分流れにおいて急勾配を捕獲するスキーム[16]∼[18]を二成分圧縮性の流

れ場にそのまま適用した場合，計算格子幅より狭い分子拡散面の密度分布の急勾配
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は安定的に評価できるが，圧力分布や速度分布は数値振動が発生する課題があった．

この課題に対し，Abgrall[10]は，急勾配捕獲スキームに起因する数値粘性によって分

子拡散面の両側で圧力が一定に保たれないことが数値振動の要因であることを示し

た．急勾配捕獲スキームによって数値粘性が含まれた密度を用いて，状態方程式に

より圧力を評価するため，分子拡散面の両側で圧力の誤差を発生させる．そこで，

Abgrallはこれを克服するQuasi-Conservative法を提案した．Quasi-Conservative法

は，離散化した方程式に対し質量分率あるいは比熱比の輸送方程式の移流項に対し

て密度を含めない非保存形で評価し，その他の輸送方程式の移流項は保存形で評価

する方法である．密度を含めない非保存形の輸送方程式を用いて得られた質量分率

あるいは比熱比を用いることで数値粘性の影響がなくなり，分子拡散面の両側の圧

力を一定に保つことができる．

AbgrallがQuasi-Conservative法を提案して以降は，より空間離散化精度の高い二

成分流体の急勾配捕獲スキームが提案されてきた[19], [20]．さらに，Quasi-Conservative

法の欠点である化学種が離散的に保存されない問題を克服するため，Johnsen &

Ham[21]は分子拡散面の両側における数値振動の抑制と化学種の保存を両立するOver-

Estimated Quasi-Conservative方程式を提案した．本来化学成分の変数は 1つで十

分であるところ質量分率と比熱比の 2つ，化学種の輸送方程式も 2つ使用するため

Over-Estimatedと呼ぶ．比熱比は圧力の状態方程式を評価するときのみ用いられる．

Johnsen & Hamは，この方程式系にWeighted Essentially Non-Oscillatory(WENO)

スキーム[22]を適用することで高次精度急勾配捕獲スキームを構築した．

Nonomura & Fujii[23]はOver-Estimated Quasi-Conservative方程式系において特

性波による固有方程式を導き，計算コストの低い高次精度急勾配捕獲スキームである

差分法WENOやWeighted Compact Nonlinear Scheme(WCNS)に拡張し，格子幅

以下の分子拡散面捕獲と離散的な化学成分の保存性を両立する計算手法を提案した．

1.2.3 二成分流体に対する圧縮性流れの低数値散逸スキーム

単成分圧縮性流体に対して開発された低数値散逸スキームは，物理量の勾配が大

きい領域では数値粘性が働き，勾配が小さな領域では数値粘性のない中心差分で評

価する手法である．低数値散逸スキームを構築するには，急勾配を検知するセンサー
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を用いて急勾配捕獲スキームと数値散逸のない中心差分スキームをカップリングさ

せる．高マッハ数の単成分圧縮性流れでは密度・圧力・速度・エネルギーの分布が

急勾配となる衝撃波が発生し，衝撃波の発生位置を検知するセンサーが提案されて

いる[24]∼[26], [28], [29]．計算コストも低く検知能力に優れた代表的な衝撃波センサーと

してDucrosセンサー[26]があり，急勾配捕獲スキームと中心差分の混合スキームが

提案されている．

一方で，二成分流体における低数値散逸スキームはまだ確立されていないものの，

いくつかの研究例が報告されている．Movahed & Johnsen[30]はDucrosセンサーが

化学種の急勾配を検知できないことを指摘し，これを検知する新たなセンサーを考

案した．Movahed & Johnsenの低数値散逸スキームは密度の急勾配を検知した場

合，化学種が単一の領域では単成分流体用の急勾配捕獲スキーム，混合流体領域で

は計算格子幅以下の分子拡散面用の急勾配捕獲スキームに切り替わる．急勾配捕獲

スキームを単成分流体領域と混合流体領域で切り替える理由は，分子拡散面捕獲用

の急勾配捕獲スキームでは単成分流体領域の急勾配を精度よく評価できないためで

ある．急勾配でない領域では中心差分へ切り替わるが，手順が複雑であるため計算

コストも高い．Wong & Lele[31]はTotal Variation(全変動)量と分布の滑らかさを検

知するセンサーを用いて低散逸WCNS法を構築した．Wong & Leleはスキームのロ

バスト性を向上させるために，Harten-Lax-van Leer Contact (HLLC)[32], [33]と数値

散逸がより強いHarten-Lax-van Leer (HLL)[34]の 2種類のリーマン解法を適用した．

それぞれのリーマン解法はDucrosセンサーによって切り替えるのだが，Movahed &

Johnsenが指摘しているようにDucorosセンサーは化学種の急勾配を検知できない

ため，二成分流体に適したものではない．Capuano et al.[35]は圧力および密度を用い

て評価する高解像度の急勾配センサーを考案し，これを用いて低数値散逸スキーム

を構築した．Capuano et al.の手法の欠点は，低数値散逸性を重視しているため急

勾配捕獲スキームの数値粘性が十分ではなく，急勾配部において僅かに数値振動が

発生することである．また，これらの先行研究で提案されている低数値散逸スキー

ムは，Quasi-Conservative法を用いているため，化学種が離散的に保存されない問

題を残している．
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1.2.4 二成分流体に対する圧縮性流れの乱流計算手法

同軸噴流ノズル出口から離れた領域では，流れの不安定性に起因する非定常性の

強い乱れが生じ，そして乱流によって燃料と空気の混合が進む．乱流を解析する手

法として，直接数値計算 (Direct Numerical Simulation, DNS)，Reynolds-Averaged

Navier-Stokes simulation (RANS)，Large-Eddy Simulation (LES)が挙げられる．

DNSは高精度ではあるが計算コストが非常に高いため，基礎的な流れ場への適用に

限られる．RANSは計算コストが低いものの，非定常的な流れの挙動を把握するこ

とには適していない．LESは，DNSと比較して計算コストを抑えながら非定常現象

を扱うことができる．本研究では，LESが気体燃料と空気の同軸噴流場の流れの不

安定性による非定常的な乱れを再現するのに適していると判断した．

圧縮性乱流に対して適用されている LESは，陽的 LESと Implicit Large-Eddy

Simulation (ILES)[36], [37]に大別される．陽的LESでは支配方程式にフィルター操作

を加えることで計算格子より大きいスケール (Grid Scale, GS)の渦と計算格子より

小さいスケール (Sub-Grid Scale, SGS)の渦に分離する．GS渦は直接計算し，計算

格子で捕らえられない SGS渦は乱流モデルにより近似する．SGSモデルは，格子で

解像できるGSの物理量を用いて，格子サイズ以下の乱流によるエネルギー散逸の効

果を与えるものある．一方，ILESは計算スキームに由来する数値粘性がSGS乱流モ

デルと同様に格子で解像できない高波数成分を散逸させるので，陽的な空間フィル

ター操作や乱流モデルを導入しない手法である．特に単調性を保存する急勾配捕獲

スキームを用いた場合は，Monotone Integrated Large-Eddy Simulation(MILES)[38]

と呼ばれ，二成分流体の乱流場の解析にも適用されている．

反応を伴わない気体燃料と空気の同軸噴流場の計算事例[13], [14]では，陽的 LESよ

りもMILESの方が実験結果をよく再現することが報告されている．しかし，この

陽的LESでは急勾配捕獲スキームによる数値粘性が計算領域全体に付加されている

ため，乱流の SGSモデルによる散逸の影響と数値粘性による乱れの減衰の影響の二

つがあると考えられる．数値粘性と SGS渦粘性の両方の影響により乱れが減衰する

ため，陽的 LESの計算結果はMILESよりも悪い結果になったと考えられる．一方

で，MILESでは急勾配捕獲法スキームの離散化精度と格子解像度が計算結果に大き

く影響することを報告[13], [14]している．計算手法に由来する数値粘性は急勾配にお
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いて適切な散逸を与えるが，乱流の物理的根拠がないため急勾配でない領域におけ

る散逸は過剰になることが原因と考えられる．急勾配でない領域の数値粘性による

散逸を小さくするには計算格子を細かく設定することが求められるため，MILESは

計算コストが高くなる．

1.3 本研究の目的

本研究は，予混合燃焼の安定化に寄与するため，気体燃料と空気の同軸噴流によ

る急速混合法の設計や最適化に応用されるツールとしての数値計算法の確立を目的

としている．そのため，本研究の範囲内では，反応を伴わない燃料と空気の同軸噴

流場を対象とする．燃焼反応領域を含めた流れを精度よく再現するには，反応直前

の乱れや混合状態を精度よく再現することが前提である．燃焼反応領域より上流側

の流れと混合状態を正確にシミュレーションできる乱流計算手法を確立することは，

乱流と化学反応の相互干渉を考慮した燃焼反応モデル[39]の検証やモデルの改良に関

する研究にも貢献すると考えられる．

本研究で扱う流れ場は，混合前の燃料と空気の境界をはさんで密度や比熱の急勾

配を伴う．また，ノズルから離れた領域では流れの不安定が生じ，その後の乱流遷

移により急速に混合が進行する．そこで，急勾配を捕獲すると同時に，乱流遷移後

の渦構造を再現できる計算手法が必要である．

まず，燃料と空気の混合前の計算格子幅以下の分子拡散面を数値振動なく捕らえ

かつ化学種を離散的に保存する急勾配捕獲スキームを導入する．急勾配捕獲スキー

ムに起因する数値粘性は物理量の勾配が小さい領域の流れの状態を正しく再現でき

ないと考えられる．そのため本研究では，急勾配が発生する領域では数値粘性を持

つ急勾配捕獲スキームで移流項を評価し，物理量の勾配の小さな領域では数値粘性

のない中心差分で移流項を評価する低数値散逸スキームを構築する．低数値散逸ス

キームを構築するために，速度・密度・比熱などの物理量の急勾配発生位置を検知

するセンサーを新たに提案する．

次に，計算コストを抑えながら気体燃料と空気の非定常的な流れの挙動と乱流を再

現するため，LESを基礎とした計算手法を構築する．低数値散逸スキームによって，

密度や比熱の急勾配が発生する領域では数値粘性が付加されるため，そこに SGSモ
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デルによる格子解像度以下の乱流の散逸効果が加わることは，過剰な散逸を与える

ことになるため計算結果の信頼性を下げると考えられる．数値粘性と乱流 SGSモデ

ルによる渦粘性の付加領域の重なりを防ぎ計算結果の信頼性を高めるために，SGS

モデルの渦粘性に急勾配センサーを適用し，局所的に SGS渦粘性が付加される新た

な LESである Semi-explicit Large Eddy Simulation (SeLES)を提案する．

新規に提案する低数値散逸スキームと SeLESの従来法に対する改善効果を個別

に確認し，これらを総合して，気体燃料と空気の同軸噴流場の検証計算を実施する．

特に，水素と空気の同軸噴流場に対して，平均速度分布や質量分率分布について実

験結果を正しく再現できていなかった先行研究のMILESよりも，本研究で提案し

た計算手法の方が精度よく再現できることを示す．

1.4 本論文の構成

本論文は全 6章で構成される．第 1章は序論であり，本研究の背景，従来研究の

概要，および研究目的を述べる．

第 2章では，二種類の気体が存在する圧縮性流体の数値計算手法について示す．

支配方程式を示した後に，計算手法のベースとなる急勾配捕獲スキームについて述

べる．次に，急勾配捕獲スキームと中心差分との混合スキームに対応する数値流束

評価法を示す．速度の急勾配と比熱の急勾配をそれぞれ検知するセンサーを導入し，

低数値散逸スキームを構築する．最後に時間進行法について記述する．

第 3章では，粘性および分子拡散がない単成分および二流体圧縮性流れに対する

検証例題を用いて，第 2章で構築した計算手法の検証を行う．粘性や分子拡散の影

響がないことにより物理量分布の急勾配を拡散させることがないため，計算手法の

数値不安定性を純粋に評価が可能となる．また，粘性と分子拡散の影響ではなく純

粋に数値粘性の効果による流れの減衰を確認することができるため，低数値散逸ス

キームの検証に適している．まず，二成分流体における一次元検証計算において，

ベースとなる急勾配捕獲スキームが数値振動なく急勾配を捕獲可能であることを示

す．次に，急勾配捕獲性能と低数値散逸性を検証するために，単成分流体における

二次元渦-衝撃波干渉問題の検証計算を実施する．二次元の二成分流体における気泡-

衝撃波干渉問題および Triple-point問題の検証計算により，提案したセンサーが速



- 10 - 第 1 章 序論

度の急勾配と比熱の急勾配を精度よく検知し，急勾配を数値振動なく捕らえられる

ことを示す．

第 4章では，二成分圧縮性流体に対する乱流の数値計算手法について述べる．二

つの気体が存在する圧縮性流体における粘性項や熱流束，物質拡散項，および混合

流体の物性評価方法を示す．次に，LESの基礎式について説明した後に SGSモデル

を導入する．そして，新たな乱流計算手法である Semi-explicit LESの構築方法を記

述する．

第 5章では，構築した乱流計算手法を用いて非反応の気体燃料-空気同軸噴流のシ

ミュレーションを実施し，得られた計算結果を実験データや従来手法のMILESの計

算結果と比較し，考察を行う．水素と空気の同軸噴流場の検証計算においては，速

度分布や質量分率分布について実験結果を正しく再現できていなかった従来手法よ

り，本研究で構築した計算手法が精度よく再現できることを確認する．

第 6章は結論である．本研究を総括し，今後の展望について述べる．
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第2章 数値計算手法

　本章では，気体燃料と空気の二成分の圧縮性流体の数値計算手法について述べる．

本研究では，空気は単成分流体とみなし，気体燃料は単一とする．二成分圧縮性流れ

の流体挙動は質量保存則，Navier-Stokes方程式，エネルギー保存則に従う．ただし，

重力の影響については考えない．気体燃料と空気の割合が時間的・空間的に変化す

るので，質量分率あるいは比熱比の輸送方程式を導入する．空気も気体燃料も理想

気体を仮定し，状態方程式により状態量が定まる．本研究では，有限差分法をベー

スとし，二成分圧縮性流体の低数値散逸スキームの構築方法，急勾配捕獲スキーム，

急勾配センサー，そして時間進行法について示す．

2.1 支配方程式

2.1.1 単成分流に対する支配方程式

まず本節では，非粘性流体の単成分圧縮性流れの支配方程式として 3次元デカルト

座標系で記述された質量保存則，運動量保存則，および全エネルギー保存則を示す．

∂ρ

∂t
+
∂ρuj
∂xj

= 0 (2.1)

∂ρui
∂t

+
∂ρujui
∂xj

+
∂p

∂xi
= 0 (2.2)

∂ρE

∂t
+
∂ρujE

∂xj
+
∂ujp

∂xj
= 0 (2.3)

ここで，tは時間，xi(i=1, 2, 3)は空間座標，uiは xi方向の速度成分，ρは密度，p

は圧力，E= e + uiui/2は全エネルギーである．なお，eは内部エネルギーである．

これらの方程式系を閉じるために，次式の理想気体の状態方程式を導入する．

p = ρRT = (γ − 1) ρe (2.4)
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ここで，T は温度，Rは気体定数，および γは比熱比である．CpとCvはそれぞれ

定圧比熱と定積比熱であり，比熱比 γは次の関係式となる．

γ =
Cp

Cv

(2.5)

2.1.2 二成分流体に対する支配方程式

本研究では，粘性および分子拡散がない二成分の気体に関する圧縮性流体の方程

式について考える．化学種の移流に関しては次式で表される質量分率の輸送方程式
[10]∼[12]を用いる．

∂ρY1
∂t

+
∂ρujY1
∂xj

= 0 (2.6)

ここで Y1は気体 1の質量分率である．気体 0の質量分率は次式で得られる．

Y0 = 1− Y1 (2.7)

混合流体における密度，速度および内部エネルギーは次式のように定義される．

ρ = ρ0 + ρ1, ui = Y0 (ui)0 + Y1 (ui)1 , e = Y0e0 + Y1e1 (2.8)

上記の定義により，多成分流体における質量保存則，運動量保存則，全エネルギー

保存則は単成分流の場合と形式的に同じ式になる[41]．すなわち，多成分流体におけ

る質量保存則，運動量保存則，全エネルギー保存則は式 (2.1)-(2.3)である．

格子幅以下の拡散面近傍において数値拡散領域が生じるため，その領域における

混合気体の平均比熱比が定義される．

γ =
1

Y1

γ1−1
M
M1

+ Y0

γ0−1
M
M0

+ 1 (2.9)

M =
1

Y1

M1
+ Y0

M0

(2.10)

ここで， M0とM1はそれぞれ気体 0と 1の分子量である．

本研究では，質量分率の輸送方程式に加えて，比熱比の輸送方程式を加えたOver-

Estimated Quasi-Conservative方程式系[21], [23], [40]を用いる．比熱比の輸送方程式は

次式で表される．

∂

∂t

(
1

γp − 1

)
+ uj

∂

∂xj

(
1

γp − 1

)
= 0 (2.11)
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ここで，比熱比 γpは圧力の状態方程式を計算するときに用いることを示している．

比熱比の方程式を密度を含まない形で評価することで，急勾配捕獲スキームの数値粘

性による格子幅以下の拡散面両側での圧力の数値振動を抑制できる[10]．上式によっ

て得られた比熱比を用いて状態方程式を評価する．

p = (γp − 1) ρe (2.12)

この方程式系を用いることで化学種の保存も離散的にも保たれる[21], [23], [40]．

2.2 二成分流体に対する低数値散逸スキーム

圧縮性流れの急勾配捕獲スキームを構築する上では，流れの特性波に応じて固有

分解を行い，それぞれ左右の固有ベクトルを評価[42]する必要があるため，支配方程

式をベクトル形式でまとめておくと都合がよい．そこで本節以降では，ベクトル形

式で表された二成分圧縮性流体における支配方程式について考える．また，急勾配

捕獲スキームを検討する上では 1次元で考えた方が理解しやすいので，空間 1次元

に落とし込んだ支配方程式においてスキームを構築する．

まず，Over-Estimated Quasi-Conservative形式の支配方程式をベクトル形式に置

き換えると次のようになる[23]．

∂Q

∂t
+M

∂F

∂x
= 0 (2.13)

Q =


ρ

ρu

ρE

ρY1
1

γp−1

 , M =


1 0

1

1

1

0 u

 , F =


ρu

ρu2 + p

u(ρE + p)

ρuY1
1

γp−1

 (2.14)

Over-Estimated Quasi-Conservative形式での固有方程式は次式のとおりである．

∂Q

∂t
+B

∂Q

∂x
= 0 (2.15)

B = M
∂F

∂Q
= LΛR (2.16)
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ここで，ベクトルBに基づいた左右の固有行列と固有値はそれぞれ次式で表される．

L =


l1

l2

l3

l4

l5

=



1
2

(
b2 +

u
c

)
−1

2

(
b1u+

1
c

)
1
2
b1 0 −1

2
b1p

1− b2 b1u −b1 0 b1p
1
2

(
b2 − u

c

)
−1

2

(
b1u− 1

c

)
1
2
b1 0 −1

2
b1p

−Y1 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 (2.17)

R =
(
r1 r2 r3 r4 r5

)
=


1 1 1 0 0

u− c u u+ c 0 0

H − uc 1
2
u2 H + uc 0 p

Y1 Y1 Y1 1 0

0 0 0 0 1

 (2.18)

Λ =


λ1 0

λ2

λ3

λ4

0 λ5

=


u− c 0

u

u+ c

u

0 u

 (2.19)

音速 c，全エンタルピーH，および b1と b2はそれぞれ次式で与えられる．

c =

√
γpp

ρ
(2.20)

H =
c2

γp − 1
+

1

2
u2 (2.21)

b1 =
γp − 1

c2
(2.22)

b2 =
u2b1
2

(2.23)

ここで，音速や全エンタルピーは γp用いて評価することに注意する．

2.2.1 急勾配捕獲スキームと中心差分の混合スキーム

本項では次式で表される空間離散式について考える．

∂Q

∂t
+M i

F i+1/2 − F i−1/2

∆x
= 0 (2.24)
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ここで，∆xは格子幅，下付き添え字 i+ 1/2はセル界面であることを示す．セル界

面における急勾配捕獲スキームと中心差分との混合数値流束は次式で与えられる．

F i+1/2 =
[
ψHSF

SC + (1− ψHS)F
C
]
i+1/2

(2.25)

上式において，F SC は急勾配捕獲スキームに対応する数値流束，F C は中心差分法

に対応する数値流束である．また，ψHSは改めて話題にする．最もシンプルな空間

2次精度中心差分に対応する数値流束は次式で与えられる．

F C
i+1/2 =

F i + F i+1

2
(2.26)

本研究では，比熱比の輸送方程式を除き支配方程式の移流項は発散型を適用する．

(Div.)ϕ ≡ ∂ρujϕ

∂xj
(2.27)

ここで，ϕは物理量を示す．比熱比の輸送方程式の移流項の評価には，次式の非保

存型 (勾配型)を用いる．

(Adv.)γp ≡ uj
∂Γp

∂xj

=
∂ujΓp

∂xj
− Γp

∂uj
∂xj

(2.28)

Γp =
1

γp − 1
(2.29)

本研究では，移流項に対して最もシンプルなエネルギー保存型の中心差分スキーム
[43]に対応する数値流束を適用する．

2.2.2 Weighted Compact Nonlinear Scheme(WCNS)

急勾配捕獲スキーム[16]∼[18]を適用した場合，空間離散化精度は 1次になるため解像

度が低下する．空間解像度の低下を防ぐために急勾配捕獲スキームの高次精度化手

法が提案されており，本研究では高次精度化手法のひとつであるWeighted Compact

Nonlinear Scheme(WCNS)[44]∼[49]を導入する．

空間3次精度の非線形補間を構築するために3点のステンシルSj = {j − 1, j, j + 1}

について考える．まずWCNS補間を行うには，次式のように保存量を特性量へ変換

する必要がある．

qn,m = lmQn (n = j − 1, j, j + 1) (2.30)
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ここで，qn,mはm次の特性量，lmは左固有行列 (式 (2.17))のm行のベクトルであ

る．特性量 qn,mから保存量Qnへの変換法を説明する．特性量の空間 2次精度補間

は次式で得られる．

qL,1j+1/2,m =
1

2
(−qj−1,m + 3qj,m) (2.31)

qL,2j+1/2,m =
1

2
(−qj,m + qj+1,m) (2.32)

qR,1
j−1/2,m =

1

2
(qj−1,m − 3qj,m) (2.33)

qR,2
j−1/2,m =

1

2
(qj,m − qj+1,m) (2.34)

上付き添え字 LおよびRはセル界面における左側および右側の物理量をそれぞれ示

す．この 2次精度の補間量を用いて次式のように重みを付けて評価することで 3次

精度の補間量が得られる．

q̃Lj+1/2,m = wL
1 q

L,1
j+1/2,m + wL

2 q
L,2
j+1/2,m (2.35)

q̃Rj−1/2,m = wR
1 q

R,1
j−1/2,m + wR

2 q
R,2
j−1/2,m (2.36)

w
L/R
k (k = 1, 2)は非線形重みであり，次式で評価される．

w
L/R
k =

α
L/R
k

α
L/R
1 + α

L/R
2

(2.37)

α
L/R
k =

C
L/R
k

(ISk + ε)2
, ε = 10−6 (2.38)

CL
1 = CR

2 =
1

4
, CL

2 = CR
1 =

3

4
(2.39)

スムーズインジケータ ISkは，

IS1 = (−qj−1,m + qj,m)
2, (2.40)

IS2 = (−qj,m + qj+1,m)
2, (2.41)

と計算される．最後に，特性量の非線形重み平均値は次式のように物理空間へと変

換される．

QL
j+1/2 =

∑
m

rmq̃
L
j+1/2,m (2.42)

QR
j−1/2 =

∑
m

rmq̃
R
j−1/2,m (2.43)
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ここで，rj,mは右固有行列 (式 (2.18))のm列のベクトルである．分布の勾配が大き

く変化する領域において重み係数の値が変化することで数値振動を回避する[44]．空

間３次精度のWCNSによって高次精度化されたセル界面上の物理量を用いて，次項

の急勾配捕獲スキームを評価する．

2.2.3 HLLCリーマンソルバー

Harten-Lax-van Leer Contact(HLLC)リーマンソルバー[32], [33]は静止した衝撃波，

接触不連続，および比熱比や質量分率の急勾配を数値振動なく解けるので，急勾配

を伴う二成分圧縮性流れの数値計算において使用される[19]ため，本研究の急勾配捕

獲スキームとして導入する．

HLLCスキームによる数値流束は次式で評価される．

F SC
i+1/2 =

1 + sign(s∗)

2

[
F L + s−(Q̃

L −QL)
]

+
1− sign(s∗)

2

[
F R + s+(Q̃

R −QR)
]

(2.44)

Q̃
L/R

=
sL/R − uL/R

sL/R − s∗



ρL/R

ρL/Rs∗

EL/R + (s∗ − uL/R)
(
ρL/Rs∗ + pL/R

sL/R−uL/R

)
ρL/RY

L/R
1(

u
γp−1

)L/R


(2.45)

ここで，上付き添え字LおよびRはセル界面における左側および右側の物理量をそ

れぞれ示す．右側および左側の物理量QL/RはWCNS補間されたものが与えられる．

次に，音波の伝播方向に対する特性速度は次式によって計算される．

s− = min(0, sL), s+ = max(0, sR) (2.46)

sL = min
(
(uRoe − c̃), uL − cL

)
, sR = max

(
(uRoe + c̃), uR + cR

)
(2.47)

c̃ =

[
(γp − 1)

(
HRoe − 1

2
(uRoe)2

)]1/2
(2.48)

ここで，ϕRoeはRoe平均である．

ϕRoe =

√
ρLϕL +

√
ρRϕR√

ρL +
√
ρR

(2.49)
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中間速度 s∗は次のように求められる．

s∗ =
pR − pL + ρLuL(sL − uL)− ρRuR(sR − uR)

ρL(sL − uL)− ρR(sR − uR)
(2.50)

HLLCスキームは特性速度の評価方法によっては数値振動を発生させることが報告

されている[50], [51]ため，本研究で使用したHLLCスキームの特性速度の評価方法が

適切かどうかを次節の検証計算にて確認する．

比熱比の輸送方程式の移流項は非保存形 (勾配型)で評価する．この場合，式 (2.28)

の第 2項である流速の差分にHLLCスキームを適用すると次式となる．

∂ujΓp

∂xj
− Γp

∂uj
∂xj
　 =

(uΓp)i+1/2 − (uΓp)i−1/2

∆x
− Γp

uSCi+1/2 − uSCi−1/2

∆x
(2.51)

uSCi+1/2 =
1 + sign(s∗)

2

[
uL + s−

(
sL − uL

sL − s∗
− 1

)]
+

1− sign(s∗)

2

[
uR + s+

(
sR − uR

sR − s∗
− 1

)]
(2.52)

2.2.4 速度の急勾配と比熱比の急勾配を検知する混合センサー

圧縮性流れにおいて低数値散逸スキームを構築する際には，圧力や速度の急勾配

を検知するセンサーが重要な役割を果たす[25]．ただし，比熱比の急勾配を有する圧

縮性流れでは速度の急勾配センサーだけでは化学種の急勾配を検知することはでき

ない．そのため，本研究では比熱比を用いて化学種分布の急勾配を検知する比熱比

の急勾配センサーを提案し，速度勾配センサーと組み合わせることで流れ場に生じ

る急勾配を全て検知する混合センサーを構築する．

本研究では複雑な流れ場においても速度分布の急勾配を精度よく検知するLarsson

センサー[52]を導入する．Larssonセンサーは次式のように評価される．

σLS,i =
−∇ · u

max
(
Lss1|∇ × u|, Lss2

c
∆V

) (2.53)

ϕLS,i =


1 (σLS,i > 1)

0 (σLS,i ≤ 1)

(2.54)

ψLS,i+1/2 = max (ϕLS,i, ϕLS,i+1) (2.55)
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ここで，空間 2次元では∆V =
√
∆x∆y，空間 3次元では∆V = (∆x∆y∆z)1/3であ

る．Larssonセンサーは，速度の急勾配が存在する領域においては 1，急勾配でない

領域では 0となる．速度勾配が小さいかつ渦が発生する領域では，渦度∇×uの方

が大きくなるためLarssonセンサーは 0となる．Larssonセンサーは渦度を用いてい

るため空間 2次元以上の計算において有効である．

LarssonセンサーのパラメータであるLss1とLss2は流れ場に依存する閾値である．

本研究では，Lss1およびLss2はそれぞれ 0.1および 10−4と設定した．これらのパラ

メータは次章の検証計算問題にて，0.001 < Lss1 < 5と 10−4 < Lss2 < 0.05の範囲で

調査した後に決定した．

次に，化学種の急勾配を検知する次式の比熱比の急勾配センサーを導入する．

σi =

∣∣(Γp)i−1 − 2 (Γp)i + (Γp)i+1

∣∣∣∣(Γp)i−1 + 2 (Γp)i + (Γp)i+1

∣∣ (2.56)

ηi =
(Γp)i −min

[
(Γp)i−1 , (Γp)i+1

]
+ ε

max
[
(Γp)i−1 , (Γp)i+1

]
−min

[
(Γp)i−1 , (Γp)i+1

]
+ ε

(2.57)

ϕGS,i =


1 (σi > CGS and δ < ηi < 1− δ)

0 (others)

(2.58)

ここで，ε = 10−16，CGS = 10−4，および δ = 10−6である．式 (2.57)は比熱比の急

勾配センサーに対するクライテリアであり，Deng et al.の二相流用の高次精度急勾

配捕獲スキーム[53], [54]を構築するために導入されたクライテリアを参考にして考案

した．式 (2.56)により圧力勾配の大きさを求め，式 (2.57)のクライテリアによって

勾配が空間的に連続で変化しているかを判定するセンサーとした．次節の検証計算

例題において，CGS = 10−4は 10−6 < σi < 0.1，δは 10−6 < δ < 10−4の範囲で調査

した後にそれぞれのパラメータ値を決定した．セル界面におけるセンサーは

ψGS,i+1/2 = max (ϕGS,i, ϕGS,i+1) , (2.59)

と評価される．なお，上記で提案した比熱比の急勾配センサーとは異なる評価方法

についても検討しており，その内容は付録Aに示す．

速度勾配センサーと比熱比の急勾配センサーを次式のように組み合わせることで

混合センサーを構築する．

ψHS,i+1/2 = ψLS,i+1/2 + ψGS,i+1/2 − ψLS,i+1/2ψGS,i+1/2 (2.60)
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速度の急勾配あるいは比熱比の急勾配を検知した場合は混合センサーがψHS,i+1/2 = 1

となり，急勾配でない領域では ψHS,i+1/2 = 0となる．

2.3 時間進行法

本研究では時間進行に陽解法を適用する．急勾配を伴う圧縮性流れの数値計算に

おいては空間離散化手法だけでなく，数値安定性の高い時間進行法が必要となる．

流体の数値計算において陽解法を適用する場合は低容量型陽的Runge-Kutta法[55]が

広く用いられるが，本研究では急勾配を伴う圧縮性流れにおいてより安定的に時間

進行させることができる Total Variation Diminishing (TVD) Runge-Kutta法[56]を

導入する．

TVD Runge-Kutta法は次式で示される全変動量 (Total Variation, TV)

TV (un) =
∑
j

∣∣unj+1 − unj
∣∣ , (2.61)

が時間進行によって増加しない，

TV (un+1) ≤ TV (un)　, (2.62)

というTVD条件を満たした時間進行法である．

本研究の時間進行法として，計算容量が増加しない 3段 3次 TVD Runge-Kutta

法を用いる．3段 3次 TVD Runge-Kutta法を導入するために，変数 u(t)に関する

次の常微分方程式の初期値問題の数値時間積分法 (時間進行法)を考える．

du(t)

dt
= F (t, u(t)) (t > t0) (2.63)

u(t0) = u0 (2.64)

式 (2.63)を時間進行させる 3段 3次TVD Runge-Kutta法は次式で与えられる．
u(1) = un +∆tF (tn, un)

u(2) =
3

4
un +

1

4

(
u(1) +∆tF (tn +∆t, u(1))

)
un+1 =

1

3
un +

2

3

(
u(2) +∆tF (tn +

1

2
∆t, u(2))

) (2.65)

ここで，∆tは時間刻みである．
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第3章 単成分・二成分圧縮性非粘性流れ
の検証計算

　本章では，粘性および分子拡散がない単成分および二成分流体の検証例題を用い

て前章で構築した数値計算手法の急勾配捕獲性能と低数値散逸性について検証する．

粘性や分子拡散によって急勾配を拡散させることがないため，計算手法に対する数

値不安定性を純粋に評価できる．また，粘性と分子拡散の影響ではなく数値粘性の

効果によって流れが減衰することを確認できるため，計算手法の低数値散逸性の評

価に適している．二成分の気体は分子拡散によって混ざらないため，それぞれの気

体が接する面は厚みゼロの界面を生じる．この界面を物質界面とよぶ．

まず，空間 1次元の衝撃波管問題および物質界面移流問題において本計算手法の

ベースとなる急勾配捕獲スキームの検証を行う．

次に，単成分流体の空間 2次元渦-衝撃波問題の検証計算において，低数値散逸ス

キームの急勾配捕獲性能と低数値散逸性が両立できることを確認する．二成分流体

における 2次元の気泡-衝撃波干渉問題では，急勾配捕獲性能について評価する．

ここまでの空間 2次元の検証計算は x2方向に対称性がある問題であるため，最後

のTriple-point問題においては x2方向に対称性がない二成分流体場においても低数

値散逸スキームや急勾配センサーが正常に働くかを確認する．本検証計算で用いた

計算スキームリストを表 3.1に示す．

Table. 3.1: List of schemes and sensors implemented in the numerical tests.

Case Scheme Sensor

No sensor HLLC scheme with WCNS Without sensor

LS Low dissipative scheme Larsson sensor

HS Low dissipative scheme Hybrid sensor
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3.1 空間1次元の検証計算

3.1.1 二成分流体の衝撃波管問題

本節では，WCNS補間を用いたHLLCスキームの急勾配捕獲性能を検証するため

に，空間 1次元における二成分流体の Sod衝撃波管問題[11]の計算を実施する．衝撃

波管問題は物性の異なる流体が接している状態を初期条件とし，一定時間が経った

後の流体の状態を求める問題である．この問題では衝撃波，膨張波，および物質界

面を含む流体現象が現れる．理論解を求めることができるため，急勾配捕獲スキー

ムの検証計算に用いられる．

本検証計算の初期条件は下記の通りである．

(ρ, u, p, Y1, γ,M) =

{
(1, 0, 1.0, 0, 1.4, 28) (x < 0.5)

(0.125, 0, 0.1, 1, 1.6, 4) (x ≥ 0.5)
(3.1)

計算領域は 0 ≤ x ≤ 1.0，格子幅は一定間隔で格子点数を 101点と設定した．代表長

さは L0 = 1.0，代表流速は x < 0.5領域流体の音速 U0 = c =
√
γp/ρ =

√
1.4とす

る．また，時間刻み幅は∆t(U0/L0) = 2.0× 10−3と設定し，t = 0.2まで計算を実施

した．x1方向の境界条件として，全物理量に対してノイマン条件を設定した．

計算結果として，時間 t = 0.2における密度，圧力，速度，および 1/(γ−1)の分布

を図 3.1に示す．また，それぞれの図には理論解を併せて示す．それぞれの図から，

急勾配捕獲スキームで計算された分布は衝撃波面 (x = 0.88)や物質界面 (x = 0.68)

において数値振動を発生させることなく理論解と良い一致を示していることが確認

される．計算結果では衝撃波面と物質界面は理論解よりも分布が滑らかであるが，

これは数値粘性の影響であり，急勾配捕獲スキームの性能としては従来研究[19], [20]

のスキームと同等である．以上より，本研究で構築した計算手法のベースとなる急

勾配捕獲スキームの衝撃波捕獲性能と物質界面捕獲性能には問題がないことを確認

した．
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Fig. 3.1: Result of the two-species shock tube problem (t = 0.2).



- 24 - 第 3 章 単成分・二成分圧縮性非粘性流れの検証計算

3.1.2 二成分流体の物質界面移流問題

物質界面の移流現象を長時間計算した場合，計算手法に起因する数値粘性や時間

進行法による誤差の蓄積が計算を破綻させることがあるため，独立した物質界面が

一定の速さで移流する問題[21]で急勾配捕獲スキームの物質界面捕獲性能と数値安定

性について検証する．

本検証計算の初期条件は下記の通りである．

(ρ, u, p, Y1, γ,M) =

{
(7, 1, 1.0/1.4, 1, 1.66, 4) (−0.25 < x < 0.25)

(1, 1, 1.0/1.4, 0, 1.4, 28) (otherwise)

(3.2)

計算領域は−0.5 ≤ x ≤ 0.5，格子幅は一定間隔で格子点数を 101点と設定した．代

表長さは計算領域の大きさ L0 = 1.0，代表流速は移流速度 U0 = 1.0とする．また，

時間刻み幅は∆t(U0/L0) = 2.0 × 10−3と設定し，t = 2.0まで計算を実施した．x1

方向境界条件は周期境界条件とした．

計算結果として，時間 t = 2.0における密度，圧力，速度，内部エネルギー，お

よび温度の分布を図 3.2に示す．圧力および速度はそれぞれの相対誤差 (p− p0)/p0，

(u−u0)/u0を用いて評価する．ここで，下付き添え字 0は初期値であることを表す．

それぞれの図には理論解 (初期値)を併せて示す．図 3.2(a)，(d)，(e)から確認でき

るように，それぞれの分布は数値振動を発生することなく理論解と良い一致を示し

ている．

また図3.2(b)，(c)より，圧力と速度の相対誤差は計算機の丸め誤差レベル (10−15−

10−14オーダー)に収まっており，計算時間の進行に伴う数値粘性による誤差の蓄積

はほとんどないことが確認される．

以上より，本研究で構築した急勾配捕獲スキームは，数値振動なく物質界面を捕

獲できるととともに，長時間計算を進展させても数値的に安定であることが確認さ

れた．
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Fig. 3.2: Result of the material convection problem (t = 2.0).
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3.2 単成分流体の渦-衝撃波干渉問題

本節では，本研究で構築した計算手法の衝撃波捕獲性能と低数値散逸性を確認す

るために単成分流体における 2次元渦-衝撃波干渉問題[22]による検証計算を実施す

る．図 3.3のように衝撃波に向かって自由渦が移流し，渦と衝撃波が干渉する流れ

場である．急勾配捕獲スキームを適用した場合は衝撃波を通過してから時間が経過

した渦は数値粘性によって減衰する．一方で，低数値散逸スキームを適用した場合

は時間が経過した場合でも渦の減衰が抑制されることが期待される．

初期条件として，衝撃波の左側の状態量を次のように与える．

(ρ, u1, u2, p)L = (1, 1.1
√
γ, 0, 1) (x1 ≤ 1.0) , γ = 1.4 (3.3)

衝撃波右側の状態量はRankine-Hugoniotの式を用いて求められる．次に，自由渦は

次式で与える．

ũ1 = ετ exp (1− τ 2) sin θ

ũ2 = −ετ exp (1− τ 2) cos θ

ρ̃ =

(
1− (γ−1)ε2(1−τ2) exp(2α)

4αγ

)1/(γ−1)

− 1

p̃ =

(
1− (γ−1)ε2(1−τ2) exp(2α)

4αγ

)γ/(γ−1)

− 1

(3.4)

上式の自由渦は静止衝撃波の初期条件に対して重ねて与える．ここで，εは渦の

強さ，αは渦の減衰率，および τ = r/rc は無次元半径である．また，半径は r =√
(x1 − x1c)2 + (x2 − x2c)2と表され，rcは渦が最大強さとなる臨界半径である．本

検証では，ε=0.3，α=0.204，および rc=0.05とそれぞれ設定した．渦の中心座標

は (x1c, x2c) = (0.25, 1.0)とする．

Fig. 3.3: The single-component shock-vortex interaction problem.
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計算領域は 0 ≤ x1 ≤ 4および 0 ≤ x2 ≤ 2，格子幅は一定間隔で格子点数を

401×201と設定した．代表長さはx1 = 0から静止衝撃波までの距離L0 = 1.0，代表

流速はU0 = 1.1
√
γとする．時間刻み幅は∆t(U0/L0) = 1.0×10−3と設定し，t = 3.0

まで計算を行った．x2方向境界条件には周期境界条件を課した．左側境界 (x1 = 0)

は初期条件の値で固定し，右側境界 (x1 = 4)には自由流出条件を課した．

図 3.4および図 3.5に，時刻 t = 0.6, 2.6におけるLarssonセンサーがない場合とセ

ンサーがある場合の圧力コンターおよび等値線を示す．Larssonセンサーがない場

合の計算結果 (図 3.4(a))から，時刻 t = 0.6においては渦と衝撃波が干渉している状

態を数値振動なく捕らえられていることが確認される．Larssonセンサーがある場

合の計算結果 (図 3.5(a))では，センサーがない場合と同様に渦と衝撃波が干渉して

いる状態を数値振動なく捕らえられていることが確認される．この結果は，Larsson

センサーが衝撃波位置を適切に検知できていることを示唆している．

次に，渦の低圧部の大きさについて比較する．時刻 t = 0.6では，Larrsonセン

サーがない場合 (図 3.4(a))とある場合 (図 3.5(a))で渦の低圧部の大きさに差はほと

んど見られなかったが，渦が衝撃波を通過した後の状態である時刻 t = 2.6におけ

る Larssonセンサーがない場合の計算結果 (図 3.4(b))は，センサーがある場合 (図

3.5(b))と比較して渦中心部の低圧部領域が小さいことが確認される．センサーがな

い場合は急勾配捕獲スキームの数値粘性が渦を減衰させるため，渦の低圧領域が小

さくなる．一方で，Larssonセンサーがある場合は急勾配でない領域では数値粘性

を含まない中心差分によって評価されるため，渦の低圧領域の大きさが保たれたと

考えられる．
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(a) t = 0.6 (b) t = 2.6

Fig. 3.4: Pressure distribution of the shock-vortex interaction problem in the case

of No sensor.

(a) t = 0.6 (b) t = 2.6

Fig. 3.5: Pressure distribution of the shock-vortex interaction problem in the case

of LS.
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上記の圧力コンターの減衰を定量的に確認するために，時刻 t = 0.6，1.8，およ

び 2.8における渦中心をとおる領域中央線上 (x2 = 1.0)の圧力分布を図 3.6にそれぞ

れ示す．それぞれの図には，より高い格子解像度で計算した結果を参照解として併

せて示す．参照解は Larssonセンサーがある場合において格子点数を 1201× 601と

設定した場合の計算結果である．Larssonセンサーがある場合，時刻 t = 1.8, 2.8に

おけるそれぞれのピーク圧力は参照解とよく一致している．一方で，Larssonセン

サーがない場合は，参照解のピーク圧力値と差が発生している．特に，時刻 t = 2.8

における渦の低圧部 (x = 3.5)はLarssonセンサーがある場合とセンサーがない場合

とでは差が顕著である．

また，Larssonセンサーの値について確認するため，時刻 t = 0.6と 2.6における

渦中心をとおる領域中央線上 (x2 = 1.0)の速度の発散∇·uとLarssonセンサーの値

を図 3.7に示す．図 3.7中の黒線が速度の発散，赤線が Larssonセンサーを示してい

る．図 3.7より，衝撃波が生じている部分 (x1 = 1.0)では速度の急勾配が発生して

いるため速度の発散も大きくなり，センサーが作用していることが確認される．ま

た，衝撃波以外でも速度の発散が負の値となるときセンサーが反応していることが

わかる．

最後に時間刻み幅によって低数値散逸スキームの計算結果が変わらないか確認す

るため，時間刻み幅を∆t = 1.0× 10−3と∆t = 5.0× 10−4としたときの LSの計算

結果を確認する．時刻 t = 0.6，1.8，および 2.8における渦中心をとおる領域中央

線上 (x2 = 1.0)の圧力分布を図 3.8にそれぞれ示す．図 3.8より，時間刻みが異なる

場合でも分布は一致している．これより，陽的な時間進行法を用いた低数値散逸ス

キームは時間刻みによって計算結果は変わらないことが確認された．

以上の結果より，本研究で構築した低数値散逸スキームは急勾配部で数値振動を

発生させることなく，急勾配でない領域においては数値粘性を抑制できることを確

認した．
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Fig. 3.6: Comparison of pressure profiles along the vortex centerline (x2 = 1.0) at

t = 0.6, 1.8, and 2.8. Black line: reference solution.
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Fig. 3.7: The relation of velocity divergence and Larsson sensor along the vortex

centerline (x2 = 1.0) at t = 0.6 and 2.6.
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Fig. 3.8: Comparison of pressure profiles along the vortex centerline (x2 = 1.0) at

t = 0.6, 1.8, and 2.8. Black line: ∆t = 1.0× 10−3. Red line: ∆t = 5.0× 10−4.
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3.3 二成分流体の気泡-衝撃波干渉問題

空間 2次元における二成分流体 (空気とヘリウム)の検証計算として，気泡-衝撃波

干渉問題[19], [20], [40]を取り上げる．本検証計算では構築した数値計算手法の急勾配捕

獲性能および急勾配センサーの有効性を確認する．図 3.9のようにヘリウム気泡に

向かって衝撃波が移動し，気泡と衝撃波の干渉によって気泡形状が時間のとともに

変化する流れ場である．音速の違いにより空気の領域よりもヘリウム気泡内部を衝

撃波は速く移動する．ヘリウムと空気の物質界面においては，密度差と衝撃波の通

過速度差によるKelvin-Helmholtz不安定性によって徐々に気泡の形状が変化する．

気泡の形状が変化しても急勾配センサーが物質界面を正確に検知できるかを確認す

る．先行研究[19]から，図 3.10(b)のように数値振動が発生した場合は物質界面が乱

れることが報告されており，本検証計算でも数値振動の有無を確認する．

ヘリウム気泡-衝撃波干渉問題の初期条件は下記の通りである．

(ρ, u1, u2, p, Y1, γ,M)

=


(1.3764, −0.3336, 0, 1.5698/1.4, 0, 1.4, 28.8) (x1 > 1)

(0.1819, 0, 0, 1.0/1.4, 1, 1.667, 4) (x21 + x22 < 0.5)

(1, 0, 0, 1.0/1.4, 0, 1.4, 28.8) (otherwise)

(3.5)

計算領域は−3.5 ≤ x1 ≤ 3および−0.9 ≤ x2 ≤ 0.9，格子幅は一定間隔で格子点数を

1301× 361と設定した．代表長さは気泡の初期気泡径L0 = 1.0，代表速度は空気の

音速 U0 = c =
√
γp/ρ = 1.0とする．また，時間刻み幅は∆t(U0/L0) = 8.0 × 10−4

と設定し，t = 6.0まで計算を実施した．x2方向の境界条件として，上壁 (x2 = 0.9)

Fig. 3.9: The two-component shock-helium bubble interaction problem.
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(a) Without numerical oscillation (b) With numerical oscillation

Fig. 3.10: Idealized Schlieren images and density lines of the shock-vortex interaction

problem[19].

および下壁 (x2 = −0.9)にはすべり壁境界条件を与えた．左側境界 (x1 = 0)と右側

境界 (x1 = 4)は初期条件の値で固定した．

図 3.11に，衝撃波が気泡を通過した後である時刻 t = 3.6における密度コンター

を示す．センサーがない場合 (図 3.11 (a))では，非物理的な振動なく物質界面を捕

らえられていることが確認される．対照的に，Larssonセンサーを用いた低数値散

逸スキーム (図 3.11 (b))では物質界面において数値振動が発生している様子が確認

される．Larssonセンサーは速度の急勾配のみしか検知できず物質界面を検知でき

ないため，物質界面では数値粘性が付加されず数値振動を引き起こす．Larssonセ

ンサーと比熱比急勾配センサーを組み合わせた混合センサーを用いた低数値散逸ス

キームの場合 (図 3.11 (c))は，数値振動は確認されない．この結果は混合センサー

が物質界面を検知し，急勾配捕獲スキームと中心差分スキームが急勾配領域におい

て適切に切り替わることを示している．

次に，時刻 t = 5.6における密度コンターを図 3.12に示す．Larssonセンサーを用

いた低数値散逸スキーム (図 3.12(b))では，時刻 t = 3.6のときより数値振動が顕著

になっており，2つの流体の混合が促進されている．センサーがない場合 (図 3.12(a))

と混合センサーを用いた場合 (図 3.12(c))では，数値振動は確認されず，気泡の中に

発生する渦を鮮明に捕らえている．

センサーがない場合と混合センサーがある場合 (図 3.12(a)，(c))を比較すると，気

泡の後流部分 (x1 = −2.4，x2 = 0)が僅かに異なることが確認される．センサーが

ない場合は気泡の後流部分 (x1 = −2.4，x2 = 0)に若干切り欠きのようなものが確

認される．この気泡の崩壊は，HLLCスキームのGrid-aligned不安定性[57], [58]が原
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因だと考えられる．Grid-aligned不安定性[57], [58]は，格子を横切る方向の局所マッハ

数が小さくなるときに音波と流速の比に基づく数値粘性のスケーリングが適切では

なくなることに起因して発生する．Fleischmann et al.はHLLCスキームが格子を横

切る方向に対する数値粘性を抑制することでGrid-aligned不安定性を防げることを

示し，改良型である低数値散逸HLLCスキームを提案した[58]．本研究で構築した低

数値散逸スキームは急勾配領域以外の数値粘性を抑制できることから，低数値散逸

HLLCスキームを適用した場合と同様に数値不安定性が抑制されたと推察される．

図 3.13に，時刻 t = 0.4，0.8，1.2，1.6，3.6，および 5.6における混合センサーの

ψHS分布値を示す．図 3.13において，混合センサーが反応している領域は黒く表示

されている．時刻 t = 0.4(図 3.13(a))では，速度の急勾配の位置が混合センサーに

よって検知されていることを確認できる．図 3.13(b)-(d)に示されるように，衝撃波

と物質界面が複雑に干渉する場合でも混合センサーが正常に機能することが確認さ

れる．図 3.13(c)では，物質界面から離れた広い領域において ψHS = 1を示してい

る．これはLarssonセンサーの影響だと考えられる．Larssonセンサーのパラメータ

を調整することで ψHS = 1の領域をより狭くすることができるが，数値振動が発生

する可能性が高いため，本研究で設定したパラメータ値が適切だと考えられる．図

3.13 (e)および (f)では，気泡が衝撃波を通過した後の状態でも混合センサーが物質

界面を検知していることを確認される．

以上の結果から，構築した急勾配センサーが適切に物理量の急勾配を検知し，衝

撃波と物質界面を数値振動なく捕らえらえることを確認した．
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(a) No sensor (b) LS (c) HS

Fig. 3.11: Density distribution of the shock-helium bubble interaction problem at

t = 3.6.

(a) No sensor (b) LS (c) HS

Fig. 3.12: Density distribution of the shock-helium bubble interaction problem at

t = 5.6.
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(a) t = 0.4 (b) t = 0.8 (c) t = 1.2

(d) t = 1.6 (e) t = 3.6 (f) t = 5.6

Fig. 3.13: Distribution of the Gradient sensor in the shock-helium bubble interaction

problem. The sensor-detected area　 (ψHS = 1) is plotted as black, and the other

is white.
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3.4 二成分流体のTriple-point問題

前節の二成分流体の検証計算はx2方向に対称性を持つ流れ場である．x2方向に対

称性がある流れ場において混合センサーが機能することを確認したが，対称性がな

い流れ場でもセンサーが機能するかは検証できていない．そこで本節では，図 3.14

のように，２成分流体がそれぞれ異なる状態で非対称的に接する条件を初期値とし

たTriple-point問題[60]∼[62]で低数値散逸スキームの検証を行う．気体Aと気体Cは

同じ流体であるが密度と圧力の状態が異なり，気体Bは気体AやCと異なる成分の

流体である．それぞれ 3つ気体が異なる状態で接しているため，流れの不安定性に

より点 (x1, x2) = (1.0, 1.5)を中心にローリングする現象が確認される．時間経過と

ともに非対称的に物質界面が変化していく場合でも，急勾配センサーが検知するこ

とによって数値粘性がはたらき，数値振動を抑制できるかを確認する．

本検証計算の初期条件は次式で与える．

(ρ, u1, u2, p, Y1, γ) =


(1.0, 0, 0, 1.0, 1, 1.5) (x1 < 1.0)

(1.0, 0, 0, 0.1, 0, 1.4) (x1 ≥ 1.0 and x2 < 1.5)

(0.125, 0, 0, 0.1, 1, 1.5) (x1 ≥ 1.0 and x2 ≥ 1.5)

(3.6)

計算領域は 0 ≤ x1 ≤ 7および 0 ≤ x2 ≤ 3，格子幅は一定間隔で格子点数を 281×121

と設定した．代表長さはL0 = x1 = 1.0，代表速度は気体Aの音速U0 = c =
√
γp/ρ =√

(1.5)とする．また，時間刻み幅は∆t(U0/L0) = 5.0 × 10−4と設定し，t = 3.5ま

で計算を実施した．すべての境界 (x1，x2方向)に滑り壁境界条件を与えた．

低数値散逸スキームの計算結果として，時刻 t = 3.5における密度，内部エネル

Fig. 3.14: The two-component triple-point problem.
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ギー，および混合センサーのコンターを図 3.15に示す．図 3.15(a)と (b)から確認

されるように，計算領域の中心でローリング現象が観察される．密度と内部エネル

ギーのコンターより，衝撃波と物質界面においては数値振動は発生していないこと

が確認される．また，図 3.15(c)に示されるように，混合センサーによって急勾配領

域が正確に検知されていることがわかる．以上より，対称性がない流れ場において

も混合センサーが正常に機能することを確認した．これより，対称性がない流れ場

においても数値粘性の付加領域を抑制できることが示された．
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(a) Density

(b) Internal energy

(c) Gradient sensor

(The sensor-detected area is plotted as black, and the other is white.)

Fig. 3.15: Result of the triple-point problem at t = 3.5.
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3.5 まとめ

本章では，前章で構築した数値計算手法の有効性を様々な観点から評価するため

に検証計算を実施した．その結果は以下のようにまとめられる．

•WCNS補間を用いたHLLCスキームの衝撃波および物質界面の捕獲性能を空

間 1次元の衝撃波管問題および物質界面移流問題で検証し，それぞれの検証

例題の理論解とよく一致することを確認した．これより，本計算手法のベー

スとなる急勾配捕獲スキームの急勾配捕獲性能が実証された．

•単成分流における渦-衝撃波干渉問題において，Larssonセンサーを用いた低

数値散逸スキームは分布が急勾配でない領域において数値粘性が抑制される

ため，渦中心の低圧部の減衰が抑制された．Larssonセンサーがはたらく領

域では急勾配捕獲スキームに切り替わり，衝撃波を数値振動なく捕獲できる

ことを確認した．

•二成分流体における空間 2次元の気泡-衝撃波干渉問題では，気泡と衝撃波

が複雑に干渉する場合でも速度勾配センサーと比熱比急勾配センサーを組み

合わせた混合センサーが速度の急勾配と物質界面をそれぞれ適切に検知する

ことを示した．比較のために実施した急勾配捕獲スキームの計算結果では，

HLLCスキームに起因するGrid-aligned不安定性によって数値不安定を引き

起こすため，気泡の先端が僅かに崩壊する様子が確認された．一方で，低数

値散逸スキームは急勾配でない領域の数値粘性が抑制されるため，HLLCス

キームの数値不安定性を克服し，気泡の崩壊が抑制された．

•流れの対称性がない場合においても混合センサーが適切に機能することを確

認するため，Triple-point問題による検証計算を実施した．異なる状態の流体

が 3つ接する点においてローリング現象が確認された．衝撃波および物質界

面においては数値振動は発生せず，対称性がない流れ場の場合でも混合セン

サーが衝撃波と物質界面を検知することを確認した．

以上より，第 2章で構築した数値計算手法が，二成分圧縮性流れにおいて分布の急

勾配を捕獲しながらも急勾配でない領域において数値粘性を抑制できることが確認

された．
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第4章 二成分圧縮性乱流の数値計算手
法

　本章以降では分子粘性と物質拡散の影響を含めた流れについて考える．本研究で

は密度分布や化学種分布の急勾配を伴う二成分圧縮性乱流場を対象とする．急勾配

捕獲スキームを用いて陽的 Large-Eddy Simulation(LES)を実施した場合は，Sub-

Grid Scale(SGS)モデルによる格子サイズ以下の乱流の渦粘性と数値粘性の両方が

影響するため，急勾配捕獲スキームのみを用いたMonotone Integrated Large-Eddy

Simulation(MILES)よりも計算結果の信頼性は低下する[13]．また，SGSモデルを導

入せず数値粘性を用いて乱流場を計算するMILESは，急勾配でない領域において

は数値粘性が過剰な散逸を与えるため，計算格子を細かく設定しないと妥当な結果

が得られない[13], [14]．

そこで本研究では，速度勾配センサーと比熱比の急勾配センサーの混合センサー

を乱流 SGS渦粘性に適用することで，陽的 LESとMILESがセンサーによって切り

替わる新たな乱流計算手法を提案し，急勾配を伴う二成分圧縮性乱流を正確に再現

できる計算手法を構築する．SGSモデルのパラメータは流れ場に応じて値を変更す

る必要があるが，本研究では混合センサーによる SGS渦粘性修正の影響を調査する

ため，各 SGSモデルのパラメータ値は固定する．

本章では，二成分圧縮性乱流に対する数値計算手法について記述する．支配方

程式を示した後に，新たな乱流計算手法である Semi-explicit Large-Eddy Simula-

tion(SeLES)の構築方法を記す．

4.1 支配方程式

二成分圧縮性粘性流れの支配方程式として 3次元デカルト座標系で記述された

Over-Estimated Quasi-Conservertive系の質量保存則，運動量保存則，全エネルギー
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保存則，質量分率の輸送方程式，および比熱比の輸送方程式を示す．

∂ρ

∂t
+
∂ρuj
∂xj

= 0 (4.1)

∂ρui
∂t

+
∂ρujui
∂xj

+
∂p

∂xi
=
∂τij
∂xj

(4.2)

∂ρE

∂t
+
∂ρujE

∂xj
+
∂ujp

∂xj
=
∂uiτij
∂xj

− ∂hj
∂xj

(4.3)

∂ρY1
∂t

+
∂ρujY1
∂xj

= −∂ραj

∂xj
(4.4)

∂

∂t

(
1

γp − 1

)
+ uj

∂

∂xj

(
1

γp − 1

)
= −∂αj

∂xj
(4.5)

混合流体の比熱比は式 (2.9)と式 (2.10)，状態方程式は式 (2.12)である．また，τijと

hjはそれぞれ粘性応力と熱流束であり，次式で定義される．

τij = µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

− 2

3

∂uk
∂xk

δij

)
(4.6)

hj = −κ ∂T
∂xj

(4.7)

ここで µは粘性係数，κは熱伝導率，δijはKroneckerのデルタである．質量分率の

輸送方程式の右辺の分子拡散 αjは Fickの拡散法則により次式で与えられる．

αj = −D1
∂Y1
∂xj

(4.8)

ここで，D1は気体 0に対する気体 1の分子拡散係数である．混合流体における粘性

係数および熱伝導率はWilkeの式[63]によって求められる．

µ =
1∑

i=0

Xiµi∑1
j=0XjΦij

(4.9)

κ =
1∑

i=0

Xiκi∑1
j=0XjΦij

(4.10)

Φij =
1√
8

(
1 +

Mi

Mj

)−1/2
[
1 +

(
µi

µj

)1/2(
Mj

Mi

)1/4
]2

(4.11)

ここで，Xiは気体 iのモル分率である．

4.2 Semi-explicit LES(SeLES)

本節では，二成分圧縮性流れに適した新たな乱流計算手法である Semi-explicit

LES(SeLES)を提案する．まず，二成分圧縮性流体における陽的 LESの基礎方程式



- 44 - 第 4 章 二成分圧縮性乱流の数値計算手法

について考える．LESにおいては格子サイズで捕らえられるGrid Scale(GS)渦と格

子サイズより小さい Sub-Grid Sclae(SGS)渦とを区別する必要があるためローパス

フィルター (グリッドフィルター)が導入される．しかし，圧縮性流れの支配方程式

にグリッドフィルターをそのまま適用すると密度変化に関わる項が式に残ってしま

うためモデル化が困難になる．そこで，圧縮性流れのLESにおいては次式で表され

る Favreフィルターが導入される[64]．

ϕ̃ =
ρϕ

ρ̄
(4.12)

ϕ̄(x) =

∫ ∞

−∞
G(x− x′)ϕ(x′)dx′ (4.13)

ここで，Gはフィルター関数，ϕ̄(x)はフィルター化された物理量を表す．グリッド

フィルターおよびFavreフィルターを用いて粗視化された支配方程式は次式となる．

∂ρ̄

∂t
+
∂ρ̄ũj
∂xj

= 0 (4.14)

∂ρ̄ũi
∂t

+
∂ρ̄ũjũi
∂xj

+
∂p̄

∂xi
=
∂τ̃ij
∂xj

−
∂τ sgsij

∂xj
(4.15)

∂ρ̄Ẽ

∂t
+
∂ρ̄ũjẼ

∂xj
+
∂ũj p̄

∂xj
=
∂ũiτ̃ij
∂xj

− ∂h̃j
∂xj

− ∂

∂xj

(
hsgsj +Dsgs

j

)
(4.16)

∂ρ̄Ỹ1
∂t

+
∂ρ̄ũjỸ1
∂xj

= −∂ρ̄α̃j

∂xj
−
∂ρ̄αsgs

j

∂xj
(4.17)

∂Γ̄p

∂t
+ ũj

∂Γ̃p

∂xj
= −∂α̃j

∂xj
−
∂αsgs

j

∂xj
(4.18)

SGS応力 τ sgsij ，SGS熱流束 hsgsj ，SGS乱流拡散Dsgs
j ，および SGS乱流物質拡散αsgs

j

は次式で与えられる．

τ sgsij = ρ̄(ũiuj − ũiũj) (4.19)

hsgsj = ρ̄(ũjT − ũjT̃ ) (4.20)

Dsgs
j = ρ̄

(
ũjukuk

2
− ũjũkuk

2

)
(4.21)

αsgs
j = (ũjY1 − ũjỸ1) (4.22)

上式の各 SGS項は直接解けないため SGSモデルを与える必要がある．

式 (4.15)の SGS応力 τ sgsij はGS流れ場の情報を用いてモデル化する必要があり，

圧縮性流れの場合は次式のように非等方部分 τ sgs,Dij と等方部分 τ sgs,Ikk に分けてモデ
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ル化する．

τ sgsij = τ sgs,Dij +
1

3
τ sgs,Ikk δij (4.23)

SGS応力の非等方部分 τ sgs,Dij には渦粘性仮説に基づく渦粘性型SGSモデルのVreman

モデル[65]を導入する．Vremanモデルは壁面減衰係数がなくても壁面近傍では渦粘

性が 0になるモデルであり，乱流遷移を伴う混合層流れでは一般的な Smagorinsky

モデル[66]よりも良好な結果が得られるモデルであるため採用した．SGS応力の非等

方部分 τ sgs,Dij は渦粘性モデルによって次式のようにモデル化する．

τ sgs,Dij = −2ρ̄νsgs
(
S̃ij −

1

3
S̃kkδij

)
(4.24)

ここで，ひずみ速度テンソル S̃ijは次式で定義される．

S̃ij =
1

2

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

)
(4.25)

Vremanモデルでは渦粘性係数 νsgsを次のように与える．

νsgs = Cv

√
Bβ

AijAij

(4.26)

ここで，上式中のAijおよびBβは次式で表される．

Aij =
∂ũj
∂xi

(4.27)

Bβ = β11β22 − β2
12 + β11β33 − β2

13 + β22β33 − β2
23 (4.28)

βij =
3∑

m=1

∆
2

mAmiAmj (4.29)

∆mはm方向 (m = 1, 2, 3)のフィルター幅を示している．本研究では格子幅サイズ

のフィルターを考えているため，∆mは各方向の格子幅とする．また，モデル定数

はCv = 0.025と設定した．次に，SGS応力の等方部分 τ sgs,Ikk のモデル化については，

次式で表されるYoshizawaモデル[67]を用いる．

τ sgs,Ikk = 2ρ̄

(
νsgs

CI∆

)2

(4.30)

ここで，CI = 0.086である．

式 (4.20)の SGS熱流束 hsgsj は次式で与えられる
[68]．

hsgsj = −ρν
sgsCp

Prsgs
∂T̃

∂xj
(4.31)
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ここで，Prsgsは SGS乱流Prandtl数である．本研究ではPrsgs = 0.6とした[64]．式

(4.21)の SGS乱流拡散項についてはKnight et al.[69]による次式のモデルを導入する．

Dsgs
j =

ρ̄

2

(
ũjukuk − ũjũkuk

)
≈ ũjτ

sgs
jk (4.32)

式 (4.22)の SGS乱流物質拡散αsgs
j は，乱流粘性係数と乱流拡散係数の比である SGS

乱流 Schmidt数 Scsgsを用いて次式でモデル化される[70]．

αsgs
j = − νsgs

Scsgs
∂Ỹ1
∂xj

(4.33)

本研究では渦による物質拡散の影響が大きいと考え，SGS乱流 Schmidt数Scsgs = 1

と設定した[13]．

4.2.1 急勾配センサーによるSGSモデルの修正

低数値散逸スキームでは密度や比熱の急勾配が発生する領域では数値粘性が付加

される．急勾配でない領域では散逸のない中心差分によって評価されるため，格子

サイズ以下の乱流による散逸の効果を SGSモデルによって与える必要がある．しか

し，急勾配が検知された領域では数値粘性が渦粘性を陰的に含んでいるMILESが

適用されているため，急勾配の検知領域では SGS渦粘性は不要だと考えられる．急

勾配センサーを用いて SGS渦粘性が局所的に付加されるように修正し，数値粘性と

SGS渦粘性の付加範囲の重なりを抑制することで，計算結果の信頼性は高まること

が期待される．

SGSモデルによる渦粘性を局所的に付加するためには速度急勾配センサーと比熱

比の急勾配センサーの混合センサーを用いて SGS渦粘性係数を次式のように修正

する．

ϕHS = ϕLS + ϕGS − ϕLSϕGS (4.34)

νsgs,mod = (1− ϕHS)ν
sgs (4.35)

ここで，ϕHSは式 (2.54)の Larssonセンサーと式 (2.58)の比熱比の急勾配センサー

で構成されるセル中心の混合センサーである．ϕHS = 1の場合すなわち急勾配領域

は，修正 SGS渦粘性係数は 0となるが低数値散逸スキームによって数値粘性が加わ
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る．ϕHS = 0の場合は，修正 SGS渦粘性係数は νsgsと等価となる．修正 SGS渦粘

性係数を適用した場合における各 SGS項は次式のように評価される．

τ sgs,Dij = −2ρ̄νsgs,mod

(
S̃ij −

1

3
S̃kkδij

)
(4.36)

τ sgs,Ikk = 2ρ̄

(
νsgs,mod

CI∆

)2

(4.37)

qsgsj = −ρν
sgs,modCp

Prsgs
∂T̃

∂xj
(4.38)

αsgs
j = −ν

sgs,mod

Scsgs
∂Ỹ1
∂xj

(4.39)

このように混合センサーを用いて局所的に SGS渦粘性を付加する乱流計算手法を

Semi-explicit LES(SeLES)と呼ぶ．

4.2.2 低数値散逸スキームの空間高次精度化

　LESの計算結果は格子解像度だけでなく離散化手法の空間精度に大きく依存す

るため，空間離散化精度はより高次である方が望ましい[71]．そこで本項では，第 2

章で構築した空間 2次精度の低数値散逸スキームを空間 6次精度へ拡張する．Over-

estimated quasi-conservative形式の移流方程式 (式 (2.13))に空間 6次精度中心差分

を適用する．

∂Q

dt
+M i

[
3

128

F i+5/2 − F i−5/2

5∆x
− 25

128

F i+3/2 − F i−3/2

3∆x
+

75

64

F i+1/2 − F i−1/2

∆x

]
= 0

(4.40)

セル界面における急勾配捕獲スキームと中心差分の混合数値流束F i+n/2は式 (2.25)

である．中心差分に対応する数値流束は空間 6次精度中心補間を適用する．

F C
i+1/2 =

3

256
(F i−2 + F i+3)−

25

256
(F i−1 + F i+2) +

75

128
(F i + F i+1) (4.41)

次に，急勾配捕獲スキームの空間離散化精度を改善するために空間5次精度WCNS

を導入する．空間 5次精度の非線形補間を構築するために 5点のステンシル Sj =

{j − 2, j − 1, j, j + 1, j + 1}について考える．まず最初に，WCNS補間を行うには

次式のように保存量を特性量へ変換する．

qn,m = lmQn (n = j − 2, j − 1, j, j + 1, j + 1) (4.42)
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ここで，qn,mはm次の特性量，lmは左固有行列 (式 (2.17))のm行のベクトルであ

る．特性量 qn,mから保存量Qnへの変換法を説明する．特性量の空間 3次精度補間

は次式で得られる．

qL,1j+1/2,m =
1

8
(3qj−2,m − 10qj−1,m + 15qj,m) (4.43)

qL,2j+1/2,m =
1

8
(−qj−1,m + 6qj,m + 3qj+1,m) (4.44)

qL,3j+1/2,m =
1

8
(−3qj,m + 6qj+1,m − qj+2,m) (4.45)

qR,1
j−1/2,m =

1

8
(−qj−2,m + 6qj−1,m + 3qj,m) (4.46)

qR,2
j−1/2,m =

1

8
(3qj−2,m + 6qj−1,m − qj,m) (4.47)

qR,3
j−1/2,m =

1

8
(15qj−2,m − 10qj−1,m + 3qj,m) (4.48)

この 3次精度の補間量に，次式のように重みを付けて評価することで 5次精度の補

間が得られる．

q̃Lj+1/2,m = w1q
L,1
j+1/2,m + w2q

L,2
j+1/2,m + w3q

L,3
j+1/2,m (4.49)

q̃Rj−1/2,m = w1q
R,1
j−1/2,m + w2q

R,2
j−1/2,m + w3q

R,3
j−1/2,m (4.50)

ここで，wL/R
k (k = 1, 2, 3)は非線形重みであり，次式で評価される．

w
L/R
k =

α
L/R
k

α
L/R
1 + α

L/R
2 + α

L/R
3

(4.51)

α
L/R
k =

C
L/R
k

(ISk + ε)2
, ε = 10−6 (4.52)

CL
1 = CR

3 =
1

16
, CL

2 = CR
2 =

5

8
, CL

3 = CR
1 =

5

16
(4.53)

スムーズインジケータ ISkは，

IS1 =
1

4
(−qj−2,m − 4qj−1,m + 3qj,m)

2 + (qj−2,m − 2qj−1,m + qj,m)
2, (4.54)

IS2 =
1

4
(−qj−1,m + qj+1,m)

2 + (qj−1,m − 2qj,m + qj+1,m)
2, (4.55)

IS3 =
1

4
(−3qj,m + 4qj+1,m − qj+2,m)

2 + (qj,m − 2qj+1,m + qj+2,m)
2, (4.56)

と計算される．最後に，特性量の非線形重み平均値は次式のように物理空間へ変換
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される．

QL
j+1/2 =

∑
m

rmq̃
L
j+1/2,m (4.57)

QR
j−1/2 =

∑
m

rmq̃
R
j−1/2,m (4.58)

ここで，rj,mは右固有行列 (式 (2.18))のm列のベクトルである．高次精度化した

セル界面物理量を用いてHLLCスキーム (式 (2.44)-(2.52))を適用する．ステンシル

が確保できない境界近傍においては，第 2章で示した空間 2次精度の低数値散逸ス

キームを適用する．

4.3 時間積分法とその他の項の離散化手法

　粘性応力，熱流束，分子拡散流束項の空間離散化には 6次精度の中心差分を適

用する．ただし，ステンシル幅が確保できない境界付近では空間 2次精度中心差分

を適用する．時間積分はTVD Runge-Kutta法[56]を適用した (第 2.3節参照)．
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第5章 非反応 ガス燃料-空気の同軸噴
流問題による検証計算

　本章では，前章までに構築した乱流の数値計算手法を用いて非反応場におけるガ

ス燃料と空気の同軸噴流場のシミュレーションを実施する．計算対象は低マッハ数

のプロパン (C3H8)-空気の同軸噴流場と高マッハ数の水素-空気の同軸噴流場である．

燃料の噴出直後では空気と接する領域が生じ，密度や比熱の急勾配が発生する．噴流

出口から離れた領域では，流れの不安定性が発生した後に乱流や分子拡散による気

体燃料と空気の混合が進む．それぞれの流れ場の実験データとMonotone Integrated

Large-Eddy Simulation (MILES)による計算結果と本研究の計算結果を比較し考察

を行う．

5.1 非反応プロパン-空気の同軸噴流における検証計算

本節の計算対象は非反応プロパン-空気の同軸噴流場である．プロパン噴流と周囲

空気のマッハ数は 0.3以下であり衝撃波は発生しないが，密度変化に対応して圧縮

性流れの解法を採用する．燃料と空気の混合が急速に進む領域は流れの不安定性の

発生位置より下流の乱流遷移後であるため，燃料と空気の混合前の分子拡散面は最

小格子幅以下に設定する．空気とプロパンの密度比は約 1.6と小さいが比熱比の差

が大きいため，プロパン噴出直後で比熱比の急勾配が発生し計算が不安定になりや

すい．本研究で構築した乱流計算手法が安定的に計算が実施できることを確認する

とともに，実験データとの比較し考察を行う．

検証には Sandia National Laboratories が公開している実験データを参照する
[72]∼[77]．Laser Doppler Velocimeter (LDV)のシード粒子を噴流から流入させる場

合と周囲空気から流入させる場合の 2種類の条件で計測が実施されているため，流

速の実験データとして 2つのデータを参照する．また，比較のために不連続捕獲ス

キーム (空間 5次精度WCNS補間を用いたHLLCスキーム)を用いたMILESの計算
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Table. 5.1: List of numerical methods used in the numerical test.

Case Scheme SGS model

SeLES-a Low dissipative scheme With Hybrid sensor (CGS = 0.05)

SeLES-b Low dissipative scheme With Hybrid sensor (CGS = 0.01)

SeLES-c Low dissipative scheme With Hybrid sensor (CGS = 10−4)

MILES HLLC scheme with WCNS None

結果を併せて示す．本節で用いた計算手法を表 5.1にまとめる．

5.1.1 計算条件

プロパンと空気の同軸噴流場のスケッチを図 5.1に示す．噴流ノズル径は D =

5.2× 10−3 mで，ノズルからプロパンが噴出され，その周囲を一定速度の空気が流

れている．プロパンの断面平均流速は 53 m/s，周囲空気の断面平均流速は 9.2 m/s

とする．

図 5.1に示されるように，計算領域は 0 ≤ x1 ≤ 70D，−9D ≤ x2 ≤ 9D，−9D ≤

x3 ≤ 9Dと設定し，格子点数は 351×101×101とした．x1 方向の格子は等間隔に配

置した．x2方向および x3方向の格子は中心領域 (|x2|, |x3| ≤ 3D)では等間隔とし，

境界 (|x2|, |x3| = 9D)に向かって徐々に格子間隔が広くなるように配置した．最小

格子幅は δx2,3,min = 0.0714Dとした．

モデル化された円形噴流の軸方向速度分布は直交格子系においては滑らかな関数

によって与えられる[9]．また，噴流の乱流遷移を促進するために流入速度には時間的

な擾乱を与える[78]．時間的な擾乱は噴流によって生じる渦輪の周期性を崩すことを

意図して導入した[79]．同軸噴流場の流入速度は x1 = 0において次式で与えられる．

u1 =

{
VP + VA

2
−
(
VP − VA

2

)
tanh

[
b

(
r

r0
− r0

r

)]}
(1 + A sin(2πft)) (5.1)

ここで，VP = 67.84 m/sは軸中心におけるプロパン噴流の流速，VA = 9.2 m/sは

周囲空気の流速，r =
√
x22 + x23は x2 − x3平面における半径，そして r0 = D/2は

ノズル半径である．プロパン噴流と周囲空気とのせん断層に対する厚さパラメータ

はそれぞれ b = 1/(4δ0D)，δ0/D = 0.01とした．振幅比は A = 0.0025，周波数は

f = StVP/D，Strouhal数は St = 0.45とした．空間 3次元的な流れの不安定性を発
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Fig. 5.1: Schematic of a propane-air coaxial jet flow and the computational domain.

生させるために横断方向に微小な乱数を与える[78]．

u2 = u3 =

[
0.025VP exp

(
−3

(
1− r

r0

)2
)]

nran (5.2)

乱数 nranは空間的に−0.5から 0.5の範囲で生成される．なお，この検証計算ではノ

ズル内で発達する乱流に関しては考慮していない．

密度，圧力，温度，質量分率，および比熱比は次式で与える．

(ρ, p, T, Y1, γ) =

{
(1.890 kg/m3, 104754 Pa, 293 K, 1, 1.14) (r ≤ D/2)

(1.204 kg/m3, 104754 Pa, 293 K, 0, 1.40) (r > D/2)

(5.3)

それぞれの流体の物性値を表 5.2にまとめた．分子拡散によって発達する混合層の

厚みの長さスケールを求める．代表速度 VP で計算領域 L1 = 70Dを通り抜けるま

での時間は L1/Vpであるため，分子拡散係数D1によって広がる層の厚みの長さス

ケールはLD1 =
√
D1L/VP = 3.9× 10−3Dである．分子拡散が及ぶ層の厚みは層の

厚みの増加率は小さく，剪断層に不安定が発生する領域に到達する段階では非常に

薄い．最小格子幅より十分に小さいため，分子拡散面をはさんで物理量の急勾配が

発生する．

x1-x3方向の出口境界にはPoinsot & Leleの Navier Stokes Characteristic Bound-

ary Conditions (NSCBC)[80]を拡張した 3D-NSCBC[81], [82]を適用した．3D-NSCBC
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Table. 5.2: Physical parameters for nonreacting propan-air jet flow.

Propane Air

Density, ρ [kg/m3] 1.890 1.204

Specific heat ratio, γ 1.14 1.40

Viscosity, µ [kg/(ms)] 1.023× 10−5 1.716× 10−5

Thermal conductivity, κ [W/(m ·K] 0.1150 0.0241

Molecular diffusion coefficient, D1 [m2/s] 1.455× 10−5

の詳細および検証は付録Cを参照されたい．

時間刻みは最大 Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)数が約 0.4となるように設定し

た．初期条件は入口境界を除く全領域に空気の設定値を適用した．初期条件から

400T0 (T0 = tVP/D)まで計算を行い，時間平均値や乱流統計量は 280T0 − 400T0の

期間で求めた．

5.1.2 計算結果

SeLES-bの計算結果として，時刻 t = 370T0における x3 = 0平面上の速度，密度，

および圧力の瞬時コンターを図 5.2に示す．それぞれのコンター図より，数値振動

は生じていないことを確認できる．乱流への遷移も捕らえらえており計算領域の大

きさは十分であることが確認される．速度コンターと密度コンターから，噴流のコ

ア領域はノズル出口から x1/D = 10より上流側で形成されていることがわかる．コ

ア領域においては，周囲空気と接する領域 (|x2/D| = 0.5)で密度が大きく変化する．

x1/D = 10より下流では周囲空気との速度差および密度差によるKelvin-Helmholtz

不安定によって流れが乱れ，下流に進むにつれ密度が徐々に減少していることから，

周囲空気とプロパンの混合が進行する様子が確認される．

比熱比の急勾配センサーパラメータCGSの影響を確認するために，図 5.2と同じ

時刻・断面における Larssonセンサーと比熱比の急勾配センサーの混合センサーの

分布を図 5.3に示す．なお，図 5.3は急勾配が発生する領域 (0 ≤ x1 ≤ 20)に絞っ

て示す．全てのケースで，密度が急激に変化する領域 (x1/D < 10, |x2/D| = 0.5)

においてセンサーが急勾配を検知していることを確認できる．また，ノズルから離

れた領域 (x1/D < 10, |x2/D| > 0.5)ではセンサーがノイズを拾っているように見
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(a) Velocity

(b) Density

(c) Pressure

Fig. 5.2: Instantaneous distributions on the plane of x3 = 0 at t = 370T0.
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受けられる．これは出口境界からの反射波の影響だと考えられる．出口境界には無

反射境界条件である 3D-NSCBC[81], [82]を適用しているが，付録Cの検証計算でも確

認されるとおり，境界からの反射波は完全には抑制できない．しかし，出口境界か

らの反射波は計算を不安定にさせるため，センサーがはたらき数値粘性が加わるこ

とで計算を安定化させていると考えられる．一方で，コア内部の急勾配でない領域

(x1/D < 10, |x2/D| < 0.5)ではセンサーはほとんどはたらいていない．パラメータ

CGSの値が小さい SeLES-cの場合は，センサーがより高感度になるので x1/D > 10

の空気とプロパンの混合が進んだ領域において，広い範囲でセンサーが反応してい

る．パラメータCGSを大きくするほど x1/D > 10における検知範囲は小さくなる様

子が確認される．

渦構造を確認するために次式で表される速度勾配テンソルの第二不変量を導入

する．

Q =
1

2
(ΩijΩij − SijSij) (5.4)

ここで，SijとΩijは速度勾配テンソル (∂uj/∂xi)の対称部と非対称部である．

Sij =
1

2

(
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

)
(5.5)

Ωij =
1

2

(
∂uj
∂xi

− ∂ui
∂xj

)
(5.6)

速度勾配テンソルの第二不変量Q > 0の領域はせん断よりも渦運動が卓越する領域で

あるため渦管を可視化できる．図5.4にそれぞれの計算結果としてQ = 1.0×105 m2/s2

の等値面を示す．SeLES-a(図 5.4(a))の結果から，x1/D < 5の領域では大規模な渦

輪が確認され，5 < x1/D < 10では徐々に渦輪が変形および崩壊していく様子が

確認される．10 < x1/D < 40の領域では，渦輪が完全に崩壊し 3次元的な細か

い渦構造となっており，乱流へ発達していることがわかる．このような渦構造は空

気のみの噴流場に対する LESの結果と定性的に整合している[83]．図 5.4(b)から，

10 < x1/D < 40に現れる 3次元渦構造は SeLES-bの方が SeLES-aよりも少ない．

SeLES-cでは，10 < x1/D < 40における 3次元渦構造は SeLES-aや SeLES-bより

少ないことがわかる．図 5.4(d)より，MILESの結果は SeLES-cとほとんど差がな

く，噴流出口から離れた領域の 3次元渦構造が散逸されている様子が確認できる．

SeLES-cは，x1/D > 10の空気とプロパンの混合領域において広い範囲でセンサー
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(a) SeLES-a

(b) SeLES-b

(c) SeLES-c

Fig. 5.3: Instantaneous distribution of the discontinuity sensor on the plane of x3 = 0

at t = 370T0 in x1/D < 20. The sensor-detected area is plotted as black, and the

other is white.
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がはたらいている (図 5.4(b))ため，数値粘性が広い範囲で付加される．SeLES-cで

は数値粘性の付加範囲が広いため，全域に数値粘性が加わるMILESと定性的に近

い結果になったと考えられる．SeLESとMILESの比較により，ノズル出口から離

れた領域において数値粘性が乱流噴流の 3次元的な細かい渦を散逸させることが確

認された．

次に SeLESの結果として，中心軸上における主流方向の平均速度と平均混合分率

それぞれの分布を図 5.5に示す．混合分率Zは次式で定義される．

Z =
3.63Y1 − YO2 + YO2,0

3.63YP,0 + YO2,0

, (5.7)

ここで，YO2,0 = 0.233，YP,0 = 1.000，および YO2 = 0.233Y0である．それぞれの図

には Sandia National Laboratoriesの実験値とMILESの計算結果を併せて示す．図

5.5(a)より，中心軸上の平均速度は x1/D = 60において 20 m/sまで減速すること

がわかる．また，図 5.5(b)より，混合分率は x1/D = 9から急激に減少するものの，

x1/D > 20においてその減少率は緩やかになることが確認される．速度と混合分率

が減衰し始める位置は，SeLES-cやMILESよりも SeLES-aや SeLES-bの方が上流

側に近い．それぞれの計算手法によって分布の減少位置に差が生じるものの，いず

れの計算結果も速度と混合分率の平均分布は実験データとよく一致することが確認

された．

中心軸上における x1および x2方向の乱流強度成分の分布を図 5.6に示す．全て

の計算結果において，x1 方向の乱流強度成分 (図 5.6(a))は x1/D = 2 - 3までほぼ

0である．一方で，実験データの入口境界付近の乱流強度は約 3.7 程度である．こ

れは計算条件として与えられた入口分布はノズル内で発達した乱流の影響が含まれ

ていないためである．SeLESの x1方向乱流強度 u′1,rms分布の勾配は 5 < x1/D < 10

の領域ではMILESの勾配よりも大きいことがわかる．それぞれの手法による u′1,rms

のピーク値はほぼ同じである．しかし，SeLES-aや SeLES-bの u′1,rmsピーク位置は，

SeLES-cやMILESよりも実験値に近い．図 5.6(b)に示すように，u′2,rmsの最大値は

全ての計算手法でほぼ同じレベルであることがわかる．SeLES-aとSeLES-bのu′2,rms

ピーク位置は，SeLES-cやMILESよりも上流側にある．高感度センサーパラメータ

を課した場合 (SeLES-c)，x1/D = 10において数値粘性が適用されるため流れが散

逸する．一方で，SeLES-aや SeLES-bでは，x1/D = 10では数値粘性の付加が抑制
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(a) SeLES-a

(b) SeLES-b

(c) SeLES-c

(d) MILES

Fig. 5.4: Instantaneous iso-surface of Q = 1.0× 105 m2/s2 at t = 370T0.
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Fig. 5.5: Profiles of mean velocity and mean mixture fraction in the mainstream

direction along the central axis.

され SGSモデルによって渦粘性が適切に評価される．

以上より，密度比が小さく比熱比の差が大きい低マッハ数のプロパン-空気乱流

噴流場においては，平均速度分布と混合分率分布に関しては提案手法と従来手法の

MILESとほとんど差はないが，乱流強度成分のピーク位置に関しては提案手法の方

がMILESよりも実験値に近い計算結果を示すことを確認した．



- 60 - 第 5 章 非反応 ガス燃料-空気の同軸噴流問題による検証計算

0 20 40 60
0

2

4

6

8

10

x1/D

u
’ 1

, 
rm

s 
[m

/s
]

: Exp. (jet seed)

: SeLES−a

: MILES

: SeLES−b

: SeLES−c

: Exp. (air seed)

(a) x1-direction

0 20 40 60
0

2

4

6

8

10

x1/D

u
’ 2

, 
rm

s 
[m

/s
]

: Exp. (jet seed)

: SeLES−a

: MILES

: SeLES−b

: SeLES−c

: Exp. (air seed)

(b) x2-direction

Fig. 5.6: Profiles of turbulence intensity along the center line.

5.2 高マッハ数 非反応水素-空気の同軸噴流における検
証計算

二つ目の非反応場の検証計算は水素と空気の高速同軸噴流場[15]を対象とする．水

素噴流および周囲空気のマッハ数はそれぞれMJ = 0.886およびMA = 1.32である．

超音速の周囲空気が存在する流れ場であり，ノズル出口ではノズル断面と周囲空気

には圧力差がない[15]ので，適正膨張噴噴となり衝撃波は発生しない．ノズル出口直

後で流れが膨張することも収縮することもないため，ノズル出口断面から下流を計

算領域とする．燃料と空気の混合が急速に進む領域は流れの不安定性の発生位置よ

り下流の乱流遷移後であるため，燃料と空気の混合前の分子拡散面は最小格子幅以

下に設定する．水素と空気の比熱比の差は小さいが，密度比は大きいので計算が不

安定になりやすい流れ場である．

本計算手法を用いて得られた計算結果を Eggersの実験データ[15]と比較する．ま

た，先行研究である Zhao et .al[14]のWeighted Essentially Non-Oscillatory(WENO)

スキームを用いたMILESの計算結果や空間 5次精度WCNS補間を用いたHLLCス

キームによるMILESによって得られた計算結果と比較し考察を行う．
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5.2.1 計算条件

噴流ノズル径はD = 11.6 × 10−3 mであり，ノズルから水素が噴出しその周囲

を超音速の空気が流れている．計算領域は 0 ≤ x1 ≤ 50D，−5D ≤ x2 ≤ 5D，

−5D ≤ x3 ≤ 5Dと設定した．Eggersの実験データ[15]から，噴流中心軸上のマッハ

数は x1 = 42.8Dで 1.068となるが，出口境界で十分に超音速とするために主流方

向の計算領域は 50Dと設定した．格子点数は 351× 101× 101とした．x1 方向の格

子は 0 ≤ x1 ≤ 30Dまでは等間隔とし，30D ≤ x1 ≤ 50Dでは境界に向かって徐々

に格子間隔が広がるように配置した．また，x2方向および x3方向の格子は中心領

域 (|x2|, |x3| ≤ 2D)では等間隔とし，境界 (|x2|, |x3| = 5D)に向かって徐々に格子間

隔が広くなるように配置した．それぞれの方向の最小格子幅は∆x1,min = 0.0910D，

∆x2,min = ∆x3,min = 0.0477Dとした．

前節と同様に，噴流の乱流遷移を促進するために流入速度には時間的な擾乱を与

える[78]．同軸噴流の流入速度分布は x1 = 0において次式を与える．

u1 =


(

VJ

2
− VJ

2
tanh

[
b1

(
r
r0
− r0

r

)])
(1 + A sin(2πft)) (r ≤ D/2)

VA

2
− VA

2
tanh

[
−b2

(
r
r0
− r0

r

)]
(r > D/2)

(5.8)

ここで，VJ = 1074 m/sは軸中心部における水素噴流の流速，VA = 394.0 m/sは

周囲空気の流速である．せん断層パラメータは b1 = 1/(4.0 × 0.0116)および b2 =

1/(4.2× 0.0121)とそれぞれ設定した．振幅比Aおよび周波数 f は第 5.1.1節と同じ

値を適用する．式 (5.8)の流入速度分布と実験データ[15]を図 5.7に示す．横断方向に

対しては前節と同様に 3次元的な微小擾乱を式 (5.2)によって与えた．

密度，圧力，温度，質量分率，および比熱比は次式で与える．

(ρ, p, T, Y1, γ) =

{
(0.0930 kg/m3, 100× 103 Pa, 260 K, 1, 1.41) (r ≤ D/2)

(1.32 kg/m3, 100× 103 Pa, 222 K, 0, 1.40) (r > D/2)

(5.9)

それぞれの流体の物性値は表 5.3にまとめた．分子拡散によって発達する混合層の

厚みの長さスケールを求める．代表速度 VJ で計算領域 L1 = 50Dを通り抜けるま

での時間は L1/VJ であるため，分子拡散係数D1によって広がる層の厚みの長さス

ケールはLD1 =
√
D1L/VJ = 5.1× 10−4Dである．分子拡散が及ぶ層の厚みは層の

厚みの増加率は小さく，剪断層に不安定が発生する領域に到達する段階では非常に
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Fig. 5.7: Inlet velocity profile in the nonreacting hydrogen-air jet flow.

Table. 5.3: Physical parameters for nonreacting hydrogen-air jet flow.

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Hydrogen Air

Density, ρ [kg/m3] 0.0930 1.32

Specific heat ratio, γ 1.41 1.40

Viscosity, µ [kg/(ms)] 8.087× 10−6 1.302× 10−5

Thermal conductivity, κ [W/(m ·K] 0.1656 0.0184

Molecular diffusion coefficient, D1 [m2/s] 5.682× 10−6

薄い．最小格子幅より十分に小さいため，分子拡散面をはさんで物理量の急勾配が

発生する．

それぞれの気体の比熱比はほとんど同じ値であるため比熱比の急勾配センサーが

化学種の急勾配を検知できない可能性がある．そこで，本節では比熱比の急勾配セ

ンサーの代わりに質量分率の急勾配センサー (付録 B参照)を用いた SeLESの検証

を行う．質量分率の急勾配センサーを用いたケースを SeLES-αと表す．また比熱比

の急勾配センサーの閾値を高感度に設定したケースを SeLES-βと記す．本節で検証

した計算スキームを表 5.4にまとめた．
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Table. 5.4: List of numerical methods used in the hydrogen-air high speeed jet.

Case Scheme Chemical species sensor SGS model

SeLES-α Low dissipative scheme ϕY S (CYS = 0.001) With sensor

SeLES-β Low dissipative scheme ϕGS (CGS = 10−4) With sensor

MILES(WCNS) HLLC scheme with WCNS None None

x1出口境界は超音速流れとなり反射波が存在しないため自由流出境界条件を適用

する．x2および x3方向の出口境界には 3D-NSCBC[80]∼[82]を適用する．時間刻みは

最大CFL数が約 0.3となるように設定した．初期条件は入口境界を除く全領域に空

気の設定値を適用した．初期条件から 550T0 (T0 = tVJ/D)まで計算を行い，時間平

均値や乱流統計量は 370T0 − 550T0の期間で求めた．

5.2.2 計算結果

SeLES-αの計算結果として，時刻 t = 370T0における x3 = 0平面上の速度，密

度，および圧力の瞬時コンターを図 5.8に示す．それぞれのコンター図から，数値

振動は発生していないことを確認できる．噴流のコア領域は x1/D = 6-8より上流

側で形成されていることが速度コンターからわかる．x1/D = 10より下流では周囲

空気との速度差および密度差によるKelvin-Helmholtz不安定によって流れが乱れ，

下流に進むにつれ密度が徐々に増加していることから，周囲空気と水素の混合が進

行する様子が確認される．圧力コンターから，ノズル半径 |x2/D| = 0.5の位置から

斜めに向かって圧力が高くなる領域が確認される．水素噴流は亜音速であるため，

|x2/D| < 0.5においてはショックセル構造は確認されないが，x1/D = 3-6では圧力

変動が確認される．このような圧力変動現象は空気の遷音速噴流のLES[84]でも報告

されており，定性的に整合する．また，周囲空気は超音速であるが，|x2/D| > 0.5

における圧力は流入圧力とほぼ同じ 100 × 103 Paであり適正膨張噴流となるため，

衝撃波は発生しなかったと考えられる．x1/D = 6より下流で発生する圧力の擾乱

は周囲空気の適正膨張噴流によって発生するマッハ波によるものと考えられる．

図 5.8と同じ時刻・断面における混合センサーのコンターを図5.9に示す．SeLES-α

および SeLES-βともに，x1/D < 8における噴流のコア領域ではセンサーがオフに
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(a) Velocity

(b) Density

(c) Pressure

Fig. 5.8: Instantaneous distributions on the plane of x3 = 0 at t = 370T0.
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(a) SeLES-α

(b) SeLES-β

Fig. 5.9: Instantaneous distribution of the discontinuity sensor on the plane of x3 = 0

at t = 370T0 in x1/D < 22. The sensor-detected area is plotted as black, and the

other is white.

なり，|x2/D| = 0.5ではオンになることが確認される．図 5.8(d)で確認された噴流出

口から斜めに向かって伸びる高圧力領域でもセンサーがはたらいていることがわか

る．SeLES-αでは x1/D > 10, |x2/D| < 0.5の領域ではセンサーがオンになる．密度

や速度コンターから，この領域で急勾配は発生していないと考えられるが，乱流混

合によって質量分率が複雑に分布しているため質量分率の急勾配センサーが僅かな

変動を検知したと考えられる．一方で，SeLES-βの場合は x1/D > 10, |x2/D| < 0.5

の領域でもセンサーの反応が抑制されている．

それぞれの計算手法を用いた場合の渦構造について確認するため，速度勾配テン

ソルの第二不変量Q = 1.0×105 m2/s2の等値面を図 5.10に示す．図 5.10(a)と (b)か
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ら，SeLES-α，βそれぞれのケースで現れる渦構造に大きな差異はないことが確認さ

れる．噴流出口で発生した渦輪は x1/D < 6までに徐々に崩壊していき，x1/D > 8

では主流方向に伸びた渦構造が確認される．x1/D > 10では，水素噴流と周囲空気

とのせん断層において主流と横切る方向 (x2, x3方向)の渦管が確認される．一方，

MILES(WCNS)の場合は噴流出口で発生した渦輪は x1/D < 8までに徐々に崩壊し

ていくことが確認される．主流と横切る方向 (x2, x3方向)の渦管は x1/D > 12で見

られるが，SeLES-α，βで確認された位置よりも後流側である．これは急勾配でな

い領域において不連続捕獲スキームの数値粘性が付加されることにより，3次元的

な渦運動が抑制されたためだと考えられる．

SeLES-α，SeLES-β，およびMILES(WCNS)の結果として，主流方向に対する軸

中心上の平均速度分布と質量分率分布を図 5.11に示す．図 5.11には実験データ[15]

および Zhao et al.のMILES計算結果[14]を併せて示す．SeLES-αと SeLES-β の場

合は，x1/D = 7 - 8から減速が始まり，x1/D = 40では周囲空気とほぼ同じ速度に

なることが図 5.9(a)から確認できる．SeLES-αと SeLES-β の平均速度分布は実験

値とよく一致している．対照的に，MILES(Zhao et al.)の速度分布は噴流出口直後

で減速しており，実験値と乖離が見られる．噴流においてはノズル出口からある程

度の距離まで速度が一定になるポテンシャルコア領域が形成されるが，減速が発生

していることからポテンシャルコアが保たれていないと考えられる．Zhao et al.は

Quasi-Conservative方程式[21], [23], [40]を用いていないため，比熱比の急勾配で数値振

動が発生したと考えられる．これが原因で噴流直後のポテンシャルコアが崩壊したも

のと推察される．x1/D > 10では，MILES(Zhao et al.)の速度勾配は SeLESの速度

勾配よりも緩やかであり，実験値より僅かに高い値を示している．MILES(WCNS)

では噴流出口から一定の速度が保たれるが，流速の減速位置は x1/D = 11 - 12であ

り，SeLESの計算結果や実験値よりもポテンシャルコアが下流側に伸びている．

図 5.11(b)より，SeLES-αと SeLES-β の場合は，質量分率分布は x1/D = 10で

急激に減少し，x1/D > 15では減少率が緩やかになることが確認される．一方で，

MILES(Zhao et al.)は速度分布と同様に質量分率分布の減少率はSeLES-αやSeLES-

βよりも緩やかである．ポテンシャルコアの崩壊が確認されたMILES(Zhao et al.)

では，質量分率 Y1 = 1の領域は x1/D = 10まで維持されているが，質量分率の減

少率は緩やかで実験値よりも水素の割合が多い．MILES(WCNS)では，質量分率が
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(a) SeLES-α

(b) SeLES-β

(c) MILES

Fig. 5.10: Instantaneous iso-surface of Q = 5.0× 107 m2/s2 at t = 370T0.
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減少し始める位置は SeLESの計算結果よりも下流に伸びることが確認される．計

算結果と実験値を比較すると，SeLES-αと SeLES-βの方がMILES(Zhao et al.)や

MILES(WCNS)より実験値に近いことが確認される．

次に，x1および x2方向に対する軸中心上の乱流強度成分の分布を図 5.12に示す．

図 5.12(a)から，SeLES-αと SeLES-βの主流方向乱流強度 u′1,rmsのピーク値は同程

度であることがわかる．x1/D < 8の領域では SeLES-βの方が勾配の立ち上がり位

置が SeLES-αよりも僅かに上流側であることがわかる．センサーの反応範囲に差が

確認された x1/D > 10の領域では主流方向乱流強度分布に大きな差は見られない．

一方で，MILES(WCNS)は u′1,rmsの増加し始める位置が SeLESよりも下流側にあ

り，ピーク値も少し低い．また，MILES(WCNS)ではポテンシャルコア内の u′1,rms

は単調増加ではなく，x1/D = 9の位置で一度増加が止まり，x1/D = 10から再び増

加に転じる分布が確認される．

図 5.12(b)より，SeLES-αのピーク値が最も高いことがわかる．MILES(WCNS)

の u′2,rms分布は x1/D < 12まで徐々に増加していくことが，x1/D < 12における

増加率は SeLESよりも緩くピーク値は低い．これらの計算結果の比較から，ポテン

シャルコア内の急勾配でない領域において数値粘性は乱流生成を抑制することが確

認された．ポテンシャルコアの崩壊直後である x1/D = 10で乱流強度分布がピーク

値を示すことから，SeLESの方がポテンシャルコア内部の乱れの状態を正しく再現

しているものと考えられる．

以上より，本研究で構築した乱流計算手法 (SeLES)は急勾配でない領域では数値

粘性を抑制して SGS乱流モデルの渦粘性を付加するのでポテンシャルコア内の乱流

状態を適切に評価できるため，従来手法であるMILESよりも速度分布や水素と空

気の混合状態が実験値とよく一致することを確認した．
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Fig. 5.11: Profiles of mean velocity and mean mass fraction in the mainstream

direction along the central axis.

0 10 20 30 40 50

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

u
’ 1

, 
rm

s 
[m

/s
]

x1/D

: SeLES−α

: MILES (WCNS)

: SeLES−β

(a) x1-direction

0 10 20 30 40 50

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

u
’ 2

, 
rm

s 
[m

/s
]

x1/D

: SeLES−α

: MILES (WCNS)

: SeLES−β

(b) x2-direction

Fig. 5.12: Profiles of turbulence intensity along the center line.
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5.3 まとめ

本研究で構築した乱流計算手法である SeLESが多成分圧縮性乱流の噴流現象を精

度よくシミュレーションできることを示すため，非反応場における気体燃料と空気

との同軸乱流噴流問題を対象に検証計算を実施した．非反応プロパン-空気同軸噴流

問題において，SeLESで得られた計算結果を実験データやMILESの計算結果と比

較した内容は以下のようにまとめられる．

•密度と不連続性センサーの瞬時コンター画像より，密度が急激に変化する領

域で Larssonセンサーと比熱比の急勾配センサーの混合センサーは正常に働

くことが確認された．混合センサーのパラメータ値が小さい場合は密度が緩

やかに変化する急勾配が存在しない領域においてもセンサーが反応するため，

パラメータは大きい値に設定する方が望ましい．

•平均流速と平均混合率の分布に関しては，全ての計算結果において大きな差

異は確認されなかったものの実験値とはよい一致を示したことから，MILES

と SeLESは平均場においては妥当な結果を与えることが確認された．

•中心軸上の乱流強度成分の分布においては，計算手法の違いによるピーク値

の大きさはほとんど確認されなかった．しかし，適切なセンサーパラメータ

を用いた場合の SeLESのピーク位置はMILESのピーク位置よりも実験値に

近い．

高マッハ数の水素-空気同軸噴流問題おいて，SeLESの計算結果を実験値や先行研

究のMILESによる計算結果を比較した内容は以下のようにまとめられる．

•プロパン-空気同軸噴流問題よりも大きな急勾配が発生しているものの，速度

コンターや密度コンターからは非物理的な数値振動は確認されなかった．こ

れより，格子幅以下の分子拡散面を伴う乱流場においても混合センサーが有

効に働くことを確認した．

•SeLESで得られた平均速度分布や質量分率分布は実験値とよく一致している

ことが確認された．先行研究のMILESやWCNS法を用いたMILESでは，数
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値粘性によってポテンシャルコア内の乱れを抑制するため実験値と乖離する

ことが確認された．

•乱流強度成分の分布から，SeLESでは噴流出口からすぐに乱流強度成分が増

加する一方で，MILES(WCNS)では SeLESよりも下流側で乱流強度が増加

し始めることが確認された．また，MILESでは数値粘性によって乱れが抑制

されるためポテンシャルコア内の乱流強度はSeLESよりも低い結果になった．

本論文の範囲では，非反応の気体燃料-空気の同軸噴流場において，従来手法の

MILESより提案した乱流計算手法が実験結果とよく一致することを確認した．特に，

マッハ数が高く密度比が大きい水素-空気の同軸噴流場においては，従来のMILES

では平均速度分布や平均質量分率分布は実験結果と乖離していたが，提案手法によ

り物理現象が適切に再現されたため実験値と一致した．このことから，従来よりも

信頼性の高いシミュレーション手法を構築できたと考えられる．しかし，センサー

パラメータによっては急勾配がないにも関わらず燃料と空気と混合が進んだ領域で

混合センサーが作用する問題がある．さらに正確な気体燃料-空気の同軸乱流噴流場

のシミュレーションを実施するためには，下記の点に関して検証や改善が必要だと

考えられる．

•混合センサーに用いられるセンサーパラメータのチューニングは，様々な条

件における同軸噴流場において計算を実施し，実験結果の再現性を確認しな

がら行う必要がある．

•混合前の燃料と空気が接する急勾配領域は混合センサーによって検知するこ

とができるが，パラメータの設定値によっては混合後の領域においてはセン

サーが作用した．混合領域のセンサー検知範囲が乱流強度に与える影響につ

いては，DNSによる信頼性の高い計算結果と比較し検証が必要だと考えら

れる．

•本研究の範囲では別々に供給された燃料と空気の混合過程を正しく再現でき

る計算手法を構築できたと考えられる．しかし，混合が進んだ領域の乱流を

より正確に再現するためには，混合流体に対応できる混合センサーへ改良す

る必要がある．
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　本研究では，気体燃料を用いる燃焼方式の中で，有害物質の排出が少ない利点を

有する予混合燃焼に着目した．予混合燃焼器の開発においては，乱流噴流による燃

料と空気の混合促進が重要な要素技術のひとつである．予混合装置の最適設計のた

めには，反応領域より上流の燃料と空気の同軸噴流のふるまいの理解が必須である．

特に，測定困難な流れの微細構造と化学種の混合過程の関係を解析する手段として，

数値流体力学 (CFD)の適用が有望である．ノズル出口の燃料と空気が接した面の不

安定挙動から乱流に遷移する過程を把握するツールとして，二成分同軸噴流におけ

る乱流混合現象を再現する数値計算手法の確立を目的とする研究を実施した．

本研究の対象となる流れは，物性の異なる 2成分からなる高速の同軸噴流であり，

数値シミュレーションでは，流体の圧縮性と乱流現象，さらに流れ場の強い非定常

性を考慮しなければならない．これに対して，本計算は有限差分法を基礎として，

乱流に対しては Large-Eddy Simulation(LES)を適用した．

気体燃料と空気が接した直後から乱流遷移に至るまでの区間は，物質濃度が急激

に変化する薄い層 (本文では分子拡散面と表現している)を扱う必要がある．衝撃波

および分子拡散面は，いずれも厚みが数値計算の格子幅程度以下であるため，有限

差分法では実質的に不連続面である．有限幅の計算格子で急勾配を捕獲するには，

非物理的な振動を生じさせないため，数値粘性を効かせる急勾配捕獲スキームが導

入される．急勾配でない領域においては数値粘性の影響が及ばないよう中心差分ス

キームに切り替わり，全体として高解像度を実現する低数値散逸スキームを導入す

る．本計算の対象については，速度場と濃度場の双方に対して急勾配捕獲スキーム

を機能させる必要があるため，本研究では新たに速度・密度・比熱比などの物理量

の急勾配発生位置を検知するセンサーを開発した．

気体燃料と空気の混合が急速に進展する乱流領域においては，強い非線形性によっ

て，計算格子ではとらえられない微細な渦構造が生成される．これに対しては，従

来から，Sub-Grid Scale (SGS)の乱れの効果を表す物理モデルを使用する陽的 LES
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とともに，計算手法としての数値粘性の効果で代用する Implicit-LES (ILES)が試

みられてきた．SGS乱れは主としてエネルギー散逸を担っているため，陽的LESの

SGSモデル，陰的LESの数値粘性ともに拡散効果を導入する形式となっている．本

研究では，物理的な根拠が明確な SGSモデルによる陽的 LESを採用する．ただし，

本計算では，前述の速度場と濃度場に対する急勾配捕獲スキームの数値粘性に加え，

乱流の SGSモデルを組み込むことになり，既存の方法の組み合わせでは過剰なエネ

ルギー散逸を招くことが危惧される．そこで本研究では，速度と物質濃度それぞれ

の急勾配を検知するセンサーを用いて SGS乱れに対する渦粘性モデルの係数を修正

する Semi-explicit LES(SeLES)を新たに開発した．

標準的な検証問題に対して検証を行った後，二成分同軸噴流の問題に適用して本

研究で新たに開発した手法の従来法に対する有効性を実証した．結果は以下のよう

に要約される．

第 2章では，二成分圧縮性流体における低数値散逸スキームを構築した．Over-

Estimated Quasi-Conservative方程式系におけるWCNS補間を用いたHLLCスキー

ムにより，格子幅以下の分子拡散面を数値振動なく捕獲できる急勾配捕獲スキーム

を構築した．低数値散逸スキームを構築する上で必要となる速度と物質濃度両方の

急勾配を検知する混合センサーを新たに考案した．混合センサーは速度急勾配セン

サーと比熱比急勾配センサーをカップリングすることで構築される．混合センサー

を用いて急勾配捕獲スキームと中心差分の数値流束を移流項の型に応じて適切に評

価することで，二成分流体における低数値散逸スキームが構築できることを示した．

第 3章では，粘性および分子拡散がない単成分・二成分圧縮性流れにおける検証計

算を用いて第 2章で構築した数値計算手法の検証を行った．粘性や分子拡散の影響

がないため物理量分布の急勾配を拡散させることがなく，計算手法の数値不安定性

を純粋に評価が可能となる．また，粘性や分子拡散の影響ではなく純粋に数値粘性

の効果によって流れの減衰の様子を確認することができるため，低数値散逸スキー

ムの評価に適している．ベースとなる急勾配捕獲スキームの急勾配捕獲性能は，二

成分流体における衝撃波管問題と物質界面移流問題にて検証し，数値振動なく理論

解とよく一致することを確認した．また，単成分流における渦-衝撃波干渉問題では

提案した計算手法が低数値散逸性と急勾配捕獲を両立できることを示した．二成分

流体の空間 2次元の気泡-衝撃波干渉問題およびTriple-point問題で計算手法の評価
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を行った．いずれの検証計算においても，提案した計算手法は数値振動の発生を抑

制することが確認された．混合センサーの格子解像度の影響や流れの対称性の影響

なども調査し，提案したセンサーが広い範囲で適用可能であることを示した．

第 4章では，速度や化学種の急勾配が存在する領域では数値粘性のみが付加し，

急勾配でない領域では SGSモデルによる渦粘性が付加する，SeLESという新たな乱

流計算手法を構築した．構築の過程で，陽的LESの基礎式，渦粘性型 SGSモデルで

あるVremanモデル，および各 SGS項のモデルについて説明した．そして，SeLES

を構築するために混合センサーを用いた SGS渦粘性係数の修正方法を示した．ま

た，LESの計算結果は離散化手法の精度に大きく影響されるため，第 2章で構築し

た計算手法の高次精度化を行った．

第 5章では，第 4章までに構築した乱流計算手法の検証を行うため，反応を伴わ

ない気体燃料と空気との同軸噴流場を対象とした 2つの検証計算を実施した．一つ

目の検証計算はプロパン-空気の同軸噴流場を対象とし，SeLESの計算結果を実験値

やMILESの結果と比較した．SeLESで得られた瞬時可視化画像から，プロパン噴

流と空気との界面では密度は急激に変化するが，速度急勾配センサーと比熱比急勾

配センサーの混合センサーは急勾配を検知するため，数値振動を抑制できることを

確認した．平均速度分布や混合分率はいずれの計算結果も実験値とよく一致し，大

きな差異は確認されなかった．しかし，ノズル中心軸上の乱流強度分布のピーク位

置は SeLESの方がMILESよりも実験値に近いことが確認された．このことから，

全域に数値粘性が付加されるMILESよりも，局所的に数値粘性が付加される領域

と SGS渦粘性が付加される領域が切り替わる SeLESの方が同軸噴流場の乱流状態

を精度よく再現できることを確認した．二つ目の検証計算は高マッハ数の水素-空気

の同軸噴流場を対象とした．SeLESの計算結果を実験値や先行研究の計算結果と比

較した．先行研究 (WENO法を用いたMILES)やWCNSとHLLCスキームによる

MILESの計算結果は，平均速度分布と平均質量分率分布に関して実験値と乖離が

確認された．一方で，SeLESの計算結果はそれらの平均分布について実験値と良い

一致を示した．さらに，SeLESとMILES(WCNS)の乱流強度分布の比較を行った．

SeLESとMILESとではポテンシャルコア内の乱流強度成分の増加傾向が大きく異

なることを確認した．MILESではポテンシャルコアの分布が急勾配でない領域にお

ける数値粘性によって流れが散逸し，乱流強度が低く評価されたと考えられる．以
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上の結果から，従来手法では速度分布や質量分率分布について実験結果を正しく再

現できなかったが，本研究で構築した計算手法により物理現象が適切に再現される

ため実験結果と一致することが確認された．

以上より，本研究では気体燃料と空気の二成分同軸噴流場に対して高い信頼性を

もって解析できる乱流計算手法を提案し，その有効性を様々な検証例題により実証

した．今後の展開として，さらに再現性を高める計算手法を構築するためには，混

合が進んだ領域において検知範囲がより小さくなるセンサーパラメータの検討や混

合流体に対応した急勾配センサーへの改良が必要だと考えられる．また，本乱流計

算手法は燃焼反応領域直前の流れ場と混合状態を精度よく計算することができるの

で，本手法に反応モデルを組み込み拡張することで信頼性の高い反応流シミュレー

ションを実施できることが期待される．この拡張により，化学反応と乱流の相互干

渉の影響が現れる複雑な乱流燃焼のモデルを検討する上でも有用なツールとなり，

燃焼モデル研究の更なる発展に寄与するものと考えられる．
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付 録A 物質界面センサーの比較

　本文で導入した物質界面センサー (式 (2.56)-(2.58))以外にも，様々な評価方法が

考えられる．本付録では，従来研究で提案されている物質界面センサーや提案手法

とは異なる物質界面センサーを導入し，それぞれの計算結果の比較を行う．

A.1 種々の物質界面センサーの導入

単成分の圧縮性流体においてはスカラ―である圧力を用いた衝撃波センサーが提

案されてきた．本付録では，圧力ベースの衝撃波センサーのアナロジーから考えら

れる物質界面センサーを導入し，それぞれの不連続検知性能について二成分流体の

検証計算で比較を行った．

もっともシンプルな物質界面センサーは次式で評価される．

σSMS,i =
[
(Γp)i+1 − (Γp)i

] [
(Γp)i − (Γp)i−1

]
(A.1)

ωSMS,i =


1 (σSMS,i > 0)

0 (others)

(A.2)

空間 2次元のセンサーはセル界面において，

ϕSMS,i = max (ωSMS,i , ωSMS,j) , (A.3)

ψSMS,i+1/2 = max (ϕSMS,i, ϕSMS,i+1) , (A.4)

と評価される．

Jameson et al.は圧力を用いて古典的な衝撃波センサーを提案した[85]．Jameson

センサーの評価に用いる変数を圧力から比熱比に入れ替えることで，次のような物
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質界面センサーが得られる．

σJS,i =

∣∣(Γp)i−1 − 2 (Γp)i + (Γp)i+1

∣∣∣∣(Γp)i−1 + 2 (Γp)i + (Γp)i+1

∣∣ (A.5)

ωJS,i =


1 (σJS,i > 10−4)

0 (others)

(A.6)

Jamesonベースのセンサーは一部を除いて本研究で提案したセンサー (式 (2.56)-

(2.58))と同じである．

Bogey et al.はより高解像度な圧力勾配センサーを提案した[86]．この評価方法を

比熱比に適用するとBogeyセンサーは次式となる．

Dgi =
1

4

[
− (Γp)i−1 + 2 (Γp)i − (Γp)i+1

]
(A.7)

Dgmag
i =

1

2

[
(Dgi −Dgi−1)

2 + (Dgi −Dgi+1)
2] (A.8)

rgi =
Dgmag

i

(Γp)
2 + ε (A.9)

σBS,i =
1

2

(
1− rgth

rgi
+

∣∣∣∣1− rgth
rgi

∣∣∣∣) (A.10)

ωBS,i =


1 (σBS,i > 10−6)

0 (others)

(A.11)

ここで，ε = 10−16はゼロ割を避けるための微小定数，rgth = 10−6は閾値である．空

間 2次元におけるセル界面の Jamesonセンサーおよび Bogeyセンサーは式 (A.3))-

(A.4)と同様に求められる．

Movahed & Johnsenは圧力ではなく 1/(γ − 1)のTotal variationに基づいた物質

界面センサーを提案した[30]．

ϕTVS,i+1/2 =
2∑

n=−3

1

n
(Γp)i+n −

1

2

[
(Γp)i−1 + (Γp)i

]
(A.12)

ψTVS,i+1/2 =


1

(
ϕTVS,i+1/2 > 10−3

)
0 (others)

(A.13)

式 (A.12)は ΓpのTotal variationである．Movahed & Johnsen[30]のTV物質界面セ

ンサーは標準的な差分法WENOと Primitive variable WENOとを切り替えるため

に使用されている．
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A.2 検証計算

第 3.3節で実施した衝撃波-ヘリウム気泡干渉問題において，それぞれのセンサー

の物質界面検知性能を比較する．本検証計算では Larssonセンサーは共通とし，本

付録で導入した比熱比急勾配センサーとカップリングした混合センサーを用いる．

なお，計算条件や境界条件は第 3.3節と同じである．

まず，それぞれの物質界面センサーの計算コストを比較する．それぞれのセンサー

を用いた場合の 1600-3600ステップにおける計算時間を表A.1に示す．それぞれの

センサーによる計算時間に関して大きな差は確認されないが，Jamesonセンサーの

計算時間が最も短いことがわかる．

図A.1に気泡が衝撃波を通過した後の密度コンターと不連続センサーのコンター

を示す．密度コンターより，SMセンサーと Jamesonセンサーでは物質界面近傍の数

値振動が抑制されていることを確認できる．図A.1(a)右図から，SMセンサーは他

のセンサーより物質界面が厚く評価されていることがわかる．これは低数値散逸性

という観点において他のセンサーより劣る点である．Jamesonセンサーのコンター

(図A.1(b)右図)は，本研究で提案したセンサーによる結果とほぼ同じであるが (図

3.13(e)参照)，密度コンターにおいて気泡先端でスパイクの発生が確認される．これ

は Jamesonセンサーは評価式にクライテリア (式 (2.57))が追加されていないため，

余分な領域まで検知され数値粘性が広い領域で付加されておりHLLCスキームの過

剰な数値粘性による計算不安定化を抑制できなかったものと考えられる．図A.1(c)，

(d)右図より，Bogeyセンサーと TVセンサーは Jamesonセンサーよりも物質界面

を薄く評価していることがわかる．最も物質界面を薄く評価しているのはBogeyセ

ンサーだが，密度コンターからBogeyセンサーでは数値振動が発生していることが

Table. A.1: Computational time of the different material interface sensors in the

shock-bubble interaction problem.

The simplest material interface sensor 1.49× 10−2

The Jameson-like material interface sensor 1.34× 10−2

The Bogey-like material interface sensor 1.67× 10−2

The TV material interface sensor 1.39× 10−2
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確認される．また，TVセンサーでも同様に密度の数値振動が発生している．これ

らの結果より，物質界面を薄く評価するセンサーは数値振動を引き起こすため，適

切な厚みを持って評価できる物質界面センサーが必要であると結論づけられる．
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(a) The simplest material interface sensor

(b) The Jameson-like material interface sensor

(c) The Bogey-like material interface sensor

(d) The TV material interface sensor

Fig. A.1: Comparison of the different material interface sensors in the shock-bubble

interaction problem at t = 3.6. Left: density; Right: sensor.
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付 録B 化学種濃度センサー

B.1 化学種センサーの導入

二成分圧縮性流体の数値計算においては，比熱比の急勾配が伴う物質界面で圧力

の数値振動が発生する．そのため，この分野では物質界面と衝撃波の両方を捕獲す

る計算手法の研究が進められてきた．ただし，現実には異なる流体でも比熱比が同

じ値となる物質界面も存在する．この場合，物質界面で数値振動が発生しないため

研究テーマとして着目されてこなかった．一方，本研究では比熱比を用いた急勾配

センサーと Larssonセンサーを組み合わせることで低数値散逸スキームを提案した．

ただし，この低数値散逸スキームは物質濃度の急勾配を評価する差にに比熱比の値

を用いているため，比熱比が同じ値を持つ二成分流体が存在する流れ場では低数値

散逸スキームを構築できない．比熱比が同じ場合でも，異なる流体においては物質

界面で密度の不連続が生じるのでセンサーは必要である．しかしながら，速度と圧

力は界面で同じ値を持つため，速度勾配と渦度で評価する Larssonセンサーでは物

質界面を検知できない．そこで本節では，代わりとなる化学種濃度センサーを提案

し，異なる密度を持つが比熱比が同じ値の二成分流体における低数値散逸スキーム

を構築する．化学種濃度センサーは比熱比を用いたセンサーの場合と同様に次式で

評価される．

σYS,i =

∣∣(Y1)i−1 − 2 (Y1)i + (Y1)i+1

∣∣∣∣(Y1)i−1 + 2 (Y1)i + (Y1)i+1

∣∣ (B.1)

ωYS,i =


1 (σYSi > CY S and δ < (Y1)i < 1− δ)

0 (others)

, δ = 10−6 (B.2)

ϕYS,i = max (ωYS,i , ωYS,j) (B.3)

ψYS,i+1/2 = max (ϕYS,i , ϕYS,i+1) (B.4)

ここで閾値はCY S = 0.001とした．この閾値を用いることで比熱比のセンサーと同

程度の界面厚さとなり数値振動を抑制できる．
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B.2 検証計算

比熱比が同じ場合かつ密度が異なる物質界面が生じる多成分流体の検証計算を実

施するため，第 3.3節の気泡-衝撃波干渉問題の初期条件を次のように変更する．

(ρ, u1, u2, p, Y1, γ,M)

=


(1.3764, −0.3336, 0, 1.5698/1.4, 0, 1.4, 28.8) (x1 > 1)

(0.1819, 0, 0, 1.0/1.4, 1, 1.4, 2) (x21 + x22 < 0.5)

(1, 0, 0, 1.0/1.4, 0, 1.4, 28.8) (otherwise)

(B.5)

計算領域や境界条件は第 3.3と同じ設定とした．

図B.1に t = 3.6における密度分布と混合センサー値のコンターをそれぞれ示す．

図B.1(a)より，化学種センサーを用いて構築した混合センサーにおいても数値振動

を抑制できていることが確認される．また，HLLCスキームの数値不安定性が抑制

されているため気泡形状先端 (図 B.1(a)の左側)は崩壊しておらず，低数値散逸性

も比熱比センサーを用いた場合と同程度と考えられる．図B.1(b)より，物質界面後

流側 (図の右側)のセンサー値は比熱比の場合とは若干異なる．化学種センサーで用

いる質量分率 Y1は保存形で評価されているためセンサーが過敏に働いていると推

察されるが，これはセンサーパラメータによってある程度改善できると考えられる．

以上より，化学種センサーを用いて構築した混合センサーにおいても低数値散逸ス

キームを構築できることが示された．

(a) Density (b) Sensor

Fig. B.1: Distribution of the density and discontinuity sensor with species sensor in

the shock-bubble interaction problem (γ = 1.4) at t = 3.6.
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付 録C 二成分圧縮性流れにおける無
反射境界条件

　圧縮性流れの数値計算においては本来発生し得ない境界面からの非物理的な反射

波が計算を不安定化させ，時には計算を破綻させてしまう．そのため，この非物理的

な境界からの反射波を抑制する無反射境界条件の研究が多くなされてきた[87]．この

反射波を抑制する計算手法は大きく二つに分類される．ひとつは計算空間の内部領

域にスポンジ領域とよばれる人工的な減衰項を付加することで境界から流入出する

非物理的な反射や変動を抑制する方法[88]∼[90]．もう一つは圧縮性流れの特性波解析

に基づいて計算領域内部の値から境界条件を定める方法[80], [91]∼[93]である．後者の手

法において，特に Poinsot & Leleによって提案されたNavier-Stokes Characteristic

Boundary Condition(NSCBC)[80]は実装が容易であることから圧縮性流体解析にお

いて広く用いられている．そこで本研究では二成分圧縮性流体に対するNSCBC[70]

を導入する．ただし，本付録では二成分流体の支配方程式において定式化を行う．

C.1 Navier-Stokes Characteristic Boundary Con-

dition

NSCBCでは特性波解析に基づいて流れの流入出を特性波によって分解し，反射

波に対しては計算領域への侵入を防ぎ，流出波に対してはそのまま流出させる．x1

方向にNSCBCを適用すると二成分圧縮性流体の支配方程式は次式のように書き換
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えられる．

∂ρ

∂t
+ d1 +

∂ρu2
∂x2

+
∂ρu3
∂x3

= 0 (C.1)

∂ρu1
∂t

+ u1d1 + ρd3 +
∂ρu2u1
∂x2

+
∂ρu3u1
∂x3

=
∂τ1j
∂xj

(C.2)

∂ρu2
∂t

+ u2d1 + ρd4 +
∂ρu2u2
∂x2

+
∂ρu3u2
∂x3

+
∂p

∂x2
=
∂τ2j
∂xj

(C.3)

∂ρu3
∂t

+ u3d1 + ρd5 +
∂ρu2u3
∂x2

+
∂ρu3u3
∂x3

+
∂p

∂x3
=
∂τ3j
∂xj

(C.4)

∂ρE

∂t
+

1

2
(ukuk)d1 +

d2
γ − 1

+ +ρu1d3 + ρu2d4 + ρu3d5

+
∂

∂x2
[(ρE + p)u2] +

∂

∂x3
[(ρE + p)u3] =

∂

∂xi
(ujτij)−

∂qi
∂xi

(C.5)

∂ρY1
∂t

+ Y1d1 + ρd6 +
∂ρu2Y1
∂x2

+
∂ρu3Y1
∂x3

= −∂ραj

∂xj
(C.6)

∂Γp

∂t
+

Γpd1
ρ

+ d7 +
∂u2Γp

∂x2
+
∂u3Γp

∂x3
= −∂αj

∂xj
(C.7)

また，d1-d7は次のように与えられる．

d =



d1

d2

d3

d4

d5

d6

d7


=



1
c2

[
L2 +

1
2
(L5 + L1)

]
1
2
(L5 + L1)

1
2ρc

(L5 − L1)

L3

L4

L6

L7


=



∂ρu1

∂x1
∂(ρu1c2)

∂x1
+ (1− γ)u1

∂p
∂x1

u1
∂u1

∂x1
+ 1

ρ
∂p
∂x1

u1
∂u2

∂x1

u1
∂u3

∂x1

u1
∂Y1

∂x1

u1
∂Γp

∂x1


(C.8)

ここで，Liは特性速度 λiに関連する特性波振幅である．特性速度 λiは以下のよう

に定義される．

λ1 = u1 − c (C.9)

λ2 = λ3 = λ4　 = λ6 = λ7 = u1 (C.10)

λ5 = u1 + c (C.11)
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特性波振幅Liは次式で求められる．

L1 = λ1

(
∂p

∂x1
− ρc

∂u1
∂x1

)
(C.12)

L2 = λ2

(
c2
∂ρ

∂x1
− ∂p

∂x1

)
(C.13)

L3 = λ3
∂u2
∂x1

(C.14)

L4 = λ4
∂u3
∂x1

(C.15)

L5 = λ5

(
∂p

∂x1
+ ρc

∂u1
∂x1

)
(C.16)

L6 = λ6
∂Y1
∂x1

(C.17)

L7 = λ7
∂Γp

∂x1
(C.18)

上記の式を用いることで計算領域内から流出する特性波を求めることができるが，

計算領域外から流入する特性波は正しく求めることができない．そこで，局所１次

元非粘性の関係 (Local One Dimensional Inviscid, LODI)を用いて計算領域外から

流入する特性波を推察する．LODIシステムは式 (C.1)-(C.7)において横断成分を持

つ項と粘性項を無視することで得られる．

∂ρ

∂t
+

1

c2

[
L2 +

1

2
(L5 + L1)

]
= 0 (C.19)

∂p

∂t
+

1

2
(L5 + L1) = 0 (C.20)

∂u1
∂t

+
1

2ρc
(L5 − L1) = 0 (C.21)

∂u2
∂t

+ L3 = 0 (C.22)

∂u3
∂t

+ L4 = 0 (C.23)

∂T

∂t
+

T

ρc2

[
−L2 +

1

2
(γ − 1)(L5 + L1)

]
= 0 (C.24)

∂Y1
∂t

+ L6 = 0 (C.25)

∂Γp

∂t
+ L7 = 0 (C.26)

上式のLODIシステムと物理境界条件を用いることで特性波振幅Liを求めることが

できる．境界での流速と音速との大小関係によって LODIシステムに与える条件が

異なる．反射波が生じる流れ場は流入・流出境界において亜音速条件となる．亜音
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速条件に対するそれぞれの境界条件については次節以降に示す．なお，x2方向や x3

方向は x1方向と同様に構築できるので割愛する．

C.1.1 亜音速流入条件

流入条件として流速と温度が固定値である場合を考える．亜音速流入条件では境

界を通して計算領域外部から流入する特性波は L2，L3，L4，L5，L6，L7となる．

計算領域内から流出する特性波は L1のみであり，式 (C.12)より求められる．流速

u1は固定された値であるのでL5は次式となる．

L5 = L1 (C.27)

温度が固定であることから式 (C.24)よりL2が得られる．

L2 =
1

2
(γ − 1)(L5 + L1) (C.28)

L3，L4，L6，およびL7は物理境界条件から次式となる．

L3 = L4 = L6 = L7 = 0 (C.29)

上式から得られたL1，L2，およびL5を用いて d1を求める．

d1 =
1

c2

[
L2 +

1

2
(L5 + L1)

]
(C.30)

上式で得られた d1を用いて式 (C.1)を評価することで入口境界における密度 ρが定

められる．

C.1.2 亜音速流出条件

流出境界では流速や温度を予め境界値として与えることが難しい．亜音速流れの

場合，計算領域外から流入する特性波はL1のみである．無限遠方の圧力を p∞とす

るとL1は次式のように求められる．

L1 = K(p− p∞) (C.31)

上式のKは次式で表される定数である．

K = σ
(1−M2

maxc)

Lref

(C.32)
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ここで，Mmaxは流れ場の最大マッハ数，Lref は代表長さ，σは 0.1 < σ < πのパラ

メータである．本研究では文献[70]を参照し σ = 0.15と設定した．L2-L7は式 (C.13)-

(C.18)より，計算領域内から片側差分によって求める．そして，得られた Liを式

(C.8)に代入して diを求め，式 (C.1)-(C.7)を時間積分すればよい．

C.2 Thrree-dimesional NSCBC

境界において流れの三次元性が強い場合には，LODI仮定に基づく従来のNSCBC

では非物理的な反射波は抑制できない．また，境界面に強い対流が存在する場合は

圧力やその他の物理的な値が目標値に達しない問題が発生する．これを改善するた

めに境界面の法線方向の項を取り入れた 3D-NSCBC[81], [82]が提案されており，本研

究でもこの手法を導入する．3D-NSCBCを適用した場合のシステム方程式は次式と

なる．

∂ρ

∂t
+

1

c2

[
L2 +

1

2
(L5 + L1)

]
− T1 = 0 (C.33)

∂p

∂t
+

1

2
(L5 + L1)− T5 = 0 (C.34)

∂u1
∂t

+
1

2ρc
(L5 − L1)− T2 = 0 (C.35)

∂u2
∂t

+ L3 − T3 = 0 (C.36)

∂u3
∂t

+ L4 − T4 = 0 (C.37)

∂Y1
∂t

+ L6 − T6 = 0 (C.38)

∂Γp

∂t
+ L7 − T7 = 0 (C.39)

ここで，横断項 T は次式で与えられる．

T =



T1

T2

T3

T4

T5

T6

T7


=



∂ρut

∂xt

ut
∂ρu1

∂xt

ut
∂ρu2

∂xt
+ 1

ρ
∂p
∂x2

ut
∂ρu3

∂xt
+ 1

ρ
∂p
∂x3

ut
∂p
∂xt

+ γp∂ut

∂xt

ut
∂Y1

∂x1

ut
∂Γp

∂x1


, (t = 2, 3) (C.40)
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このシステム方程式に物理境界条件を与えることによって特性波振幅Liを決定する．(
∂p

∂t
− ρc

∂ρu1
∂t

)
+ L1 + T1

1 (C.41)(
c2
∂ρ

∂t
− ∂p

∂t

)
+ L2 + T2

1 (C.42)

∂u2
∂t

+ L3 + T3
1 (C.43)

∂u3
∂t

+ L4 + T4
1 (C.44)(

∂p

∂t
+ ρc

∂ρu1
∂t

)
+ L5 + T5

1 (C.45)

∂Y1
∂t

+ L6 + T6
1 (C.46)

∂Γp

∂t
+ L7 + T7

1 (C.47)

ここで，Tm
k はm番目の特性変数に関連する xkに垂直な特性横断項である．

T1
1 = T5 − ρcT2 (C.48)

T2
1 = c2L1 − T5 (C.49)

T3
1 = T3 (C.50)

T4
1 = T4 (C.51)

T5
1 = T5 + ρcT2 (C.52)

T6
1 = T6 (C.53)

T7
1 = T7 (C.54)

通常のNSCBCと同様に境界における流速と音速との関係によって，外部から流入

する特性波が異なる．第 5章で亜音速流出境界を適用しているため，亜音速流出境

界について次節に示す．

C.2.1 亜音速流出条件

x1方向の計算領域を 0 < x1 < Lxとし，出口境界 x1 = Lxとした場合の特性波

について考える．このとき，計算領域外から流入する特性振幅 L1は次式で求めら

れる．

L1 = K(p− p∞) + (1− β)T1
1 (C.55)
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ここで，βは 0 < β < 1の横断項に対する減衰パラメータである．βの設定値には

任意性があり，βの評価方法を調査している研究がある[94]．本研究では境界におけ

る断面平均マッハ数を用いて，β = M̄outletとした．その他の特性波振幅は通常の

NSCBCと同様に計算領域内から求め，それぞれの支配方程式を時間積分して境界

値を更新する．

C.3 検証計算

無反射境界条件を検証するために，空間 2次元の渦移流問題を実施する[80], [82]．渦

移流問題は一様流中に存在する自由渦が境界を通り過ぎるときに発生する反射波を

確認する検証計算である．本検証計算では単成分圧縮性非粘性流体とし，空間離散

化手法は全て 2次精度中心差分とした．初期条件である一様流は次式で与える．

(ρ, u1, u2, p)L =

(
1, Ma

√
γρ

p
, 0,

1

γMa2

)
, γ = 1.4 (C.56)

ここで，Maはマッハ数で 0.5と設定した．次に，自由渦は次式で与える．

ũ1 = u1 − C cs
ρ

(x2−x2c)
r2c

exp
(
− r2

2(rc)2

)
ũ2 = C cs

ρ
(x1−x1c)

r2c
exp

(
− r2

2(rc)2

)
p̃ = p+ C2c2s

r2c
exp

(
− r2

2(rc)2

)
ẽ = p̃

ρ(γ−1)

(C.57)

ここで，csは音速，Cは渦の強さ，r =
√
(x1 − x1c)2 + (x2 − x2c)2は半径，rcは臨

界半径である．それぞれのパラメータは C =−0.0005，rc=0.15とそれぞれ設定し

た．渦の中心座標は (x1c, x2c) = (1.0, 0.0)とした．計算領域は 0 ≤ x1 ≤ 2および

−1.0 ≤ x2 ≤ 1.0とし，格子点数は一様に 81× 81と設定した．また，時間刻み幅は

∆t = 1.0× 10−3と設定し，t = 2.0まで計算を実施した．物理的な流入条件 (x1 = 0)

には式 (C.56)を与える．x1 = 2.0および x2方向境界は流出条件とした．通常の境

界条件 (流入：ディリクレ条件，流出：ノイマン条件)，NSCBC，3D-NSCBCを適

用した場合の計算結果を比較する．

図C.1にそれぞれの境界条件を用いた場合における時刻 t = 0.6, 1.0, 1.2, 1.4の渦

度 ω3コンターを示す．図C.1(a)より，通常の境界条件では渦が出口境界 (x1 = 2.0)

に到達する際に発生する反射波によって数値振動が生じ，渦の形が歪んでいる様子
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が確認される．完全に通り過ぎる時には，一様流とは逆流する方向で出口境界から非

物理的な振動が放出される．一方で図C.1(b)，(c)より，NSCBCおよび 3D-NSCBC

を適用した場合には t = 1.0において数値振動による渦の歪みは確認されない．時

刻 t = 1.2, 1.4では若干ではあるが渦度の縞模様が出口境界から確認される．また，

NSCBCでは時刻 t = 1.0, 1.2において境界面にかかる渦度の等値線が若干崩れてい

る．一方で，3D-NSCBCでは等値線は崩れておらず通常のNSCBCより改善されて

いる．

次にC.2にそれぞれの境界条件を用いた場合の時刻 t = 0.6, 1.0, 1.2, 1.4における

流速コンターを示す．図C.1(a)より，渦度のときと同様に通常の境界条件では境界

への渦の通過に伴い非物理的な振動が放出されている様子が確認できる．NSCBC

の場合 (図C.1(b))は，渦の通過に伴って境界から流速分布が発生する．これは渦が

境界に対して一様ではなく，2次元性を持って通過することが原因だと考えられる．

一方で，3D-NSCBCの場合 (図C.1(c))はNSCBCで見られたような流速の放出はほ

とんど確認されない．これより，流れが境界に対して横断方向の成分を持つ場合に

は 3D-NSCBCの方が優れていることを確認した．

最後に図C.3にNSCBCと3D-NSCBCを用いた場合における時刻 t = 1.0, 1.2, 1.4, 1.6

の圧力コンターをそれぞれ示す．図C.3(a)より，NSCBCの場合は渦の通過により

境界から圧力波が放射線状に広がっていく様子が確認される．このような圧力の反

射波が他方向の境界まで到達すると計算は不安定化する．これに対し，図C.3(b)よ

り，3D-NSCBCの場合でも反射波は確認されるものの，非常に小さい値であること

が確認される．これらの比較によって，3D-NSCBCを用いることで計算をより安定

的に実施することが可能であることを確認した．
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(a) Normal BC

(b) NSCBC

(c) 3D-NSCBC

Fig. C.1: Distribution of the vorticity ω3 in the vortex convection test. Left to right;

t = 0.6, 1.0, 1.2, 1.4.
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(a) Normal BC

(b) NSCBC

(c) 3D-NSCBC

Fig. C.2: Distribution of the velocity magnitude in the vortex convection test. Left

to right; t = 0.6, 1.0, 1.2, 1.4.
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(a) NSCBC

(c) 3D-NSCBC

Fig. C.3: Pressure distribution in the vortex convection test. Left to right; t =

1.0, 1.2, 1.4, 1.6.
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