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第1章 序論 
1.1. メタマテリアル 

1.1.1. 結晶性材料とメタマテリアル 

材料の特性には，力学特性，電気的特性，光学特性，磁気特性，熱的特性などが

ある．これらの材料特性は，材料を構成する原子の配列とそれらの原子の電子状態

に由来する．この原子配列や電子状態は，原子レベルやそれ以下のスケールでの「構

造」であると言える．つまり，材料内部の微小な構造によって，材料の巨視的な性

質が決定づけられる．もし，それらの構造を自在に制御することができれば，任意

の特性を生み出すことが可能と考えられる．しかし，原子配列や電子状態といった

極小の構造を直接的に制御することは極めて困難であり，間接的に自在にコントロ

ールすることは至難の技である．そのため，元素の組み合わせと温度，圧力の条件

から得られる構造との関係をデータとして蓄積して，それらの中から所望の特性を

示す原子配列を探索するのが一般的な材料設計であると言える． 

一方，直接制御可能なスケールで構造を作り込み，既存物質では実現不可能な特

性を発現させる材料をメタマテリアル[1–3]という．メタマテリアルは，様々な特性

を制御する目的で開発されており，制御する特性に応じて力学メタマテリアル

（Mechanical Metamaterial）[4,5]，電磁メタマテリアル（Electromagnetic Metamaterial）

[6,7]，光学メタマテリアル（Optical Metamaterial）[8–11]，熱メタマテリアル（Thermal 

Metamaterial）[12,13]，音響メタマテリアル（Acoustic Metamaterial）[14,15]などと

呼ばれる． 

 

1.1.2. 力学メタマテリアル 

力学特性を制御し幅広い用途で利用するため，様々な材料が開発されてきた．材

料の組成や組織にとどまらず，μmオーダーや mmオーダーの空隙を制御した多孔

質材料の開発が盛んに行われてきた[16]．多孔質材料や複合材料は軽くて強度が高

いなど従来のトレードオフを克服する材料として注目されてきた [17]．Additive 

Manufacturing（AM）技術の発展により，これらの多孔質材料の開発はさらに発展

し微小なスケールの構造を詳細に作り込むことでこれまでの材料になかった力学

特性を発現する材料が製造されるようになり[3,18]，これが力学メタマテリアルと

呼ばれるようになった． 

力学メタマテリアルの構造は主に梁で構成されたラティス（lattice）[19–22]と面

で構成されるシェル（shell）[23–25]，その他のフォーム（foam）[26,27]に分けられ

る（Fig. 1-1）．一般的には，ラティスとシェルとでは，シェルの方が高い比強度を

持つ[28]．変形機構を組み込んだ力学メタマテリアルとして折り紙構造や切り紙構
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造を基調としたメタマテリアルも盛んに開発されている[29,30]． 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

Fig. 1-1. Example of cell design of (a) lattice structures (after Aguzzi et al. [22]), (b) shell 

structures (after Yu et al. [25]) and (c) other foam structures (after Kumar [26]). 

 

ラティスはメタ原子の設計により特異な弾性特性を発現させることができる．メ

タ原子とは周期構造であるメタマテリアルの単位構造であり，結晶性材料の構造の
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単位である原子になぞらえてそう呼ばれる．弾性特性の制御の例として有名なもの

に，ポアソン比が制御されたメタマテリアルがある．ポアソン比 ν は式(1-1) で表

せる． 

! = −
$!
$"

 (1-1) 

ここで，ε1は与えられた荷重の方向へのひずみ，εΤは荷重軸に対して垂直な方向

へのひずみである．通常の材料のポアソン比 νは 0 < ν < 0.5である．負のポアソン

比を示すよう設計されたメタマテリアルを Auxeticメタマテリアルという．これま

でに，様々な Auxetic メタマテリアルが開発されてきた[31–34]．Auxetic メタマテ

リアルは，局所的な荷重に対して，ひずみが発生した部分に材料が集まり密度が増

加するため，押し込みに対する抗力が大きくなる．Auxetic メタマテリアルの板を

湾曲させたとき，湾曲させる内側は板の面内方向に縮み，外側は板の面内方向に膨

らみ，結果的に球面状に曲がる．また，他の力学メタマテリアルの例として，

Pentamode Latticeがある．Pentamode Latticeでは，体積弾性係数に対して横弾性係

数が極端に小さいために，横波が伝わりにくく Cloaking 性に優れていると注目さ

れている[35–37]． 

 

1.1.3. 変形するラティスの力学特性 

ラティス構造中の梁の変形モードによって，ラティス構造の剛性が変化すること

が Gibsonと Ashbyによって報告されている[38]．具体的には， %̅を相対密度とする

と強度は，梁が伸縮変形する場合%̅に比例し，梁が曲げ変形するときは%̅".$に比例す

る．ここで，相対密度は 0~1の値であるため，梁が伸縮変形するラティスの方が梁

が曲げ変形するラティスより高い強度を持つ．また，3D ラティスの場合，配位数

が 12 以上の場合に梁は伸縮変形が支配的となり，配位数が 12 より小さい場合は

梁は曲げ変形が支配的となることも報告されている[39]．例えば，BCC構造および

ダイヤモンド構造のラティスは配位数がそれぞれ 8 および 4 であるため，梁は曲

げ変形し易く，FCC構造のラティスは配位数が 12であるため梁は伸縮変形し易い．

このことは強度や剛性の高める指針となるだけでなく，変形しても破壊しにくい力

学メタマテリアルを設計する上での重要な指標となる． 

 

1.2. 力学メタマテリアル設計指針としての力学特性の科学 

1.2.1. 機能性発現の素過程としてのマルテンサイト変態 

相変態は，結晶性材料がいくつかの機能的な材料特性を発現するための重要な要

因である．特にマルテンサイト変態は，鋼の焼入れ硬化[40,41]，形状記憶効果[42–
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44]，超弾性[43,45,46]などの機能特性と密接な関係がある．マルテンサイト変態は，

原子同士の相対位置の変位が１原子間距離よりも小さい．すなわち，拡散を伴わな

いせん断変位型相変態である．このことは，メタ原子の位置変化できる距離が制限

されるメタマテリアルの構造設計にて，マルテンサイト変態を参照した設計が可能

であることを示唆する． 

マルテンサイト変態は結晶構造によって分類され，主に BCC−長周期積層構造変

態[47–50]，FCC−FCT 変態[51,52]，FCC−BCC /BCT 変態[53–55]，FCC−HCP 変態

[56][57]が挙げられる．そのほかにも形状記憶合金として有名な合金であるニチノ

ール合金は上記とは異なるマルテンサイト変態を示す． 

マルテンサイト変態の具体的な例を説明する．Ni-Al 合金 のマルテンサイト変

態は母相を BCC 規則構造とした BCC-長周期積層構造変態である．ここでいう 

BCCは BCC 型の規則構造である B2型や D03型，L21型の結晶構造を指す．Ni-Al

合金の母相は Fig. 1-2に示す B2型の結晶構造である．これら BCC 構造は基本的

に粗な構造で母相から温度を十分に下げると，格子振動が減少して体積が減少し，

より密な構造で安定化する．このマルテンサイト変態について母相とマルテンサイ

ト相の結晶構造を最密面の変化で比較する．母相は 3 つの隣接する原子のなす角

が 70.32˚を示し正三角形ではないので最密充填ではない（Fig. 1-3a）．一方，マルテ

ンサイト相では，その角度は 60˚となり最密充填である（Fig. 1-3b）．この最密面の

違いによって積層方法も異なる．母相では，半周期ずれた位置で， A1の位置と B1

の位置に交互に積層する．一方，マルテンサイト相では互い 1/3周期ずれた A, B, 

C の 3 箇所のいずれかに積層する．積層する順序や周期性によってマルテンサイ

ト相は 2Hや 9Rのような長周期積層構造を示す（Fig. 1-4）． 

 

 

Fig. 1-2. Schmetic illustration of a unit cell of Ni-Al alloy with crystal structure of B2.  



 

 
 

9 

 
 

(a) (b) 

Fig. 1-3. Schematic illustrations of atomic arrangements in (a) matrix and (b) martensitic 

phase of Ni-Al. 

 

   
(a) (b) (c) 

 Fig. 1-4. Schematic illustrations of atomic arrangements in (a) matrix, (b) 2H and (c) 9R 

martensitic phase. 
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1.2.2. 双晶変形理論に基づくせん断型双安定性（bistability） 

双晶変形は，双晶誘起塑性（twin induced plasticity: TWIP）や後述の形状記憶合金

の変形機構としても重要な役割を果たすとともに，マルテンサイトと同様に原子間

の相対位置変化が 1 原子間距離以下であり，メタマテリアルの設計の参考にし易

い変形機構である．そこでここでは，双晶変形の理論について概説する[58]． 

Fig. 1-5の単位球の上半球を下半球に対してせん断させ双晶になるときの無歪面

について注目して双晶変形の機構について考える．Fig. 1-5の単位球を xy平面より

上の半球を x 軸方向に s だけせん断させると Fig. 1-5 中の半楕円球のようになる．

Fig. 1-5aに示すように，xy平面および x軸方向をそれぞれ K1面および η1方向と呼

ぶ．xz面はせん断面（plane of shear）という．この変形の過程において Fig. 1-5a1

に示す 2面が無歪面となる．K1面は xy平面と並行な面で，変形前後で面内のひず

みは生じない．K2面はせん断変形後に K2’面となり，せん断の前後で回転対称な関

係性にある．K2面および K2’面と plane of shearの交線をそれぞれ η2方向および η2’

方向という．K1面と K2’面のなす角を 2φ とすると，シアー量 s は式(1-2)で表され

る． 

' =
2

tan 2,
 (1-2) 

これらの K1面，η1方向，K2面，η2方向，シアー量 s の 5 つの要素をまとめて双

晶要素という． 

このせん断変形が双晶変形であるとき，せん断により格子が再現される．すなわ

ち，同一平面上にない３つの格子ベクトルを選び，それらの大きさとそれらがなす

角がせん断の前後で保存されるとき，このせん断の結果生じる格子は双晶であると

言える．３つの格子ベクトルの大きさが変わらないためには，これらの格子ベクト

ルは無歪面 K1または K2上になければならない．したがって，(i) 2つの格子ベクト

ルが K1面上にあり 3つ目の格子ベクトルが K2面上にある場合（Fig. 1-5b）と，(ii) 

2 つの格子ベクトルが K2 面上にあり 3 つ目の格子ベクトルが K1 面上にある場合

（Fig. 1-5c）の 2つ通りの双晶が存在する．それぞれの場合における双晶要素は以

下のようになる． 

(i) Fig. 1-5b に示すように K1面上に OR と OQ の 2 つの格子ベクトルがあると

き，K1面の法線ベクトルは ORと OQの外積で求められ，K1面は有理指数で

表される．せん断の前後で３つの格子ベクトルのなす角が保存されると，

∠POQ = ∠P’’OQ’，∠POR = ∠P’’OR’，∠QOR = ∠Q’OR’が同時に成り立つ．こ

の角度の条件を満たすためには３つ目の格子ベクトル OP は η2 と一致しな

ければならない．したがって，η2は有理指数で示される．このように Κ1, η2

が有理指数で示され，Κ2, η1が無理指数で表される双晶を TypeⅠ双晶という．
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このとき，元の結晶と双晶との間には K1面について鏡映対称な関係を持つ． 

(ii) Fig. 1-5cに示すように K2面上に 2つの格子ベクトル OPと OQがあるとき，

K2面は有理指数で表される．せん断の前後で３つの格子ベクトルのなす角が

保存されると∠POQ = ∠P’’OQ’’，∠POR = ∠P’’OR’，∠QOR = ∠Q’’OR’が同時に

成り立つ．この角度の条件を満たすためには３つ目の格子ベクトル ORは η1

と一致しなければならない．したがって，η1は有理指数で示される．このよ

うに Κ2, η1が有理指数で示され，Κ1, η2が無理指数で表される双晶を TypeⅡ

双晶という．このとき，元の結晶と双晶は η1について 2 回回転対称な関係

を持つ． 

また，Κ1, Κ2, η1, η2の全てが有理指数で示される双晶を複合双晶という．複合双

晶に置いて元の結晶と双晶との間には K1面について鏡映対称な関係と η1について

2回回転対称な関係と両方の対称性を持つ．このような対称性は，双晶変形を模倣

した力学メタマテリアルの設計において重要である． 

 

  

(a1) (a2) 

  

  

(b) (c) 

Fig. 1-5. Schematic illustrations of geometry of twin deformation. (a) defination of 

twinning elements (b) Type I twin and (c) Type II twin.  
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1.2.3. 形状記憶効果機構に基づく熱誘起相転移による機能発現 

超弾性や形状記憶特性[42–44,59]は，一般に特定の元素を組み合わせてせん断変

形による相変態で可逆的に変換可能な相の安定性を制御することで発現する現象

である．これをメタマテリアルの設計により，任意の元素で構成される部材で発現

できれば，その意義は大きい． 

代表的な形状記憶材料として知られる TiNi 合金における形状記憶効果や超弾性

の発現は，B2構造，B19構造，B19’構造間の熱弾性マルテンサイト変態に由来する

[60,61]．マルテンサイト変態とは，ある結晶構造すなわち周期的な原子配列をもつ

母相に，加熱や冷却などで温度変化を与えたり，荷重を加えたりすることによって，

１原子サイズ以下の距離だけ原子配列が一様に変位して，母相とは異なる結晶構造

を持つマルテンサイト相に相変態することである．TiNi合金の場合，冷却中に形成

されたマルテンサイト相には，外形状を保って内部の結晶構造のみを変化させるた

めに，鏡映対称の結晶（双晶と呼ばれる）を交互に積み重ねた双晶組織が形成され

る[62]．その双晶組織が導入された状態に荷重を加えて変形させる際，交互に重な

っていた鏡面対象の結晶のうちの一方がもう一方の結晶に方位を揃えるように原

子配列を変化させる，つまり双晶変形が生じる場合がある．その一方向に揃ったマ

ルテンサイト相を加熱して，母相が安定な温度にまで昇温すると，結晶構造がもと

に戻ると同時に外形状も元に戻る．これが形状記憶特性の起源である．一方，母相

が安定な温度で応力を加えるとマルテンサイト変態が生じる場合がある．これを応

力誘起マルテンサイト変態という[44,63]．このマルテンサイト相は除荷すると母相

に戻り形状が回復することがある．この特性は超弾性と呼ばれ，TiNi合金等で，マ

ルテンサイト変態温度以上の温度で応力誘起マルテンサイト変態することで発現

する． 

TiNi 合金と同じメカニズムにより形状記憶特性を示す材料を開発する場合，そ

の材料そのものが熱弾性マルテンサイト変態を示すことが必要となる．これに対し

て，3Dプリンターにより操作可能なサイズの格子構造を制御することで TiNi合金

中の結晶構造転移のような構造変化を発現するメタマテリアルを創製できれば，マ

ルテンサイト変態を示さない結晶性材料であっても形状記憶特性を発現させられ

る可能性がある．これにより，Tiや Ni等の希少金属を用いずに TiNi合金が示すよ

うな形状記憶特性を発現させ，形状記憶特性の発現温度を合金組成ではなくマクロ

格子構造の設計により制御し，格子構造の最適化で軽量化が可能なメタマテリアル

を創製できることが期待される． 
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1.3. 相転移するメタマテリアル 

1.3.1. Phase Tranforming Cellular Material（PXCM） 

メタ原子の配列によって構成されるラティスの構造変化によって安定状態間を

遷移し，結晶性材料の相変態から着想したメタマテリアルは，2015 年に Restrepo

らによって発表された [64]．このメタマテリアルは Phase Transforming Cellular 

Material（PXCM）と名付けられた．本論文では，結晶性材料とメタマテリアルとで

微小構造変化を明確に区別するため，結晶性材料中の原子の相対位置変化を相変態，

メタマテリアル中のメタ原子の安定状態変化を相転移と呼ぶこととする．なお，

PXCM のように変形することまで考慮に入れて 3 次元的に詳細な設計を行うこと

は 4D printingと呼ばれる[65–67]．相転移を示すメタマテリアル（すなわち PXCM）

は，加えられた引張や圧縮の荷重に応じて，一方向に伸縮変形する[68–70]．この変

形は，メタマテリアルにおける応力誘起無拡散相転移の一種であると言える．ただ

し，変形はせん断変形ではない．PXCMは，この相変態を発現させるため，基本と

なるハニカム構造にサインカーブ状の梁[71]を組み込んだ構造を持つ．PXCMの一

例を Fig. 1-6に示す．エラストマーを用いて作製した通常のハニカム構造を圧縮す

ると，梁が湾曲することで応力がひずみに対して線形的に上昇し，一定の応力に到

達すると格子が崩れ始めるが，エラストマーであるために弾性座屈し除荷すると元

の形状に復元する[72,73]．しかし，Fig. 1-6aの構造を上下方向に圧縮すると凸型の

梁が凹型となるように変形しその形状で安定となり，元の最安定な形状のほかにも

う一つの Fig. 1-6b に示す準安定な構造となることができる．ここで，もう一つの

準安定な状態とは元の形状に戻ろうとする反力が元の状態に遷移する方向とは逆

方向に働いている状態のことをいう．このような 2 つの安定な状態を有すること

を bistableであるといい，bistableであることを bistabilityを有するともいう．また，

2 つの安定状態の間を遷移する過程で急速に梁の曲率が反転することを飛び移り

座屈（snap-through）という． 
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(a) (b) 

Fig. 1-6. Illustration of Phase Transforming Cellular Material (PXCM). (a) Initial state and 

(b) compressed metastable state. 

 

Restrepo らの考察した PXCM は，ハニカム構造にサインカーブ状の曲り梁[74–

76]を組み込んだもので，その単位格子を Fig. 1-7に示す．これは，曲り梁を含む構

造を反転させて 2 つ繋げたものである．Fig. 1-7 のように水平に x 軸，垂直に y 軸

をおくと曲り梁の形状は次の式(1-3) によって表される． 

. =
/
2
01 − cos 526

7
8
9: (1-3) 

ここで，A は曲り梁の谷と山の高低差，8は単位格子の幅である．また，曲り梁

の厚さを t，水平方向の梁の厚さを;%，垂直方向の梁の厚さを;&とする．これらの直

線的な梁は変態中に曲り梁の両端の幅が広がるのを防ぐなど形状を維持するため

のものである．繰り返しの個数は水平方向に<%，垂直方向に<&とする．全体の長さ

を l，幅を w，高さを bとする． 
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Fig. 1-7. Geometry of an unit cell of PXCM. 

 

この PXCM の構造の中のある一つの曲り梁に着目し，変形の途中におけるその

中点の変位を d，その中点に作用する力を f とする．f と d の関係を表す関数を求

めるために曲り梁について波の重ね合わせの原理を用いたモード解析[71]を行う

と，fと dの関係を表す関数は無次元パラメータ Q = A / tに依存する関係式で表さ

れる．ただし，高次のモードは無視する．このモード解析では，式(1-4)で表される

モードの重ね合わせにより梁が変形する様子を表すことができる．ただし，モード

jにおける振幅を/'，位置 xにおける振幅を='(7)とする． 

=(7) =@/'='(7)																																																																																																												

(

')"

 (1-4) 

ここで，jが奇数であるとき， 

='(7) = / ⋅ 01 − cos 5C' ⋅
7
8
9:

C' = (D + 1)6																	
F		(where	D = 1, 3, 5, … )																																														 (1-5) 

である．また，jが偶数であるとき， 

='(x) = / ⋅ P1 − 2 ⋅
7
8
− cos 5C' ⋅

7
8
9 +

2 sin 5C' ⋅
7
89

C'
R

C' = 2.866, 4.926,…																																																	 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

	(where	D = 2, 4, 6, … )		 (1-6) 
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である．この式(1-5)，(1-6) は各モードの形状を示す式である．これらのうちモー

ド 1, 2, 3を Fig. 1-8に示す．初期形状をモード 1と同じ形状とし7/8 = 0.5の梁に y

軸の負の方向に力 fをかける．このときの曲げエネルギー，圧縮エネルギー，駆動

力によるエネルギーの関係から，D	 ≠ 1, 5, 9, 13, …の場合のみ/'が有限の値を持

ち，D	 ≠ 1, 5, 9, 13, …の場合，最も低次のモード以外は/' = 0となりそのモードの

みが任意の振幅を持つことができる．また，低次のモードが出現しないように力学

的に抑制する振幅を 0 にすると次点で低次なモードのみが任意の振幅を持つこと

ができる．モード 2は梁の中点の傾きを固定することで容易に抑制できるが，その

他のモードを抑制するのは困難である．つまり，モード 2 を抑制しない状態のと

き， 

/' = 0, D ≠ 1, 2, 5, 9, 13, … (1-7) 

となり，モード 2を抑制している状態のとき， 

/' = 0, D ≠ 1, 3, 5, 9, 13, … (1-8) 

となる．また，モード 5以上の高次のモードはより高い精度の計算のためには必要

だが，梁の挙動の概要を計算するためなら省略可能である．これらの高次のモード

を省略すると，曲げエネルギー，圧縮エネルギー，駆動力によるエネルギーの関係

よりモードの組み合わせは次の 3つとなる．モード 1のみ，モード 1とモード 2の

み，モード 1とモード 3のみ．それぞれの組み合わせについて，中点が変位 dにあ

るときに梁の中点に y 軸の負の向きに加えられた力_", _"&+, _"&,を表す式はそれぞ

れ以下の式(1-9) ~ (1-11)のようになる．ただし，弾性率を Eとする． 

_" =
6-`/a;,

248,
⋅ b+ ⋅

c
/
⋅ d6 +

4
b+

+ 3 ⋅ e
c
/
f
+

− 9 ⋅
c
/
g (1-9) 

_"&+ =
6-`/a;,

248,
⋅ e8.36 − 4.46 ⋅

c
/
f																																			 (1-10) 

_"&, =
6-`/a;,

248,
⋅ e16 − 12 ⋅

c
/
f																																									 (1-11) 

これらをグラフに示したものを Fig. 1-9に示す．3つの関数はすべて d/A = 1にて

1 点で交わる．_"の曲線は常に d/A = 0 で f は 0 となり，無次元パラメータ Q の値

が大きくなるほど極大値が大きくなり極小値が小さくなる．_"&+および_"&,のグラ

フは直線であり，Q の値の大きさには依存しない．Q ≤ 1.67 のとき，_"と_"&+のグ

ラフは交点を 1つだけ持ち，Q > 1.67の場合，_"と_"&+の交点は 3つになる．これ

らの交点を d/Aの小さい方から c1, c2, c3とする．また，Q ≤ 2.31の場合，_"と_"&,の

グラフの交点は 1つだけであり，Q > 2.31の場合，_"と_"&,の交点は 3つになる．

これらの交点を d/Aの小さい方からh"
. , h+

. , h,
.とする． 
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Fig. 1-8. Shapes of mode 1, 2, 3 for mode analysis. 

 

 

Fig. 1-9. Normalized force-displacement curve of the curved beam, for each of the three 

combinations of mode superposition. 

 

実際の梁の挙動では，_"&+および_"&,は梁に力を加えていき飛び移り座屈するこ

とで初めて現れる．モード 2 を抑制していないときの梁の力-変位曲線は Fig. 1-10
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に示す実線のようになる．このグラフはh"とh,の間では式(1-10)に従い，h"とh,の外

側では式(1-9)に従う．モード 2 を抑制しているときの梁の力-変位曲線は Fig. 1-11

に示す実線のようになる．このグラフはh"′とh,′の間では式(1-11)に従い，h"′とh,′の

外側では式(1-9)に従う． 

 

 

Fig. 1-10. Normalized force-displacement curve of the curved beam when mode 2 is not 

constrained. 

 

 

Fig. 1-11. Normalized force-displacement curve of the curved beam when mode 2 is 

constrained.  
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これらのグラフには fの値が負になる領域が存在する．力 fは梁の中点に荷重を

加えたときの反力に等しいと言え，y軸の正の方向に働く力である．これが負の方

向に働くと，梁の中点は y軸の負の方向に自発的に進もうとするため，初期形状と

は異なる形で安定となる．つまり，fが負になる領域が存在すると bistableになる．

式(1-9)が横軸と d/A = 0以外の点で交点を持つとき Q = 2.31となるため，0 ≤ d/A ≤ 

2の範囲で fが負となる領域をもつための条件は Q > 2.31である． 

以上のことから正弦波状の曲がり梁が bistableな特性をもつための条件は無次元

パラメータ Qが Q > 2.31かつモード 2の変形が力学的に抑制されている状態であ

ることである．モード 2 の変形を力学的に抑制する方法として，最も容易な方法

は，梁の中点の傾きが変わらないように固定しながら力を加えるという方法が挙げ

られる[74]． 

このような変形メカニズムを持つ PXCMは，2つの安定な状態を持ち，応力を加

えることで 1 つの相から別の相へと変化する．変形初期には一定の剛性を保ちな

がら，臨界荷重に達すると大きく変形して大きい衝撃を吸収することができる．2

相間を繰り返し遷移できることから，衝撃吸収材として繰り返し使用することがで

きる [70,77,78]．様々な種類の PXCMがこれまでに提案されてきたが[68,69,79–81]，

ほとんどの PXCM では一方向の荷重に対して力学的挙動を制御するように設計さ

れている[71,82]．そのため，そのほとんどは一方向にのみ双安定性を示し，荷重が

一方向ではない複雑な形状には適用できない．衝撃吸収用途の応用拡大が期待され

る PXCM は，人体や自動車などの曲面形状への適応が課題となる．従来の PXCM

では荷重軸が理想の荷重軸から 5˚変位すると bistable ではなくなるため[83]，曲面

的な形状に適用するために工夫が必要であり，格子構造を曲面に対して等角な写像

を作り適合させる conformal mapping や，より多くの方向に飛び移り座屈するよう

に変形の自由度がより高い構造を設計することなどが考えられる．Bistable構造の

特性は単位格子内の各設計パラメータに大きく依存する．例えば，PXCMではサイ

ンカーブ状の梁の波長が大きくなるほど剛性や強度は下がる．双安定構造に

conformal mapping を適用する場合，Fig. 1-12 に示すように曲面の外側の格子の振

幅の方が内側の格子の振幅より大きくなる．結果的に外側が柔らかく，内側が硬く

なり，防具などで求められる特性とは異なってしまう．そのため，conformal mapping

による PXCM の曲面適応は困難である．一方で，複数の方向で bistability を示す

PXCM はいくつか提案されている [84–88]．複数の方向で bistability を示す PXCM

は，曲面構造への応用がさらに拡大することが期待されている． 
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(a) (b) 

Fig. 1-12. Schematic of PXCM adapted to curved shell (a) with uniform lattice and (b) with 

conformal lattice. 

 

本研究では，さらに bistabilityを発現する方位を広くすることを目的として，結

晶性材料の原子配列変化の特徴からヒントを得て，PXCMを開発する． 

 

1.3.2. 相転移の駆動力としてのバイメタル 

バイメタルとは 2種類の金属を貼り合わせたクラッド材のことである．バイメタ

ルを構成する材料としてインバー合金と銅合金などの熱膨張率に差がある金属を

使用することで，温度変化により二つの材料の間で長さに差が生じ内部応力が発生

することで湾曲するという性質を持つ．Fig. 1-13 に示すように低膨張側の厚さを

t1，発生する応力を P1とし高膨張側の厚さを t2，発生する応力を P2とすると発生

する応力 Pと全体の厚さ tは次のように表される. 

;" + ;+ = ; (1-12) 

j1 = j2 = j (1-13) 

発生する曲げモーメントはそれぞれ 

k" =
;"
2
j" (1-14) 

k+ =
;+
2
j+ (1-15) 

となる．よってモーメントの合計は 

k" +k+ =
;"
2
j" +

;+
2
j+ =

;j
2

 (1-16) 

となる．バイメタルが T0でまっすぐの状態から T1で曲率半径 r，中心角 θ に湾曲

するとき曲率とモーメントの関係から rは次の式を満たす. 

1
l
=
k
`m

 (1-17) 
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"̀m"
l

+
`+m+
l

=
;j
2

 (1-18) 

板の伸びは熱膨張分の伸びと発生した応力による伸び，さらに湾曲したときの伸び

の和であり，接着面の伸びが等しいことから次の式が成り立つ. 

n"(o" − o1)p +
j"p

"̀;"
+
;"q
2
= n+(o" − o1)p −

j+p
`+;+

−
;+q
2

 (1-19) 

単位長さで考えると式(1-19)は次のように変形でき, 

n"(o" − o1) +
j"
"̀;"

+
;"
2l

= n+(o" − o1) −
j+
`+;+

−
;+
2l

 (1-20) 

これを整理して， 

1
l
=

(n+ − n")(o" − o1)
;
2 +

2( "̀m" + `+m+)
; 5

1
"̀;"

+ 1
`+;+

9
 

(1-21) 

となる．ここでバイメタルの断面を幅 1の長方形とすると，その断面 2次モーメン

トは， 

m" =
;"
,

12
 (1-22) 

m+ =
;+
,

12
 (1-23) 

と表される．これを式(1-21)に代入して， 

1
l
=

6(n" − n+)(o" − o1)(;" + ;+);";+ "̀`+
3(;" + ;+)+;";+ "̀`+ + ( "̀;" + `+;+)(ℎ"

,
"̀ + ℎ+

,`+)
 (1-24) 

縦弾性係数比s =
2!
2"
，板厚比< =

3!
3"
とすると， 

1
l
=

6(n+ − n")(o" − o1)s<(< + 1)+

;(4s<, + 4s< + 6s<+ +s+<- + 1)
 (1-25) 

と表せる．ここで，湾曲係数 Kを 

6(n" − n+)s<(< + 1)+

(4s<, + 4s< + 6s<+ +s+<- + 1)
= 2t (1-26) 

とする．湾曲係数 K は，温度変化による湾曲は湾曲係数 K を用いて表される．両

端が自由のバイメタル板が Fig. 1-14 のように曲率 r1 から r2 に変化する場合式(1-

25)，(1-26)から次の式が求まる. 

1
l"
+
1
l+
=
2t(o" − o1)

;
 (1-27) 

バイメタル板のたわみuについて，方べきの定理よりu(2l − u) = (
4

+
)+，δが rに比べ
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てはるかに小さいため 

u+ =
p+

8l+
																																									

=
p+

8
v
2t(o" − o1)

;
−
1
l"
w

=
p+

4
t(o" − o1)

;
− u"								

 (1-28) 

また，バイメタル板が湾曲した状態で固定するような Fig. 1-15 のような系を考え

る．湾曲したときの長さとまっすぐなときの長さの差を λとすると λは次の式で表

される. 

8 =
1
2
x e

c.
c7
f
+

c7
5

1

 (1-29) 

初期状態では正弦波で近似できるので， 

. = u1 'y<
67
p

 (1-30) 

となり，これを式(1-29)に代入すると， 

8 =
u1
+6+

4p
 (1-31) 

となる．ここで，加熱によってたわみが δ0から δ1に変化したときの長さの変化は 

u1
+6+

4p
−
u"
+6+

4p
 (1-32) 

である．このときに発生する荷重はu =
64

72
より 

j = v
u1
+6+

4p
−
u"
+6+

4p
w
`/
p
=
`/6+

4p+
u1
+ v1 −

u"
+

u1
+w (1-33) 

jp+

`m6+
=
3u1

+

;+
v1 −

u"
+

u1
+w (1-34) 

と表せる．次に，たわみが δ1から δ2に変化するとき Y方向の変位は 

. + u+ 'y<
67
p

 (1-35) 

と表せ，曲げモーメントは， 

`m
c+

c7+
5'y<

67
p
9 = −j. (1-36) 

c+.
c7+

+
j
`m
. =

u6+

p+
'y<

67
p

 (1-37) 

と表せる．ここで， 
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j
`m
= z+ (1-38) 

とすると式(1-37)より 

. = / sin z7 +{ cos z7 +
u+

z+p+
6+ − 1

'y<
67
p

 
(1-39) 

85

9
が整数の場合 A=B=0，よって 

u" =
u+

z+p+
6+ − 1

 
(1-40) 

すなわち 

jp+

`m6+
=
u+
u"
+ 1 (1-41) 

式(1-28)より 

jp+

`m6+
= v

1
4
tp+

;u1
(o" − o1) − 1w

u1
u"
+ 1 (1-42) 

この式からある温度においてバイメタル板を上に凸の状態で保持するために必要

な力が求められる．式(1-42)から求まる P が式(1-34)から求まる P よりも常に大き

い場合，板は上に凸の状態で保持する力が足りず，飛び移り座屈が生じる[89]． 

 

 

Fig. 1-13. Schematic illustration showing the factors determining the curving property of 

bimetal cantilever.  
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Fig. 1-14. Deflection of a simply supported bimetal plate. 

 

 

Fig. 1-15. Deflection curve of a bimetal plate with constriction from walls. 

 

1.3.3. 機械学習によるメタマテリアルの設計最適化 

1.3.3.1. 機械学習 

機械学習は，対象とする事象に関する特徴量をデータとして学習させることで，

事象の傾向を取得し規則を発見し新しいデータに対して推論することが可能であ

る．ニューラルネットワークを用いた機械学習では特徴量は説明変数と目的変数に

分けられる．説明変数は，他の変数の原因となる変数でその事象が起こる際の背景

となる変数である．目的変数は，説明変数を受けた結果定まる変数である．機械学

習では，様々な値の説明変数を受けた結果，目的変数がどのように変化するかを学

習する． 

目的変数の性質によって機械学習は分類と回帰の 2 種類に分けられる．分類で

は，Fig. 1-16 (a) に示すように目的変数が条件に当てはまるかどうかなどを定性的

な指標とし，どの説明変数の組み合わせでどの定性的な特徴を持つかを判別する．

これによって，例えば，過去に訪れた飲食店の情報をもとに新しいレストランを気

に入るか気に入らないかを予測することができる．また，回帰では，Fig. 1-16 (b) 

に示すように目的変数を定量的な指標とし，説明変数から目的関数を予測可能にす

る．このことによって，例えば，過去に訪れた飲食店の情報をもとに新しいレスト

ランに今後何回訪れるかを予測することができる．本研究では，これを例えば種々
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の設計パラメータを説明変数とし，目的変数を bistability発現の有無として，特性

発現のためのメタマテリアル設計に活用する． 

 

  

(a) (b) 

Fig. 1-16. Schematic of (a) classification and (b) regression.  

 

1.3.3.2. パーセプトロンとニューラルネットワーク 

一般的な機械学習のモデルとしてニューラルネットワークが用いられる．最も単

純な構造のニューラルネットワークはパーセプトロンと言われ，Fig. 1-17 (a) に示

すような模式図で表される．パーセプトロンは，n個の説明変数| = (7", … , 7:)に対

し 1個の目的変数.を得るため，2段階の計算を行う．1段階目では，式(1-43)を用

い説明変数|におもみ} = (=", … . =:)とバイアスaによって..を得る加重総和の計算

を行う． 

.. = |;}+ a =@=<7<

:

<)"

+ a (1-43) 

2段階目では，活性化関数を用いることで..を評価など次のステップで活用しや

すい形に変換する． 

このパーセプトロンの目的変数の数を増やす，または目的変数を次の層の説明変

数として利用しパーセプトロンを多層化することで構造を複雑化した機械学習モ

デルの総称をニューラルネットワークといい，Fig. 1-17 (b)に示すような模式図で

表される．ここで，ニューラルネットワークの各層に円で表される基本ユニットを

ノードといい，データの受け渡しが行われる．また，ニューラルネットワークの説

明変数のノードを入力層，目的変数のノードを出力層，その他の中間のノードを隠

れ層という．各層間にてパーセプトロンと同様の計算を行い，各層ごとに活性化関
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数を決める．これにより説明変数と目的変数の関係性の複雑さに関わらず，説明変

数に応じた目的変数の予測が可能となる．本研究ではメタ原子の設計パラメータか

らメタマテリアルの力学的機能性を予測することに活用できる． 

 

 

 

(a) (b) 

Fig. 1-17. Schematic of (a) perceptron and (b) neural network. 

 

1.3.3.3. 勾配降下法 

パーセプトロンやニューラルネットワークでは，説明変数を入力し，目的変数の

予測値が出力される．この予測値が目的関数の正解値に近づくように各層のおもみ

やバイアスといったパラメータを最適化する必要がある．これらのおもみやバイア

スを最適化プロセスは誤差関数を最小化するように更新されるが，この更新には２

つのステップがある．誤差関数に対するおもみの感度を計算するステップと感度に

基づいておもみを更新するステップである．感度を算出する計算方法を学習アルゴ

リズム，おもみを更新する計算方法を最適化アルゴリズムという．学習アルゴリズ

ムの代表的な手法は出力変数側のノードから順々に感度を計算していく

Backpropagation または誤差逆伝播法である．ほとんどのニューラルネットワーク

の学習アルゴリズムとしてこの Backpropagationが用いられる． 

最適化アルゴリズムの代表的な手法は，勾配降下（gradient descent）法である．

勾配降下法は，予測値と正解値の差を誤差関数で表し，誤差関数を最小化するよう

にパラメータを繰り返し調整する最適化手法である．勾配降下法を用いた単層パー

セプトロンの学習行程を例に挙げる．説明変数| = ~
7"
⋮
7=
Ä，目的変数Å = ~

Ç"
⋮
Ç:
Äのデー

・
・
・

!1

!2

!3

!$

!$−1

!$−2

"′ "

input

!1

!2

!3

!$−2

!$−1

!$

output

" #′

input output
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タセットを用いて単層パーセプトロンの学習を行う．このパーセプトロンのおもみ

を} = ~
="" … =:"
⋮ ⋱ ⋮

="= … =:=
Ä，バイアスをÑ = [a" … a:]とすると，パーセプトロンの入

力値およびおもみとバイアスのパラメータは式(1-44)のようにまとめて表せる． 

á = à

1
7"
⋮
7=

â ,ä = à

="1 … =:1
="" … =:"
⋮ ⋱ ⋮

="= … =:=

â (1-44) 

このとき，加重総和計算の結果..は式(1-45)のように表せる． 

ã. = á>ä = ~
a" +=""7"" +⋯+="=7=

⋮
a: +=:"7:" +⋯+=:=7=

Ä = ~
."
.

⋮
.:
.
Ä (1-45) 

パーセプトロンの活性化関数を_とすると，パーセプトロンの出力値である予測

値ãは， 

ã = _(ã.) = ~
."
⋮
.:
Ä (1-46) 

と表せる．この予測値ãと正解値Åとの誤差を損失関数çとして評価する．コスト

関数には式(1-47)の平均絶対誤差（mean-absolute error, MAE）や式(1-48)の平均二乗

誤差（mean-squared error, MSE）が挙げられる． 

MAE =
∑ |.< − .ì<|
:
<)"

<
 (1-47) 

MSE =
∑ (.< − .ì<)+
:
<)"

<
 (1-48) 

MSEは MAEに対して，外れ誤差が大きいほど損失関数が大きくなる．本研究で

は，損失関数çに MSEを用いた．するとçは式(1-49)のように表される． 

ç =
∑ (Ç< − .<)+
:
<)"

<
 (1-49) 

勾配降下法では，このコスト関数に対する各パラメータの感度を計算することで，

各パラメータの調整量を決定する． 

ïç
ïä

=
ïç
ïã

ïã
ïã.

ïã.

ïä
 (1-51) 

を用いて各パラメータを調整する． 

ä =ä− ñ
ïç
ïä

 (1-52) 

ここで，μは学習率であり，パーセプトロンの学習の進みやすさを決定する定数

である．学習率が小さすぎるとコスト関数を最小化するまでに計算を繰り返す回数

が増えてしまい，学習率が大きすぎるとコスト関数の最小値付近で何度も最小値を
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通り過ぎてしまう．これらの計算を何度も繰り返すことでコスト関数を最小化し，

最適なパラメータを得るアルゴリズムを勾配降下法という． 

 

1.3.3.4. 活性化関数 

活性化関数には，線形関数，ロジスティック関数，ReLUなどがよく用いられる．

式(1-53)の線形関数は，Fig. 1-18 (a)のように表され，主に回帰の出力層の導出に用

いられる． 

_(7) = 7 (1-53) 

式(1-54)のロジスティック関数は，Fig. 1-18 (b)のように表されるような S字型曲

線で，あらゆる数字を 0から 1までの数字に圧縮することができるため，主に隠れ

層の導出や分類の出力層の導出に用いられる． 

_(7) =
1

1 + ó?@
 (1-54) 

式(1-55)の rectified linear unit (ReLU) は，Fig. 1-18 (c)のように表されるような関

数で，7 > 0のとき傾きが常に 1 で，勾配消失による学習の停滞を防ぎやすく，ニ

ューラルネットワークの隠れ層の活性化関数として用いられる． 

_(7) = max(0, 7) (1-55) 

 

   

(a) (b) (c) 

Fig. 1-18. Plots of activation functions. (a) linear function. (b) logistic function. (c) 

Rectified linear unit (ReLU). 

 

1.3.3.5. 交差検証（cross validation） 

機械学習では，特定のデータに対して過学習（over fit）することで，未知のデー

タに対する予測の確度が下がってしまうことがしばしば問題視される．過学習を防

ぎ，より正確に学習するためには，より多くのデータに対して学習する必要がある．

材料開発や格子構造の設計では実験やシミュレーションによってデータを得られ

るが，それぞれの実験やシミュレーションで一度に得られるデータの量は限られて
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いる．データ量が少ない場合でも，確度の高い学習を行う方法として交差検証

（cross validation）がある．一般的な機械学習では，データを学習用データと検証

用データに分け，学習用データを用いて学習し，検証用データを用いて学習精度を

検証する．その場合は，全体のデータの 1割ほどのデータを検証用データとして用

いる．一方，交差検証では，全体のデータを複数のブロックに分割し，検証用デー

タとして順々にブロックを変え，残りのブロックを学習用データとして用いる．本

論文では，少ない実験およびシミュレーションデータ量で確度の高い学習を行うた

めに，交差検証による機械学習の成果を示す． 

 

1.3.3.6. 機械学習のハイパーパラメータ最適化 

層の数や各層に含まれるノードの数，活性化関数などのニューラルネットワーク

を構成する要素はハイパーパラメータと呼ばれる．より正確な学習や予測のために

は，最適なハイパーパラメータを設定する必要がある．ニューラルネットワークモ

デルでは，ハイパーパラメータとして，層の数，各層に含まれるノードの数，学習

率，交差検証の分割数，最適化手法，活性化関数がある．それぞれのハイパーパラ

メータを様々に変化させ，モデルの予測精度が最大となる組み合わせを探索するこ

とでハイパーパラメータを最適化する． 

本研究では，最適化手法には，勾配降下法を用い，活性化関数には，隠れ層は ReLU

関数，出力層は線形関数を用いた．隠れ層の数を 1, 2, 3, 4, 5層，1層あたりのノー

ドの数を 10, 50, 100, 250, 500, 1000個，学習率を 0.001, 0.005, 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 1, 

交差検証の分割数を 5, 10, 15, 20, 25区分とした 1050通りの組み合わせを用いて学

習を実行し，これらの中から損失関数を最小化しうる最適な組み合わせを探索する． 

 

1.3.3.7. ロジスティック回帰による Bistabilityの分類 

ロジスティック回帰とは，単層のパーセプトロンにて，活性化関数にロジスティ

ック関数を用いることで，定性的な目的変数に対してどんな説明変数の組み合わせ

がどのような特性となるかを判別する分類の手法の一つである．式(1-56)にロジス

ティック関数を示す． 

ö(7) =
1

1 + ó?@
 (1-56) 

多軸双安定構造の FEM によるシミュレーション結果が bistable となるか否か分

類するために，設計パラメータ a，R，φおよび kを説明変数としたロジスティック

回帰を行う． 
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1.3.3.8. Inverse Design 

構造の設計パラメータなどの説明変数からその構造が示す力学的特性などの目

的変数を予測することを順問題の回帰という．逆に目的変数から説明変数を予測す

ることを逆問題の回帰という．逆問題は理想となる目的変数を満たすような設計変

数を探索する際などに重要となる．しかし，目的変数は説明変数に従属な変数なの

で，単純なニューラルネットワークを用いた回帰では，重解などの考慮ができない

ため確度の高い回帰ができない．このような解くために必要な情報がすべて与えら

れていない問題を不良設定問題（ill-posed problem）[90]という．このような不良設

定問題を解くためには，目的変数から説明変数を予測するニューラルネットワーク

に加えて，このニューラルネットワークで得られた予測値が正しいことを確かめる

操作を付け加える必要がある．このような機械学習モデルに Inverse designがある．

Inverse designの機械学習モデルを Fig. 1-19に示す．Inverse designでは，予め順問

題について学習させたニューラルネットワーク f-NN（forward neural network）を逆

問題のニューラルネットワークモデル i-NN（inverse neural network）の確認に用い

る．Inverse design の学習は以下の手順で進める．初期値をランダムに設定した i-

NN を用いて目的変数から説明変数を予測する．学習済みの f-NN を用いて予測さ

れた説明変数から目的変数を再構築する．この再構築された目的変数が最初に i-

NNと入力された目的変数との誤差を損失関数から計算し，i-NNのパラメータの感

度から i-NN のパラメータを更新する．以上の手順で i-NN を最適化することで，

重解が考慮された説明変数を予測することができるようになる． 

 

 

Fig. 1-19. Schematic illustration of the Inverse design process.  
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1.4. 本研究の目的 

本研究では，相転移する結晶性材料が機能性を発現することに基づいた力学メタ

マテリアルの設計を提案する．相転移するメタマテリアルを設計するための方策を

考案し，その考案に基づいた力学メタマテリアルを設計，製造，評価することで，

新しい力学メタマテリアル開発の学術的な基盤を構築することを目的とする．具体

的には，現存の相転移するメタマテリアルの特性を制御するための機械学習による

設計変数からの特性予測，さらに求める特性から設計変数を導出するための

Inverse Design の実装，さらに，形状記憶合金や超弾性合金で発現するマルテンサ

イト変態や双晶変形における原子配列変化に基づいた新しい相転移するメタマテ

リアルの設計とそのコンセプトの実証を行う． 

 

1.5. 本論文の構成 

本論文は第 1 章から第 6 章までの 6 章で構成されており，各章の概略は以下の

とおりである． 

第 1章では，力学メタマテリアルの研究動向を述べ，結晶性材料で生じるマルテ

ンサイト変態の概要，マルテンサイト変態をメタマテリアルで模倣するための方策

について記述した．特性を制御するために用いる機械学習手法についても概説した． 

第 2章では，結晶構造の対称性に着目し，原子を模擬した球と原子間結合を模擬

した梁から構成される格子構造として設計し，それを弾性変形能の高いエラストマ

ーを素材として 3Dプリントしてその特性を評価することで，メタマテリアルの新

しい設計・創製の指針を示す． 

第 3章では，相転移するメタマテリアルの変形挙動を解析するシミュレーション

手法の開発を行う．第 2章で設計したメタマテリアルを例として，3次元有限要素

法（FEM）シミュレーションを行い，変形の異方性を解析した．真直梁と球で構成

される FCCおよびダイヤモンド構造の変形挙動を比較する． 

第 4章では，せん断による原子配列の変化に着目し，メタマテリアルの設計を探

る．メタマテリアル設計の基本指針として，せん断変形により準安定状態が現れる

双安定構造を持つ 2次元格子構造の設計上の制約を調べた結果を示す． 

第 5 章では，荷重と温度に応じて状態が変化する熱誘起 PXCM について，FEM

シミュレーションを用いて種々の荷重や温度について弾性ひずみエネルギー変化

を計算し，熱誘起 PXCM が安定して存在する状態を計算し，安定状態が切り替わ

る境界条件を計算することで熱誘起 PXCM の状態図を作成し，相転移メタマテリ

アルの特性制御の指針を示す． 

第 6章では，本研究で得られた知見を総括する． 
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第2章 原子模倣による PXCMの多軸化 
2.1. 緒言 

結晶性材料には，相転移に起因した力学特性を発現する材料が多く存在する．例

えば TiNi 合金では，熱弾性マルテンサイト変態に由来して形状記憶効果や超弾性

を発現する[1,2]．最近では，メタマテリアルの分野においても相転移に起因した特

異な力学特性を，メタ原子を作り込み配列させることで発現させる研究が盛んに行

われている [3–5]．その中でも特に，相転移するメタマテリアルとして Phase 

Transforming Cellular Material（PXCM）[6]が注目を集めている．PXCMは，ハニカ

ム構造を構成する梁の一部としてサインカーブ状の曲り梁を組み込んだ構造をも

ち，その曲がり梁が飛び移り座屈を示すことで，PXCMの構造が分断や再結合を伴

わずに形状を変化させる．飛び移り座屈する際には荷重を制限して変形するため，

大きな衝撃を吸収することができる[7,8]．これらの特性を利用して，アルミニウム

を用いて作製された PXCM を移動式滑走路へ応用する研究が現在では進められて

おり[9]，今後は自動車のバンパーやスポーツの防具などへの応用が期待される．こ

れらの展望へ向けて，曲面に適用し様々な方向からの衝撃を吸収するよう改善が求

められる．この課題に対して，曲面に対して素直な方向に相変態的に変形する構造

を作るためには，一方向に対応した構造を適切な向きに投影することで曲面の曲率

や複雑さに適応させる Conformal 化を用いる方法[10]と，基本構造自体がより多く

の方向に相変態的に変形できる構造に設計する方法 [11,12]が挙げられる．

Conformal 化によって複雑な形状に適応させる場合，構造の絶対的な長さや太さな

どの設計ジオメトリは一部位ごとによって変化する．これは相変態的な変形の特性

を最適化するにあたって大きな制約となる．また，複数の方向の荷重に対応し

bistabilityを示す PXCMはいくつか提案されている [11,13–16]．しかしながら，こ

れらのメタ原子では bistability のメカニズムとして飛び移り座屈する曲り梁[17]を

組み込んでおり，このメカニズムでは荷重軸が理想の荷重軸から 5˚程度傾斜する

と bistableではなくなる[8]．  

本章では，結晶構造の対称性に着目し，原子を模擬した球と原子間結合を模擬し

た梁から構成される格子構造として設計し，それを弾性変形能の高いエラストマー

を素材として 3Dプリントしてその特性を評価することで，メタマテリアルの新し

い設計・創製の指針を示すことを目的とした． 

 

2.2. 多軸 PXCMの設計 

2.2.1. 多軸 PXCMの設計コンセプト 

PXCMはハニカム構造をベースにサインカーブが組み込まれた Fig. 2-1に示す格
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子構造体である．まず，PXCMを一方向だけではなく，さらに直交するような別の

方向にも bistabilityを示すように設計を改めた．直交する方向に飛び移り座屈が可

能となるように横梁を除去し，縦梁を 2 本のサインカーブ状の梁に置き換えた．

Fig. 2-2に示すような四芒星形の構造となった．PXCMでは，サインカーブが大き

く変形し，縦梁と横梁がサインカーブを挟み込むことにより 飛び移り座屈が可能

となり，縦梁および横梁の剛性が高くなることで bistabilityを示す．四芒星形の構

造では上記の挟み込むような機構が存在しないため飛び移り座屈が生じず bistable

とならない．この四芒星形の構造をもとに挟み込むような機構を導入する必要があ

る．そこで，様々な形を探索した．しかし，大変形に伴う梁同士の接触を避けなが

ら挟み込み機構を成立させることは，平面的な四芒星形をベースとした飛び移り座

屈可能な構造では設計困難である．そこで，特定方向に大変形し，他の方向に剛性

な立体的な構造を探索した．文献[11,12]では，<100>の 3 方向に bistable な構造が

提案されている．この構造では直交する 3 方向に bistability を示すことができる．

しかしながら，この構造では球面のような面に適用する場合，Fig. 2-3に示すよう

に bistablityを発現する部分が限定されてしまう． 

 

 

Fig. 2-1. Schematic of a conventional PXCM. 
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Fig. 2-2. Schematic of a hypothetical four-pointed star shaped bi-directional bistable 

mechanism. 

 

 

Fig. 2-3. Schematic illustration of PXCM as shock absorber. Conventional PXCM are 

bistable only in orthogonal directions. 

 

立体的な繰り返し構造として，物質の結晶構造に着目した．その中で，単純かつ

頻繁に見られる形状として四面体に着目した．四芒星形の構造の 2 本のサインカ
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ーブを一つの梁に見立てて四面体の辺とすると，Fig. 2-4に示すような 4つの異な

る方向に bistableとなる四面体状の構造となった．この四面体状の構造を立方晶ダ

イヤモンド構造のように並べていくと，Fig. 2-5に示すような立方晶系のメタ原子

を持つメタマテリアルとなり，球の配列の対称性は面心立方晶（FCC）と同様な Fm-

3mとなり，梁の向きを含めた構造全体の対称性は ZnS型構造と同じになった．こ

の構造は，正四面体構造が反対側の底面に向かうように変形することにより，FCC

構造の 4つの 3回回転軸，すなわち<111>方向に対して多軸双安定性を示すことが

期待される． 

 

 

Fig. 2-4. CAD model of a tetrahedral structure of Multi-axis PXCM. 

 

Fig. 2-5. CAD model of a cubic unit cell of Multi-axis PXCM. 

 

正四面体の頂点に球をおき，それらを結ぶ辺にあたる部分を 2つの正弦波状の梁

を組み合わせたものとする．Fig. 2-6に１つの梁の模式図を示す．正四面体の頂点

と重心を結ぶ直線を一点鎖線で，正四面体の辺の中央と重心を結ぶ直線を破線で示

す．ここで一点鎖線と破線はそれぞれ立方晶系における<111>方向と<100>方向を

指す．Fig. 2-6に示すように正弦波状の曲り梁がある球から出て破線上で他の曲り
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梁と結合する．曲り梁の端部は，曲り梁が出ている球の一点鎖線と平行である．こ

の梁を四面体の辺に設ける．Fig. 2-5に示す立方晶系単位構造は，Fig. 2-7aに示す

ように四面体構造が 2種類に分けられる．Fig. 2-4に示すような梁の突起が四面体

の重心に対して内向きである四面体と Fig. 2-8に示すような梁の突起が外向きであ

る四面体の 2 種類を FCC の四面体位置とみなして配列する．梁の突起が内向きの

四面体構造が Fig. 2-8a の赤で示した四面体位置に，梁の突起が外向きの四面体構

造が Fig. 2-7aの赤で示した四面体位置にそれぞれ対応する．この構造は<111>方向

（Fig. 2-8b 矢印）への圧縮変形において PXCM の変形で見られた転位のように変

形する．この構造にて，bistable となる条件を解明し，これを制御することでより

汎用性の高い超弾性および形状記憶特性のメタマテリアルの創製が可能であると

考えられる． 

 

  

Fig. 2-6. Schemetic of a beam of Multi-axis PXCM. Dash-dot lines represent lines 

connecting the vertices of a tetrahedron and its center of gravity. Dashed line represents the 

prependicular bisector of two vertices of a tetrahedron.  
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(a) (b) 

Fig. 2-7. (a) Schematic of FCC unit cell with red tetrahedra which has beams bent toward 

the centroid and blue tetrahedra which has beams bent against the centroid. (b) CAD model 

of unit cell of multistable bistable structure. Arrows show the direction of multiaxis bistable 

structure exhibiting bistability, which are <111> direction of FCC structure 

 

 

Fig. 2-8. CAD model of a tetrahedral structure of Multi-axis PXCM with beams faceing 

the opposite direction compared to Fig. 2-4. 

 

2.2.2. 多軸 PXCMの設計パラメータ 

多軸双安定構造の梁の模式図を Fig. 2-6 に示す．Fig. 2-6 に示す 2 つの円は 2 つ

の隣接する球の断面であり，それらの球の中心と四面体の重心を結ぶ直線を一点鎖

線で示す．また，2 つの円の垂直二等分線を破線で示す．ここで，球の半径を
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õとし，隣接する球同士の距離をÇとした． 

球の中心を原点とし，一点鎖線の四面体重心方向に x軸，それに垂直な方向に y

軸をとるとき，梁は式(2-1)で表されるものとした． 

. =
ℎ
2
d1 − cos v

26
8
(7 − õ cosú	)wg + õ sinú (2-1) 

ただし，ℎは梁の振幅，8は梁の波長，úは梁と球との位置関係を決定する角度で本

論文では球と梁との接触角とする．ここで，2 つの球からそれぞれ式(2-1)の梁は，

垂直二等分線上で結合する．この梁の結合する点と四面体重心との距離をzとする

と，梁の振幅ℎ，梁の波長8はそれぞれ式(2-2), (2-3)で表せる． 

ℎ = ù
2
3
z − õ sinú (2-2) 

8 =
√6
4
Ç −

√3
3
z − õ cosú (2-3) 

梁の形を決定するパラメータとしてzAを定義する．Fig. 2-9a に示すようにℎ = 0と

なるとき，すなわち，z = z" = ü,

+
õ sinúのときzA = 0，Fig. 2-9bに示すように両端

の球と梁とのそれぞれの接点および 2 つのサインカーブ状の梁の結合点の 3 点が

一直線上に並ぶとき，すなわち，z = z+ =
B

+√+
− õ vü

"

,
h†' ú − ü

+

,
sinúwのときzA = 1

となる． 

zA =
z − z"
z+ − z"

 (2-4) 

2本のサインカーブ状の梁をまとめて 1本の梁とみなすと，zAの値が 1に近いほど

真っ直ぐな形状を指すこととなる． 

また，梁の全長は式 (2-5) のようになる． 

° =
8
6
x ù1 + e

6ℎ
8
f
+

sin+ q cq
+D

1

 (2-5) 
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(a) (b) 

Fig. 2-9. Schematic of a beam of multiaxis bistble structure. (a) the sinusoidal beams are 

straight. (b) the center of beam and joint of spheres and beam line up in a straight line. 

 

2.2.3. 梁と球の位置関係と梁同士の接触を防ぐ設計 

四面体構造のいずれかの頂点を押し込み bistableとなるためには，梁が接触せず

に大変形する必要がある．また，梁の厚み tに対して十分大きな梁の横幅 wを持っ

て設計しなければ，所定の変形とは異なる向きに変形してしまう．これらの条件を

満たすため，本研究では，変形中に接触せず梁の横幅 wが最大となるよう設計し，

四面体重心からみた球は Fig. 2-10 のように設計した．四面体構造の頂点を押し込

むと梁は四面体重心の方向にたわむ．梁が一方向にのみたわむとすると，Fig. 2-10

中の青い長方形で示した梁は長方形の短辺と並行な破線に沿って変形する．梁の横

幅 wを最大とするとき，この破線は他の長方形の頂点に接する．よって，梁の横幅

wは式(2-6)で表せる． 

= =
2

√3
eõ sinú −

;
2
f (2-6) 
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Fig. 2-10. Schematic of sphere and beams viewed from the center of gravity of tetrahedra. 

The blue rectangle represents the cross section of beams at the bondings with sphere. 

 

2.2.4. 多軸 PXCMの相対密度 

多軸双安定構造の相対密度を導出する．Fig. 2-11aに FCC構造内に含まれる菱面

体晶格子に相当する菱面体を示す．また，菱面体に対応する多軸双安定構造の CAD

モデルおよび菱面体と多軸双安定構造を合わせた図をそれぞれ Fig. 2-11b および

Fig. 2-11cに示す．この菱面体の体積は式(2-7)で表される． 

¢EF55 =
√3
2
Ç+ ∙ ù

2
3
Ç =

√2
2
Ç, (2-7) 

菱面体内に含まれる球の数は 1つである．球の体積は式(2-8)で表される． 

¢GHIJKJ =
4
3
6õ, (2-8) 

菱面体の面上に位置する梁は対面上の梁と合わせて 1 つ，菱面体の辺上に位置す

"

#

$

" sin!
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る梁は互いに並行な 4 つの辺上に位置する梁を合わせて 1 つと数えられる．ここ

で，菱面体の面の数は 6，辺の数は 12 であることから，菱面体内に含まれる梁の

数は合計 6である．梁 1つあたりの体積は式(2-9)で表される． 

¢LJMN = ;=° (2-9) 

以上より，多軸双安定構造の相対密度 ρは式(2-10)のようになる． 

% =
¢GHIJKJ + 6¢LJMN

¢OJPP
 (2-10) 

 

   

(a) (b) (c) 

Fig. 2-11. (a) CAD model of rhombohedron which is equivalent to rhombohedral element 

structure of FCC structure. (b) CAD model of rhombohedral element structure of multiaxis 

bistable structure.  (c) Comparison of rhombohedron and element structure of multiaxis 

bistable structure.  

 

2.3. 方法 

2.3.1. 有限要素法（FEM）シミュレーション 

本研究にて設計した多軸双安定構造は FCC 状に並んだ球と隣り合う球同士を結

ぶ梁から構成される．この多軸双安定構造における一つの梁とその両端の球につい

て，多軸双安定構造を圧縮変形させるときの変形挙動を有限要素法（FEM）による

シミュレーションで計算した．FEMシミュレーションには，ソルバとして COMSOL 

Multiphysics（COMSOL社，スウェーデン）を使用し，材料特性としてはヤング率

を 10 MPa，ポアソン比を 0.3，密度を 950 kg/m
3とした．このシミュレーションの

モデル図を Fig. 2-12 に示す．多軸 PXCM の<111>方向への圧縮を計算するため，

Sphere Bを完全拘束し，Sphere Aが四面体の垂線に沿うように変位させる計算を行

った．このときの Sphere Aを動かした変位cと Sphere Aを動かすのに必要な荷重_

を記録し，荷重変位曲線として記録した．変位cと荷重_から，多軸双安定構造の見
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かけ上のひずみ$と見かけ上の応力öはそれぞれ式(2-11), (2-12)として表される． 

$ =
c

ü2
3Ç

 
(2-11) 

ö =
3_

√3
4 6õ+ × 2

 
(2-12) 

Sphere Aを垂直な破線に沿って移動させることで，<111>方向への圧縮したときの

変形を再現した．Sphere A の変位を 0.01 mm ずつ変化させ，見かけ上のひずみが

1.5となるまで計算した． 

このシミュレーションモデルは，変形に関与する梁のみを対象としており，メタ

マテリアル全体の挙動を示すものではない．これは，この部分的なシミュレーショ

ンモデルの境界条件が理想的に対称であることを前提としており，実際は対称性か

ら多少のずれが生じるはずである．それでも，このモデルは AM-PXCMの<111>方

向の理想的な変形を表している．より実際の変形に近いシミュレーション条件を設

定するためには，<111>方向に垂直な梁を考慮する必要がある．<111>に垂直な梁は，

球体が(111)の平面内方向に移動する際の抵抗として働く． 

この FEM シミュレーションから描かれる応力-ひずみ曲線から以下の 5 つの力

学的特性を抽出した．	$ = 0における応力-ひずみ曲線の傾きを多軸 PXCMの<111>

方向における見かけ上のヤング率を`とした．多軸双安定構造では，飛び移り座屈

が生じるので，応力ひずみ曲線に極大と極小が生じる．極大におけるひずみと応力

をそれぞれ$NMQ, öNMQ，極小におけるひずみと応力をそれぞれ$NRS, öNRSとした．こ

の FEMシミュレーションを Table 2-1に示す設計パラメータ合計 1,225種類の組み

合わせについて行った． 
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Fig. 2-12. Schematic of FEM model of representive elemental beam of AM-PXCM for 

deforming AM-PXCM in <111> directions. 

 

Table 2-1. List of values for each design parameter. 

Design parameter value 

õ/; 4, 5, 6, 7, 8 

Ç/õ 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 

ú 15˚, 22.5˚, 30˚, 37.5˚, 45˚  

zA 1/8, 1/4, 3/8, 1/2, 5/8, 3/4, 7/8 

 

飛び移り座屈が発生すると，1つの応力に対して 2つの変位が存在するため，変

位と応力の関係は非線形であり，逆問題を解く解析モデルの作成は困難である．こ

のような多軸 PXCM に関して求める力学特性に対してそれを満たす設計パラメー

タを計算するため，ニューラルネットワーク（NN）に基づいた機械学習技術とし
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て Inverse Design を導入した [18–20]．機械学習ライブラリとして Tensorflow

（GOOGLE社，アメリカ合衆国）を用い Inverse Designの機械学習モデルを作成し

た．Inverse Designの概略図を Fig. 2-13に示す．Inverse Designは 2つのニューラル

ネットワーク，すなわち forward neural network（f-NN）と inverse neural network（i-

NN）で構成される．f-NNは設計パラメータから力学特性を求める順問題を予測す

るために事前に学習させる．i-NN は Inverse Design の主要部分であり，i-NN は力

学特性から設計パラメータを求める逆問題を予測するために学習が行われ，逆計算

して予測する．f-NNは，非線形問題の逆算などの不良設定問題において，i-NNに

よる予測の確からしさを高める上で極めて重要な役割を果たす． 

本研究では，最適化手法には，勾配降下法を用いた．活性化関数は，隠れ層には

ReLU関数，出力層には線形関数を用いた．隠れ層の数を 1, 2, 3, 4, 5層，1層あた

りのノードの数を 10, 50, 100, 250, 500, 1000個，学習率を 0.001, 0.005, 0.01, 0.05, 

0.1, 0.5, 1, 交差検証の分割数を 5, 10, 15, 20, 25区分とした 1050通りの組み合わせ

を用いて学習を実行し，これらの中から損失関数を最小化しうる最適な組み合わせ

を探索した．その結果，Table 2-2に示すハイパーパラメータが損失関数を最小化し

た．これらのニューラルネットワークを用いて，1225通りの多軸 PXCMに関する

FEMシミュレーション結果のデータセットに対して学習を行なった． 

 

 

Fig. 2-13. Schematic of the inverse design process. The neural network for the inverse 

problems takes a queried mechanical property as input and output design parameters. The 

predicted design parameters are fed to the neural network for the forward problem to 

reconstruct mechanical properties and verify the predictions of the inverse problem. Both 

NN models consist of three hidden layers with the indicated number of nodes. 
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Table 2-2. Hyperparameters for each neural network in the Inverse design process. 

 

Number of 

hidden 

layers 

Number of 

nodes in 

hidden 

layer 

Learning 

rate 

Number of 

batches 
Epochs 

f-NN 3 250 0.001 20 100 

i-NN 3 1000 0.005 20 100 

 

Inverse Designにおいて，i-NNを学習させるプロセスは次のとおりである． 

(1) データをランダムに並び替え，正規化した上で，複数のバッチに分割する．
1つのバッチを検証用データ，残りのバッチを学習用バッチとする． 

(2) i-NNにランダムな初期おもみを与える． 

(3) 入力変数を目的変数とし，i-NN を用いて説明変数を出力し，逆問題の予測

を行う． 

(4) 予測された説明変数を事前学習させた f-NN に入力し，目的変数を出力し再

構築する． 

(5) 最初に入力した目的変数と再構築した目的変数がどの程度一致するか損失
関数と決定係数で評価する． 

(6) 損失関数を元に i-NNのおもみを勾配降下法などの最適化手法で更新する． 

(7) (3)~(6)を既定のエポック数だけ繰り返す． 

(8) 検証用バッチを順々に入れ替え，(3)~(7)をすべてのバッチで検証するまで繰

り返す． 

(9) 最終的な i-NN を Inverse Design とし，そのときの決定係数を持って Inverse 

Designの精度とする． 

 

2.3.2. 実験による検証 

多軸 PXCM は立体的で入り組んだ複雑な構造である．そのため，切削加工では

なく付加製造（Additive Manufacturing：AM）を用いて造形する必要がある．さら

に，格子構造であるため，オーバーハング部位を多く含む．これらのことから，粉

末床溶融結合（Powder Bed Fusion：PBF）法の一種である選択的レーザー焼結

（Selective Laser Sintering：SLS）法で造形することとした． 

設計した多軸 PXCMを PBF-SLS方式の AM装置（Sinterit Lisa）および熱可塑性
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ポリウレタン（Thermo-Plastic Urethan: TPU，Flexa Bright）を用いて作製した．この

粉末を利用したバルク体の力学特性はヤング率を 10 MPa，ポアソン比が 0.39，密

度 950 kg/m
3である．積層ピッチは 0.15 mm，レーザーパワーratio は 1.0とした．

梁の厚さを t = 1 mmとし，Table 2-3に示す設計パラメータを用いて，monostableと

bistableにそれぞれなると期待される 2つの多軸 PXCMを作製した． 

 
Table 2-3. Design parameter sets of atom-mimetic cube-diagonally multi-axed phase-

transforming cellular material. 

Design parameter Parameter set A Parameter set B 

õ/; 4 4 

Ç/õ 6 6 

ú 45˚ 45˚ 

zA 7/8 1/2 

 

作製した造形物の圧縮変位と荷重の関係を，インストロン型材料試験機（島津 

AG-IS 500N）と電子天秤（島津 AUX220）を用いて調べた．準安定相が安定な変位

になると多軸 PXCM は試験機から離れ，試料にかかる力が測定できないため，試

料の上下をアルミニウム板に接着剤で固定し，アルミニウム板を治具にねじ止めし

た．圧縮速度は一定の 0.5 mm/sとした．変位が 16 mmに達し，すべての曲り梁を

変形させた後に，圧縮時と同じ速度で逆方向に元の位置まで変位させた．圧縮・除

荷過程の試料をビデオカメラにて撮影し，変形および形状回復挙動を観察した．多

軸双安定格子構造の圧縮変形における電子天秤で測定した荷重 f，格子構造体の外

形状の水平断面積 S，変形開始時からのクロスヘッドの変位量 d，初期状態での試

料の高さ h0を用いて，構造全体の見かけの応力 σapp = f / S および見かけのひずみ 

εapp = d/h0を定義して，応力-ひずみ応答を評価した. 

 

2.4. 結果と考察 

2.4.1. FEMシミュレーションによる多軸 PXCMの変形挙動の解析 

FEM シミュレーションの結果から，多軸 PXCM は 2 種類に分類できた：(i) 

monostable PXCMと(ii) bistable PXCM． 

Fig. 2-14aにパラメータセット A（すなわち，; = 1 mm, õ = 4 mm, Ç = 24 mm, ú = 

45˚, z! = 7⁄8）で設計した多軸 PXCMの梁の変形挙動を FEMシミュレーションした
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結果を，Fig. 2-14bに，パラメータセット B（すなわち，; = 1 mm, õ = 4 mm, Ç = 24 

mm, ú = 45˚, z! = 1/2）で設計した多軸 PXCMの梁の変形挙動を FEMシミュレーシ

ョンした結果をそれぞれ示す．Fig. 2-14a1 および Fig. 2-14b1 はそれぞれのモデル

の初期状態を示し，Fig. 2-14a2 ~ Fig. 2-14a5および Fig. 2-14b2 ~ Fig. 2-14b5はそれ

ぞれのモデルの変形過程を示し，Fig. 2-14a6 および Fig. 2-14b6 はそれぞれのモデ

ルの力-変位曲線の結果を示す．Fig. 2-14a2 ~ Fig. 2-14a5および Fig. 2-14b2 ~ Fig. 2-

14b5中のカラーマップは von Mises応力の大きさを示す．カーラーマップの分布か

らすべての変形過程でたわんだ梁の外側大きな von Mises応力が生じた． 

Fig. 2-14b6 では，力-変位曲線の極小値は正の値を取ったが，Fig. 2-14a6 では極

小値は負の値を示した．つまり，FEM シミュレーションの結果からパラメータセ

ット Bは monostableとなったが，パラメータセット Aは bistableとなった．なお，

力-変位曲線の傾きが正かつ力が 0 となるところで安定相が形成されるので，およ
そ Fig. 2-14a5 の状態で準安定となると言える．正確な準安定相の状態をシミュレ

ーションにより求めるためには以下の 2つの計算が必要となる． 

(i) (111)面内方向の梁の影響を考慮したシミュレーション． 

(ii) 準安定相で荷重や変位の拘束を取り除いた緩和計算． 

本研究では，対称性によるモデルの簡略化と(111)面内方向の梁を剛体と近似し

た上で計算を行った．(i)のシミュレーションは 3 次元に拡張したモデルを作成し，

拘束条件や対称性による近似を減らしていくことで実現可能となる． 

FEM シミュレーションの変位制御法では，変位を与えたときに弾性ひずみエネ

ルギーの最小化計算を行い各変位で定常解析を行った．変位条件を取り除いた上で

最小化計算を行うと，必然的に初期状態の弾性ひずみエネルギーが 0 の状態を解

として算出する．そのため，最小値ではないエネルギー的極小値を解として算出す

ることは困難である．(ii)の緩和計算を実現するためには，FEM 以外の手法を検討

するか FEMにおいて時間依存の計算を行う必要があると考えられる． 

パラメータセット A において Fig. 2-14a2 で示した変形初期では梁が上方にたわ

んだのに対して，パラメータセット B において Fig. 2-14b2 で示した変形初期では

梁が下方にたわんだ．これは，梁の初期状態において，梁と 2つの球の結合点を結

んだ直線と梁自体の重心との位置関係が影響していると考えられる．変形が進むと

Fig. 2-14a4, Fig. 2-14a5でも Fig. 2-14b4, Fig. 2-14b5でも梁は下方にたわんだ状態と

なった．これはサインカーブの向きとサインカーブ同士が結合する点での向きが影

響していると考えられる． 

Fig. 2-14b2で見られるように極大値に到達する前では，梁の軸方向への圧縮変形

を主な変形モードとし，Fig. 2-14a2 ~ Fig. 2-14a5および Fig. 2-14b3 ~ Fig. 2-14b5で

見られるように極大値以降では梁の曲げによる変形が主であると見られる．このこ

とから，多軸 PXCM の初期安定相の限界強度を向上する方法として，トポロジー
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最適化計算が強力であると考えられる．トポロジー最適化計算[21–23]は，設計パラ

メータに応じて von Mises応力が大きくなりやすい部分の梁の厚さを分厚くするな

どたわみにくい設計を求める計算である．これを用いて，曲り梁が飛び移り座屈す

る限界強度を向上させられると期待できる．ただし，トポロジー最適化によって

von Mises応力が大きい部分を太らせると，次第にまっすぐな梁となり，bistability

を示さなくなると考えられる．飛び移り座屈の限界強度やヤング率を高めながら

bistability を示すような設計を求めるためには，bistabilty の度合いを示すパラメー

タを用いて多目的変数の最適化計算[24,25]を行う必要がある．ここでは，bistability

の評価方法について，bistability が切り替わる設計パラメータの閾を探索する方法

と変形に伴う弾性ひずみエネルギーの変化から bistabilityを定量化する方法の 2種

類の方法で議論する． 

 

Fig. 2-14. (a1-5) Deformation behavior of a beam in a bistable AM-PXCM. (a6) Force-

displacement relationship of a beam in a bistable AM-PXCM. (b1-5) Deformation behavior 

of a beam in a monostable AM-PXCM. (b6) Force-displacement relationship of a beam in 

a monostable AM-PXCM.  
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Fig. 2-15に球同士の距離Ç，球面と梁の接触角ú，四面体重心と梁中心との距離z

をそれぞれ軸としてすべての設計パラメータセットの 3次元プロットを示す．Fig. 

2-15a ~ Fig. 2-15eはそれぞれ R = 4 ~ 9 mmのパラメータセットをプロットした．こ

のプロットでは monostableとなったものを青色，bistableとなったものを赤色で示

した．さらに，これらのプロットで青色と赤色との境界が平面的であることから，

線形的な分類回帰を行った．本研究では線形分類回帰としてロジスティック回帰を

行った．このロジスティック回帰では，FEM シミュレーション結果に対して

bistabilityについて monostableを 0，bistableを 1に二値化し，単純パーセプトロン

の活性化関数を式(2-13)とすることで分類した． 

_(7) =
1

1 + ó?@
 (2-13) 

球の半径õ，球同士の距離Ç，球面と梁の接触角ú，四面体重心と梁中心との距離z

を様々に組み合わせの格子構造をロジスティック回帰により bistableか否かによっ

て分類するため，入力値を式(2-14) とし，それぞれの設計パラメータを正規化し，

ロジスティック回帰を行った． 

á = •

õ
Ç
ú
z

¶ (2-14) 

Xを標準化し，式(2-15)で表されるパーセプトロンに代入した． 

ß = _®á;ä+ a© (2-15) 

ここで，Y は bistability を表す目的変数で，Y = 1 のとき bistable で，Y = 0 のとき

monostableを表す．また，Wはパーセプトロンのおもみ，bはパーセプトロンのバ

イアスを示す．ランダムに選出した 50 のパラメータセットを検証用データとし，

残りの 1175 の学習用データについてパーセプトロンの学習を行うと，パーセプト

ロンのおもみおよびバイアスは式(2-16)となった．このときの評価データでの正解

率は 96% (48/50)であった． 

ä = •

−0.50
−6.60
−1.62
9.58

¶ , a = −1.61 (2-16) 

このロジスティック回帰において，目的変数の正解値.は bistable となるとき. = 1

で，bistableとならないとき. = 0である．つまり，予測値.ìが.ì ≥ 0.5のとき bistable

になると判別され，.ì < 0.5のとき，monostableになると判別される．すなわち，多

軸 PXCMが bistableになるときの条件は式(2-17)で表される． 

_®á;ä+ a© ≥ 0.5 (2-17) 

á;ä+ a ≥ 0 (2-18) 

−0.50õ∗ − 6.60Ç∗ − 1.62ú∗ + 9.58	z∗ ≥ 1.61 (2-19) 
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ここで，x*は正規化された設計パラメータ x を表す．式(2-19)において各設計パラ

メータが正規化されていることから，各設計変数についている係数は各変数の

bistable のなりやすさへの寄与の大きさを表す．bistablity は係数の絶対値の大きい

四面体重心と梁中心との距離zおよび球同士の距離Çに大きく依存することがわか

る．また，正に大きな値の係数を持つ四面体重心と梁中心との距離zは大きいほど

bistable になり易く，負に大きな値の係数を持つ球同士の距離Çは小さいほど

bistableになり易いことを意味する．式(2-19)について正規化された変数を元に戻す

と，式(2-20)のようになる． 

−	0.35	õ	– 	0.37	Ç	– 	0.15	ú	 + 	1.79	z	 ≥ 	−	4.91 (2-20) 

式(2-20)は境界面の回帰式を表し，境界面を 3Dプロットしたデータと合わせて Fig. 

2-15 に青の平面として示す．ロジスティック回帰により設計パラメータと

bistabilityとの関係を定量的に評価できた． 
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Fig. 2-15. 3D plots of bistability and boundary plane calculated by logistic regression. (a) 

R = 4 mm, (b) R = 5 mm, (c) R = 6 mm, (d) R = 7 mm and (e) R = 8 mm.  
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Fig. 2-16に各力学的特性へのそれぞれの設計パラメータの寄与を示す．横軸を各

設計パラメータõ, Ç, ú, z，縦軸を見かけのヤング率`，極大におけるひずみ$NMQ，極

大における応力öNMQ，極小におけるひずみ$NRS，極小における応力öNRS，相対密度

%とした． 

球の半径õ，球同士の距離Ç，四面体重心と梁中心との距離zが増加すると弾性率

と極大における応力，相対密度は共に減少し，極小における応力は 0 kPaに収束し

た．球同士の距離Çが大きくなると，構造内に球や梁の占める体積が相対的に減少

するため，球同士の距離 aと相対密度は負の相関をもつ．また，球同士の距離 aが

大きくなるにつれ四面体重心と梁中心との距離zが大きくなった．すると梁はより

真っ直ぐになり梁の長さが増加した．このことにより，相対密度は減少した．また，

梁の長さが増加すると，梁はたわみやすくなり，多軸双安定構造の弾性率や極大に

おける応力は減少した．弾性率や極大における応力が減少した，すなわち，構造の

剛性が低下すると，極小における応力の絶対値は減少し，極小における応力は 0に

収束した． 

四面体重心と梁中心との距離zが増加することで極大におけるひずみは球同士の

距離Çと弱い正の相関，四面体重心と梁中心との距離zと負の相関を持つ．球面と梁

との接触角úの寄与は小さい．zAが大きいほど，梁は巨視的に真っ直ぐに近くなり，

たわみにくくなる．このことにより，zAが 1 に近いほど弾性率は増加する．また，

zAが大きくなっても梁の長さは変化しないので，相対密度には大きな変化が見られ

なかった． 
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Fig. 2-16. Relation between mechanical properties of MA-PXCM and design parameters 

evaluated by FEM simulation: effect of (a) R/t, (b) a/R, (c) ú and (d) kr. 

 

極小における応力は極大における応力から大きな影響を受けると考えられる．純

粋に bistabilityがどの程度か評価するため，極小における応力と極大における応力

との比によって bistabilityを評価する．Fig. 2-17に，極小点応力と極大点応力との

比に対する各設計パラメータ R/t, a, ú, krの寄与を示す．Fig. 2-17から，R/t, a, úは
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bistabilityに大きく影響せず，梁の曲がり方を決定するzAが bistabilityに対して大き

く作用することがわかる．このグラフから bistability の閾値は kr≒0. 52 となった．

σmin/σmaxが負の値で絶対値が大きいと，安定状態と準安定状態の間のエネルギー障

壁が大きくなる．したがって，σmin/σmaxによる評価方法では準安定相が最も安定と

なる条件は評価した krの中では kr = 0.75である． 

 

 

Fig. 2-17. Dependence of the ratio of minima stress to maxima stress on the design 

parameters on (a) R/t, (b) a/R, (c) ú, and (d) kr. 

 

準安定相の安定性を評価するため，変形に必要な仕事（弾性ひずみエネルギーの

変化）について考える．変形に必要な仕事は応力ひずみ曲線において応力をひずみ

について積分することで求められる．monostableとなったパラメータセットでは仕

事とひずみとの関係は線形となるが，bistable となったパラメータセットでは仕事

は原点以外で極小値を持ち，この極小値が準安定相である．また，同時に原点と極

小値の間に極大値を持ち，この極大値が安定相と準安定相との間のエネルギー障壁

である．つまり，極大値が初期の安定相から準安定相へと相変態する順変態に必要

な仕事であり，極大値と極小値との差が準安定相から安定相へと相変態する逆変態

に必要な仕事である． 

仕事と応力を比較することで，bistabilityの尺度として評価した．Fig. 2-18aのよ

うに，変形前の安定相の安定性を示す指標として，最大応力 σmaxと順変態に必要な

仕事 Wforeとの相関を調べた．また，Fig. 2-18bのように，最小応力 σminと逆変態に

必要な仕事 Wbackの関係を調べた．一般的には，応力が高いほど変態に必要な仕事

は大きくなるが，Fig. 2-18a に示すように σmaxの値がほぼ同じであっても，krの値

が大きい構造ほど大きな Wfore を示した．このことは，kr が大きい構造ほど初期安

定相で安定していることを示唆している．さらに，Fig. 2-18bで示すように，σminが

小さいほど，逆変態により大きな仕事が必要である．しかし，σminの値がほぼ同じ

であっても，逆変態に必要な仕事が大きくなる構造があることがわかった．大きな

krを持つ構造は同じ σminに対してより小さい仕事で逆変態できるが，小さな krを持

つ構造は同じ σmin に対してより大きな仕事が必要となる．すなわち，梁の形状がど
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ちらかといえば直線的であれば bistabilityは高くなり，梁の形状が曲がっていれば

bistability は低くなる．言い換えると，梁が曲がっていれば，変形のために同じ仕

事量に必要な力は小さくなり，変態が起こるまでに必要な変位は大きくなる．梁が

まっすぐなとき，変形に必要な仕事が同じであれば，変形に必要な力は大きくなり，

変形が起こるまでの変位も大きくなる．以上より，与えられる力と変位に応じて，

設計パラメータを調整し bistabilityを制御することが可能となる． 

 

   

(a) (b) 

Fig. 2-18. Comparison between work required for transformation and stress where the 

transformation occurs. (a) Comparison on the forward transformation and (b) comparison 

on the reverse transformation.  

 

2.4.2. 所望の力学特性を得るための設計パラメータの予測と実験検証 

多軸 PXCM の設計パラメータを制御して利用用途に合わせた力学特性を取得す
るため，大きな設計パラメータ空間の中から適切な設計パラメータを選択する手法

として Inverse	Design[19]を用いた．Fig. 2-19に学習後の f-NN（Fig. 2-19a-f）と i-
NN（Fig. 2-19g-j）を用いて得られた予測値と真の値の相関を示す．	
f-NN による予測の結果，見かけのヤング率（Fig. 2-19a），極大におけるひずみ

（Fig. 2-19b），極大における応力（Fig. 2-19c），極小におけるひずみ（Fig. 2-19d），

極小における応力（Fig. 2-19e），相対密度（Fig. 2-19f）の決定係数はそれぞれ 0.99998，

0.99996，0.99999，0.99999，1.00000，1.00000となった．f-NNによる予測はいずれ
の力学特性についても 0.1%以下の誤差範囲で十分に高い精度で予測できた．	
また，i-NNによる予測の結果，R（Fig. 2-19g），a（Fig. 2-19h），ú（Fig. 2-19i），

kr（Fig. 2-19j）の決定係数はそれぞれ 0.99382，0.99545，0.98944，0.99991 とな
った．i-NNによるいずれの設計パラメータの予測についても f-NNによるいずれの
力学特性についての予測よりも精度が劣る結果となった．これは，設計パラメータ

の予測が非線形関数の逆算で不良設定問題の予測であることが起因していると考
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えられる．R，a，krの	 3	 つの設計パラメータの予測値は真の値と良い一致を示し
たが，設計パラメータú	の予測値と真の値の相関は高くない．これは，ú	が力学特

性に対して大きな影響を与えないことを示唆している．設計パラメーターの予測の

中で，krは R2	 =	 0.99991 と特に高い値を示し，多軸 PXCM の設計において krが特
に重要であることを示唆している．前項 2.4.1.項で述べたように krは bistabilityと
大きな相関を持ち，見かけのヤング率にも寄与している．この kr のように力学特
性に大きな寄与を示す設計パラメータの探索や bistability のように設計パラメー
タに大きく影響を受ける力学特性を探索することで，より確度の高い Inverse	
Designが可能になると期待される．	
多軸 PXCM の設計パラメータを決定する際，FEM シミュレーションだけを用い

て見かけ上のヤング率と bistability，相対密度の要件を同時に満たすような設計パ
ラメータの組み合わせを探索するためには Inverse	Designを利用すれば良い．本研
究では，設計パラメータを 4 種と力学特性を 6 種と，比較的少ない数のパラメー
タを用いて Inverse	Designを活用した．今後は，メタマテリアルを多結晶化する設
計パラメータや設計パラメータに空間的勾配を設けるなど設計パラメータの要素

を増やしたり，3次元空間における力学特性の異方性や安定相および準安定相にお
ける振動特性など制御する力学特性を増やしたりしたとしても，複数の要件を同時

に満たすような設計を決定し易くなる．	
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Fig. 2-19. (a)-(f) Reconstructed vs. true mechanical properties (a) Apparental Young’s 

modulus, (b) stress of maxima, (c) strain of the maxima, (d) stress of minima, (e) strain of 

the minima, and (f) relative density. (g)-(j) Predicted vs. true design parameters (g) R, (h) 

a, (i) ϕ, and (j) kr. 

 

2.4.3. 圧縮試験による変形挙動の評価 

SLS方式の 3Dプリンタを用いて bistableとなる多軸 PXCMと monostableとなる

多軸 PXCMを造形し，それぞれについて変形挙動を圧縮試験により評価した． 

Table 2-3 のパラメータセット A の多軸 PXCM の梁設計の概略図を Fig. 2-20a1

に，造形した試料の 3D-CAD モデルを Fig. 2-20a2 にそれぞれ示す．このモデルで

は 24本の梁が変形する．造形したセット Aの多軸 PXCMについて圧縮・除荷試験

を行った結果の荷重変位曲線を Fig. 2-20a3 に示し，試験中の変形の様子を Fig. 2-

20a4 ~ Fig. 2-20a12に示す．Fig. 2-20a3の荷重変位曲線では，圧縮過程にて変位が

12.6 ~ 15.2 mmの範囲で，除荷過程にて変位が 15.7 ~ 11.5 mmの範囲で荷重が負の

値を示す領域が現れた．つまり，このパラメータセット A の多軸 PXCM では準安

定相が存在し，除荷して元の状態に戻すために引張荷重が必要だということがわか

った．また同様に，Table 2-3のパラメータセット Bの多軸 PXCMの梁設計の概略
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図を Fig. 2-20b1に，造形した試料の 3D-CADモデルを Fig. 2-20b2にそれぞれ示す．

造形したセット B の多軸 PXCM について圧縮・除荷試験を行った結果の荷重変位

曲線を Fig. 2-20b3 に示し，試験中の変形の様子を Fig. 2-20b4 ~ Fig. 2-20b12 に示

す．Fig. 2-20b3に示す荷重変位曲線では除荷過程の最後でのみ負の荷重を示した．

つまり，このパラメータセット Bの多軸 PXCMは準安定相を持たない． 

Fig. 2-20a4 ~ Fig. 2-20a8および Fig. 2-20b4 ~ Fig. 2-20b8に示す圧縮過程の変形の

様子と Fig. 2-20a8 ~ Fig. 2-20a12および Fig. 2-20b8 ~ Fig. 2-20b12に示す除荷過程

の変形の様子とをそれぞれ比較すると，同じ変位における梁の形状に大きな差異は

見られなかった．また，これらの変形の様子は 2.4.1.項で述べた Fig. 2-14に示した

FEMシミュレーション結果の変形の様子ともよく一致している． 

Fig. 2-20a3および Fig. 2-20b3の実験の圧縮過程にて変位 15 mm付近で荷重が急

激に上昇しており，この変位で(111)面内方向の梁同士が接触した．設計の意図通り

に変形する梁は他の梁に干渉されなかった．(111)面内方向の梁同士が接触したこ

とによって，Fig. 2-14a5および Fig. 2-14b5の梁の形状は実験では現れなかった． 
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Fig. 2-20. (a1) Schematic of a beam of AM-PXCM with parameter set A. (a2) 3D-CAD 

model of AM-PXCM with design parameter set A. (a3) Force-displacement relationship of 

compression-tensile test for AM-PXCM with parameter set A. (a4)-(a12) Deformation 

behavior of a 3D printed AM-PXCM with parameter set A. (b1) Schematic of a beam of 

AM-PXCM with parameter set B. (b2) 3D-CAD model of AM-PXCM with parameter set 

B. (b3) Force-displacement relationship of compression-tensile test for AM-PXCM with 

parameter set B. (b4)-(b12) Deformation behavior of a 3D printed AM-PXCM with 

parameter set B.  
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Fig. 2-14a6および Fig. 2-14b6の FEMシミュレーションと Fig. 2-20a3および Fig. 

2-20b3の圧縮試験とそれぞれ比較して Fig. 2-21aおよび Fig. 2-21bにプロットした．

ただし，FEM シミュレーションでは梁 1 本で計算しているのに対して，実験では

試料中の 24 本の梁が変形したので，Fig. 2-21 では FEM シミュレーションの結果

を 24 倍にして示した. 比較すると，前述の通り，bistability は FEM シミュレーシ

ョンによってよく再現できていることがわかったが，荷重変位曲線の絶対値はシミ

ュレーション結果が実験の約 2 倍の大きさとなった．この違いの要因として，3D

プリンタの造形精度による造形不良が生じて実験結果の精度が低いことが考えら

れる．FEM シミュレーションでは梁の断面が長方形であるとして計算を行った．

しかし，造形した試料は長方形の角が丸い状態となった．この造形精度の問題を検

証するため，仮に造形した試料の断面が楕円形である仮定として FEM シミュレー

ションの結果を補正する．FEM シミュレーションの結果に楕円の断面二次モーメ

ントと長方形の断面二次モーメントの比をかけることで補正する．楕円の断面二次

モーメントと長方形の断面二次モーメントはそれぞれ6=;, 64⁄ と=;, 12⁄ である．よ

って，これらの比は36 16⁄ である．この楕円の補正を FEM シミュレーションの結

果にかけた荷重変位曲線を Fig. 2-21に追加して Fig. 2-22にプロットした．結果的

に完全な一致とはならなかったが，荷重の極大値などは非常に近い値となった．こ

のことから，SLS方式で造形した梁構造の断面は長方形ではなく楕円に近い形状で

計算すると良いと示唆された．また，さらに良い一致のためには，多軸 PXCM の

変形には大きなひずみが伴うので，材料の弾性非線形性を考慮する必要がある． 

  

(a) (b) 

Fig. 2-21. (a) Comparson of compression test and FEM simulation for AM-PXCM with 

design parameter set A. (b) Comparson of compression test and FEM simulation for AM-

PXCM with design parameter set B.  
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(a) (b) 

Fig. 2-22. Comparson of compression test, FEM simulation and FEM simulation with oval-

shape cross section for AM-PXCM (a) with design parameter set A and (b) with design 

parameter set B. 

 

2.4.4. 多軸 PXCMと他の PXCMとの比較 

本研究で設計した多軸 PXCM と他の多方向に bistability を示すメタマテリアル

との最も顕著な違いは，bistabilityを示す方向の数である．他のメタマテリアルは，

多いもので直交 3 方向に bistability を示す[11,14,16,26]．本研究で創製した多軸

PXCMは 4つの立方対角線方向に bistabilityを示す． 

もう一つの大きな違いは，準安定相となるひずみである．他のメタマテリアルで

は，立方体フレームとその立方体フレームの各面に湾曲した bistable beam を持つ

ものがほとんどである．その場合，構造が準安定相に達するまでの変形量は，

bistable beam の振幅のみであり，準安定相でのひずみは約 30％以下となる

[11,14,16,26]．これに対して，多軸 PXCMは，Fig. 2-23aに示すような四面体の頂点

にある 1つのメタ原子の中央に入り込み偏平な三角形状になって Fig. 2-23bに示す

ような準安定相になる．そのときのひずみは約 80～90％である． 
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(a) (b) 

Fig. 2-23. 3D-CAD model of AM-PXCM at (a) initial stable state and (b) metastable state. 

 

2.5. 小括 

本研究では，FCC構造に基づいて<111>方向への圧縮変形により擬似的に相転移

する新規な多軸 PXCM を開発した．多軸 PXCM の力学特性を FEM シミュレーシ

ョンによって調べ，設計パラメータ，特に梁の曲がり度合いが多軸 PXCM の

bistability を決定する上で支配的な役割を果たすことがわかった．機械学習技術の

一つである Inverse Designを適用することで，相転移メタマテリアルに望ましい力

学特性を発現する設計パラメータを予測することが可能となった．SLS方式の AM

装置で熱可塑性ポリウレタンを用いて多軸 PXCM を作製し圧縮試験を行い，FEM

シミュレーションの精度を検証した．実験結果と FEM シミュレーション結果は，

bistabilityの観点でよく一致し，その他の力学特性に関しても SLSによって造形し

た梁断面が楕円形であると近似するとほぼ一致し，本研究のアプローチの有効性が

確認された． 

本研究は，力学特性を制御可能な多方向に変形する相転移メタマテリアルとして

の多軸 PXCM の可能性を実証した．梁の厚さ，球体の半径，隣り合う球体間の距

離，梁の方向と球体表面の角度，梁の中心と四面体の中心との距離（すなわち梁の

真直度）などの設計パラメータを制御することによって，見かけのヤング率，応力

-ひずみ関係，材料の bistabilityを調整できることが実証された．Inverse Designは，

最適な設計パラメータを予測するための強力なツールであり，所望の力学特性を有

する多軸 PXCMを効率的に設計できる． 

本研究は，力学メタマテリアルの進歩に貢献し，その応用の可能性を広げるもの

である．多方向に変形する相転移メタマテリアルの設計と作製が可能になることで，
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衝撃吸収材，エネルギー吸収，フレキシブル構造などの分野で新たな可能性が開け

る．さらに，本研究で得られた知見は，他の結晶構造に基づく相転移メタマテリア

ルの開発にも応用でき，幅広い特性を持つメタマテリアルの設計の指針となると期

待される．  
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第3章 原子模倣メタマテリアルのための新規大変形シミュレー
ション手法の開発 

3.1. 緒言 

第 2章で設計した多軸 PXCMについて 1本の梁を要素構造とし，その他の(111)
面の面内方向を向く梁を全て剛体と仮定して，大変形挙動を計算した．変形が顕著

な梁だけではなく，メタマテリアル全体としての変形挙動を調べるため，有限要素

法シミュレーションの 3 次元モデルを作成し，PXCM の大変形をシミュレーショ

ンについて検討する必要がある． 

さらに，第 2章の多軸 PXCMについての解析では，変形する方向についても<111>

方向だけと限定的なシミュレーションを行った．しかし，実際にメタマテリアルを

利用するとき，限定的なひずみだけでなく複雑なひずみや様々な方向のひずみが生

じる．一般の変形に対してひずみ制御法で変形挙動を予測する FEM シミュレーシ

ョンモデルを開発することが求められる． 

本章では，相転移メタマテリアルの大変形挙動の計算手法を確立することを目的

として，FCCメタマテリアルおよびダイヤモンド構造メタマテリアル，多軸 PXCM

について<111>方向だけでなく，<100>, <110>, <112>方向の圧縮変形のシミュレー

ションを行い，変形挙動の異方性を解析した． 

 

3.2. 方法 

3.2.1. 3次元 FEMモデル 

多軸 PXCMの異方的な変形挙動を解析する計算手法を開発する．多軸 PXCMの

立方単位構造を代表体積要素[1–3]として，本研究では多軸 PXCM の変形挙動を解

析した．この計算手法の妥当性を検証するため，同じ対称性を持つ単位格子につい

て計算した結果を比較した．多軸 PXCM の球の配置は面心立方格子に並んでおり

梁は面心立方格子の第一近接の方向に存在する．また，多軸 PXCMの対称性は ZnS

型構造と等しい．ダイヤモンド構造は ZnS 型構造と同様の原子配置をもち．第一

近接の配置は同じである．本研究では，面心立方構造とダイヤモンド構造のメタマ

テリアルの立方単位構造を多軸 PXCMの比較対象とした． 

面心立方構造メタマテリアルとダイヤモンド構造メタマテリアルの単位格子構

造の FEM モデルを Fig. 3-1 に示す．これらのメタマテリアルは，それぞれ面心立

方構造とダイヤモンド構造について原子位置に球を配置し第一近接結合にあたる

部分に円柱梁を配置したものとした．ここで，FEM モデルは四面体メッシュでメ

ッシュ化される．このとき，梁の断面形状が多角形だと Fig. 3-2a に示す例のよう
に角と球面の整合性を維持するために非常に細かいメッシュが生成される．一方で，
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梁の断面形状を円や楕円のような角と直線のない形状にすると，Fig. 3-2bに示すよ

うに比較的均等なメッシュが生成される．本シミュレーションでは大きなひずみを

含む計算を実行し，メッシュ寸法よりも大きなひずみステップが生じた場合，メッ

シュのノード同士の位置関係が逆転してしまうなどトポロジー上の不具合が生じ

正しく計算できない．よって，本シミュレーションでは梁断面を円形状とした． 

 

  

(a) (b) 

Fig. 3-1. Finite element method model of unit cell structure of (a) face-centered cubic 

metamaterial and (b) diamond structure metamaterial. 

 

  

(a) (b) 

Fig. 3-2. Snapshot of meshes of finite element method model with (a) beams with 

polygonal-shaped cross section and (b) beams with curved-shaped cross section. 

 

多軸 PXCM の梁断面の形状も同様に，角や直線が含まれない楕円形状とした．

このとき，Fig. 2-9に示した多軸 PXCMの球と梁の結合の関係図は Fig. 3-3のよう

に梁断面を楕円形状に変更した．また，2.4.3.項で述べたように SLS で造形した多
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軸 PXCM は楕円形状の断面を仮定した場合に実験結果とシミュレーション結果の

力学特性で一致が見られたので，楕円形状で設計することでより高い再現性が期待

できる． 

 

 

Fig. 3-3. Schematic of sphere and beams viewed from the center of gravity of tetrahedra. 

The blue ellipses represents the bonding area of sphere and beams. 
 

FEMモデルの作成は Computer Aided Design（CAD）によって行われる[4,5]．CAD

によって単位格子構造を設計する際，球と梁を単位格子構造に必要な数作成したの

ち，単位格子構造の枠組みとなる立方体との共通部分だけを残す．ここで，球と梁

を結合する計算や立方体と共通部分だけを残す計算をブーリアン演算または集合

演算という．ブーリアンとは真理値と言われる“True”と“False”の 2値をとるデータ

型を指し，CAD におけるブーリアン演算では立体の内部を“True”とし立体の外部

を“False”として，複数の立体が存在するときに and（論理積）, or（論理和）, not（論

理差）の演算を行う．ブーリアン演算を駆使することで複雑な構造を容易に設計す

ることができる．3次元空間で面は式(3-1)のような方程式で表される． 

Ø(7, ., ∞) = 0 (3-1) 

このような面の組み合わせで立体物が表される．式(3-1)が立体の表面を表すとき，

式(3-2)を満たす位置座標(x,y,z)はこの立体の内部に位置する． 

Ø(7, ., ∞) < 0 (3-2) 

例えば，原点を中心とした半径 3の球は式(3-3)で表され，重心を原点とした１辺

の長さが 2の立方体は式(3-4)で表される． 

Ø(7, ., ∞) = ±7+ + .+ + ∞+ − 3 (3-3) 
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Ø(7, ., ∞) = max(|7| − 1, |.| − 1, |∞| − 1) (3-4) 

式(3-4)にもあるように，論理積（and）は最大値演算子（max）で表現される．つ

まり，式(3-4)では，x = ±1の 2つの平面に挟まれた無限に広い板と y = ±1の 2つの

平面に挟まれた無限に広い板，z = ±1の 2つの平面に挟まれた無限に広い板の 3つ

の共通部分を抜き出して得られる立体を表す．一方で，最小値演算子（min）を用

いると，式(3-5)において，最小値演算子の引数となった立体（F1, F2, F3, …）のい

ずれかにおいて負の値をとる場合に最小値演算子の戻り値が負になるため，論理和

（or）は最小値演算子によって計算される． 

min(Ø", Ø+, Ø,, … ) (3-5) 

論理差（not）は，立体 Aから立体 Bを差し引くとき式(3-6)のように差し引く立

体の表現関数の符号を変えることで計算する． 

max(A,−B) (3-6) 

これらのような表現関数で立体を表し，ブーリアン演算を繰り返し CAD状でモ

デルを設計する． 

Fig. 3-4に梁の形状と単位格子の境界面の模式図を示す．Fig. 3-4aに示した FCC

メタマテリアルの単位格子境界面にある梁は，単位格子の境界面と交差する面要素

が１箇所のみで交差し，単純な条件式でブーリアン演算を行うことができる．しか

し，多軸 PXCMの設計パラメータによっては Fig. 3-4bのように１つの曲面が境界

面を複数回出入りすることがある．このとき，境界面上の多軸 PXCM の梁の断面

は Fig. 3-4c のような形をとる．ここに示すように断面はいくつもの部分に分かれ

る．これらの断面に対して，立体の内部であるかの判定を同時に行う必要があり，

この計算過程で計算不良を起こしやすい．この計算不良が生じにくいように本研究

では，球の位置を周期境界の境界面から変位させ，単位構造を x, y, z軸方向に 1/4

周期ずらした形状とした．その結果得られる多軸 PXCMの単位格子構造を Fig. 3-5

に示す．1/4周期ずつ変位させたしたことで，単位格子の各辺に多軸 PXCMの梁の

中央が乗るような形となった．単位格子の辺上に梁の中央が乗ると，梁の中央部分

で 2 種の周期境界面が交差することとなり梁は 4 つに区切られるようになる．単

位格子の辺に見られる細かな浮島のような部材は，このように区切られた梁の一部

である．細かい浮島のように区切られたが，これによって，どの立体表面にも過度

に浅い角度を持つ面要素が見られなくなり，結果的により均等なメッシュが生成し

やすくなった． 
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(a) (b) (c) 

Fig. 3-4. Schematic of beams on the periodic boundary. (a) cylindrical beam, (b) beam of 

multi-axis PXCM, (c) cross section of beam of multi-axis PXCM and periodic boundary of 

cubic unit cell. 
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Fig. 3-5. Finite element method model of unit cell structure of multi-axis PXCM. 

 

3.2.2. ひずみ制御法による単位格子モデルの変形シミュレーション 

飛び移り座屈が生じるときの荷重−変位曲線のグラフを Fig. 3-6 に青い実線で示

す．初期状態から圧縮変形すると，始めは変位が増すに連れて荷重は急峻に増加す

るが，飛び移り座屈が生じるところで荷重が減少し始める．一般的な FEM シミュ

レーションでは，与えられた荷重から生じる変位を計算し変形の様子を導出する．

しかし，この荷重制御法による一般的な FEM シミュレーションは荷重が単調増加

する場合にのみ有効である．飛び移り座屈を荷重制御法により観測するとき，荷重

変位曲線は Fig. 3-6のオレンジ色の破線のような挙動となる．しかし，FEMシミュ

レーションでは拘束条件下で荷重を増加させる計算を行ったとき，弾性ひずみエネ

ルギーが極小値をとるような変位を探索するが，前ステップの変位から大きく飛躍

した変異を計算する際，幾何学的に起こり得ない変位の結果を出力したり，そもそ

も計算が収束しなかったりするため，飛び移り座屈が生じた後の変位を計算するこ

とができない．そのため，FEM シミュレーションで飛び移り座屈が生じる変形を

計算するとき，変位制御法（displacement control method）[6]を用いる．変位制御法

は，少しずつ変位を増しながら，その変位での必要な荷重を計算する．これによっ

て，Fig. 3-6の青い実線で示される荷重−変位曲線を導出することができる．本研究

では，単位格子にひずみを与え，そのときの全弾性エネルギーを最小化するような

応力を計算した． 
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Fig. 3-6. Force-displacement curve of snap-through buckling behavior. Blue solid line by 

displacement control method and orange dotted line by force control method. 

 

3.2.3. 境界条件設定・代表体積要素 

3.2.1.項で作成したメタマテリアル構造について，3.2.2.項で述べたひずみ制御法

を用いて変形特性を調べるため，メタマテリアルの単位格子構造を代表体積要素と

して周期境界条件を適用したシミュレーションをセットアップした．代表体積要素

[1,3,7]を Fig. 3-7に示したような 1辺の長さ Lの立方体として，ひずみ制御法によ

って計算した． 

この代表体積要素では，x = 0, y = 0, z = 0で表される原点 Oを通る 3面をそれぞ

れ XO面，YO面，ZO面とし，それらの対面の x = L, y = L, z = Lで表される 3面をそ

れぞれ XL面，YL面，ZL面とした．単位格子構造の XO面と XL面，YO面と YL面，

ZO面と ZL面はそれぞれ完全に一致する面をもつ．これらの一致する面同士でメッ

シュも完全に一致する必要がある．まず，XO面，YO面，ZO面だけにメッシュを生

成した．次にそれぞれのメッシュを XL面，YL面，ZL面へ各々複製することで，対

面同士でメッシュが一致するようにした．さらに．境界面上のメッシュを作成した

後に他の部材のメッシュや立体内部のメッシュを生成することで，対面同士でメッ

シュとノードを共有するようにした． 

ひずみ制御法を実施するため代表体積要素に式(3-11)に示すひずみ場 ε を与えた． 

≥ = ~
$@@ $@U $@V
$U@ $UU $UV
$V@ $VU $VV

Ä (3-11) 
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このひずみから XL面，YL面，ZL面にそれぞれ式(3-12)で表せる変位ベクトル dx, 
dy, dzを与えると，代表体積要素にひずみ場 εを与えることになる． 

¥< = à
$@< p⁄
$U< p⁄
$V< p⁄

â , (y = 7, ., ∞) (3-12) 

このひずみ制御法を実現しながら，代表体積要素が x, y, z軸方向にそれぞれ周期

境界条件を持つためには対面の対応するノード同士で変位が連動しなければなら

ない．向かい合う境界面の組み合わせについて，i = 0 (i = x,y,z)の面上のあるノード

に関する変位を uiとし，そのノードに対応する i = L (i = x,y,z)の面上のノードに関

する変位を ui’としたとき，この 2つの変位は常に式(3-13)の関係性を持つ． 

µ<
. = µ< + c< , (y = 7, ., ∞) (3-13) 

FEMシミュレーションを実行する際に，基準がなければ単位格子構造が FEMシ

ミュレーションの空間内でランダムな位置を取ってしまうことになるので，変形の

基準を設けなければならない．球の中心が格子点にある単位格子構造モデルでは原

点 Oを固定し，1/4周期ずらしたモデルでは(x,y,z) = (1/4,1/4,1/4)の点を固定した． 

以上の拘束条件を設定した上で，ひずみ場 εを少しずつ変え，そのひずみ場で弾
性ひずみエネルギーを最小化するような応力場 σを計算した． 

∂ = ~
ö@@ ö@U ö@V
öU@ öUU öUV
öV@ öVU öVV

Ä (3-14) 

 

 

Fig. 3-7. Schematic illustration of relative volume element.  
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3.2.4. 様々な方向への変形 

ひずみ場 ε を適切なテンソルにすることで，様々な変形を再現することができ
る．本研究では，メタマテリアルについて圧縮変形とせん断変形の変形挙動を計算

するシミュレーションを行った． 

 

3.2.4.1. 圧縮変形 

メタマテリアルの種々の方向への圧縮変形挙動を調べるため，<100>，<110>, 

<111>, <112>の 4つの方向にひずみを少しずつ増加させて応力ひずみの関係を解析

した．ひずみの絶対量を e とすると，<100>方向へ一軸に変形するひずみ場 ε100は

式(3-15)で表せる．ただし，圧縮変形とするため e < 0である． 

≥"11 = ~
ó 0 0
0 0 0
0 0 0

Ä (3-15) 

<110>, <111>, <112>方向のうち[1∑10], [111], [112∑]方向は互いに直交するので，直

交行列 Rを 

∏ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡−
√2
2

√3
3

√6
6

√2
2

√3
3

√6
6

0
√3
3

−
√6
3 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (3-16) 

とすると，<110>, <111>, <112>方向へ圧縮するひずみ場 ε110, ε111, ε112はそれぞれ

式(3-17)~(3-19)で表せる． 

≥""1 = ∏; ~
ó 0 0
0 0 0
0 0 0

Ä∏ (3-17) 

≥""" = ∏; ~
0 0 0
0 ó 0
0 0 0

Ä∏ (3-18) 

≥""+ = ∏; ~
0 0 0
0 0 0
0 0 ó

Ä∏ (3-19) 

これらのひずみ条件下で弾性ひずみエネルギーを最小化する応力場 σ からそれ
ぞれの圧縮ひずみの方向に対応した応力を式(3-20)~(3-23)で求めた． 

∂"11 = ~
1
0
0
Ä

;

⋅ ∂ ⋅ ~
1
0
0
Ä (3-20) 

∂""1 = ~
1
0
0
Ä

;

⋅ ∏∂∏; ⋅ ~
1
0
0
Ä (3-21) 
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∂""" = ~
0
1
0
Ä

;

⋅ ∏∂∏; ⋅ ~
0
1
0
Ä (3-22) 

∂""+ = ~
0
0
1
Ä

;

⋅ ∏∂∏; ⋅ ~
0
0
1
Ä (3-23) 

 

3.2.4.2. せん断変形 

せん断変形には，単純せん断（simple shear）と純粋せん断（pure shear）がある．

正方形に対して y軸に垂直な面を平行移動させ，単純せん断させた様子を Fig. 3-8a

に示す．また一方で，正方形に対して角度を変化させ，純粋せん断させた様子を Fig. 

3-8bに示す．これらのせん断変形をひずみテンソルで表すと単純せん断は式(3-24)，

純粋せん断は式(3-25)で表せる．純粋せん断は伸縮変形成分を取り除いた変形の特

徴を表す． 

≥ = ~
0 $"+ 0
0 0 0
0 0 0

Ä (3-24) 

≥ = ~
0 $"+ 0
$"+ 0 0
0 0 0

Ä (3-25) 

 

  

(a) (b) 

Fig. 3-8. Schematic of (a) simple shear and (b) pure shear. 
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3.2.5. 弾性係数テンソルの計算 

応力とひずみの関係性は式(3-26)および式(3-27)で表される一般化 Hooke の法則

が成り立つ．ここで，応力テンソル σおよびひずみテンソルεはそれぞれ式(3-14)

および式(3-11)で示した 3×3の計 9成分のテンソルであり，弾性特性を表すテンソ

ルとして式(3-26)の弾性係数テンソル C と式(3-27)の弾性コンプライアンス係数テ

ンソル S がしばしば用いられる．これらのテンソル C および S はともに 3×3×3

×3の計 81成分のテンソルである． 

∂ = ø≥ (3-26) 
≥ = ¿∂ (3-27) 

これらの 3×3×3×3の計 81成分は，総和規約により，式(3-28)および式(3-29)の

ように表せる． 

ö<' = ç<'85$85 (3-28) 

$<' = ¡<'85ö85 (3-29) 

Voigtによって，この応力とひずみの関係性から回転や加速度を取り除いた上で，

より把握に便利な表記方法が導入された．式(3-11)に示した応力テンソル σijは対称

テンソルとなるとき，すなわち σij = σji (i ≠ j) のとき，応力は釣り合い物体の加速

度は 0である．このときの応力テンソルは式(3-30)に示す６成分に集約される． 

∂ = ~
ö@@ ö@U öV@
ö@U öUU öUV
öV@ öUV öVV

Ä (3-30) 

また，式(3-13)に示したひずみテンソルは εij = εji (i ≠ j)となる対称テンソルと εij = 

-εji (i ≠ j)となる反対称テンソルに分けられる．対称テンソルは材料の変形を表し，

対角成分が 0 の反対称テンソルは材料の回転を表す．変形を表す対称テンソルは

６成分に集約され，このときのひずみテンソルは式(3-31)のようになる． 

≥ = ~
$@@ $@U $V@
$@U $UU $UV
$V@ $UV $VV

Ä (3-31) 

弾性ひずみエネルギー密度 Uの微小変化 dUについて考えると，断熱条件下で式

(3-32)のように表せる． 

d√ = ö<'d$<' = ®ç<'85$85©d$85 (3-32) 

つまり，弾性ひずみエネルギー密度をひずみで微分すると，応力が式(3-33)のよ

うに表せ，応力をまたひずみで微分すると弾性係数が式(3-34)のように表せる． 

∂√
ï$<'

=	ç<'85$85 (3-33) 

ï
ï$<'

e
∂√
ï$85

f = 	ç<'85 (3-34) 

これらの式は ij と kl を入れ替えても成り立つので式(3-35)が成り立つことから
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弾性係数テンソルは式(3-36)のような成分の対称性を持つ． 

ï+√
ï$<'ï$85

=
ï
ï$<'

e
∂√
ï$85

f =
ï
ï$85

v
∂√
ï$<'

w = 	ç<'85 (3-35) 

ç<'85 = ç85<' (3-36) 

この対称性は弾性コンプライアンス係数テンソルも同様である． 

これまでに述べた応力，ひずみ，弾性係数テンソル，弾性コンプライアンス係数

テンソルの成分の対称性をまとめると式(3-37)および式(3-38)となる． 

ç<'85 = ç'<85 = ç<'58 = ç85<' (3-37) 

¡<'85 = ¡'<85 = ¡<'58 = ¡85<' (3-38) 

つまり，これらの成分の対称性を考慮すると，弾性係数テンソルおよび弾性コン

プライアンス係数テンソルの成分の数は 81 個から 21 個に集約される．Voigt は，

６成分の応力テンソルとひずみテンソルについてそれぞれ式(3-39)と式(3-40)のよ

うな成分の置き換え，2階 3次テンソルを 1階 6次テンソルとして表した． 

ö" = ö@@ , ö+ = öUU , ö, = öVV, ö- = öUV, ö$ = öV@ , öW = ö@U (3-39) 

$" = $@@ , $+ = $UU , $, = $VV, $- = 2$UV, $$ = 2$V@ , $W = 2$@U (3-40) 

これに応じて弾性係数テンソルと弾性コンプライアンス係数テンソルはそれぞ

れ式(3-41)と式(3-42)のように表せる．この形式で表すことを Voigt記法という． 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ö@@
öUU
öVV
öUV
öV@
ö@U⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ç@@@@ ç@@UU ç@@VV ç@@UV ç@@V@ ç@@@U

çUUUU çUUVV çUUUV çUUV@ çUU@U
çVVVV çVVUV çVVV@ çVV@U

çUVUV çUVV@ çUV@U
¡.s. çV@V@ çV@@U

ç@U@U⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
$@@
$UU
$VV
2$UV
2$V@
2$@U⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

⟺

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ö"
ö+
ö,
ö-
ö$
öW⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ç"" ç"+ ç", ç"- ç"$ ç"W

ç++ ç+, ç+- ç+$ ç+W
ç,, ç,- ç,$ ç,W

ç-- ç-$ ç-W
¡.s. ç$$ ç$W

çWW⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
$"
$+
$,
$-
$$
$W⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(3-41) 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
$@@
$UU
$VV
2$UV
2$V@
2$@U⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
¡@@@@ ¡@@UU ¡@@VV 2¡@@UV 2¡@@V@ 2¡@@@U

¡UUUU ¡UUVV 2¡UUUV 2¡UUV@ 2¡UU@U
¡VVVV 2¡VVUV 2¡VVV@ 2¡VV@U

4¡UVUV 4¡UVV@ 4¡UV@U
¡.s. 4¡V@V@ 4¡V@@U

4¡@U@U⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ö@@
öUU
öVV
öUV
öV@
ö@U⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (3-42) 
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⟺

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
$"
$+
$,
$-
$$
$W⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
¡"" ¡"+ ¡", ¡"- ¡"$ ¡"W

¡++ ¡+, ¡+- ¡+$ ¡+W
¡,, ¡,- ¡,$ ¡,W

¡-- ¡-$ ¡-W
¡.s. ¡$$ ¡$W

¡WW⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ö"
ö+
ö,
ö-
ö$
öW⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Voigt記法を総和規約で表すと，式(3-43)と式(3-44)のようになる． 

ö< = ç<'$' (3-43) 

$< = ¡<'ö' (3-44) 

また，多軸 PXCMや fccメタマテリアル，ダイヤモンド構造メタマテリアルは立

方晶の対称性をもつ．立方晶系であるとき，<111>方向に 4つの 3回回転軸を持つ．

すなわち，x軸と y軸と z軸は等価となる．よって，弾性係数テンソルと弾性コン

プライアンス係数テンソルはそれぞれ式(3-45)と式(3-46)のように表せ，独立な成分

は 3つとなる． 

ç<' =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ç" ç+ ç+ 0 0 0

ç" ç+ 0 0 0
ç" 0 0 0

ç- 0 0
¡.s. ç- 0

ç-⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (3-45) 

¡<' =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
¡" ¡+ ¡+ 0 0 0

¡" ¡+ 0 0 0
¡" 0 0 0

¡- 0 0
¡.s. ¡- 0

¡-⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (3-46) 

これらの成分は，弾性特性を表す一般的な物性値として縦弾性係数 E，横弾性係

数 G，ポアソン比 νを用いて式(3-47)と式(3-48)のように表せる．ただし，圧縮性材

料（-1 < ν < 1/2）であるとする． 

ç" =
(1 − !)`

(1 + !)(1 − 2!)
, ç+ =

!`
(1 + !)(1 − 2!)

, ç- = ∆ (3-47) 

¡" =
1
`
, ¡+ = −

!
`
, ¡- =

1
∆

 (3-48) 

この立方晶系の等方性条件は式(3-49)である． 

∆ =
`

2(1 + !)
⟺ ç- =

ç" − ç+
2

⟺ ¡- = 2(¡" − ¡+) (3-49) 

異方性の度合いを表すパラメータとして，式(3-50)に示す Zener比 AZがしばしば

用いられる[8,9]．Zener比は AZ = 1のとき等方性を示し，log10 AZの絶対値が大きく

なるほど異方的になる． 
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/X =
2∆
`
(1 + !) =

2ç-
ç" − ç+

=
2(¡" − ¡+)

¡-
 (3-50) 

縦弾性係数 E，横弾性係数 G，ポアソン比 νの物性値をシミュレーションから求

めるためには，3つの連立方程式を解けば良い．2種のひずみ制御に対して式(3-51)

の 3 つの方程式が成立し，これを連立方程式として解くことで代表体積要素の弾

性異方性を求めることができる． 

«
ö" = ç"$"
ö+ = ç+$"
ö- = ç-$-

 (3-51) 

 

3.2.6. 弾性異方性の可視化 

弾性係数テンソルや弾性コンプライアンス係数テンソルは弾性異方性を表すが，

テンソルを見ただけではヤング率の異方性やポアソン比の異方性を直感的に把握

することはできない．そこで，弾性コンプライアンス係数テンソルを元にヤング率，

体積弾性率，ポアソン比，せん断弾性率の異方性を可視化した[10–12]． 

代表体積要素の任意の単位ベクトル d の向きの力学特性を求める．求める力学
特性はヤング率 E(d)，体積弾性率 K(d)，ポアソン比 ν(d,n)，せん断弾性率 G(d,n)と

する．ただし，nはベクトル dに垂直な任意の単位ベクトルである．4階の弾性コ

ンプライアンス係数テンソルを Sに対して，これらの力学特性はそれぞれ式(3-52)

〜式(3-55)のように表せる． 

`(») = [(»⨂») ⋅ ¿ ⋅ (»⨂»)]?Y (3-52) 

t(») =
1
3
à~
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Ä ⋅ ¿ ⋅ (»⨂»)â

?Y

 (3-53) 

−
!(»,  )

`(»)
= (»⨂») ⋅ ¿ ⋅ ( ⨂ ) (3-54) 

∆(»,  ) =
1
2
À
√2
2
(»⨂  +  ⨂») ⋅ ¿ ⋅ (»⨂  +  ⨂»)

√2
2
Ã

?Y

 (3-55) 

4階の弾性コンプライアンス係数テンソルから，これらの式を用いて任意の方向

の力学特性を算出することは可能だが，4階の弾性コンプライアンス係数テンソル

では応力ひずみ関係を算出することが難しいので，弾性コンプライアンス係数テン

ソルを 2階のテンソルに落とし込む．前述した Voigt記法は応力テンソルとひずみ

テンソルが分かりやすいように作られた記法で最も一般に普及し，ほとんどの書籍

や市販の有限要素法ソフトウェアに用いられる．しかし，Voigt 記法を用いて異方

性を考える場合，弾性係数テンソルや弾性コンプライアンス係数テンソルからは不
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変量，固有値，固有ベクトルを算出できない．この問題を克服したテンソルの記法

として，Mandel記法が導入された．Mandel記法では，一般化 Hookeの法則を式(3-

56)および式(3-57)のように記述する[13]． 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ö@@
öUU
öVV
√2öUV
√2öV@
√2ö@U⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ç@@@@ ç@@UU ç@@VV √2ç@@UV √2ç@@V@ √2ç@@@U

çUUUU çUUVV √2çUUUV √2çUUV@ √2çUU@U
çVVVV √2çVVUV √2çVVV@ √2çVV@U

2çUVUV 2çUVV@ 2çUV@U
¡.s. 2çV@V@ 2çV@@U

2ç@U@U ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
$@@
$UU
$VV
√2$UV
√2$V@
√2$@U⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

⟺

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
öì"
öì+
öì,
öì-
öì$
öìW⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ç
Õ
"" çÕ"+ çÕ", çÕ"- çÕ"$ çÕ"W

çÕ++ çÕ+, çÕ+- çÕ+$ çÕ+W
çÕ,, çÕ,- çÕ,$ çÕ,W

çÕ-- çÕ-$ çÕ-W
¡.s. çÕ$$ çÕ$W

çÕWW⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
$"̂
$+̂
$,̂
$-̂
$$̂
$Ŵ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(3-56) 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
$@@
$UU
$VV
√2$UV
√2$V@
√2$@U⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡¡@@@@ ¡@@UU ¡@@VV √2¡@@UV √2¡@@V@ √2¡@@@U

¡UUUU ¡UUVV √2¡UUUV √2¡UUV@ √2¡UU@U
¡VVVV √2¡VVUV √2¡VVV@ √2¡VV@U

2¡UVUV 2¡UVV@ 2¡UV@U
¡.s. 2¡V@V@ 2¡V@@U

2¡@U@U ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ö@@
öUU
öVV
√2öUV
√2öV@
√2ö@U⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

⟺

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
$"̂
$+̂
$,̂
$-̂
$$̂
$Ŵ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡¡
Õ
"" ¡Õ"+ ¡Õ", ¡Õ"- ¡Õ"$ ¡Õ"W

¡Õ++ ¡Õ+, ¡Õ+- ¡Õ+$ ¡Õ+W
¡Õ,, ¡Õ,- ¡Õ,$ ¡Õ,W

¡Õ-- ¡Õ-$ ¡Õ-W
¡.s. ¡Õ$$ ¡Õ$W

¡ÕWW⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
öì"
öì+
öì,
öì-
öì$
öìW⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(3-57) 

Voigt 記法を用いて任意の向きの力学特性を式(3-52)〜式(3-55)のように表したが，

これを Mandel 記法で表すためにはこれらの式で方向を表すテンソルを式(3-58)〜

式(3-61)のようにおく． 

»⨂» = à
d@+ d@dU d@dV

dU+ dUdV
¡.s. dV

+

â ⟺ dœ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

d@
+

dU+

dV+

√2dUdV
√2dVd@
√2d@dZ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (3-58) 
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 ⨂  = à
n@+ n@nU n@nV

nU+ nUnV
¡.s. nV

+

â ⟺  – =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

n@
+

nU+

nV+

√2nUnV
√2nVn@
√2n@nZ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (3-59) 

√2
2
(»⨂  +  ⨂») =

√2
2
à

d@n@ + n@d@ d@nU + n@dU d@nV + n@dV
dUnU + nUdU dUnV + nUdV

¡.s. dVnV + nVdV

â 

⟺—– =
√2
2

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

2d@nQ
2dUnZ
2dVn[

√2®dUnV + nUdV©

√2(dVn@ + nVd@)

√2®d@nU + n@dU©⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(3-60) 

~
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Ä ⟺ “Õ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
1
1
0
0
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (3-61) 

すると，任意の方向におけるヤング率 E(d)，体積弾性率 K(d)，ポアソン比 ν(d,n)，

せん断弾性率 G(d,n)は式(3-62)〜式(3-65)で求められる． 

`(») = ”»Õ;¿‘»Õ’
?"

 (3-62) 

t(») =
1
3
”“Õ¿‘̂»‘’

?"
 (3-63) 

−
!(»,  )

`(»)
= »Õ;¿‘ – (3-64) 

∆(»,  ) =
1
2
”—–;¿‘—–’

?"
 (3-65) 

また，Mandel 記法による弾性コンプライアンス係数テンソルは，代表体積要素

の見かけの縦弾性率を E，見かけの横弾性率を G，見かけのポアソン比を νとする

と，式(3-46)および式(3-48)より，式(3-66)で表せる． 
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¿‘ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡¡
Õ
" ¡Õ+ ¡Õ+ 0 0 0

¡Õ" ¡Õ+ 0 0 0
¡Õ" 0 0 0

¡Õ- 0 0
¡.s. ¡Õ- 0

¡Õ-⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	

			=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 `⁄ −! `⁄ −! `⁄ 0 0 0

1 `⁄ −! `⁄ 0 0 0
1 `⁄ 0 0 0

1 2∆⁄ 0 0
¡.s. 1 2∆⁄ 0

1 2∆⁄ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(3-66) 

本研究では各メタマテリアルの代表体積要素に対して<100>, <110>, <111>, 

<112>方向にそれぞれ圧縮するようにひずみを与えた．<100>, <110>, <111>, <112>

方向のそれぞれの単位ベクトルは式(3-67)で表せ，Mandel記法で方向テンソルは式

(3-68)のようになる． 

»"11 = ~
1
0
0
Ä , »""1 = à

√2 2⁄

√2 2⁄
0

â , »""" = à
√3 3⁄

√3 3⁄

√3 3⁄

â , »""+ = à
√6 6⁄

√6 6⁄

√6 3⁄

â (3-67) 

»Õ"11 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
0
0
0
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, »Õ""1 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 2⁄
1 2⁄
0
0
0

√2 2⁄ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, »Õ""" =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 3⁄
1 3⁄
1 3⁄

√2 3⁄

√2 3⁄

√2 3⁄ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, »Õ""+ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 6⁄
1 6⁄
2 3⁄

√2 3⁄

√2 3⁄

√2 6⁄ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (3-68) 

よって，見かけの縦弾性率を E，見かけの横弾性率を G，見かけのポアソン比を

νとすると，式(3-62)より各方向へヤング率は式(3-69)のようになる． 

`(»"11) = ÷»Õ"11
;
¿‘»Õ"11◊

?"

=
1

¡Õ"
= ` (3-69a) 

`(»""1) = ÷»Õ""1
;
¿‘»Õ""1◊

?"

= ÿ
1
2
¡Õ" +

1
2
¡Õ+ +

1
2
¡Õ-Ÿ

?"

= ÿ
1
2`

−
!
2`

+
1
4∆
Ÿ
?"

 (3-69b) 

`(»""") = ÷»Õ"""
;
¿‘»Õ"""◊

?"

= ÿ
1
3
¡Õ" +

2
3
¡Õ+ +

2
3
¡Õ-Ÿ

?"

= ÿ
1
3`

−
2!
3`

+
1
3∆
Ÿ
?"

 (3-69c) 

`(»""+) = ÷»Õ""+
;
¿‘»Õ""+◊

?"

= ÿ
1
2
¡Õ" +

1
2
¡Õ+ +

1
2
¡Õ-Ÿ

?"

= ÿ
1
2`

−
!
2`

+
1
4∆
Ÿ
?"

 (3-69d) 

式(3-69)より見かけの縦弾性率を E，見かけの横弾性率を G，見かけのポアソン

比を νは式(3-70)のような関係性を持つ． 
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一方で，代表体積要素が立方晶系の対称性を持つとすると，式(3-62)と式(3-66)よ

り任意の単位ベクトル dのヤング率は式(3-71)となる． 

1
`(»)

= »Õ;¿‘»Õ = ®dQ- + dZ- + d[-©¡Õ" + 2®dQ+dZ+ + dZ+d[+ + d[+dQ+©®¡Õ+ + ¡Õ-© 

																						= ®dQ- + dZ- + d[-©
1
`
+ 2®dQ+dZ+ + dZ+d[+ + d[+dQ+© e−

!
`
+
1
2∆
f 

(3-71) 

よって，ヤング率の異方性を求めるとき，式(3-70)に示したように<100>方向のヤ

ング率とその他一方向のヤング率がわかれば式(3-71)よりその他すべての方向のヤ

ング率も自ずと計算できる． 

なお，dが単位ベクトルであるため，式(3-71)は Zener比を用いて式(3-72)のよう

に式変形することができる． 

1
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/X

− 1f																			 
(3-72) 

式(3-49)の等方性条件を満たすとき AZ = 1より，右辺第 2項は 0となり，全ての

方向に Eのヤング率をもつ．また，右辺第 2項は dx, dy, dzの方位のみによる依存す

る因子と代表体積要素の見かけのポアソン比，Zener比による物性値に依存する因

子に分けることができる．方位の因子dQ+dZ+ + dZ+d[+ + d[+dQ+は，<111>方向に最大値，

<100>方向に最小値をとり，ポアソン比が ν > -1，Zener比が AZ > 1の場合，ヤング

率は<111>方向に最大値，<100>方向に最小値をとることを意味する．逆に Zener比

が AZ < 1 の場合，ヤング率は<100>方向に最大値，<111>方向に最小値をとること

を意味する． 

これらの式を用いてヤング率 E(d)，体積弾性率 K(d)，ポアソン比 ν(d,n)，せん断

弾性率 G(d,n)を任意の単位ベクトル dについて計算し，dの向きのそれぞれの大き
さを中心からの距離として，異方性曲面をプロットした．ただし，ポアソン比およ

びせん断弾性率はベクトル dに対して 2次元の成分を持つので，ここでは，ベクト

ル dに対して 2次元成分の最大値，最小値，平均値をもってポアソン比およびせん

断弾性率の評価値とした． 
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3.3. 結果と考察 

3.3.1. FCCおよびダイヤモンド構造の圧縮 

3.3.1.1. <100>方向への圧縮変形 

FCC メタマテリアルおよびダイヤモンド構造メタマテリアルを[100]方向に圧縮

したときの変形の様子を Fig. 3-9に示す．Fig. 3-1の初期状態から[100]方向に圧縮

ひずみを加え，ひずみが 1.8%, 3.6%, 5.4%のときの変形の様子を示す． 

FCC メタマテリアルの変形では，(100)面上の梁に歪みは発生しなかったが，他

の方向の梁には梁全体にひずみが発生した．このひずみは球との結合部近傍で大き

くなった．Fig. 3-9a1に示すひずみ 1.8%の変形初期では，梁の伸縮方向へのひずみ

で変形した．単位格子の境界面上の応力分布で，(100)面上にない変形した梁の球と

の結合部付近で[100]方向に近い方の曲面でより大きな応力が発生した．これは，

<011>方向の梁に軸方向に対して 45˚の方向に荷重がかかることによりせん断的な

応力が発生していると考えられる．さらに，球の内部では[100]方向の球と梁との結

合部間に応力が発生した．この変形が Fig. 3-9a2でひずみ 3.6%となると，<011>方

向の梁は座屈し S字に変形した．Fig. 3-9a3でひずみ 5.4%へと進むと，梁形状がよ

り大きく曲がり Mises応力の最大値は 2倍以上に大きく跳ね上がった．これは梁の

座屈後，梁の曲げ変形が主な変形モードとなったと示唆される．(100)面内方向の梁

や球内部の応力分布が変形を通して大きく変化しなかったことから，球に回転が生

じなかったと示唆される． 

一方で，ダイヤモンド構造メタマテリアルの変形では，Fig. 3-9b1に示すひずみ

1.8%の変形初期では，全ての梁が荷重軸方向に対して同じ 55˚の傾斜を持つにもか

かわらず，全ての梁が同じ変形をしなかった．ねじれ変形した梁やあまり変形しな

かった梁が見られた．このように梁によって変形機構が異なったのは球に回転が生

じたためと考えられる．Y0面の境界面の面心位置にある球は ZL面の境界面の面心

位置にある球よりも大きく変位した．圧縮変形が進み，Fig. 3-9b2でひずみ 3.6%と

なると，梁の曲げ変形が見られた．ここで，各梁に座屈が生じた．さらに変形が進

み，Fig. 3-9b3でひずみ 5.4%となると曲げ変形がより大きくなった．ダイヤモンド

構造メタマテリアルでは FCC メタマテリアルと異なり Mises 応力が急峻に増加す

ることはなかった．このことは，球が回転することによって局所的な応力が上がる

ことを防いだと考えられる． 
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Fig. 3-9. Result of FEM simulation compressive deformation with 1.8%, 3.6%, 5.4% strain 

applied in [100] direction.  (a) FCC metamaterial and (b) diamond structure metamaterial. 

 

3.3.1.2. <110>方向への圧縮変形 

FCC メタマテリアルおよびダイヤモンド構造メタマテリアルを[1∑10]方向に圧縮

したときの変形の様子を Fig. 3-10に示す．Fig. 3-1の初期状態から[1∑10]方向に圧縮

ひずみを加え，ひずみが 1.8%, 3.6%, 5.4%のときの変形の様子を示す． 

FCC メタマテリアルの変形では，荷重軸方向と同じ[1∑10]方向に梁があり，単位

格子構造の端から端にわたってこの梁が連なっている．Fig. 3-10a1 に示すひずみ

1.8%の変形初期では，荷重軸と同じ方向の梁に応力が発生した．このひずみは梁の

内部では一様な応力分布となったが，梁と球との結合部の曲率の大きい部分で応力
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が集中した．また，他の梁ではほとんど応力が生じなかった．変形が進み，Fig. 3-

10a2でひずみ 3.6%となると，[1∑10]方向の梁は座屈し S字に変形した．座屈によっ

て S 字に変形したのに伴い，球が回転し，隣り合う球同士の回転の向きに応じて

[1∑10]方向以外の梁がわずかにたわんだ．このとき，Mises応力は 2.5倍ほどに増加

した．Fig. 3-10a3 でひずみ 5.4%へと進むと，Fig. 3-10a2 と同じ変形機構でより大

きく曲がった．この曲げ変形に伴い，球の回転も大きくなった． 

一方で，ダイヤモンド構造メタマテリアルでは，荷重軸の[1∑10]方向と垂直な方

向の梁と荷重軸と 35˚の傾斜をもつ梁がある．荷重軸に垂直な梁は変形初期ではあ

まり変形しないと予想されたが，この予想に反して荷重軸に垂直な梁にも応力が発

生した．Fig. 3-10b1に示すひずみ 1.8%の変形初期では，荷重軸に対して傾斜 35˚の

梁は曲げ変形を主な変形モードとし，荷重軸に対して垂直な梁ではねじれが生じた．

Fig. 3-10b2でひずみ 3.6%，Fig. 3-10a3でひずみ 5.4%とひずみがだんだん大きくな

ると，荷重軸に対して傾斜 35˚の梁にもねじれ変形が見られ，荷重軸に垂直な梁に

曲げ変形が見られた．これらの梁の変形から，ひずみが大きくなると球の回転が大

きくなったことが示唆される． 
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Fig. 3-10. Result of FEM simulation compressive deformation with 1.8%, 3.6%, 5.4% 

strain applied in [1∑ 10] direction.  (a) FCC metamaterial and (b) diamond structure 

metamaterial. 

 

3.3.1.3. <111>方向への圧縮変形 

FCC メタマテリアルおよびダイヤモンド構造メタマテリアルを[111]方向に圧縮

したときの変形の様子を Fig. 3-11に示す．Fig. 3-1の初期状態から[111]方向に圧縮

ひずみを加え，ひずみが 1.8%, 3.6%, 5.4%のときの変形の様子を示す． 

FCC メタマテリアルの変形では，荷重軸の[111]方向に対して垂直な方向の梁と

荷重軸に対してcos?"±2 3⁄  (≒35.3˚)の傾斜を持つ梁が存在する．Fig. 3-11a1に示す

ひずみ 1.8%の変形初期では，荷重軸と垂直な梁には応力変化はほとんど見られず，
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荷重軸と傾斜をもった梁に応力が生じた．球の回転が見られないことから，このと

きの荷重軸に対して傾斜を持った梁は，梁が縮む変形を主な変形モードとしている

ことが示唆される．変形が進み，Fig. 3-11a2 でひずみ 3.6%となると，荷重軸に対

して傾斜を持つ梁の応力が梁表面の荷重軸方向に近い側の面により大きく集中し，

その反対側では応力があまり変わらなかった．この応力変化が座屈の兆候であると

考えられる．さらに変形が進み Fig. 3-11a3でひずみ 5.4%へと進むと，荷重軸に対

して傾斜を持つ梁がわずかに S字に座屈した．座屈したのに応じて，球が回転し荷

重軸に垂直な梁にたわみ変形が生じた． 

一方で，ダイヤモンド構造メタマテリアルでは，荷重軸の[111]方向と同じ方向の

梁と荷重軸に対してcos?"(1 3⁄ ) (≒70.5˚)の傾斜を持つ梁がある．Fig. 3-11b1に示す

ひずみ 1.8%の変形初期では，荷重軸と同じ方向の梁で一様な応力が発生した．荷

重軸に対して傾斜を持つ梁では，梁の軸方向よりも荷重軸に対して浅い角度で応力

が集中した．変形が進行し，Fig. 3-11b2 でひずみ 3.6%となると，荷重軸に対して

傾斜を持つ梁は座屈した．このとき，応力は球と梁との結合部付近に集中した．さ

らに Fig. 3-11a3でひずみ 5.4%となると，座屈した梁が大きくたわみ球が回転した． 
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Fig. 3-11. Result of FEM simulation compressive deformation with 1.8%, 3.6%, 5.4% strain 

applied in [111] direction viewed from [11∑0] direction.  (a) FCC metamaterial and (b) 

diamond structure metamaterial. 

 

3.3.1.4. <112>方向への圧縮変形 

FCC メタマテリアルおよびダイヤモンド構造メタマテリアルを[112∑]方向に圧縮

したときの変形の様子を Fig. 3-12に示す．Fig. 3-1の初期状態から[112∑]方向に圧縮

ひずみを加え，ひずみが 1.8%, 3.6%, 5.4%のときの変形の様子を示す． 

FCC メタマテリアルの変形では，荷重軸方向の[112∑]方向は(111)面の三角形の高

さ方向である．梁はこの荷重軸との傾斜によって 4種類に分類できる．(111)面内の

梁に荷重軸に対して傾斜 30˚の梁と荷重軸に対して垂直な梁があり，(111)面以外の
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梁に荷重軸に対して cos?"±1 3⁄  (≒ 70.5˚)の傾斜を持つ梁と荷重軸に対して

cos?"®√3 6⁄ © (≒73.2˚)の梁がある．Fig. 3-12a1 に示すひずみ 1.8%の変形初期では，

(111)面内の傾斜 30˚の梁に応力が発生し梁内部に一様に応力が発生した．荷重軸に

対して垂直な梁と荷重軸に対してcos?"®√3 6⁄ © (≒73.2˚)の梁，すなわち荷重軸に対

してsin?"®2√2 3⁄ © (≒70.5˚)の傾斜を持つ(111∑)面内の梁は応力がほとんど生じなか

った．残る荷重軸に対してcos?"±1 3⁄  (≒70.5˚)の傾斜を持つ梁は荷重軸に対して

30˚の傾斜を持つ梁の半分程度の応力が発生した．変形が進み，Fig. 3-11a2 でひず

み 3.6%となると，荷重軸に対して 30˚の傾斜を持つ梁だけが座屈した．この座屈に

伴って他の梁にも応力が発生したのが見られた．さらに変形が進み Fig. 3-12a3 で

ひずみ 5.4%へと進むと，荷重軸に対して傾斜を持つ梁がわずかに S字に座屈した． 

一方で，ダイヤモンド構造メタマテリアルでは，荷重軸の[112∑]方向に対して，直

交する [111]方向の梁と傾斜 cos?"®2√2 3⁄ ©  (≒19.5˚)を持つ [111∑ ]方向の梁，傾斜

cos?"®√2 3⁄ © (≒61.9˚)を持つ[1∑11]方向と[11∑1]方向の梁がある．Fig. 3-12b1に示すひ

ずみ 1.8%の変形初期では，[1∑11]方向と[11∑1]方向の梁が最初にたわみ，[111∑]方向の

梁に大きく応力が生じた．Fig. 3-12b2でひずみ 3.6%，Fig. 3-12a3でひずみ 5.4%と

ひずみが大きくなると，[1∑11]方向と[11∑1]方向の梁のたわみがますます大きくなり，

[111]方向と[111∑]方向の梁も球の回転に合わせてたわんだ． 
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Fig. 3-12. Result of FEM simulation compressive deformation with 1.8%, 3.6%, 5.4% 

strain applied in [112∑] directionviewed viewed from [11∑0] direction. (a) FCC metamaterial 

and (b) diamond structure metamaterial. 

 

3.3.1.5. 梁の配向性とメタマテリアルの異方性 

FEMシミュレーションにより，<100>, <110>, <111>, <112>方向に FCCメタマテ

リアルを圧縮したときの応力ひずみ曲線を Fig. 3-13aに，ダイヤモンド構造メタマ

テリアルを圧縮したときの応力ひずみ曲線を Fig. 3-13bに示す．どの方向への圧縮

でも，変形初期では大きな傾きで増加し，ひずみ 4％近傍で傾きが小さくなった．

この傾きが変わるところで，梁が座屈し，梁の変形モードが軸方向の圧縮変形から

曲げ変形へと遷移したと考えられる． 
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FCCメタマテリアルでもダイヤモンド構造メタマテリアルでも<111>方向に最も

高い剛性を示し，<100>方向に最も低い剛性を示した．<110>方向と<112>方向のヤ

ング率は同等となった．式(3-69b)と式(3-69d)に示したようにこれらの方向のヤング

率は立方晶系の対称性を持つ物体で<110>方向と<112>方向のヤング率は等しくな

る．これらの見かけのヤング率の異方性の理論式から<110>方向と<112>方向とで

見かけのヤング率は等しくなり，これの傾向は FEM シミュレーションモデルで再

現できた．また，弾性コンプライアンス係数テンソルの成分の関係式は，FCCメタ

マテリアルおよびダイヤモンド構造メタマテリアルでそれぞれ式(3-74)および式

(3-75)のような結果となった． 

¡Õ" = 0.60	[MPa?"] (3-74a) 

¡Õ+ + ¡Õ- = 0.75	[MPa?"] (3-74b) 

¡Õ" = 1.66	[MPa?"] (3-75a) 

¡Õ+ + ¡Õ- = 3.05	[MPa?"] (3-75b) 

これらの成分の関係式に基づき d を全方位について計算し，その値を原点からの
距離としてプロットしたヤング率の異方性曲面を Fig. 3-14 に示す．FCC の純物質

は Zener比が AZ > 1であり[14]，<111>方向に最大のヤング率と<100>方向に最小の

ヤング率をもつ．FCC メタマテリアルもダイヤモンド構造メタマテリアルもこの

純物質の弾性異方性と同様に<111>方向に最大のヤング率と<100>方向に最小のヤ

ング率を示した．これは立方対称性を持つ結晶性材料の多くが示す弾性異方性と類

似している． 

また，どちらの構造においても応力-ひずみ曲線は一定の傾きで応力が増加した

のち，降伏点となり座屈し，応力-ひずみ曲線の傾きは小さくなった．傾きが変化
する前後で変形の様子を観察すると，傾きが一定で急な初期段階では梁が圧縮する

伸縮変形モードが認められた．傾きが緩やかになった第二段階では梁が座屈し曲げ

変形モードが認められた． 

 

  
 

(a) (b)  

Fig. 3-13. Stress-Strain relationship of compressive deformation in each direction ([100], 

[1∑10], [111], [112∑]).  (a) FCC metamaterial and (b) diamond structure metamaterial.  



 

 
 

102 

  

(a) (b) 

Fig. 3-14. Anisotropy surface of apparental Young’s modulus.  (a) FCC metamaterial and 

(b) diamond structure metamaterial. 

 

3.3.2. 多軸 PXCMの圧縮 

FCC メタマテリアルとダイヤモンド構造メタマテリアルと同様に多軸 PXCM に

ついても<100>, <110>, <111>, <112>方向に圧縮するシミュレーションを行った．た

だし，多軸 PXCMは梁がサインカーブ状に湾曲しているため単位格子構造を 1/4周

期分 x, y, z方向にそれぞれ変位させた単位格子構造とした． 

3.2.1.項で述べたように大変形シミュレーションを行うためにはメッシュの設定

に注意を払う必要がある．メッシュが大きすぎると正確に形状を再現したシミュレ

ーションができず，メッシュが小さすぎるとメッシュのノード同士の位置関係が逆

転しやすくなる．本 FEMシミュレーションで Table 2-3に示した設計パラメータを

用いると，単位格子の格子定数に対して球の半径が大きく梁の長さが短い．その結

果，多軸 PXCM の大変形に伴う梁のたわみが大きくなり，メッシュの設定が困難

となった．本 FEM シミュレーションでは，メッシュが設定しやすく十分に大変形

シミュレーションが可能な設計パラメータとして Table 3-1 に示したパラメータセ

ットを用いて多軸 PXCM の FEM モデルを作成した．<111>方向に bistable になる

よう Table 3-1 に示したパラメータセット A で設計した多軸 PXCM として Fig. 3-

16aに示すモデルを用い，<111>方向に monostableになるよう Table 3-1に示したパ

ラメータセット Bで設計した多軸 PXCMとして Fig. 3-16bに示すモデルを用いた． 

  



 

 
 

103 

Table 3-1. Design parameter sets of atom-mimetic cube-diagonally multi-axed phase-

transforming cellular material. 

Design parameter Parameter set A Parameter set B 

õ/; 4 4 

Ç/õ 12 12 

ú 45˚ 45˚ 

zA 7/8 1/2 

 

  

(a) (b) 

Fig. 3-16. Initial state of finite element method model of unit cell structure of multi-axis 

PXCM. (a) bistable AM-PXCM with design parameters of parametaer set A and (b) 

monostable AM-PXCM with design parameters of parametaer set B. 

 

3.3.2.1. <100>方向への圧縮変形 

多軸 PXCMを[100]方向に圧縮したときの変形の様子を Fig. 3-17に示す．Fig. 3-

16の初期状態から[100]方向に圧縮ひずみを加え，ひずみが 5%, 15%, 25%のときの

変形の様子を示す．多軸 PXCMは圧縮方向の[100]方向に対して直交する(100)面上

の梁と，それ以外の変形方向に対して 45˚の傾斜を持つ梁の 2種類がある． 

多軸 PXCM の[100]方向に圧縮変形したとき，変形初期のひずみ 5％において，

FCC メタマテリアルの[100]方向への圧縮変形と同様に(100)面上の梁に応力は発生

しなかった．他の方向の梁には，FCCメタマテリアル同様に球同士が近づく方向に

変形が生じた．FCC メタマテリアルでは梁の軸方向に圧縮変形が生じたとき梁全

体に応力が生じたが，多軸 PXCMでは梁の曲率に応じて応力集中が生じた．Fig. 3-
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17a1に示すパラメータセット Aの多軸 PXCMでは，梁が大きく曲がった部分の内

側に大きな応力が集中した．一方で Fig. 3-17b1 に示すパラメータセット B の多軸

PXCM では，梁と球との結合部と梁の 2 つのサインカーブが結合する部分に応力

が集中した．第 2 章で述べたように，パラメータセット A と B とでは梁の軸方向

の荷重がかかった際にたわむ向きが異なる．梁の 2 つのサインカーブが結合する

部分でパラメータセット A はくの字の谷の方へたわみ，パラメータセット B はく

の字の山の方へたわむ．このたわむ向きによって梁への応力集中が異なると考えら

れる．また，パラメータセット A のサインカーブはパラメータセット B のサイン

カーブよりも曲率が大きく，曲率が大きい構造は応力が集中しやすいことを受けて，

パラメータセット Aは応力集中が大きいと考えられる． 

Fig. 3-17a2に示すひずみ 15％，Fig. 3-17a3に示すひずみ 25％と変形が進むと，

パラメータセット A は梁のたわみが大きくなり，応力の集中は緩和された．変形

初期では，サインカーブの曲がった内側に応力が集中したが，たわみが大きくなる

と，サインカーブの設計の曲がり方に合わせてたわむことで応力集中が緩和された

と考えられる．一方で，パラメータセット Bでは，Fig. 3-17b2に示すひずみ 15％，

Fig. 3-17b3 に示すひずみ 25％において，梁の形状が大きく曲がったが，応力分布

の様子は変化しなかった．これは梁がたわむ向きがサインカーブの初期の曲がり方

に逆らう方向に曲がるため，結合部に応力が集中したと考えられる．  
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Fig. 3-17. Result of FEM simulation compressive deformation with 5%, 15%, 25% strain 

applied in [100] direction. (a) bistable AM-PXCM with design parameters of parametaer 

set A and (b) monostable AM-PXCM with design parameters of parametaer set B. 

 

3.3.2.2. <110>方向への圧縮変形 

多軸 PXCMを[1∑10]方向に圧縮したときの変形の様子を Fig. 3-18に示す．Fig. 3-

16の初期状態から[1∑10]方向に圧縮ひずみを加え，ひずみが 5%, 15%, 25%のときの

変形の様子を示す．多軸 PXCMは圧縮方向の[1∑10]方向に対して，同じ方向の梁と

直交する方向の梁とそれ以外の変形方向に対して 60˚の傾斜を持つ梁の 3種類があ

る． 

[1∑10]方向の圧縮ひずみでは，Fig. 3-18aに示すパラメータセット Aの構造も Fig. 
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3-18b に示すパラメータセット B の構造も荷重軸と同じ[1∑10]方向の梁が大きく変

形した．荷重軸に対して直交する[110]方向の梁には応力が発生しなかった．荷重軸

に対して傾斜 60˚の梁には少し応力が発生した．これは[1∑10]方向の梁が大きくたわ

むのに伴い，少し曲げ変形した．[1∑10]方向の梁は，梁の軸方向に荷重がかかり[100]

方向に圧縮変形させたときの梁の変形と同様にたわんだ．変形が進行し，Fig. 3-

18a3 と Fig. 3-18b3 に示すようにひずみが 25％となるとパラメータセット A でも

パラメータセット Bでも球が回転し，[1∑10]方向の梁は第 2章で 2次元の FEMシミ

ュレーションで求めた Fig. 2-13a3および Fig. 2-13b3のような非対称的な形状に曲

がった．これによって，多軸 PXCMが<111>方向に圧縮したところに準安定相が存

在しており，<110>方向に圧縮したときも準安定相のときの梁形状に近づくように

梁が変形したことが示唆された． 
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Fig. 3-18. Result of FEM simulation compressive deformation with 5%, 15%, 25% strain 

applied in [1∑10] direction.  (a) bistable AM-PXCM with design parameters of parametaer 

set A and (b) monostable AM-PXCM with design parameters of parametaer set B. 

 

3.3.2.3. <111>方向への圧縮変形 

多軸 PXCMを[111]方向に圧縮したときの変形の様子を Fig. 3-19に示す．Fig. 3-

16の初期状態から[111]方向に圧縮ひずみを加え，ひずみが 5%, 15%, 25%のときの

変形の様子を示す．多軸 PXCM は圧縮方向の[111]方向に対して直交する(111)面上

の梁と，それ以外の変形方向に対してcos?"±2 3⁄  (≒35.3˚)の傾斜を持つ梁の 2 種

類がある． 

パラメータセット A の構造でもパラメータセット B の構造でも[111]方向に圧縮
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すると，(111)面内の梁は大きく変形しなかった．荷重軸に対してcos?"±2 3⁄  (≒

35.3˚)の傾斜を持つ梁の，Fig. 3-19a に示すパラメータセット A の構造の梁変形と

Fig. 3-19b に示すパラメータセット B の構造の梁変形はそれぞれ第 2 章の 2 次元

FEMシミュレーションで求めた Fig. 2-13aおよび Fig. 2-13bの梁変形に非常に近い

ものであった． 

 

  

  

  

Fig. 3-19. Result of FEM simulation compressive deformation with 5%, 15%, 25% strain 

applied in [111] direction.  (a) bistable AM-PXCM with design parameters of parametaer 

set A and (b) monostable AM-PXCM with design parameters of parametaer set B. 

 

さらに，見かけのひずみを大きくし 50%, 75%, 100%としたときの様子を Fig. 3-

20に示す．なお，ひずみが 90％以上となると，(111)面の梁が隣り合う(111)面の梁
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と接触するので実際には，見かけのひずみが 90％以上になることはない．これら

の変形の様子は，第 2章の 2次元 FEMシミュレーションの結果にそれぞれ対応し，

Fig. 3-20(a1)~(a3)がそれぞれ Fig. 2-13(a3)~(a5)と同じひずみ条件，Fig. 3-20(b1)~(b3)

がそれぞれ Fig. 2-13(b3)~(b5)と同じひずみ条件となっている．25%と 50%のひずみ

までは 2 次元のシミュレーションと 3 次元のシミュレーションとで同様の応力分

布を再現したが，75%のひずみでは 3次元のシミュレーションで応力集中がさらに

顕著なものとなった．これは，3 次元のシミュレーションで用いた FEM モデルの

梁の断面形状を楕円としたことによると考えられる．梁の断面形状によって異なる

応力集中が生じると考えられる．応力は表面形状の曲率が大きい部分で生じやすい

ので，楕円断面では楕円の長径と短径の方向に生じやすく，長方形断面では長方形

の頂点付近で応力が生じやすい．<111>方向に変形させたとき，楕円断面では短径

方向に梁がたわみ，長方形断面では長方形の短い辺の方向に梁がたわむ．このとき，

楕円断面では曲面の嶺のような部分に応力が集中しやすいのに対して，長方形断面

では梁を横切る方向において応力は集中しにくい．このように 2 次元シミュレー

ションと 3 次元シミュレーションとの間に応力集中に差異が生じたと考えられる．

なお，3次元シミュレーションでこの差異を生じさせないためには，梁断面形状を

変えるのではなく球の形状を変えることで応力集中を再現できる可能性がある．例

えば球の代わりに切頂四面体を用いることで球の部分に曲面が存在しないように

して，長方形の断面との間の結合部分でメッシュの整合性を取りやすい上に，2次

元シミュレーションの応力集中を再現しやすい．しかし，構造の梁などの部材に角

が多く存在することとなるので，<111>方向以外に圧縮変形した際に角に応力集中

しやすくなるので，本シミュレーションよりも大きな局所応力が生じ破断しやすい

メタマテリアルとなる．これらのことから，本研究で設計した楕円の梁断面形状を

持つ多軸 PXCMは，破断しにくい上に FEMシミュレーションで再現しやすいと言

える． 
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Fig. 3-20. Result of FEM simulation compressive deformation with large apperental strain 

(50%, 75%, 100%) in [111] direction viewed from [11∑0] direction. (a) bistable AM-PXCM 

with design parameters of parametaer set A and (b) monostable AM-PXCM with design 

parameters of parametaer set B. 

 

3.3.2.4. <112>方向への圧縮変形 

多軸 PXCMを[112∑]方向に圧縮したときの変形の様子を Fig. 3-20に示す．Fig. 3-

16の初期状態から[112∑]方向に圧縮ひずみを加え，ひずみが 5%, 15%, 25%のときの

変形の様子を示す．多軸 PXCM の梁は，圧縮方向の[112∑]方向との傾斜によって 4

種類に分類できる． (111)面内の梁に荷重軸に対して傾斜 30˚の梁と荷重軸に対し

て垂直な梁があり，(111)面以外の梁に荷重軸に対してcos?"±1 3⁄  (≒70.5˚)の傾斜
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を持つ梁と荷重軸に対してcos?"®√3 6⁄ © (≒73.2˚)の梁の合計 4種類の梁がある． 

多軸 PXCMを[112∑]方向に圧縮変形すると，FCCメタマテリアルの変形と同様に，

荷重軸に対して直交する梁と荷重軸に対してcos?"®√3 6⁄ © (≒73.2˚)の梁，すなわち

荷重軸に対してsin?"®2√2 3⁄ © (≒70.5˚)の傾斜を持つ(111∑)面内の梁は応力がほとん

ど生じなかった．他の 2種の梁の変形について，荷重軸に対して 30˚の傾斜を持つ

梁は，梁の軸方向に荷重を加えたときと同様に変形した．荷重軸に対して

cos?"±1 3⁄  (≒70.5˚)の傾斜を持つ梁は，曲がるように変形した．これら 2種の梁は

<111>方向に圧縮変形したときの荷重軸に対してcos?"±2 3⁄  (≒35.3˚)の傾斜を持

つ梁のように変形したことから，十分に<112>方向に圧縮したのち除荷すると，

<111>方向の準安定相へ遷移するように変形することが期待できる． 
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Fig. 3-20. Result of FEM simulation compressive deformation with 5%, 15%, 25% strain 

applied in [112∑] direction viewed from [11∑0] direction.  (a) bistable AM-PXCM with 

design parameters of parametaer set A and (b) monostable AM-PXCM with design 

parameters of parametaer set B. 

 

3.3.2.5. 多軸 PXCMの変形挙動の異方性 

多軸 PXCMを<100>, <110>, <111>, <112>方向に圧縮したときの応力ひずみ曲線

を Fig. 3-21に示す．パラメータセット Aの構造でもパラメータセット Bの構造で

も Fig. 3-21に示すように<100>, <110>, <111>, <112>方向のどの方向に圧縮したと

きも座屈した． 
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(a) (b)  

Fig. 3-21. Stress-Strain relationship of compressive deformation in each direction ([100], 

[1∑10], [111], [112∑]).  (a) bistable AM-PXCM and (b) monostable AM-PXCM. 

 

[100]方向に圧縮したとき，変形初期では Fig. 3-17a2および Fig. 3-17b2で見られ

たように梁の中心部が大きくたわむように座屈した．変形がさらに進むと，パラメ

ータセット Aではひずみ 70%で，パラメータセット Bではひずみ 54%で，すでに

座屈し大きくたわんだ梁が捻れるように再度座屈した．これによって，応力ひずみ

曲線は極大値を示したと考えられる． 

[1∑10]方向に圧縮したとき，パラメータセット A では変形初期から梁の中央部分

がたわみ，(1∑10)面に対して鏡映対称な形状で変形した．ひずみが 6％に到達すると

荷重軸方向以外の梁も座屈し，球が回転し，非対称的な形状で変形するようになっ

た．ここで応力ひずみ曲線の傾きは急激に変化し，なだらかになった．そして，ひ

ずみ 70％付近で座屈した梁と球が接触した．本シミュレーションでは計算コスト

を軽減するため接触判定を設けておらず，物体と物体が貫通するように計算が進行

したが，実際には接触するときに応力が急峻に増加すると考えられる．その後，物

体間の摩擦によって挙動は変化するが[1∑10]方向の変形から[1∑11∑]方向の変形へと遷

移するように応力が働くと考えられる．一方で，パラメータセット Bの構造では，

変形初期ではパラメータセット Aのときと同様に梁の中央がたわむように座屈し，

(1∑10)面に対して鏡映対称な形状で変形したが，たわむ向きが逆向きであった．ひ

ずみが 35％に到達すると球が回転するように変形し始め，応力ひずみ曲線の傾き

は不連続的に変化し応力が減少し始めた．ひずみが 70％になるとパラメータセッ

ト Aのときと同様に座屈した梁と球が接触した． 

[111]方向に圧縮したときの応力ひずみ曲線を本結果と第 2 章の 2 次元シミュレ

ーションの結果とを Fig. 3-22にて比較した．3次元シミュレーションでは，パラメ

ータセット A の構造ではひずみが 78%で弾性ひずみエネルギーが極大値をとり，

パラメータセット B の構造ではひずみが 90％で弾性ひずみエネルギーが極大値を

とった．パラメータセット Aの構造は<111>方向の bistabilityが Fig. 2-13a6に示し



 

 
 

114 

た 2 次元シミュレーションと Fig. 2-19a3 に示した実験結果と一致した．一方で，

パラメータセット B の構造は実験ではひずみ約 90％で梁が接触し bistable になら

ない．3次元のシミュレーションと 2次元のシミュレーションとで応力が負になる

かならないか差異があった．この差異は 2 次元シミュレーションで考慮に入れて

いなかった(111)面内の梁の変形や球の回転によって飛び移り座屈する梁の応力集

中が緩和され，初期形状に戻ろうとする反力が小さくなったことで，3次元シミュ

レーションでは準安定相の弾性ひずみエネルギーが小さくなったことに起因する

と考えられる． 

 

   

(a) (b)  

Fig. 3-22. Comparison of Stress-Strain relationship between 2D simulation and 3D 

simulation of compressive deformation in <111> direction.  (a) AM-PXCM with 

parameter set A (See Table 3-1) and (b) AM-PXCM with parameter set B (See Table 3-1). 

 

[112∑]方向に圧縮したとき，パラメータセット A では，変形初期から(111)面上の

梁の中央部分がたわむように座屈し（Fig. 3-23），それに伴い[110]方向の梁がたわ

んだ（Fig. 3-23）．ひずみ 8％からそれまでほとんど変形していなかった(111∑)面上

の梁も座屈し始めた．37％付近から(111)面上の梁が捻れるように変形しはじめ，こ

のとき応力ひずみ曲線が減少し始めた．ひずみが 48％に到達すると，捻れた(111)

面上の梁が[1∑10]方向の梁に接触した．これまでの他の方向に圧縮したときの梁の

接触とは異なり，ここでは，たわんだ梁の中央部分が梁のねじれによって[1∑1∑1∑]方

向に変位することで接触した．つまり，たわんだ梁のねじれを[1∑10]方向の梁が妨

げることになる．このまま変形が進行した場合，ねじれによって緩和していた弾性

ひずみエネルギーが緩和されずに生じるため，応力はシミュレーション結果ほど下

がらず，徐々に増加すると考えられる． 
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Fig. 3-23. Snapshot of deforming MA-PXCM with design parameters of parameter set A 

under 48% compressive strain in [112∑] direction, viewed in [1∑10] direction.  

 

4方向の圧縮シミュレーションの結果から，弾性コンプライアンス係数テンソル

の成分の関係式は，設計パラメータセット A および設計パラメータセット B でそ

れぞれ式(3-76)および式(3-77)のような結果となった． 

¡Õ" = 1.34	[MPa?"] (3-76a) 

¡Õ+ + ¡Õ- = 1.76	[MPa?"] (3-76b) 

¡Õ" = 4.99	[MPa?"] (3-77a) 

¡Õ+ + ¡Õ- = 7.04	[MPa?"] (3-77b) 

これらの成分の関係式に基づき多軸 PXCM のヤング率の異方性曲面の計算結果を

Fig. 3-24に示す．Fig. 3-14に示した円柱梁の FCCメタマテリアルやダイヤモンド

構造メタマテリアルでは，弾性域で梁の伸縮変形が支配的となった FCC メタマテ

リアルのヤング率は，最大となった<111>方向で 2.22 MPa となり，最小となった

<100>方向で 1.67 MPa となった．弾性域で梁の曲げ変形が支配的となったダイヤ

モンド構造メタマテリアルのヤング率は最大となった<111>方向で 0.638 MPaとな

り，最小となった<100>方向で 0.603 MPaとなった．一方で，多軸 PXCMでは，パ

ラメータセット Aのヤング率は最大となった<111>方向で 0.968 MPaとなり，最小

となった<100>方向で 0.748 MPaとなり，パラメータセット Bのヤング率は最大と

なった<111>方向で 0.249 MPa となり，最小となった<100>方向で 0.200 MPa なっ

た．パラメータセット A とパラメータセット B はともにダイヤモンド構造メタマ

テリアルと同様に梁の曲げ変形が支配的となった．しかし，曲がり梁がたわむ向き

が曲がり梁のサインカーブの曲率に準ずる向きにたわんだため，パラメータセット
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Aの構造は，サインカーブの曲率が小さくなる方向にたわんだパラメータセット B

の構造よりも 3倍ほどヤング率が大きくなった． 

多軸 PXCMの 3次元 FEMの結果から変形初期における梁の変形では，梁の中央

部分がたわむように変形した．あらゆる方向の圧縮変形においてこの中央部分がた

わむ変形が支配的であると言える．方向による変形の違いは主に変形した梁の本数

だった．多軸 PXCMの梁をその方向ごとに分類すると 6種類に分けられる．<111>

方向圧縮では同時に 3種，<100>方向圧縮および<112>方向圧縮では 2種，<110>方

向圧縮では 1種の梁が変形した．不思議なことにヤング率が最も小さい<100>方向

圧縮よりも<110>方向圧縮の方が変形した梁の本数が少ない．これは梁がたわんだ

向きが影響すると考えられる．それぞれの変形した梁方向と荷重軸との間の角度は，

<100>方向圧縮で 45˚，<110>方向圧縮で 0˚，<111>方向圧縮で 35˚，<112>方向圧縮

で 30˚だった．このことから，<100>方向圧縮の場合が最も梁にかかるモーメント

が小さく，結果的に小さいヤング率となったと考えられる． 

 

  

(a) (b) 

Fig. 3-24. Anisotropy surface of apparental Young’s modulus.  (a) bistable MA-PXCM 

and (b) monostable MA-PXCM. 

 

3.3.3. 実験結果との比較 

より多くの周期数で多軸 PXCM を作製し，圧縮実験を行うため設計パラメータ

を; = 0.7 mm, õ = 1.7 mm, Ç = 10 mm, ú = 45˚, z! = 7⁄8とし，SLS式の AMで造形し

た．このとき，多軸 PXCMの向きを(11∑0)面，(111)面，(112∑)面を切り出すようにし

た．造形は[111]方向を積層方向として造形した．それぞれの面に圧縮試験を行った

結果を Fig. 3-25に示す．(11∑0)面および(112∑)面には 30 mmの変位間で圧縮したのち

に除荷した．(111)面には 50 mm の変位まで圧縮したのちに除荷した．これらの変
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形中の様子を Fig. 3-25中の番号に対応させて Fig. 3-25に示した．Fig. 3-25の荷重

変位曲線のように除荷過程で<111>方向のみ荷重が 0 Nと記録されたが，これは多

軸 PXCM が圧縮後の形状で安定化し，治具から離れたために測定不能となった．

<111>方向以外の方向では，bistableとならず，元の形状に復元した． 

 

   

(a) (b) (c) 

Fig. 3-25. Load-displacement curve of MA-PXCM with design parameter of ; = 0.7 mm, 

õ = 1.7 mm, Ç = 10 mm, ú = 45˚, z! = 7⁄8)  (a) [11∑0] direction, (b) [111] direction and (c) 

[112∑] direction. 
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Fig. 3-26. Snapshot of compression test of AM-PXCM with design parameter of ; = 0.7 

mm, õ = 1.7 mm, Ç = 10 mm, ú = 45˚, z! = 7⁄8) compressed in (a) [11∑0] direction, (b) [111] 

direction and (c) [112∑] direction. Deformed to (a1) 0 %, (a2) 15.5 %, (a3) 26.7 %, (a4) 

42.2 %, (b1) 0 %, (b2) 9.6 %, (b3) 23.3 %, (b4) 68.5 %, (c1) 0 %, (c2) 7.7 %, (c3) 19.3 %, 

(c4) 25.7 % 

 

[111]方向の圧縮では，Fig. 3-26b2 のように(111)面外方向の梁の数が少ない層か

ら変形し始めた．次に，最初に変形し始めた層の隣の層から変形し，すでに準安定

相が形成されているところから準安定相の領域が増えるように相転移が生じた．こ
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れは当初から期待していた挙動であり，この相転移によって荷重を 1/3以下に抑え

ることができる．圧縮した後除荷すると，Fig. 3-27に示すように上下 1層ずつを残

して全て準安定相で安定化した．また，変形の過程で１層が変形する過程を細かく

観察すると，真っ直ぐに<111>方向に変形していないことがわかった．Fig. 3-26b2

を拡大した図を Fig. 3-28 に示す．層が変形し相転移する際，層の端から順番に変

形した．変形の途中で(111)面の梁が斜めに傾き変形した．多軸 PXCM の弾性異方

性の解析結果から<111>方向のヤング率が最も大きいことがわかった．Fig. 3-28か

ら<111>方向よりもヤング率の低い<112>方向に変形したのちに，<111>方向の準安

定相に戻ったと考えられる．初期の最安定相から<111>方向の先にある準安定相ま

で変形する経路選択において，ヤング率の高い<111>方向に真っ直ぐ変形するより

も，ヤング率の低い<112>方向へ迂回した方がより低い弾性ひずみエネルギーで相

転移できることが示唆される．この経路の迂回は，結晶性材料の転位における部分

転位のような役割を果たすと言える． 

 

 

Fig. 3-27. Snapshot of AM-PXCM with design parameter of ; = 0.7 mm, õ = 1.7 mm, Ç = 

10 mm, ú = 45˚, z! = 7⁄8) sfter unloading compression in [111] direction. 
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Fig. 3-28. Snapshot of AM-PXCM with design parameter of ; = 0.7 mm, õ = 1.7 mm, Ç = 

10 mm, ú = 45˚, z! = 7⁄8) after unloading compression in [111] direction. 
 

(11∑0)面および(112∑)面は球が最密充填ではなく，梁が一方向にのみ存在していな

いため，Fig. 3-26a2および Fig. 3-26c2に示した[11∑0]方向圧縮および[112∑]方向圧縮

の初期段階では境界面の凹凸の部分が潰れるように変形した．[11∑0]方向圧縮では

その後，圧縮方向と直交する方向に膨張した（Fig. 3-26a2）．その後変形が進むと，

Fig. 3-26a3および Fig. 3-26c3に示すように[11∑0]方向圧縮および[112∑]方向圧縮の両

方で多軸 PXCM 全体の端にある(111)面のメタ原子層が座屈するように変形した．

このメタ原子層の座屈は端から反対側の端のメタ原子層まで伝播し，最終的に Fig. 

3-26a4 および Fig. 3-26c4 に示すように多軸 PXCM が全体的に<111>方向に縮みな

がら折れ曲がるように変形した．この折れ曲がるような変形によって形成された状

態は，長周期積層（long-period stacking ordered: LPSO）構造[15–17]などに見られる

キンク帯（kink band）と類似する．しかし，Fig. 3-26a3および Fig. 3-26c3に見られ

るように座屈の起点を中心に多軸 PXCM の構造が安定相ではなく<111>方向に収

縮し準安定層の領域が形成されていることが観察された．これは，キンク変形に類

似するが，詳細な変形メカニズムを観察すると，力学メタマテリアル独自の変形機

構である． 

 

3.4. 小括 

相転移を発現するメタマテリアル，多軸 PXCMについて 3次元 FEMシミュレー

<112><111>

112

111

110
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ションを実施し，多軸 PXCMの変形挙動の異方性についての解析手法を開発した．

多軸 PXCM の代表体積要素について周期境界条件を設定し，任意のひずみ場を与

えるひずみ制御法の導入により FCC メタマテリアルおよびダイヤモンド構造メタ

マテリアル，多軸 PXCMの変形挙動を解析した．<100>方向および<110>方向，<111>

方向，<112>方向に各メタマテリアルを圧縮する FEMシミュレーションを行い，以

下の知見を得た． 

i. FEM シミュレーション結果から荷重軸の方向とメタマテリアル中の梁の方

向の関係性によってメタマテリアル全体が示す力学特性が変わることがわ

かった． 

ii. FCCおよびダイヤモンド構造メタマテリアルについて小さいひずみでは，応

力ひずみ曲線は一定の傾きを持ち，梁は伸縮するように変形した．ひずみが

大きくなると曲げ変形するようになった．弾性異方性としては，<111>方向

に最も硬く，<100>に最も柔らかい結果となった． 

iii. 多軸 PXCMについて，弾性異方性は他のメタマテリアルと同様に<111>方向

に最も硬く，<100>に最も柔らかい結果となった．<111>方向圧縮すると，飛

び移り座屈が確認され，準安定相の発現が示唆された．また，<110>方向圧

縮および<112>方向圧縮を経て，この準安定相へと遷移する可能性がある． 

 

また，多軸 PXCMを{110}面，{111}面，{112}面が表面となるようにして SLS方

式 AM装置で作製し，圧縮試験を行った．圧縮試験の結果，以下の知見を得た． 

i. <111>方向圧縮を行うと，飛び移り座屈し準安定相で安定化した．この飛び

移り座屈の過程にて，直接<111>方向に変形せず<112>方向に寄ってから準安

定相に遷移したことが確認された．これは，結晶性材料の部分転位に類似し

た現象である． 

ii. <110>方向圧縮および<112>方向圧縮を行うと，荷重軸に並行な{111}面が大

きく折れ曲がるように変形した．この変形によってできた形状は，長周期積

層（LPSO）構造などに見られるキンク帯と類似するが，相転移を伴うという

点で異なる． 

 

以上のことから，メタマテリアルに見られた現象と実際の結晶性材料に見られる

現象には多くの類似点が見られるとともに力学メタマテリアル特有の変形機構を

示した．これまで材料科学で培われてきた知見がメタマテリアル開発の可能性を大

きく広げる． 
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第4章 マルテンサイト変態を模倣するせん断 PXCM 
4.1. 緒言 

第 1章で，原子の基本構造と物性の関係の解析に基づいてメタマテリアルを設計

することで，earth-abundantで ubiquitousなありふれた元素を使い，これまで希少元

素を含む材料でしか実現できなかった特異な材料特性を発現することの可能性に

ついて述べた．また，マルテンサイト変態は，焼き入れ硬化[1–3]，形状記憶効果[4–

6]，超弾性[5,7,8]などの力学的機能性を発現する要因であることについて言及した．

ここでは，マルテンサイト変態の素過程であるせん断による原子配列変化に着目し

てメタマテリアルを設計することによる，形状記憶効果発現の可能性に注目する． 

従来の相転移メタマテリアル（PXCM）は，引張や圧縮の印加荷重に応じて一方

向に伸縮変形し，準安定状態へ遷移する[9–12]．この巨視的な相転移は，無拡散相

転移の一種であると言える．第 2 章および第 3 章では，引張・圧縮荷重に応じて，

立方晶の<111>方向という等価な 4方向に伸縮変形する相変態を示す多軸 PXCMを

開発した．この多軸 PXCMは，面心立方晶の結晶対称性に着目し，4つの<111>方

向を荷重軸として設計された．これは，原子の構造と挙動を新しいメタマテリアル

の開発の指針として用いる「原子模倣」の概念を初めて実証したものである． 

しかし，これまでに開発された PXCM で達成された相転移は，変位型相転移

（displacive phase transition）ではあるが，せん断変形ではないのでマルテンサイト

相転移ではない．相転移するメタマテリアルは数多く開発されている[13,14]が，せ

ん断変形によって相変態を再現するメタマテリアルはまだ開発されていない．マル

テンサイト相転移を示す新規な PXCMの創製は，より機能的な PXCMの開発に大

きな展開と発展をもたらす可能性がある． 

本章では，せん断による原子配列の変化に着目し，マルテンサイト相変態メタマ

テリアル（Martensitic Phase Transforming Metamateriarl; MPXM）の設計を開発する．

MPXMの基本指針として，せん断変形により準安定状態が現れる bistable構造を持

つ 2次元格子構造体の設計と bistabilityを示すための設計の制約を調べた． 

 

4.2. マルテンサイト相変態メタマテリアル（MPXM）の設計 

先述したようにマルテンサイト変態や双晶変形はせん断的に変形する．本研究で

は Alqasimi らの双安定機構 [15]を応用してメタマテリアルを設計する．この

Alqasimi らの双安定機構は，Fig. 4-1 に示すように，各頂点を自由回転するヒンジ

とした平行四辺形リンケージに拘束バーを追加することで bistability を付加した

幾何学構造である．平行四辺形リンケージは，Fig. 4-1中に平行四辺形 ABDCとし

て表され，平行四辺形の底辺同士は常に互いに平行な状態で回転移動する．平行四
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辺形 ABDC の辺 AB の長さを W，辺 AC の長さを L とする．平行四辺形 ABDC の

辺 CD を持つ三角形 P’CD は，平行四辺形 ABDC の辺 AB を持つ三角形 OAB と合

同であるとする．これらの三角形の頂点 Pと Qを両端で回転が自由な梁で結合し，

この線分 PQの長さを lとする． 

このとき，平行四辺形 ABDC の連結の各節点が自由に回転するので，点 P は点

Oを中心に，半径 Lの円上を梁 PQがなければ移動できる．また，平行四辺形 ABDC

の辺 BA を 1 辺とする三角形 OBA は三角形 QAB と合同である．点 Q と点 P が長

さ l の棒で結合され，節点が自由に回転できるので，点 P は点 Q を中心とする半

径 lの円上を動きうる．この平行四辺形リンク機構では，点 Pはこれら 2つの円上

に同時にあるとき．すなわち，2つの円の交点 Pまたは点 P’に存在するとき，構造

は安定化する．言い換えると，この平行四辺形リンク機構は，平行四辺形 ABDC状

態と平行四辺形 ABD’C’状態の 2つの状態で安定する bistable構造である． 

 

   

Fig. 4-1. Bistable element of bar-constrained quadrilateral linkage [15]. The bistable 

element is stabilized in two states: the parallelogram ABDC state and the parallelogram 

ABD’C’ state.  
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この構造をメタマテリアルとして３Dプリンタで作製するためには，シームレス

な構造として設計する必要がある．したがって，上記で想定した自由回転ヒンジを

設計に組み込むことはできない．本研究では，自由回転ヒンジの代わりに，Fig. 4-

2に示す弾性ヒンジ[16–18]として設計した．この弾性ヒンジは，矩形の梁の一部を

円弧状にくりぬいて，その部分で曲げ易くしたものである．弾性ヒンジの弾性特性

の評価に，式(4-1)に示す Schotborgh ら[19]の近似式を用いた．この近似式により，

弾性ヒンジの曲げに対する剛性は，法線方向（ND）周りのたわみ角 αNDと ND 周

りのモーメント MNDの比で表され，ヤング率 E，梁の太さ b，弾性ヒンジのくびれ

の厚さ thinge，円弧の半径 R から求められる．なお，これらの記号は，文献[9]中の

記号に準えて表記している． 

k\]

n\]
=
`a;IRS^J

+

12
•−0.0089 + 1.3556ù

;IRS^J
2õ

− 0.5227¤ù
;IRS^J
2õ

‹

+

¶ (4-1) 

 

 

Fig. 4-2. Schematic of flexure hinge. Each side of the beam has circular arcs to make it 

bend easily. The radius of the arc is R, the thickness of the neck of the flexure hinge is thinge, 

and the width of the beam is b. 

 

AM造形可能で 2次元周期性を持つような構造を Fig. 4-3に示すように設計した．

Fig. 4-3中の赤線は，Alqasimiらの双安定構造[15]を表している．赤い破線は辺 AB 

(CD) の中点と頂点 Q (P’) を結んでいる．Fig. 4-3 に示すように，Alqasimi らの双

安定構造[15]のヒンジ部に Schotborghら[19]の Flexureヒンジ[19]を用いて 2次元周

期構造を設計し，これを Martensitic Phase Transforming Metamaterial（MPXM）とし

た．この設計において，平行四辺形の辺 AC と BD を「長梁」、棒 P’Q を「短梁」

と定義する． 

R

thinge

b

LD

TD

ND
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Fig. 4-3. The unit cell of Martensitic Phase Transforming Metamaterial (MPXM). 

 

4.3. 変形挙動の解析方法 

せん断変形について解析し，MPXMが bistableとなる条件について考える． 

まず，MPXMが初期形状からせん断変形するときの各寸法変化について調べた．

全ての変形を同時に考えることは難しいので，最初は長梁が剛体であると仮定して

長梁の角度変化に対する短梁の変化について考える．Fig. 4-4aに長梁 ACが点 Aを

中心に∆θだけ回転したときの Alqasimi らの双安定構造を示す．このときの短梁の

長さ変化∆l と点 Q の周りの回転量∆φ を求める．三角形 P’AB と三角形 QBA の部

分が剛体であると仮定すると，Fig. 4-4bのように変形する要素とその関係性を抽出

することができる．平行四辺形の角度が αから βに変化するとき，短梁の長さの変

化∆lと短梁の角度変化∆φは，長梁の角度変化∆θの関数として表せる．長梁の端点

z は，もう一方の端点 O の周りを回転する．一方で，線分 O’-z は，短梁の角度と

長さを表す．点 zを点 Oの周りに∆θだけ回転させたものを点 wとする．Fig. 4-4b

の各点の関係性から，Alqasimiらの双安定構造[15]の変形過程における梁の長さ変

化と角度変化の関係を導くことができる．点 O を原点とし，点 O から点 z への方

向を実軸の正方向とした複素平面をおき，各点を複素表示で記述する．点 O, O’, z, 

wの位置は式(4-2)で表される． 
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›	 = (0, 0) = 0 + 0y = 0																																																																																													 (4-2a) 

›. = fi2ℎcos e
fl − n
2

f , 2ℎsin e
fl − n
2

f‡ = 2ℎ ·cos e
fl − n
2

f + ysin e
fl − n
2

f‚ 

= 2ℎó<
_?`
+ 																																																																																																													 

(4-2b) 

„ = (p, 0) = p + 0y = p																																																																																											 (4-2c) 

w = (pcosΔq, psinΔq) = pcosΔq + ypsinΔq = pó<ab 																																							 (4-2d) 

式(4-2)では，理解しやすいよう，点の位置を従来の直交座標で表現した後に複素平

面でも表現している．初期状態の短梁の長さは式(4-3)で表される． 

° = |„ − ›.| = ùp+ + 4ℎ+ − 2ℎp cos
fl − n
2

 (4-3) 

長梁の角度変化が∆θのときの短梁の長さ変化は式(4-4)のようになる． 

°. = |Â − ›.| = ùp+ + 4ℎ+ − 2ℎp cos e∆q −
fl − n
2

f (4-4) 

以上より，短梁の長さ変化は式(4-5)となる． 

∆° = °. − °	

						= ùp+ + 4ℎ+ − 2ℎp cos e∆q −
fl − n
2

f − ùp+ + 4ℎ+ − 2ℎp cos
fl − n
2

 

(4-5) 

点 zを始点として点 Oを中心に円弧上を移動する点 wの軌道を点 O’から見た軌道

は式(4-6)で表せる． 

°.

°
ó<ac =

Â−›.

„ − ›.
=
pó<ad − 2ℎó<

_?`
+

p − 2ℎó<
_?`
+

 (4-6) 

すると，短梁の角度変化∆φは式(4-7)となる． 

∆, = arg¤
pó<eb − 2ℎó<

_?`
+

p − 2ℎó<
_?`
+

‹ (4-7) 

式(4-5)および式(4-7)の 2 つの式によって，長梁の変化と短梁の変化を連動して表

すことができる． 
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(a) (b) 

Fig. 4-4. Schematic showing the deformation which occurs accordingly to long beam rotate 

∆θ around A: (a) whole unit cell, and (b) principal parts extracted from unit cell. 

 

次に，長梁と短梁にヤング率 E を与え，MPXM のせん断変形に伴う弾性ひずみ

エネルギー変化を求める．本研究では，全弾性ひずみエネルギー変化 U を梁の伸

縮による弾性ひずみエネルギー変化 Uaと弾性ヒンジの曲げによる弾性ひずみエネ

ルギー変化 Ubの和として考える． 

Fig. 4-5に，各梁の曲げと回転を省略した梁の伸縮変形のみを抽出した模式図を

示す．MPXM では，長梁と短梁が交互に配置されている．長梁を基準として考え

るため，長梁の下端を固定した．長梁と短梁が連動して変形するよう，長梁と短梁

の上端はすべて水平な剛体バーで連結した．Fig. 4-4aで MPXM全体をせん断し，

長梁を∆θだけ回転させると，式(4-5)に示すように短梁は∆lだけ伸びる．すなわち，

Fig. 4-5では，短梁は下端で∆lだけ下方に引っ張られる．Fig. 4-4aでは、長い梁は

剛体であると仮定したが，実際には長梁は剛体ではないので Fig. 4-5のδの変位で

水平剛体バーが釣り合う． 

ここで，梁のヤング率を E，梁の太さを b，梁の厚さを tbeamとすると，この系の

釣り合いの式は式(4-8)となる． 

`a;LJMN e−
u
p
+
∆° − u
°

f = 0 (4-8) 

このように短梁が∆l だけ伸びると，剛体バーは下方に δ だけ変位したところで安

定する．よって，剛体バーの変位 δは式(4-9)となる． 
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u =
p∆°
p + °

 (4-9) 

長梁と短梁のひずみはそれぞれ δ/L と(∆l-δ)/l なので，MPXM の単位格子あたりの

梁の伸縮による弾性ひずみエネルギーUaの変化は式(4-10)で表せる． 

√M =
`a;LJMN

2
d
u+

p
+
(∆° − u)+

°
g =

`a;LJMN∆°+

2(p + °)
 (4-10) 

また，弾性ヒンジは各梁の両端にあるので，式(4-1)を用いて単位格子あたりの弾性

ヒンジの曲げによる弾性ひずみエネルギーUbの変化は式(4-11)で表せる． 

√L = 2x k\]dn\]
eb

1

+ 2x k\]dn\]
ec

1

	

						=
`a;IRS^J

+

12
•−0.0089 + 1.3556ù

;IRS^J
2õ

− 0.5227¤ù
;IRS^J
2õ

‹

+

¶ (∆q+ + ∆,+) 

(4-11) 

さらに，せん断変形による単位格子あたりの全弾性ひずみエネルギーUの変化は式

(4-12)で表せる． 

√ = √B + √f (4-12) 

 

 

Fig. 4-5. Schematic illustrating the stretching deformation of long beam and short beam 

excluding the bending and rotating of beams. Long beams and short beams are aligned 

alternately under periodic boundary conditions. Long beams were fixed at the bottom ends. 

Long beams and short beams are all connected with a rigid bar at the top ends. Short beams 

are pulled downwards by ∆l at the bottom ends due to shear deformation associated with 

the change in the angle ∆θ. The rigid bar is balanced at a displacement of δ.  
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設計した MPXM を，ヤング率 9.4 MPa の熱可塑性ポリウレタン（TPU）を用い

て，材料押出（MEX）型 AM装置（Raise3D Pro2）により作製した．MPXMを変形

させるための荷重は，本研究では最初の試みとして手作業で加えた．また，引張試

験器と滑車による変形試験も行った． 

 

4.4. 結果 

4.4.1. 解析結果 

Fig. 4-6 に，角度変化 Δθ のせん断変形によって生じる単位格子あたりの弾性ひ

ずみエネルギー変化を計算した結果を示す．Fig. 4-6(a)-(c)は，それぞれ式(4-10)-(4-

12)によって計算され，設計パラメータは L = 20 mm，α = 120˚，β = 75˚，b = 20 mm，

tbeam = 3 mm，thinge = 1 mm，R = 1 mm，E = 9.4 MPaとし，h = 3 mmと h = 6 mmの

MPXMを比較した． 

Fig. 4-6a に，梁の伸縮変形に伴う弾性ひずみエネルギー変化 Uaを示す．このエ

ネルギー曲線は等価な 2 つの極小値を持つ w の形を示した．つまり，Alqasimi ら

の双安定機構はこれらの角度変化 Δθにて安定化する．この 2つの安定相の間にエ

ネルギー障壁がある．hが大きいとき，すなわち，長梁の長さ Lと短梁の長さ lと

の差が大きいとき，このエネルギー障壁は大きくなった． 

Fig. 4-6bに，弾性ヒンジの曲げによる弾性ひずみエネルギー変化 Ubを示す．角

度変化 Δθの絶対値が大きくなると弾性ヒンジの曲げ変形による弾性ひずみエネル

ギーが大きくなった．hが大きいとき，すなわち，長梁の長さ Lと短梁の長さ lと

の差が大きいとき，短梁の両端の弾性ヒンジのたわみ角は大きく増加する．したが

って，弾性ヒンジの曲げによる弾性ひずみエネルギー変化がより急峻に増加した． 

Fig. 4-6cに，梁の伸縮による弾性ひずみエネルギー変化 Uaと弾性ヒンジの曲げ

による弾性ひずみエネルギー変化 Ubの和である全弾性ひずみエネルギー変化 Uを

示す．hが十分大きいとき，長梁と短梁の長さの差が大きくなり，Alqasimiらの双

安定機構における初期安定相と準安定相の間のエネルギー障壁が大きくなり，

MPXMで準安定相が出現した．一方で，hが小さいと、梁の伸縮によるエネルギー

障壁が小さくなり，曲げによる弾性ひずみエネルギーによって全弾性ひずみエネル

ギーの障壁が覆い隠され，全弾性ひずみエネルギーの極小値が消滅し準安定相の出

現が妨げられる． 

以上より，hが大きく，長梁の長さ Lと短梁の長さ lとの差が大きいとき，エネ

ルギー障壁が全弾性ひずみエネルギーに現れやすく，準安定相を形成しやすい．し

かし，設計要件に制約があるため，エネルギー障壁の大きさには限界がある． 
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(a) 

 

 

(b)  

(c)  

Fig. 4-6. Elastic strain energy per unit cell induced by shear deformation Δθ. (a) Elastic 

strain energy of stretching deformation of the beams, (b) elastic strain energy of bending 

deformation of the flexure hinges, and (c) total Elastic strain energy. 
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準安定相が現れ bistable となる条件を探索するため，h を変えて角度変化 Δθ に

対する全弾性ひずみエネルギーU を計算し Fig. 4-7a に示した．この全弾性ひずみ

エネルギーについて前進差分法を用いて微分した全弾性ひずみエネルギーの変化

率 dU/dΔθを Fig. 4-7bに示した．全弾性ひずみエネルギーの変化率 dU/dΔθが角度

変化 Δθ に伴い負の値から正の値に切り替わるところで全弾性ひずみエネルギーU

は極小値をとる．Fig. 4-7aに示すように，hが大きくなると，極小値が二つできた．

二つの極小値は，Δθ = 0˚のときの初期状態の安定相と Δθ ≈ 45˚のときのせん断変

形後の準安定相である．また，hが小さいとき，Δθ > 0で全弾性ひずみエネルギー

は単調増加する．Fig. 4-7bより，MPXMが bistablityが切り替わる閾値は 4.0 < h < 

4.5であった． 

また，Fig. 4-7bに示す全弾性ひずみエネルギーの変化率 dU/dΔθは，MPXMに純

せん断ひずみ Δθ を与えたときのせん断応力に相当する．変化率 dU/dΔθ が正のと

き，MPXMはせん断ひずみ Δθ が減少する向きに抗力を作用し，変化率 dU/dΔθ が

負の値を示すとき，MPXM はせん断ひずみ Δθ が増加する向きに抗力を作用する．

さらに，Fig. 4-7bにて MPXMの安定相および準安定相をとるときの変化率 dU/dΔθ

の傾きがそれぞれの相における見かけのせん断弾性率を示唆している． 

 

 

Fig. 4-7. Total elastic strain energy landscapes with respect to rotation angle (Δθ) for 

various values of h. (a) Total elastic strain energy plotted against Δθ and (b) the slope 

(dU/dΔθ) of total elastic strain energy as a function of Δθ.  
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4.4.2. 実験結果 

MPXMの単位格子を W方向に 6周期，L方向に 4周期配列させたものを AMに

より造形した．Fig. 4-8に造形した MPXMをせん断変形させたときの様子を示す．

AM造形したままの MPXMを Fig. 4-8aに示す．せん断ひずみを加えたところ，Fig. 

4-8bに示すように，初期状態から一段ずつ準安定相で安定化した．十分なせん断ひ

ずみを加えると，Fig. 4-8cのように MPXM全体が準安定相へ変形し安定化した． 

 

 

Fig. 4-8. Snapshots of 3D-printed Martensitic Phase Transforming Metamaterial. (a) In the 

initial state, (b) the middle two rows transitioned to the metastable state in response to shear 

deformation, and (c) the whole structure transitioned to the metastable state in response to 

shear deformation. 

 

4.5. 考察 

4.5.1. MPXMの周期性による打ち切り効果 

前述した MPXMの解析は MPXMを無限周期と仮定したものである．しかし，実

際の MPXMは有限周期で造形される．ここでは，周期数による bistablityの打ち切

り効果を調べる．Fig. 4-9aに MPXMが 1周期のみの状態を想定して，Fig. 4-5のよ

うな回転成分と曲げ成分を取り除いた模式図を示す．MPXMが 1周期だけのとき，

短梁の下端を下方に∆l だけ引張り，剛体バーがδだけ変位するときの釣り合いの

式は式(4-13)となり，剛体バーが安定化する変位は式(4-14)となる． 

`a;LJMN e−
u
p
⋅ 2 +

∆° − u
°

f = 0 (4-13) 

u =
p

p + 2°
∆°	 (4-14) 

MPXMが N周期のときの回転成分と曲げ成分を取り除いた模式図を Fig. 4-9bに

示す．このとき，式(4-13)の釣り合いのしきは式(4-15)のようになり，N周期で剛体

バーは式(4-16)の変位で安定化する． 
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`a;LJMN ·−
u
p
⋅ (C + 1) +

∆° − u
°

⋅ C‚ = 0 (4-15) 

u =
Cp

Cp + (C + 1)°
∆° (4-16) 

すると，この系は N周期で 1段の構造である．偏角∆θが生じたときの MPXMの 1

段あたりの梁の伸縮による弾性ひずみエネルギーUa
Nは，式(4-17)のように表せる． 

√Mg =
`a;LJMN

2
d
u+

p
⋅ (C + 1) +

(∆° − u)+

°
⋅ Cg =

`a;fFB=
2

⋅
C(C + 1)

Cp + (C + 1)°
∆°+	 (4-17) 

また，弾性ヒンジは各梁の両端にあるので，式(4-1)を用いて 1段あたりの弾性ヒン

ジの曲げによる弾性ひずみエネルギーUb
Nは式(4-18)で表せる． 

√L
g = 2(C + 1)x k\]dn\]

eb

1

+ 2Cx k\]dn\]
ec

1

	

		=
`a;IRS^J

+

12
•−0.0089 + 1.3556ù

;IRS^J
2õ

− 0.5227¤ù
;IRS^J
2õ

‹

+

¶ {(C + 1)∆q+

+C∆,+} 

(4-18) 

さらに，せん断変形による 1段あたりの全弾性ひずみエネルギーUNは式(4-19)で表

せる． 

√g = √Mg + √L
g

 (4-19) 

式(4-17)〜式(4-19)の弾性ひずみエネルギーについて周期数 Nを 1~10周期とした

ときのグラフを Fig. 4-10aに示す．このグラフでは，どの偏角でも周期数を増やす

と弾性ひずみエネルギーは増加した．また，変形する梁の数が増えたため弾性ひず

みエネルギーも増加した．そこで Fig. 4-10aの弾性ひずみエネルギーを周期数で除

算したものを Fig. 4-10bに示す．すると，1周期のとき弾性ひずみエネルギーは全

てのせん断ひずみで最も大きく，周期数が大きくなるほど小さくなった．  
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(a) (b) 

Fig. 4-9. Schematic illustrating the stretching deforming long beam and short beam 

excluding the bending and rotating of beams. Long beams and short beams are aligned 

alternately for (a) 1 period and (b) N periods. 

 

 

Fig. 4-10. (a) Elastic strain energy per row induced by shear deformation Δθ. (b) Elastic 

strain energy per row divided by the number of cells in a row induced by shear deformation 

Δθ.  
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周期数の増加による弾性ひずみエネルギーの収束を調べるため，周期数を 1, 2, 3, 

4, 5, 6, 7, 10, 100, 1000, ∞となるときのせん断ひずみ∆θによる弾性ひずみエネルギ

ーを求め Fig. 4-11a に示す．ただし，∞周期の MPXM は周期境界条件を与えて計

算したものと同じであるとして，式(4-10)-(4-12)を用いて弾性ひずみエネルギーを

求めた．この弾性ひずみエネルギーが 1 周期と比較して何％の大きさかを Fig. 4-

12bに示した．このグラフから周期数を大きくすると弾性ひずみエネルギーは周期

境界条件へと収束した．周期境界条件との差は 6 周期で周期境界条件の 10％以下

の差，100周期で周期境界条件の 1%以下，1000周期で周期境界条件の 0.1%以下と

なった． 

周期数を増やすと，梁の伸縮による弾性ひずみエネルギーは，せん断ひずみによ

らず一律で減少し，1周期の 66.7%の弾性ひずみエネルギーまで減少した．弾性ヒ

ンジの曲げによる弾性ひずみエネルギーは，せん断ひずみが 30˚付近で周期数の増

加による弾性ひずみエネルギーの減少量が最も小さかった．全弾性ひずみエネルギ

ーは，せん断ひずみが 45˚付近で弾性ひずみエネルギーの減少率が最も小さかった．

つまり，周期数を増加しても単位格子あたりの準安定相における弾性ひずみエネル

ギーの変化量は小さいが，エネルギー障壁における弾性ひずみエネルギーの減少量

は大きい．よって，MPXM の周期数を増やすと，MPXM の単位格子構造の場合よ

り安定相と準安定相との間を遷移しやすくなる． 
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Fig. 4-11. (a) Change of elastic strain energy, induced by shear deformation Δθ, due to 

periods. (b) Change rate of elastic strain energy, induced by shear deformation Δθ, due to 

periods. 

 

4.5.2. 実際のマルテンサイト相変態との類似点と相違点 

金属材料のマルテンサイト変態にはいくつかの種類がある．ここでは，開発した

メタマテリアルのマルテンサイト変態について，実際のマルテンサイトとの類似点

や相違点を比較しながら考察し，今後の研究の展開の可能性を探る．マルテンサイ

ト変態には，応力誘起マルテンサイト変態（stress induced martensite；Strs-IMT），

ひずみ誘起マルテンサイト変態（strain induced martensite transformation；Strn-IMT），

変形誘起マルテンサイト変態（deformation induced martensite transformation；DIMT）

と呼ばれるものがある．ひずみ誘起マルテンサイト変態については，Co-Cr-Mo 合

金の変形に関する論文で報告されている[20–22]．  

もちろんこれら以外に温度変化による熱誘起マルテンサイト変態があるが，ここ

では力学的な応力やひずみによるマルテンサイトに絞り議論する．度々，ひずみ誘

起マルテンサイトと応力誘起マルテンサイトを加工誘起マルテンサイトと総称す

ることがある．ひずみ誘起マルテンサイトと応力誘起マルテンサイトを判別するこ

とは困難である． 
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しかし，ひずみは応力によって生じるため，ひずみ誘起マルテンサイトも応力誘

起マルテンサイトに分類されるべきだという意見もある．応力は原因でひずみや変

形は現象であるとはいえ，ひずみ誘起マルテンサイトは応力誘起マルテンサイトと

区別されるべきであると考える．ひずみ誘起マルテンサイトを示す材料には Fe-Mn

合金や Co-Cr-Mo 合金などがある[20–22]．例えば，Co-Cr-Mo 合金では、熱処理に

よって形成される準安定な FCC 相は，本研究のメタマテリアルとは異なり，変形

中に層ごとの厚みは増えず，熱的に安定な HCP 相に遷移しない．その代わりに，

FCC相中の不連続かつ異なる場所の最小の原子積層から，最小の層の数の HCP相

が形成される．変形後，これらの層は結合し，より大きな HCP 領域を形成する．

このような HCP相では，HCP相の(0001)面の ABAB型積層などの積層周期に位相

差があるところで積層欠陥が残る．さらに，すでに形成された HCP 相中に準安定

な FCC相が残ったとしても，HCP相の底面すべりに起因する変形が同時に進行す

るため，与えられたひずみに対するマルテンサイト相の体積分率の増加は小さくな

る．つまり，マルテンサイト相の体積率を増加させるためには多くのひずみが必要

である．これに対し，本研究で創製した MPXM は，変形量と相転移した領域の量

が比例する．力を受けた結果変形する量と変態の量が比例することから，その挙動

は，応力誘起マルテンサイト相変態の挙動に近い． 

 

  

Fig. 4-12. Strain induced martensite (Strn-IM) of the Co-Cr-Mo alloy. (a) Transmission 

Electron Microscope (TEM) image of ε-hcp phase formed by Strn-IMT of fcc-phase of 

metastable matrix. (b) schematic illustration showing the change in the stacking of atomic 

layer on close-packed planes, i.e., {111} -plane of fcc-phase and dn (0001)-plane of hcp-

phase. (Reproduced with permission from Elsevier.) 
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4.6. 小括 

本研究では，形状記憶効果や超弾性を発現するメタマテリアルの開発を目的とし

て，マルテンサイト相変態を示す新しい力学メタマテリアルを設計した．マルテン

サイト相変態のせん断変形過程におけるせん断ひずみに伴う弾性ひずみエネルギ

ー変化を定式化した．その結果，以下の知見を得た．  

i. 設計したメタマテリアルは，せん断変形によって 2つの安定な状態間を可逆

的に遷移することができる．この状態変化は，層ごとのせん断変形を繰り返

すことによって構造変化する．この変形は，実際の材料のマルテンサイト変

態に伴う原子配列の変化に類似する． 

ii. 2つの安定相間の遷移を支配するエネルギー変化は，短梁の引張変形，長梁

の圧縮変形，弾性ヒンジの曲げによって生じる．メタマテリアルのエネルギ

ー変化は，せん断ひずみの関数として解析的に定式化される． 

iii. この力学メタマテリアルは，梁の連結部にシームレスな弾性ヒンジを利用し

て設計することで，TPUを用いた MEX型 AMによって作製できる．力学メ

タマテリアルの変形挙動は，実際の応力誘起マルテンサイト相変態の変形挙

動に類似している． 

iv. 本研究の成果は，熱誘起マルテンサイト変態，形状記憶効果，超弾性を示す

メタマテリアルなど，新しい力学メタマテリアルの開発の開拓につながると

期待される．これにより，技術革新や応用の可能性が開かれ，様々な領域に

おける設計や機能性へのアプローチに革命をもたらす可能性がある． 
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第5章 熱誘起相転移メタマテリアルの創製 
5.1. 緒言 

これまで開発されてきた PXCM は，変形し相転移することで，衝撃を吸収した

後も，原形に復帰して再度利用できる，すなわち繰り返し使用可能な衝撃吸収材と

して応用が進められている[1,2]．圧縮変形により相転移した PXCM の形状は，外

部から引張荷重を加えることで元の形状に戻すことが可能である[3,4]．しかしなが

ら，外部からの荷重を加えることは困難な場合もあり，外力による形状回復の必要

性は応用の範囲を制限する．環境の変化による形状回復が生じるようにすることな

どにより利便性を高め，更なる応用が広がる．そのためには，引張荷重以外の条件

で元の形状に回復する機構を組み込む必要がある．本章では，温度条件によって相

転移を起こす PXCM の開発のため，PXCM の一部に温度変化によって変形するよ

うな部材を設計に組み込んだ． 

 

5.2. 熱誘起 PXCMの設計 

5.2.1. 設計コンセプト 

温度によって状態を遷移するメタマテリアルを設計する．双安定機構に，状態を

切り替える，すなわち，エネルギー障壁を超えるための駆動力を発生する要素を組

み込むことを考える．ここでは，温度変化で状態遷移するように，温度変化によっ

て変形するような部材を利用することとした．このような部材として，熱膨張率の

差が大きい 2種のシート材を貼り合わせたバイメタル材がある[5,6]．2種の熱膨張

率の異なる材料による AM造形の研究は盛んに行われている[7,8]が，現在の AM技

術では PXCM が相転移を示すほど熱応力を生じさせることは困難である．本研究

では，温度によって状態が切り替わるメタマテリアル，すなわち熱誘起相転移メタ

マテリアルのコンセプトの実証のため，AM技術での作製やシームレスな設計では

なく，複数部材を組み立てる構造として設計した． 

単純な相転移メタマテリアルの構造としてオリジナルの PXCM[4]にバイメタル

を組み込む設計を行った．PXCM は，曲り梁の双安定機構（Curved-Beam Bistable 

Mechanism）[9]をハニカム構造に組み込むように設計された．Fig. 5-1aのようなハ

ニカム構造が上下方向に bistableとなるように赤線部分をサインカーブで置き換え

たものを Fig. 5-1b に示す．この構造のままでは上下方向に圧縮したとき，水平方

向に膨らみ通常のハニカム構造同様に bistableとはならない．このサインカーブが

bistableとなるためには，Curved-Beam Bistable Mechanism[9]と同様な拘束条件を与

える必要がある．そのため，PXCM は Fig. 5-1c の青線で示すような水平方向のは

りを加え，水平方向に広がらないように設計された．本研究では，バイメタルを Fig. 
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5-1cの赤曲線部分に組み込んだ設計とする． 

 

   

(a) (b) (c) 

Fig. 5-1. Design concept of the original PXCM. (a) Honeycomb structure with red line 

beam to replace with Curved-Beam Bistable Mechanism. (b) Red lines in (a) replaced with 

sinusoidal curves (c) Schematic of PXCM. 

 

真っ直ぐなバイメタル板をそれよりも幅の狭い隙間に差し込むことで Fig. 5-2に

示すように座屈させる梁を設計した . この構造は切れ込みの大きさや梁の幅を変

更することでバイメタル板を任意の形状に座屈させておくことが可能になる . こ

の構造は，H型梁，I 型梁，バイメタル梁の 3つの部品で構成される．H型梁の設

計を Fig. 5-3に示す．この構造は水平構造に連結できるように凹凸があり，はめ込

むことで Fig. 5-2のように水平方向に連結することができる．さらに，H型梁には

ノッチを作り，ここにバイメタル板をはめ込む．はめ込まれたバイメタル梁を垂直

方向に連結するため，Fig. 5-4に示すような I型梁にバイメタル板を噛ませる．I型

梁には細い溝があり，ここにバイメタル板を挿入することができる．この溝でバイ

メタル板を固定するために I型梁の両端にネジ穴を設けた．ここにネジを入れ締め

ると，バイメタル板を I型梁に抑え付け固定することができる．これらを組み合わ

せることで，熱誘起 PXCM を組み立てることができる．バイメタル梁を高熱膨張

率側が H型梁に近いように挿入する．熱誘起 PXCMの単位格子の設計図を Fig. 5-

5aに示す．高熱膨張率側が凸となる状態を Fig. 5-5bに示す α相とし，低熱膨張率

側が凸となる状態を Fig. 5-5cに示す β相とする． 
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(a) (b) 

Fig. 5-2. (a) 2D CAD model, (b) 3D CAD model of shape memory PXCM which exhibits 

thermo-elastic martensitic phase transformation utilizing buckling bimetal. 

 

 

 

(a) (b) 

Fig. 5-3. (a) 2D CAD model, (b) 3D CAD model of buckling-bimetal holding unit for 

Thermal Induced PXCM which exhibits thermo-elastic martensitic phase transformation. 
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(a) (b) 

Fig. 5-4. (a) 2D CAD model, (b) 3D CAD model of buckling-bimetal holding unit for 

Thermal Induced PXCM which exhibits thermo-elastic martensitic phase transformation. 

 

 

  

(a) (b) (c) 

Fig. 5-5. (a) Blueprint design of elemental structure of Thermal Induced PXCM (b) 

shematic of Thermal Induced PXCM in α phase and (c) Schematic of Thermal Induced 

PXCM in β phase.  

 

5.2.2. 設計寸法 

熱誘起 PXCM が実現するための設計条件を決定する．まず，H 型梁の溝にバイ

メタル板を挿入し，たわませて双安定機構にするためのバイメタル板のたわみ方と

H型梁の寸法について考える． 

長さ L のバイメタル梁を∆Lだけ長軸方向に圧縮したときのたわみを δとし，こ

のときの様子の模式図を Fig. 5-6に示す．この時のたわみ δとバイメタル梁の押し

込み∆L の関係を以下で導出する．梁が円弧状に湾曲すると仮定すると, その円弧

の半径 rと中心角 θの関係は式(5-1)のようになる． 
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lq	 = 	p (5-1) 

円弧の中点を Cとし，線分 ABに点 Cから垂線をおろしたところの点を Pとする．

このとき，線分 AP と PB の長さは等しく，線分 AB の長さが式(5-2)のように求め

られる． 

AB = 2AP = 2l sin
q
2
= p − Íp (5-2) 

円弧の中心角 θとバイメタル梁の押し込み∆Lとの関係は式(5-3)のようになる． 

2
q
sin

q
2
=
p − Íp
2p

 (5-3) 

式(5-1)と式(5-2)より，バイメタル梁の押し込み変位∆Lは式(5-4)のようになる． 

Íp = p − 2l sin
q
2
= p e1 −

2
q
sin

q
2
f (5-4) 

また, たわみuの長さは式(5-5)のようになる． 

u = CO − PO = l e1 − cos
q
2
f =

p
q
e1 − cos

q
2
f (5-5) 

本研究では，長さが L = 30 mmのバイメタル板を用いて，たわみが δ = 2 mmと

なるように設計するためノッチ間隔を L - ∆L = 29.66 mmとした． 

 

 

Fig. 5-6. Illustration of when a straight beam is deflected into an arc. The radius of the arc 

AB is r and the central angle θ. 

 

バイメタルのたわみが大きくなれば熱誘起 PXCM が熱によりさらに大きく変形

すると見込めるため，バイメタルをロール型圧延機によって圧延し，バイメタルが

湾曲しやすくした．厚さ 0.25 mmのバイメタルを圧延し，厚さを 0.158±0.013 mm
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とした．バイメタルの 2種の合金の厚さはいずれも 0.079±0.007 mmとなった．圧

延後のバイメタルはシアーを用いて幅 3 mm，長さ 30 mmにカットした． 

H 型梁, I 型梁は放電加工を用いて作製した．各梁を構成する材料には SUS316L

ステンレス鋼を使用した．30 mm のバイメタル板をスリットに挟みねじで固定し

た後，H型の梁にバイメタル板を差し込んだ．バイメタル板には電気用バイメタル

Ⅰ種 TM1（JIS2530:2006）を使用した．本バイメタルでは，高熱膨張率側に Mn-18 

mass%Cu-10 mass% Ni合金，低熱膨張率側に Fe-36 mass% Niインバー合金が使用

されている．本研究で用いたバイメタルの材料特性と同バイメタルの構成材料の材

料特性をそれぞれ，Table 5-1，Table 5-2に示す．同じ温度変化に対する湾曲の大き

さは，湾曲係数が大きいほど大きくなる．本研究では，熱誘起相転移の発現の実証

を目的として，JIS規格（JIS2530:2006）に定められているバイメタルの中で最大の

湾曲係数（14.0 ~ 20.5×10
-6

 /K）を有する TM1のバイメタルを使用した． 

 

Table 5-1. Characteristics of bimetal used in this study. 

Paramters Value 

Curvature coefficient 20.5×10
-6

 /K 

Proportional temperature -20 ~ 200 ˚C 

Allowable temperature -70 ~ 260 ˚C 

Elastic modulus 138 GPa 

Volume resistivity 112.2 μΩ•cm 

Density 7.75 g/cm
3
 

 

Table 5-2. Characteristics of metals used for bimetal. 

 
Young’s 

modulus (GPa) 
Poisson’s ratio 

Coeffient of 

thermal 

expansion  

(10
-6

 /K) 

Density 

(g/cm
3
) 

MnCuNi 124 0.4 29.34 7.19 

FeNi 137 0.3 3.96 8.2 

 

5.3. 方法 

5.3.1. FEMシミュレーションによる熱誘起 PXCMの変形挙動予測 

熱誘起 PXCMの変形を予測するため，バイメタル梁の変形について FEMシミュ

レーションを行った．FEM シミュレーションには COMSOL Multiphysics 5.5

（COMSOL社，スウェーデン）を用いた．熱誘起 PXCMでは，真っ直ぐなバイメ
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タル板をたわませて残留応力のある状態で温度や荷重を変える．あらゆる温度条件

や荷重条件におけるバイメタル梁の変形を予測するため，以下の手順で FEM シミ

ュレーションを行った． 

(1) 真っ直ぐなバイメタル板を縮ませるように変位を与え，たわんだ状態にする
事前シミュレーション．このたわんだ状態をバイメタル梁とし，今後のシミ

ュレーションはこのバイメタル梁について実施する． 

(2) 荷重を加えず温度変化だけを与えたシミュレーション． 

(3) 温度を一定とし，様々な温度下で変位制御法による変形シミュレーション． 
それぞれの詳細を以下に示す． 

 

5.3.1.1. たわませた梁を変形するシミュレーション 

真っ直ぐなバイメタル板を Fig. 5-7 のように FEM モデルを作成した．このバイ

メタル板は長さ Lを 30 mm，厚さ tを 0.15 mm，幅（奥行き）bを 3 mmとした．

梁の上半分を高熱膨張率の Mn-Cu-Ni 合金とし，梁の下半分を低熱膨張率の Fe-Ni

合金とした．梁の左端を回転自由のまま位置座標を固定し，梁がたわむように右端

を x 軸の負の向きに∆L だけ変位させ，(x,y) = (L-∆L,0)の位置で回転自由で固定し

た．x軸に対して完全に対称だとたわまずバイメタル板は x軸方向に縮むだけとな

る．この完全対称性を防ぎ y軸の正の方向にたわませるため，バイメタル板全体を

y軸の正の方向に無限小だけ変位させて計算を行った．この非対称性をモデルに組

み込むと，バイメタル梁は破線のように y軸の正の方向に δだけたわみ，α相の状

態となる．本研究では δ = 2 mmとするために∆L = 0.034 mmとした．この事前シミ

ュレーションによるバイメタル梁の模式図を Fig. 5-8に示す．この残留応力を加え

た状態のバイメタル梁の中点を Cとし，点 Cの y座標 d，弾性ひずみエネルギーW

を記録する．ただし，この事前シミュレーションは室温で実行した． 
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Fig. 5-7. Model of a bimetal constructed by finite element analysis. One end of a straight 

beam was fixed, and the other was compressed. Imposed displacements were applied to the 

center of the beam. 
 

 

Fig. 5-8. Schematic of the FEM model of a bimetal beam residual stress. The ends of the 

arc-shaped beam were fixed. 
 

5.3.1.2. 温度変化によるバイメタル梁の変形 

点 C における拘束や荷重のない状態で，環境温度 T を変えたときのバイメタル

梁の形状をシミュレーションした．室温のときに Fig. 5-8において d = 2 mmとな

る．このモデルにおいて，環境温度 Tを 0 Kから 670 Kまで 5 K刻みで変化させ，

熱膨張によって，弾性ひずみエネルギーWが最小となるような状態を計算した．こ

のときの環境温度と y座標との相関を計算した． 
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5.3.1.3. 一定温度下における強制変位によるバイメタル梁の変形 

環境温度 Tを一定としたとき，Fig. 5-8において点 Cに強制変位 dを与え，弾性

ひずみエネルギーW が最小となるような状態を計算した．環境温度 T を 0 K から

670 Kまで 5K間隔で変化させた計 135水準で設定した．各環境温度で点 Cの y座

標を-3 mmから 3 mmまで 0.01 mm刻みで位置座標を変位させた．各変位で弾性ひ

ずみエネルギーW が最小となる状態を計算し，環境温度 T および変位 d と弾性ひ

ずみエネルギーWの相関を評価した． 

 

5.3.1.4. 熱誘起 PXCMの特性制御のための応力-温度状態図の作成 

バイメタル梁の環境条件と形状変化の相関を整理し，熱誘起 PXCM の特性を制

御するため，バイメタル梁の FEMシミュレーション結果を元に応力-温度状態図を
作成する．各環境温度における弾性ひずみエネルギーW と y 座標変位 d との関係

では，弾性ひずみエネルギーWの極小値が 1つまたは 2つ存在する．ここで，極小

値が d > 0で存在するとき熱誘起 PXCMは α相で安定化し，極小値が d < 0で存在

するとき熱誘起 PXCMは β相で安定化する． 

変位 dを熱誘起 PXCMの単位格子の y方向の長さで除算したものを熱誘起 PXCM

の見かけのひずみ εとする．弾性ひずみエネルギーを見かけのひずみについて微分

すると，熱弾性 PXCM の見かけの応力となる．各環境温度で応力ひずみ曲線を見

ると，3 次関数的なグラフとなり応力の極大値と極小値が現れる．α 相で安定とな

るとき，β 相から α 相へ遷移する際の応力は応力ひずみ曲線の極大値と等しくな

る．また，β相で安定となるとき，α相から β相へ遷移する際の応力は応力ひずみ

曲線の極大値と等しくなる．このことから，各環境温度で相が遷移する応力を記録

する，熱誘起 PXCMの温度-応力状態図を作成することができる． 

 

5.3.2. 実験方法 

5.3.2.1. 加熱冷却実験による熱誘起相転移の実証実験 

冷却実験では，圧延後のバイメタル板を H 型の梁に差し込み I 型の梁を取り付

けた状態で液体窒素によって常温から冷却し，その様子を観察した．バイメタル板

には熱電対を取り付け 1秒間隔で温度を測定し，熱誘起 PXCMの様子を撮影した．

バイメタル板に直接液体窒素がかかると冷却速度が速すぎて測定を正しく行うこ

とができないため，液体窒素を注ぐための金属バットのなかにステンレスの板を置

き，その上に試料を置いて実験を行った．また，冷却中に位置がずれないように H

型の梁とステンレスの板を瞬間接着剤で固定した．液体窒素はすぐに気化するため

適宜注ぎながら実験を行った．ユニットセルの変位を測定するために試料の一部に
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正方形のカラーテープを張り，画像データから適した色のマスク画像を制作し，カ

ラーテープの位置情報を取得した． 

加熱実験では，冷却実験と同様の熱誘起 PXCM をホットプレート上に置き，ホ

ットプレートの温度を徐々に上昇させながら，同様に撮影を行った．ただし，環境

温度をなるべく均一に保つため，ホットプレートの周囲を断熱材で囲い，透明なガ

ラス板越しに撮影した． 

 

5.3.2.2. 2次元に配列した熱誘起相転移メタマテリアルの変形 

熱誘起 PXCM の単位格子を水平方向に 4 つ，垂直方向に 8 つ連結させ加熱実験

を行った．加熱実験では，連結させた熱誘起 PXCM を断熱材で囲ったホットプレ

ートの上に乗せ，温度を室温から上昇させた．加熱実験中の変位を画像解析により

測定することで連結された熱誘起 PXCM の変形挙動を調査した．ホットプレート

の上にガラスを乗せ，その上に作製した構造体を乗せ，加熱しながら構造体の変形

の様子を観察した．ハイスピードカメラで撮影し，データロガーGL220 と K 型熱

電対を用いて温度を測定した．熱電対は左右のバイメタルにスポット溶接し，10箇

所の温度を測定してその平均値を全体の温度とした．変形の基準として熱誘起

PXCM の最下行の H 型梁を接着剤でガラスに固定した．熱誘起 PXCM は全体を β

相の状態とし，加熱し α相に相転移するように配置した． 

 

5.4. 結果 

5.4.1. FEMシミュレーション結果 

5.4.1.1. 温度変化によるバイメタル梁の変形 

熱誘起 PXCM の飛び移り座屈によって発生した変位は 4.2 mm であり，これは

27%の見かけのひずみに相当する．熱誘起 PXCMは，302 Kの温度ヒステリシスで

ひずみを発生・回復した．Fig. 5-9aに，FEMシミュレーションの結果から推定した

温度に対する梁中心の変位を示す．室温から冷却する FEMシミュレーションでは，

冷却により-105℃で飛び移り座屈が生じ，熱誘起 PXCM はバイメタル梁が上に凸

の状態の α相（Fig. 5-9b1）から下に凸の状態の β相（Fig. 5-9b2）に変化した．室

温から加熱する FEMシミュレーションでは，135℃で飛び移り座屈が発生し，熱誘

起 PXCMはバイメタル梁が下に凸の状態の β相（Fig. 5-9c1）から上に凸の状態の

α相（Fig. 5-8c2）に変化した． 
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 5 mm  

  

(b1) (c1) 

  

(b2) (c2) 

(a) 

 

Fig. 5-8. (a) Temperature-strain curve of a TI-PXCM unit cell during heating and cooling, 

obtained by finite element analysis (b1) TI-PXCM stable in α phase at 0 °C (b2) TI-PXCM 

at -105 °C changes to β phase by cooling (c1) TI-PXCM stable in β phase at 50 °C (c2) TI-

PXCM at 141 °C changes to α phase by heating. 

 

この加熱冷却シミュレーションを，室温からではなく，高温（673 K）から低温

（0 K）へ，低温（0 K）から高温（673 K）へ連続的に計算した結果を Fig. 5-10に

示す．このグラフから，環境温度が 0 Kから 180 Kまでの間では熱誘起 PXCMは

β相のみで安定な monostableとなり，180 Kから 450 Kまでの間では，α相と β相

の両方で安定化する bistabilityを示し，450 K以上では α相のみで安定な monostable

となることを意味する．また，α相では温度変化に対するひずみの変化量は小さく

正の傾きをもつので，熱誘起 PXCM の見かけの熱膨張率は小さい正の値をもつ．

一方で，β 相では温度変化に対するひずみの変化量は大きな負の傾きをもつので，

熱誘起 PXCMの見かけの熱膨張率は大きな負の値を持つ． 
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Fig. 5-10. Relationship between temperature and displacement when an unloaded bimetal 

is subjected to temperature changes. The red dotted line shows displacement during heating 

and the blue dash-dot line shows displacement during cooling. 

 

5.4.1.2. 室温における強制変位によるバイメタル梁の変形 

環境温度を室温とし，Fig. 5-8 に示すバイメタル梁の中点 C について，y 座標を

+2.0 mmから-2.0 mmまで変位させた FEMシミュレーションの結果を Fig. 5-11に

示す．Fig. 5-11aに示す y = +2.0 mmの α相の状態と Fig. 5-11eに示す y = -2.0 mm

の β 相の状態では，バイメタル梁の両端の中点 M を原点と見ると，梁の形状は偶

関数の形を取っている．一方で，Fig. 5-11cに示す y = 0.0 mmの α相と β相とのち

ょうど間の状態では，点 M を原点と見ると，梁形状は奇関数の形を取る．Fig. 5-

11bと Fig. 5-11dでは，偶関数と奇関数の形状を足し合わせた形をしている．Qiuら

[9]が明らかとしたように，このような湾曲した両持ち梁の変形では，偶関数形状を

基本として，特定の条件下で奇関数形状が現れ弾性ひずみエネルギーを下げる．Qiu

ら[9]によると初期形状の振幅 δと梁の厚さ tとの比が δ/t > 2.3となるとき，奇関数

形状が現れる．実際，本シミュレーションでは δ = 2 mm，t = 0.15 mmだったので，

δ/t = 11.11なので，Qiuら[9]の解析結果と一致した．また，この変形シミュレーシ

ョン中の弾性ひずみエネルギーの変化を Fig. 5-12 に示す．この弾性ひずみエネル

ギー変化は y = 0 mmで対称な形を取った．これはバイメタル梁が真っ直ぐな状態

で最も安定であることに起因すると考えられる．2つの極小値は等価で，これらの

極小値で安定な状態となる．  
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

(e) 

 

Fig. 5-11. Result of deformation analysis of bimetal beam under room temperture at y-

position at (a) y = 2.0 mm, (b) y = 1.0 mm, (c) y = 0.0 mm, (d) y = -1.0 mm and (e) y = -

2.0 mm. 
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Fig. 5-12. Elastic strain energy change due to Y-displacement on point C of bimetal beam. 

 

5.4.1.3. 環境温度を種々に変えた強制変位によるバイメタル梁の変形 

環境温度を 0 ~ 670 Kまで 5 Kずつ変えた合計 135水準の環境温度について，Fig. 

5-11 のような変形シミュレーションを行った．各温度でバイメタル梁に強制変位

を与えた結果を Fig. 5-13 に示す．Fig. 5-13a に全 135 通りの FEM シミュレーショ

ンの結果を示し，Fig. 5-13bに室温（293.15 K）以上の FEMシミュレーション結果

を，Fig. 5-13cに室温以下の FEMシミュレーション結果をそれぞれ示した．室温で

は，Fig. 5-12に示したように等価な 2つの極小値を持ち，α相と β相で等しく安定

となる．環境温度から温度を変化させると，温度が室温から離れるほど弾性ひずみ

エネルギーは大きくなった．Fig. 5-13bに示すように室温から温度を下げていくと，

2 つの極小値のうち，α 相の極小値の方が弾性ひずみエネルギーが急峻に大きくな

り，β 相が安定相，α 相が準安定相となった．このとき，2 つの極小値の間の変位

量は温度が低いほど小さくなった．さらに温度を下げると，α相の極小値は消滅し，

熱誘起 PXCM は β 相で monostable となった．一方で，室温から加熱し温度が上昇

すると，Fig. 5-13c に示すように，2 つの極小値のうち β 相の極小値の方が弾性ひ

ずみエネルギーがより急峻に大きくなり，α相が安定相，β相が準安定相となった．

このとき，2つの極小値の間の変位量は温度が高いほど大きくなった．さらに温度

を上げると，β相の極小値は消滅し，熱誘起 PXCMは α相で monostableとなった． 

Bistableであるときに温度が低いほど 2つの極小値の間の変位量が小さくなり，
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温度が高いほど 2つの極小値の間の変位量が大きくなるのは，熱膨張によって，バ

イメタル梁自体の長さ Lが変わるためであると考えられる．つまり，Fig. 5-7中の

δが温度に依存して変化することとなる． 

熱誘起 PXCM の弾性ひずみエネルギーと y 座標の関係について，弾性ひずみエ

ネルギーの極小値は熱誘起 PXCM が安定化する y 座標の位置を示しており，荷重

を取り除いた場合，弾性ひずみエネルギー曲線の傾斜を下るように状態が変化し，

いずれかの極小値の y座標で安定化すると考えられる．弾性ひずみエネルギー曲線

の傾斜を下ろうと状態が変化する際，バイメタル梁で傾斜を下る方向に y軸抗力が

発生する．また，その y座標を維持するためには内部応力に反する荷重を与える必

要がある．弾性ひずみエネルギー曲線を y座標変位で微分することで，この荷重を

求めバイメタル梁の荷重-変位曲線を得ることができる．なお，荷重-変位曲線を求

めることで，弾性ひずみエネルギーが極小値を取るか否かを明確化できる． 
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(a) 

  

(b) (c) 

Fig. 5-13. (a) Elastic strain energy displacement curves from a displacement-controlled 

finite element analysis of straight bimetal. The environmental temperature was heated from 

0 K to 670 K in 5 K increments, (b) T < 293.15 K, (c) T > 293.15 K.  
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Fig. 5-14 に，弾性ひずみエネルギーを変位で微分した荷重-変位曲線を示す．こ

の微分は点 C における y 軸の負の方向に発生する抗力に等しい．この抗力は，環

境温度下でその y座標変位にするために必要な荷重とも言える．このグラフはどの

環境温度でも 3次関数的な形状を示した．環境温度が室温から大きく離れると，荷

重-変位曲線は単調増加のグラフとなるが，70 K以上の環境温度では，荷重の極大

値と極小値が現れる．さらに，140 ~ 520 Kでは，荷重-変位曲線の傾きが負の値で

一定となる領域が現れた．この負の傾きは Fig. 5-11(b-d)で見られたような奇数関数

状の梁変形が現れたことを意味する．言い換えると，温度が極めて室温から離れる

と，熱によるひずみが大きくなり，バイメタル梁の軸方向座屈で弾性ひずみエネル

ギーを和らげにくくなると考えられる． 

荷重-変位曲線が単調増加ではない 70 K以上の環境温度において，y座標が y < -

2.5 mm の β 相の状態から徐々に荷重を増加させると，徐々に正の y 座標変位が発

生し，荷重-変位曲線の極大値のところで飛び移り座屈を生じ，一気に α 相へと遷

移する．逆に，y座標が y > 2.5 mmの α相の状態から徐々に荷重を減少させると，

徐々に負の y 座標変位が発生し，荷重-変位曲線の極小値のところで飛び移り座屈

を生じ，一気に β相へと遷移する． 
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(a) 

  

(b) (c) 

Fig. 5-14. (a) Load-displacement curves from a displacement-controlled finite element 

analysis of straight bimetal. The load was obtained by differentiating the elastic strain 

energy. (b) T < 293.15 K, (c) T > 293.15 K.  
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5.4.1.4. 熱誘起 PXCMの温度-応力状態図の作成 

バイメタル梁の状態を環境温度と与える荷重で制御するため，Fig. 5-14 の荷重-

変位曲線から，荷重温度状態図を作成する．荷重-変位曲線の極大値および極小値

がそれぞれ，α相および β相への遷移荷重を示すことを述べた．各温度における遷

移荷重をまとめてプロットすることにより荷重-変位状態図を作成する． 

各温度における荷重-変位曲線について極大・極小値を温度に対してプロットし

た結果を Fig. 5-15に示す． 赤い点が極大値で青い点が極小値である．このグラフ

は任意の温度で任意の荷重を熱誘起 PXCM にかけたときの安定相を示す状態図と

なる．赤い線より高温・高荷重の領域では熱誘起 PXCM は α 相で安定し，青い線

より低温・低荷重の領域では β相で安定化する．赤い線と青い線で囲まれた領域で

は，熱誘起 PXCM はどちらの相でもエネルギー的極小値を持ち安定的に存在する

ことができ，この領域内で熱誘起 PXCMは bistableとなる．仮に bistable領域の外

側の温度および荷重から bistable領域内の温度および荷重条件へと環境が変化した

場合，熱誘起 PXCM は環境変化前の相を維持し，α 相と β 相が共存することはな

い.  

この状態図において，同じ荷重で α相-bistable間を遷移する温度（赤線）と β相

-bistable間を遷移する温度（青線）の差はヒステリシスループの大きさを示す．状
態図から荷重の絶対値が大きくなるとヒステリシスループの大きさは減少してい

くことがわかる． 

 

 

Fig. 5-15. Load-Temperature phase diagram of TI-PXCM. The red line shows the load 

required for transition from β phase to α phase, and the blue line shows the load required 

for the transition from the α phase to the β phase.  
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これまで用いてきた荷重-変位曲線はバイメタル梁の状態制御に向けて作られた

ものである．熱誘起 PXCM において，単位格子構造を配列した 2 次元メタマテリ

アルにおいて，状態制御を行うため，バイメタル梁の変位と荷重をそれぞれ熱誘起

PXCMのひずみと応力に変換して考える． 

熱誘起 PXCM において，バイメタル梁は単位格子中に 2 つ存在する．バイメタ

ル梁の変形から熱誘起 PXCM の見かけのひずみおよび見かけの応力を計算するた

め，熱誘起 PXCMの代表寸法を Fig. 5-16の赤線のようにとる．代表要素の高さを

14 mm，幅を 32.66 mmとした．奥行きはバイメタル梁の幅と同様の 3 mmとした． 

 

 

Fig. 5-16. Schematic of TI-PXCM consisting of I-shaped beam and H-shaped beam. The 

red rectangale represents the representative dimensions.  

 

Fig. 5-13 の弾性ひずみエネルギーと y 座標の関係について y 座標を代表要素の

高さで除算することで熱誘起 PXCM の見かけのひずみを計算し，この結果を Fig. 

5-17aに示す．熱誘起 PXCMの見かけの応力は，バイメタル梁にかかる荷重を代表

要素の断面，すなわち幅と奥行きの積で除算することで求められる．見かけの応力

の計算結果を Fig. 5-17bに示す．これらを用いて作成した応力温度状態図を Fig. 5-

17cに示す． 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

Fig. 5-17. (a) Relationship between elastic strain energy and apparental strain of TI-PXCM. 

(b) Relationship between apparental stress and apparental strain of TI-PXCM. (c) Stress-

temperature phase diagram of TI-PXCM.  
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5.4.2. 実験結果 

5.4.2.1. 加熱冷却実験による熱誘起相転移の実証実験 

加熱・冷却実験における熱誘起 PXCM の要素構造のひずみと温度の関係を Fig. 

5-18a に示す．真っ直ぐなバイメタル梁を座屈させた梁は，加熱と冷却によって発

生する熱応力が座屈荷重を超えると，反対方向に飛び移り座屈した．本研究では，

バイメタル梁を上が高熱膨張，下が低熱膨張となるように熱誘起 PXCM を作成し

た．室温ではバイメタル梁の長さは一定なので，バイメタル梁の形状は，同じ振幅

で上（高熱膨張率側）に凸になったり，下（低熱膨張率側）に凸になったりした． 

高熱膨張率側に凸の状態すなわち α相(Fig. 5-18b1)の熱誘起 PXCMについて，室

温から冷却すると，約 138 Kでスナップスルーが起こり，低熱膨張率側に凸の状態

すなわち β 相(Fig. 5-18b2)に急速に遷移した．高熱膨張を上にした真っ直ぐなバイ

メタル板は，冷却すると高熱膨張率側が低熱膨張率側に比べてより大きく縮むため，

温度変化によって β 相へと遷移する方向に熱応力が生じたと考えられる．バイメ

タルを変形させた温度から室温まで加熱し温度を戻してもバイメタル梁は真っ直

ぐな状態に戻るだけで，β 相へ遷移する熱応力が和らぐだけで，α 相へ遷移する熱

応力は生じないため，温度を元に戻しても α相へと戻ることはない． 

また，低熱膨張率側に凸な β相(Fig. 5-18c1)の熱誘起 PXCMをホットプレートで

加熱すると，約 440 Kでから α相(Fig. 5-18c2)に急峻に変化した．高熱膨張率側を

上にした真っ直ぐなバイメタル板は，加熱すると高熱膨張率側が低熱膨張率側に比

べて大きく伸びるため，温度変化によって α 相へと遷移する方向に熱応力が生じ

たと考えられる．温度を高温から室温に戻しても熱応力は和らぐだけで β 相へ遷

移する熱応力は生じないので，温度を室温に戻しても熱誘起 PXCM は β 相には戻

らない． 

FEM シミュレーションによって，荷重を与えない温度変化のみによるバイメタ

ル梁の変形を Fig. 5-10に示した．実験による α相から β相への相転移温度は約 138 

K だったのに対して，FEM シミュレーションによる α 相から β 相への相転移温度

は約 180 Kだった．実験結果とシミュレーション結果との間に 30 Kほどの差があ

った．一方で，β相から α相への相転移温度は，実験で約 440 K，FEMシミュレー

ションで約 450 Kだった．β相から α相への相転移温度の実験とシミュレーション

との差は 10 K であったのに対して，α 相から β 相への相転移温度は実験とシミュ

レーションとで 42 Kと大きかった．冷却における実験とシミュレーションとの差

異の原因として，実験環境が挙げられる．冷却時には液体窒素で周囲の空間を冷却

したが，その際に空気中の水分が固化し実験台の表面を覆うように霜が降りた様子

が観察された．これによって，バイメタルの変形が妨げられ，相転移に必要な熱応

力が大きくなり相転移する温度が下がったと考えられる．  
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(a) 

  

(b1) (c1) 

  

(b2) (c2) 

Fig. 5-18. (a) Experimentally measured temperature-strain curve of a TI-PXCM unit cell 

during heating and cooling. The TI-PXCM expanded rapidly at 440 K and instantly shrank 

at 138 K as the bimetal buckled. The strain generated was 27% and the temperature 

hysteresis was 302 K. (b1) TI-PXCM stable in α phase at 273 K (b2) TI-PXCM at 138 K 

changes to β phase by cooling (c1) TI-PXCM stable in β phase at 323 K (c2) TI-PXCM at 

440 K changes to α phase by heating  
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また，本研究の FEM シミュレーションではすべての温度で同じヤング率を用い

た．ヤング率を温度に関する関数としてシミュレーションを行い，MnCuNi とイン

バー合金とで異なる温度依存性を考慮することで，より高い温度ヒステリシスの一

致が期待される． 

 

5.4.2.2. 2次元に配列した熱誘起 PXCMの加熱実験 

熱誘起 PXCM の単位格子を水平方向に 4 つ，垂直方向に 8 つ連結させた構造体

を Fig. 5-19に示す．この構造体について加熱実験を行った結果を Fig. 5-20に示す．

熱誘起 PXCM は段階的に変形し，約 100℃で変形が始まり，約 160℃で終了した．

連結した熱誘起 PXCM の相転移温度が単位格子の相変態温度より低いのは，バイ

メタルの長さの違いによるものと考えられる．熱誘起 PXCMは最終的に 38 mm伸

長した．これは 19%の見かけのひずみに相当する．配列した熱誘起 PXCM の見か

けのひずみが単位格子のひずみより小さかったのは，最高温度に達しても飛び移り

座屈しない梁が存在したためである． 

理想的には，β相から α相への相転移温度ですべての単位格子が同時多発的に飛

び移り座屈することだが，実際には横方向に連結した熱誘起 PXCM が端から飛び

移り座屈することで斜めに変形した．斜めに変改した熱誘起 PXCM は，バイメタ

ル梁が奇数関数形状に変形することで変形過程における弾性ひずみエネルギーが

減少すると述べた．しかし，弾性ひずみエネルギーが減少するとともに，飛び移り

座屈が完了するための内部応力も小さくなる．加えて，H型梁とホットプレートの

間の摩擦によって，飛び移り座屈が完遂しなかったと考えられる． 

飛び移り座屈による変形は基本的に層ごとに起こり，横方向に連結された梁のど

れかが変形し始めると，同じ列の他の梁も影響を受けて変形し始めた．変形は他の

層にも影響し，特に斜めに変形すると，変形開始した層の上下の層も同時に変形し

た．連結されたセルの影響による連続的な相転移は，多数のセルの存在による慣性

力と摩擦力の増加によって防止された可能性がある．各温度でバイメタルの飛び移

り座屈に必要な荷重を解析的に求めた結果を Fig. 5-21aに示す．室温では，バイメ

タルは約 1Nの荷重を加えることで飛び移り座屈し，熱誘起 PXCMが β相から α相

へ相転移する．β相から α相へ飛び移り座屈するために必要な荷重を Fig. 5-21bに

示す．変形に必要な荷重は，温度が高くなるにつれて減少する．飛び移り座屈は，

変形に必要な荷重以上の外力が加わった場合や，加熱により荷重がゼロ以下になっ

た場合に発生する．多数のセルを組み合わせると，温度と荷重の分布に偏りが生じ

る．したがって，飛び移り座屈はメタマテリアル全体で同時には生じずに，層ごと

に段階的に発生したと考えられる． 
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(a) (b) 

Fig. 5-19. Lattice structure with multiple TI-PXCMs connected. The lattice structure has 8 

vertical and 4 horizontal cells. Initially, all cells are in β phase. 
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Fig. 5-20. Relationship between temperature and strain when a lattice structure with 

multiple TI-PXCMs connected to it is heated from room temperature. The lattice structure 

is 200 mm long at room temperature in the β phase, but after heating, the lattice structure 

undergoes a phase transition to the α phase, and the total length becomes 238 mm. 

 

  

(a) (b) 

Fig. 5-21. (a) Force-displacement curves for each temperature in the unit cell of TI-PXCM 

(b) Upper limit point as function of temperature in the unit cell of TI-PXCM. 
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5.5. 考察 

5.5.1. 様々な設計パラメータにおける状態図 

5.4.1.4 目で熱誘起 PXCM の応力温度状態図を作成した．この温度状態図は，熱

誘起 PXCM の特性を表す指標となる．設計パラメータを調整することで状態図を

制御するため，設計パラメータを変更したときの状態図の変化を調べ，特性とパラ

メータの関係性の傾向から熱誘起 PXCMの設計指針を立てる．前述した FEMシミ

ュレーションおよび実験で用いた設計パラメータ（厚さ t = 0.15 mm, 幅 w = 3 mm, 

長さ L = 30 mm）を基準設計とし，パラメータを変更した FEMシミュレーション

結果と比較する．変更後の設計パラメータには Table 5-3 に示す組み合わせを用い

る． 

 

Table 5-3. Design parameter sets of bimetal beam to examine the relationship between 

design parameters and phase diagram. 

Parameter set 
Beam thickness, 

 t [mm] 

Beam width,  

w [mm] 

Beam length,  

L [mm] 

Standard 0.15 3 30 

A 0.19 3 30 

B 0.15 6 30 

C 0.30 6 60 

 

設計 Aでは，基準設計からバイメタル梁の厚さ tを大きくし t = 0.19 mmとした．

この設計 A で FEM シミュレーション結果から応力温度状態図を作成した結果を

Fig. 5-22に示す．バイメタル梁の厚さを厚くすると，応力を加えず温度変化のみに

よる変形では基本設計の相転移温度とほとんど変わらないことがわかった．一方，

同じ温度における相転移に必要な応力は総じて絶対値が上昇した．熱特性はバイメ

タル梁の厚さを厚くしてもあまり変わらないが，力学特性は各相で強度が強くなっ

た． 
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Fig. 5-22. Stress-temperature phase diagram of TI-PXCM with design parameter set A in 

Table 5-3. 

 

設計 Bでは，基準設計からバイメタル梁の幅 wを 2倍の w = 6 mmとした．この

設計 Bで FEMシミュレーション結果から応力温度状態図を作成した結果を Fig. 5-

23 に示す．この状態図の変化から，バイメタル梁の幅を変えても応力温度状態図

は，熱的にも応力的にもほとんど変わらなかった．本研究で用いた FEM シミュレ

ーションが 2 次元シミュレーションであり，平面応力計算した結果を用いている．

弾性ひずみエネルギーは，平面的な計算で求めた弾性ひずみエネルギーに奥行きを

積算したものを結果としている．このため，弾性ひずみエネルギーを微分し，熱誘

起 PXCMの横幅 Lと奥行き wの積で求められる断面積で除算して求められる．し

たがって，バイメタルの幅（熱誘起 PXCM の奥行き）だけを変更しても応力温度

状態図は変化しない．しかし，実際にバイメタル梁の幅が極端に大きいと，バイメ

タル梁の曲がり方はより複雑になり，円弧状ではなく球面状に曲がると考えられる．

このとき，相転移に必要な応力は梁形状により大きくなると考えられる．本研究で

作成した応力温度状態図はバイメタル梁の幅がバイメタル梁の長さに対して十分

に狭い時に有効である． 
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Fig. 5-23. Stress-temperature phase diagram of TI-PXCM with design parameter set B in 

Table 5-3. 

 

設計 C では，基準設計からバイメタル梁のアスペクト比を 2 倍とした．この設

計 C で FEM シミュレーションした結果から作成した応力温度状態図を Fig. 5-24a

に示す．アスペクト比を 2倍に大きくしても，バイメタル梁の幅を 2倍に大きくし

たときと同様に応力温度状態図に変化は見られなかった．基本設計と設計 C との

状態図を比較するため，応力を荷重に変換した状態図を Fig. 5-24bに示す．荷重温

度状態図では，基本設計に比べて設計 C の相転移に必要な荷重は約 4 倍に大きく

なっていた．これはバイメタル梁のアスペクト比を 2 倍に大きくすると，熱誘起

PXCMの断面積が約 4倍に大きくなるからである． 

これらの状態図の変化からバイメタルの寸法変化によって，相転移応力の制御や

相転移温度・応力を維持したまま耐荷重を制御できることが示された． 
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(a) (b) 

Fig. 5-24. Phase diagram of TI-PXCM with design parameter set C in Table 5-3. (a) Stress-

temperature phase diagram. (b) Load-temperature phase diagram. 

 

5.5.2. 温度-ひずみ状態図と各相の体積率 

2 元系合金の温度-組成状態図では，各相は溶質モル濃度によって異なる．一方

で，熱誘起 PXCMではα相とβ相は格子定数の長さによって判別される．そこで，

縦軸を温度，横軸をひずみとして状態図を Fig. 5-25に示すように作成した．Fig. 5-

25 の赤青の色は応力を表す．赤の領域のある点ではその温度とひずみを維持する

とき圧縮応力が必要となる．赤い領域から拘束を取り除くと図の右方向へと移動す

る．また，エネルギー的に極小値をとるところを黒で表す．右の黒い線上ではα相

が無応力状態で安定に存在し，左の黒い線ではβ相が無応力で安定に存在する．熱

誘起 PXCM が bistable となる温度で，無限に連結した熱誘起 PXCM の状態を考え

る．例えば室温で連結させた熱誘起 PXCM を全体の歪みが 0％となるように拘束

すると，各単位格子はα相とβ相に別れる．全体の歪みが 0％となるためには，各

相の体積率は，合金の状態図における交換則のようにして求めることができる．こ

のように熱誘起 PXCM においては温度~ひずみ状態図を作成することで各相の体

積率を求めることができる． 
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Fig. 5-25. Temperature-strain phase diagram of TI-PXCM. 

 

5.5.3. 実際の材料との比較 

FEMシミュレーションや加熱冷却実験の結果から熱誘起 PXCMの相転移により

発生するひずみは約 28%だった．このひずみは，典型的な形状記憶合金が形状回復

の際に示すひずみ 8%[10]のほぼ 3倍で，熱誘起 PXCMの相転移によるひずみはか

なり大きなひずみである．この大きなひずみは，スズ（Sn）の同素変態によって発

生するひずみ[11]に近い．Sn は室温では体心正方晶（bct）の β-Sn で安定である．

冷却されると，13.2 ˚C 以下の温度でダイヤモンド構造を持つ α-Sn に相変態する．

この変態は大きな一軸膨張を伴い，材料自体が膨張に耐えられず崩壊する．これを

スズペストと呼ぶ．一方，今回作製した熱誘起 PXCM は，スズの同素変態と同程

度の大きなひずみを生じても崩壊することなく繰り返し変形し，形状を回復するこ

とができる． 

 

5.6. 小括 

本研究では，PXCMにバイメタルを組み込むことで，熱誘起相転移を発現するメ

タマテリアルの作製に成功し，温度変化に伴う変形挙動を解析した結果，以下の知

見を得た． 

i. 作製した熱誘起 PXCM は，302K の温度ヒステリシスで 27%のひずみを発



 

 
 

176 

生・回復できる． 

ii. バイメタル板を座屈させ，両端の位置を固定したまま温度を変化させると，

バイメタルは両端から軸方向の圧縮力を受け，バイメタルを曲げる力を受け

る．温度変化がしきい値を超えると，バイメタルの曲げ力が両端から受ける

圧縮力を上回るため，バイメタル板は飛び移り座屈を起こし，初期状態とは

逆方向にたわむ．また，板が飛び移り座屈する温度は加熱時と冷却時で異な

り，温度-変位曲線はヒステリシスを示すことがわかった． 

iii. 熱誘起 PXCM を平面的に連結すると複数のバイメタルを有し，それらのバ

イメタル間で飛び移り座屈が発生する温度は異なるが，1枚の板が座屈する

と周囲の板も連鎖的に座屈することがわかった． 

iv. 熱誘起 PXCM の実用化に向けては，他のメタ原子を持つ PXCM への応用や

コンフォーマルマッピング技術を用いた変形異方性制御，力学特性制御が必

要である． 

 

参考文献 

[1] D.A. Debeau, C.C. Seepersad, M.R. Haberman, Impact behavior of negative 

stiffness honeycomb materials, J. Mater. Res. 33 (2018) 290–299. 

https://doi.org/10.1557/jmr.2018.7. 

[2] W. Pollalis, P. Shah, Y. Zhang, N. Mankame, P. Zavattieri, S. Pujol, Dynamic 

response of a Single-Degree-of-Freedom system containing Phase Transforming 

Cellular Materials, Eng. Struct. 275 (2023) 115205. 

https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2022.115205. 

[3] K.W. Hector, D. Restrepo, C.T. Bonilla, L.G. Hector, N. Mankame, P.D. 

Zavattieri, Mechanics of chiral honeycomb architectures with phase 

transformations, J. Appl. Mech. Trans. ASME. 86 (2019) 1–15. 

https://doi.org/10.1115/1.4044024. 

[4] D. Restrepo, N.D. Mankame, P.D. Zavattieri, Phase transforming cellular 

materials, Extrem. Mech. Lett. 4 (2015) 52–60. 

https://doi.org/10.1016/j.eml.2015.08.001. 

[5] S. Timoshenko, Analysis of Bi-Metal Thermostats, J. Opt. Soc. Am. 11 (1925) 

233. https://doi.org/10.1364/JOSA.11.000233. 

[6] G. Čepon, B. Starc, B. Zupančič, M. Boltežar, Coupled thermo-structural analysis 

of a bimetallic strip using the absolute nodal coordinate formulation, Multibody 

Syst. Dyn. 41 (2017) 391–402. https://doi.org/10.1007/s11044-017-9574-7. 



 

 
 

177 

[7] A. Takezawa, M. Kobashi, M. Kitamura, Porous composite with negative thermal 

expansion obtained by photopolymer additive manufacturing, APL Mater. 3 (2015) 

076103. https://doi.org/10.1063/1.4926759. 

[8] X. Xiao, J. Chen, K. Wang, Y. Yu, K. Wei, Multimaterial Additively 

Manufactured Metamaterials Functionalized with Customizable Thermal 

Expansion in Multiple Directions, ACS Appl. Mater. Interfaces. (2023). 

https://doi.org/10.1021/acsami.3c08134. 

[9] J. Qiu, J.H. Lang, A.H. Slocum, A Curved-Beam Bistable Mechanism, J. 

Microelectromechanical Syst. 13 (2004) 137–146. 

https://doi.org/10.1109/JMEMS.2004.825308. 

[10] H. Tobushi, K. Tanaka, T. Hori, T. Sawada, T. Hattori, Pseudoelasticity of TiNi 

Shape Memory Alloy : Dependence on Maximum Strain and Temperature, JSME 

Int. Journal. Ser. A, Mech. Mater. Eng. 36 (1993) 314–318. 

https://doi.org/10.1299/jsmea1993.36.3_314. 

[11] N.D. Burns, A Tin Pest Failure, J. Fail. Anal. Prev. 9 (2009) 461–465. 

https://doi.org/10.1007/s11668-009-9280-8. 

 



 

 
 

178 

第6章 総括 
本研究では，材料科学で得られてきた原子レベルの構造と特性の関係に関する知

見を格子構造の設計に応用し，その物質が本来有さない特性を発現させる，新しい

メタマテリア創製手法の確立を目指した．原子の振る舞いを模倣した格子構造制御

による機能化の試みとして，超弾性や形状記憶特性を示すと期待される格子構造の

設計，新しい設計指針の獲得に成功した．以下に，本研究により得られた成果を総

括する． 

第 1章では，力学メタマテリアルの研究動向を述べ，結晶性材料で生じるマルテ

ンサイト変態の概要，マルテンサイト変態をメタマテリアルで模倣するための方策

について述べた． 

第 2章では，FCC構造に基づいて<111>方向への圧縮変形により擬似的に相転移

する新規な多軸 PXCMを開発した．多軸 PXCMの<111>方向の力学特性を FEMシ

ミュレーションによって調べ，設計パラメータ，特に梁の曲がり度合いが多軸

PXCMの bistabilityを決定する上で支配的な役割を果たすことがわかった．機械学

習技術の一つである Inverse Designを適用することで，相転移メタマテリアルに望

ましい力学特性を発現する設計パラメータを予測することが可能となった．力学特

性を制御可能な多方向に変形する相転移メタマテリアルとしての多軸 PXCM の可

能性を実証した． 

第 3 章では，相転移するメタマテリアルの変形挙動を解析する三次元 FEM シミ

ュレーション手法の開発を行った．第 2 章で設計したメタマテリアルを例として，

3次元有限要素法（FEM）シミュレーションを行い，変形の異方性を解析した．多

軸 PXCMは FCCメタマテリアルやダイヤモンド構造と類似した弾性異方性を示す

が，大変形挙動は梁の変形や梁の座屈挙動が異なった．多軸 PXCMは，<111>方向

に bistability を示すよう設計されたが，三次元 FEM シミュレーションから他の方

向にも bistability を示す可能性が示唆された．また，多軸 PXCM は<111>方向にス

ナップスルーする際に，変形中の弾性ひずみエネルギーが小さくなるよう<112>方

向に変形経路を変更してスナップスルーすることがわかった．これは結晶性材料の

転位における部分転位とよく類似する．また，<111>方向に直交する方向に圧縮す

ると，(111)面が大きく曲がるように全体が変形した．これは LPSO構造などに見ら

れるキンク変形とよく類似した．メタマテリアルに見られた現象と実際の結晶性材

料に見られる現象には多くの類似点が見られた．これらの研究成果より，これまで

材料科学で培われてきた知見がメタマテリアル開発の可能性を大きく広げると期

待される． 

第 4章では，形状記憶効果や超弾性を発現するメタマテリアルの開発を目的とし

て，マルテンサイト相変態を模倣する新しい力学メタマテリアルである MPXM を
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設計した．MPXMはせん断変形によって 2つの安定な状態間を可逆的に遷移した．

マルテンサイト相変態のせん断変形過程におけるせん断ひずみに伴う弾性ひずみ

エネルギー変化を定式化した．本研究の成果は，熱誘起マルテンサイト変態，形状

記憶効果，超弾性を示すメタマテリアルなど，新しい力学メタマテリアルの開発の

開拓につながると期待される．これにより，技術革新や応用の可能性が開かれ，様々

な領域における設計や機能性へのアプローチに革命をもたらす可能性がある． 

第 5章では，荷重と温度に応じて状態が変化する熱誘起相転移メタマテリアルに

ついて，FEM シミュレーションを用いて種々の荷重や温度について弾性ひずみエ

ネルギー変化を計算し，熱誘起 PXCM が安定して存在する状態を計算し，安定状

態が切り替わる境界条件を計算することで熱誘起 PXCM の状態図を作成した．相

転移するメタマテリアルの状態図を作成することでメタマテリアルの特性制御を

容易にする．本研究では，熱誘起相転移メタマテリアルの状態図を作製したため温

度と応力の状態図を作成したが，これは音などの振動数や磁場の強さなどのパラメ

ータにも応用でき，メタマテリアルの応用の拡大に貢献すると期待される． 

第 6章では，本論文を総括した．本研究では，相転移するメタマテリアルの設計

指針として弾性ひずみエネルギー変化を求めることで設計が容易になることを見

出した．材料科学の知見の応用によるメタマテリアルの発展を期待して，本研究の

総括とする． 
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