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ENTROPIES ET SPECTRES
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Introduction.

L’entropie, mesure des comportements asymptotiques, est un
opérateur de distinction des systémes dynamiques: invariant de conjugaison
topologique, elle différencie spectaculairement les décalages de Bernoulli.
Pour un systéme dynamique (action d’un groupe Z, R, I' ou d’un
semi-groupe N) particulier, comment son entropie gouverne la structure
orbitable qui la définit? Cette question est confortée par diverses
situations ou l’entropie, caractérisée apparemment fort vaguement (type
de croissance exponentielle d’une fonction de comptage), détermine des
éléments rigides (un unique zéro réel d’une fonction analytique).

Le comptage des orbites distinctes, en nombre infini, exige une
renormalisation; l’entropie est définie par le type de croissance
exponentielle du cardinal d’une orbite tronquée temporellement (pour
les actions de N, Z, R) ou spatialement (pour une action propre d’un
groupe I'). Le dénombrement peut porter aussi sur les éléments
stationnaires (trajectoires périodiques), a supposer qu’il en existe. La
suite examine, en mettant en paralléle graphes (compacts) et surfaces (a
courbure —1 de géométrie finie), la validité (et leurs raffinements éventuels)
de deux énoncés entropiques généraux. Le premier, di a Patterson
[27], Sullivan [33], Coornaert [6], concerne la distribution orbitale
d’actions isométriques sur un espace hyperbolique (tel que défini par
Gromov [9]):

Théoréme 1. Soit I' un groupe opérant par isométrie sur Uespace
hyperbolique (X, g), discontinument, de maniére cocompacte et avec un ensemble
limite infini. Il existe une constante positive hy et, pour x, x' dans X, une
constante positive C, .. telles que

C;L MR<NT _(R)=#{yeT, d(xyx)}< R <C,, '~

et le second, établi par Bowen [3], porte sur le spectre des périodes de
flots hyperboliques:
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Théoréme 2. Soient ¢=(¢,) g la restriction a un ensemble
basique d’un flot Axiome A sur une variété compacte V et €5 Iensemble
de ses trajectoires périodiques primitives C (avec période T). Il existe des
constantes positives h,, et C, telles que

C, e T<No(T)=#{Ce¥"", Tc<T}<C,e"".

Ces deux résultats s’appliquent a une variété riemannienne M
compacte connexe a courbures sectionnelles strictement négatives: soient
X =(M,n), le revétement universel de M, avec métrique qui fait de la
projection T une isométrie locale, I'=mn,(M) le groupe fondamental de
M et ¢ le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent V'=T!M. Les
entiers N:f,(‘.")(R) et N*“(T) jouissent en fait d’'un asymptotique exact et
les entropies k., h, coincident, entropies désignées brievement par
entropie h,, de (la variété riemannienne) M.

Théoréme 3. Soit (M,g) une variété compacte de dimension n,
connexe, de groupe fondamental n,(M), de revétement universel riemannien
M a courbures sectionnelles négatives et d’entropie hy,.

(1) [20] Il existe des constantes positives C; z (,m GM) et C)y telles que

h
~'(M)(R) ~Row Cﬁ,ﬁ’e MR

ehMT

hy T

NKJ“(T)"‘T—»OO CM

(ii) ([18]) Si, M est a courbure constante —K?, Pentropie hy vaut
(n—1)K, Cg; v est indépendant de m, m de valeur c, Vol(M)~! avec
¢, =21""Vol(S" " 1)/(n—1) et le facteur Cy; est égal a 1. Les asymptotiques
précédents voient leur reste précisé:

C
N3O R = oo 5 MR (14+0(™M)),
ehMT
Ny (D =144 h—]:(l +O(e™*7)),
M

ou ¢ dépend de la plus basse valeur propre non nulle du laplacien riemannien
(positif) sur M.
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En fait, le premier résultat, dii a Margulis, concerne des flots
d’Anosov mélangeants sur une variété compacte (comptage de I’intersection
d’une sous-variété compacte transverse au feuilletage stable faible avec la
R-translatée d’une sous-variété transverse au feuilletage instable fort,
comptage des orbites périodiques), sans précision sur le reste, au contraire
du second, issu de formules de trace dites de Selberg: basé sur des
méthodes de théorie analytique des nombres, celui-ci provient des
singularités de fonctions engendrées par la théorie spectrale du laplacien
riemannien A,, (noyau et trace de sa résolvante) qui interférent avec les
spectres des actions du groupe fondamental ou du flot géodésique par
des formules de trace (la formule de trace de Selberg).

Les arbres constituent une famille fondamentale dans la théorie des
espaces hyperboliques de Gromov: une définition possible de cette classe
d’espaces est basée sur la notion de tripode (arbre a trois arétes); les
arbres approchent des parties finies d’un espace hyperbolique; enfin (et
avant tout) un arbre est un espace 0-hyperbolique. Bien qu’un arbre T
soit une variété singuliére, il lui est attaché un fibré unitaire tangent
T'T avec flot géodésique, de méme qu’a tout espace compact G qui est
localement un arbre, a savoir un graphe. Les théoréemes 1, 2 ont
une forme précise pour un graphe et son revétement arborescent sur
lequel opére le groupe fondamental I'=x,(G) (groupe libre a dim H,(G)
générateurs). Les orbites périodiques du flot géodésique sur T'G (induit
par le flot n,(G)-équivariant sur T'T) se projettent sur les cycles réduits
du graphe (lacets sans aller et retour). Avant de formuler un énoncé
précis, il convient d’introduire la propriété de mélange: un graphe ne la
posséde pas si et seulement si le spectre des longueurs de ses circuits
engendre un sous-groupe discret [;Z de R.

Théoréme 4. Soit (G,d) un graphe compact métrique connexe non
circulaire (i.e. dim H,(G) > 1), de revétement universel T. Sotent t, t dans T.
(1) Si G est mélangeant, pour une constante C,, convenable,

G hgl
N:r:( )(l)"“l—»oo Ct,t'e <,

eh(;l

NE' D)~ 150 Pk
G

(i) Si G n’est pas mélangeant, pour des constantes C;, (i=1,...,4)
convenables,

4 . ‘
NHOD~ 1 Y. Cly hotettla),
i=1
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hGlG ehelalllc]

N%e'(l)“’l"w Jole _ 1 hGl

Il est intéressant de s’attarder sur le cas des graphes: les méthodes
employées se retrouvent pour certaines dans d’autres cadres (tel 'opérateur
de Perron-Frobenius), de méme que les divers points de vue géométrique
(ou la propriété de liberté du groupe fondamental d’un graphe simplifie
certains développements tels la dynamique symbolique). Mais des
différences subsistent, obstacles a des développements exactement
paralléles. Par exemple, une dissemblance entre les graphes et les variétés
riemanniennes a lieu dans l'interprétation de la fonction N, ., dépendant
seulement des projections n(x), m(x") sur la base X/I": pour une variété
riemannienne (resp. un graphe), elle compte, dans I’ensemble C, ) nx)
des géodésiqies (resp. des chemins) issues de 7(x) passant par n(x') (resp.
aboutissant a n(x’)), celles de longueur au plus R; la projection sur une
variété riemannienne d’une orbite du flot géodésique est déterminée par
tout segment d’intérieur non vide, ce qui n’est pas le cas pour un graphe.

Malgré tout, les acteurs apparaissent clairement: espace hyperbolique
X, groupe I', bords dI', 0.X a Pespace et du groupe, flot géodésique et
son codage par une dynamique symbolique, action du groupe sur ’espace
et son compactifié, équivalence orbitale de I" sur 0X et de I’application
de Nielsen, égalités des diverses entropies, spectre d’opérateurs de
Perron-Frobenius, spectres périodiques du flot géodésique, de son codage
symbolique et de ’application de Nielsen, formule de trace pour la laplacien
(différentiel ou combinatoire).

Concernant les surfaces, les notions précédemment énumérées
interagissent de maniére moins immeédiate que dans le cas des
graphes. Mais il est nécessaire de considérer cette interaction pour
étendre les résultats du théoréme 3 valides pour des surfaces compactes
a des surfaces qui restent bornées: vis-a-vis du volume riemannien (variété
a volume fini, sans étre compacte) ou pour '’ensemble non-errant de leur
flot géodésique (compacité de I’ensemble récurrent de ce flot) ou
combinaison de ces deux limitations (mesure de Liouville finie pour
I’ensemble non errant du flot géodésique). Les surfaces M a courbure
constante —1 ainsi dégagées sont celles dont le groupe fondamental
considéré comme sous-groupe de PSL,(R) (groupe des isométries positives
du plan hyperbolique H?, revétement universel de M) sont les groupes
fuchsiens de type fini sans torsion (de premiére espéce si M est de volume
fini, de seconde espéce sinon). Comme les graphes circulaires ont été
négligés, les surfaces (dites élémentaires) simplement connexes ou de
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groupe fondamental cyclique le seront.

Théoréme 5. Soit M surface a courbure constante —1 de géométrie
finie, non élémentaire. Lui est attachée une entropie h, égale a 1 si et
seulement si M est d’aive finie, dans Uintervalle (0,1) sinon. Soient m, m
dans M. Pour une constante C; w convenable (indépendante de m, m si et
seulement si M est de volume fini)

M harl
N:?‘,sﬁ’)(l)'”l—»oo Ciﬁ,r'ﬁ’ eM’

ehml

NY' (D~ 1o Pk
M

Les contributions a ce théoréme sont nombreuses: Selberg [31],
Huber [14], Margulis [20], Patterson [26], Lax-Phillips [18], Colin
de Verdiere [5], Lalley [17]... mais aucune appoche ne permet pour
I’instant d’établir a elle seule ’ensemble des situations. Le biais spectral
(formules de trace a la Selberg) traite des cas k), >1/2 (avec parfois des
estimations sur le reste, comme I’énonce le théoréme pour M compacte),
le biais dynamique symbolique (a travers les fonctions zéta) ceux ou
’action du groupe fondamental m,(M) sur H? est convexe cocompacte
(avec considération éventuelle des surfaces compactes a courbure variable
strictement négative, mais sans estimation du reste).

Ainsi, comme pour les graphes et afin d’utiliser le théoréme taubérien
de Wiener-Ikehara, sont introduits la transformée de Laplace, associée a
la classe €,,, de géodésiques joignant m et m’,

LA (0)= Y e

Cebm,m+

et le produit (dit fonction zéta de Smale), portant sur le spectre périodique
primitif %, du flot géodésique (ensemble des géodésiques fermees
primitives de M),

(=[] A—e)7}

Cecgprim

somme et produit absolument convergents définissant des fonctions
holomorphes sur le demi-plan {Res> /i, }.

Théoréme 6. Soit E notant un graphe G mélangeant ou M une
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surface a courbure constante—1 de géométrie finie non élémentaire, d’entropie
h
Eo

(1) La transformée de Laplace Li e a un prolongement méromorphe au
voisinage du demi-plan {Res>hg} (a C pour un graphe) avec pour seul
péle sur la droite Res = hy, le point réel hy (pdle simple de résidu CTP) non nul).

(1) La fonction {y a un prolongement méromorphe a C, avec sur
Res=hg aucun péle, excepté hy (pole simple).

Si pour les graphes, c’est un opérateur de transfert (3 la
Perron-Frobenius) qui assure ces méromorphies, c’est pour une surface
la théorie spectrale du laplacien riemannien A, qui en est le médiateur,
avec description des singularités dans le demi-plan {Res>1/2} (et donc
sur {Res>hy,} si by >1/2). Pour hy<1/2, ou I'action du groupe n;(M),
libre, est bien codable, le recours (obligé pour I’'instant, semble-t-il) a la
dynamique symbolique permet de conclure. L’absence de pointe assure
que ce codage réalise une équivalence topologique entre 1’action de 7 (M)
sur son ensemble limite et un sous-décalage de type fini, si M a des
pointes, cette dynamique symbolique n’a pas été développée jusqu’a
pouvoir utiliser les acquis de la théorie de Perron-Frobenius-Ruelle (mis
a part I’exception de la surface modulaire -singuliére- PSL,(Z) \ H? [21]).

La suite commence pas donner une liste de diverses entropies, en
montrant la coincidence de certaines d’entre elles. Puis est traité, avec
quelque détail, le cas des graphes; un tel développment, au contenu sans
nul doute familier a d’aucuns, se justifie par son absence (aux yeux de
I’auteur du moins) dans la littérature et comme utile mise en place des
différentes approches a propos des surfaces. La derniére partie est consacrée
essentiellement aux surfaces de géométrie finie a courbure constante
—1. Par souci de cohérence, et comme un guide pour le lecteur, certains
résultats, d’approche et de généralité variables, tels ceux de Margulis,
Patterson, Lalley ont été mentionnés (sans développement complet). Au
risque de rallonger le texte, ceci permet de mieux mettre en perspective
les points de vue introduits a propos des graphes et d’insister a nouveau
sur la coexistence (inévitable en 1I’état pour I’analyse de la singularité de
Zy qui importe pour l’'asymptotique de N%;") des approches spectrale
et dynamique pour I’étude de la fonction zéta de Selberg attachée a une
surface hyperbolique de géométrie finie: son prolongement méromorphe
y est démontré en évitant la théorie la diffusion (a laquelle ‘avait recours
[12]). Encléture, un appendice rappelle quelques éléments du formalisme
thermodynamique dont certains résultats généraux ont été utilisés
précédemment.
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Bref, certaines arétes sont tracées, et commentées, entre les sommets
du tableau suivant:

. i T > hyperbolique
Laplacien Bord a l'infini Groupe hyperboliq

noyau Mesure de Patterson mots
trace classes de conjugaison

résolvante {

FFonction { de Scll)crgl | IFlot géodésique I

. .| pointée
Entropie L.
périodique

. .(}raphes Flot d'Anosov

Fonction { de Thara Mesure de Margulis,
Opérateur de transfert Dynamique symbolique Flot hyperbolique
[ P } l ! ! J IFonction { de Smale

Bien des questions restent en suspens: la dimension au moins 3
(notamment pour les variétés hyperboliques réelles de type fini, sans ou
avec pointes [28]), ’entropie a homologie fixée ([15]), le prolongement
de la fonction zéta de Smale en courbure variable ([29])...

1. Entropies

Soit (X, d) un espace métrique. Un chemin de longueur [ est un
élément de %°([0,/],X), espace des applications continues de [0,/] dans
X. Soit € une classe de chemins et ¥(l) celle des chemins de € de
longueur /.

DEFINITION 1.1.  Une famille {c} = %(l) telle que les boules (B(c,))y
de #°([0,/],X) soient disjointes deux a deux est dite (g,/)-séparante.
L’entropie h, de la classe € est définie suivant

log N(e,l
£>0 1= l

ou Ng(g,l) est le maximum du cardinal des familles (g,/)-séparantes.

ExempLEs 1.2.

(@) X est un espace compact de longueur (p. ex. une variété
riemannienne, un graphe) et ¥ est l’ensemble des chemins
localement géodésiques. D’apres le théoréme d’Ascoli, €(l) est
compact dans €°([0,/],X): Ng(e,D) est fini.
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(B) X porte un flot (¢,),.g €t €(l) est 'ensemble des portions d’orbites
(p([0,{])x),cx- L’entropie ne change pas si la métrique de référence
d est remplacée par une métrique équivalente. Le fibré unitaire
tangent T'M d’une variété M sera muni de la distance d; définie
par dy(u,u') =sup,o.1; (@ Qu,m @), uu € T'M avec d métrique
induite sur M par la structure riemannienne, 7, la projection de
T'M sur M et ¢ le flot géodésique; 'entropie de ce flot est la
méme que celle de la famille des chemins géodésiques sur M. A
un homéomorphisme ¢ de T et une application » non négative sur
T est assoccié le flot (¢,).g Obtenu par suspension sur 79" =
(T, xR,)/ ~(avec la relation ~ équivalant (1,5) et (@(1),s—7(1)))
définie par ¢,((t,5))=(t,s+1).

L’entropie périodique associée a € est définie suivant

) log#&P (1
h%" =lim sup log#6™(1) ,

1= l
ou 6P%(l) est ’ensemble des chemins périodiques ¥ de longueur
au plus égale a [, ou deux chemins différant par leur paramétrisation
ne sont pas distingués.

ExempLEs 1.3.

(x) Pour le flot géodésique, ’entropie périodique concerne la dis-
tribution asymptotique du spectre des longueurs des lacets
géodésiques lisses de M, projections des orbites périodiques du
flot géodésique par la projection m; de T'M sur M.

(B) Pour la suspension par une fonction constante d’un difféomor-
phisme ¢ de T, cette entropie quantifie la distribution des points
périodiques de ¢.

Une autre variation est obtenue en se restreignant a la classe € 4 3 des
chemins issus de A4 passant par B. Ainsi, si M est une variété
riemannienne a courbures sectionnelles non positives, la classe €, ,(/) des
chemins géodésiques issus de m, passant par n et de longueur au plus [,
correspond biunivoq%ment aux points de l'orbite =n,(M)#i dans le
revétement universel M de M dans la boule de rayon [ centrée en #m (m
et 7i notent des points de M se projetant sur m, n rigp.). L’entropie
volumique des orbites de n;(M) (pour son action sur M) définie suivant
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RE = lim sup log#{ye nl(Ml)a,d(rh,yﬁ) <R} ,
R—- o

apparait sous le nom d’exposant de Poincaré dans le cadre des groupes
fuchsiens (ou kleiniens), avec des extensions aux actions de semi-groupes
ou aux espaces métriques X munis d’'un volume Voly dont I’expansion
asymptotique est mesurée par ’entropie volumique (souvent indépendante
de x)

log Voly(B(x,R
hy°!(x) =lim sup o8 OJ;(Q (=,R))
R— o

ExempLEs 1.4.

(x) Soit I' un groupe, engendré par une partie finie S et opérant sur
le graphe de Cayley %(I',S) (I’ensemble des sommets est I" et
deux sommets y,)’ sont joints par une aréte si yy’~! est dans
S). L’exposant de croissance du groupe I' est ’entropie hy »
qu’on peut voir comme |’entropie volumique hg(r,s) ou %(I',S) est
muni de la distance qui confere la distance 1 a chaque aréte et
volume déterminé par cette distance. Cette entropie peut
s’interpréter comme ordre de croissance du volume des boules
I 1([0,I]) déterminées par la fonction de longueur sur le groupe
par le systéme de générateurs S. Si I opére sur (X,d) pointé en
Xg, la fonction [, (y) =d(x,,yx,) est une autre fonction de longueur,
pour lequel se pose des probléemes asymptotiques analogues.

(B) Soit S un semi-groupe de simulitudes contractantes dans 1’espace
euclidien E", avec L(S) pour ensemble limite (unique point fixe
pour 'action de S sur ’ensemble des compacts de E" muni de la
distance de Hausdorff). Si E"\ L(S) est muni de la distance
Ors)(%,y) =log(lx — L(S)|/ly — L(S)|) +|x—y|, 'exposant de Poincaré

hi,y coincide avec le taux défini par Lalley [16] suivant

lim sup,_, olog#{s€ .S,|sx — L(S)|) >¢}/¢.

Lemme 1.5. Soit M wvariété compacte a courbures sectionnelles
négatives. L’entropie W33, indépendante de i, ', coincide avec I'entropie

de la classe des chemins géodésiques de M, I'entropie h, du flot geodeszque
¢ sur T*M et Pentropie volumique hv°l de son revetement universel M.

Preuve. Grice a I'inégalité triangulaire
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d(iny,yi') < d(ihy,fhy) + d(fhy,yinG) + d(in,m)),

ny(M)

est assurée l'indépendance, relativement a (#,7'), de I'entropie AZ'3",

notée hp (comme entropie de Poincaré).

Soient m, m' les projections de 7,/ sur M, 6,,,,(¢,l) la classe des
géodésiques issues de m, d’extrémité m’ et de longueur dans (I—g,l] (en
correspondance biunivoque avec la partie des yeI tels que d(sm,ym')e
(I—¢&l]), #pm(el) la famille de vecteurs de T M, déterminant ces
géodésiques.

Lemme 1.6. Si 3¢ minore le rayon d’injectivité inj(M) de M, la
famille &, ,.(gl) est (g,l—1)-séparante.

Preuve. Ab absurdo, il existerait u, u’ distincts dans &, ..(¢,l) vérifiant
d;(@u,,@u,)<e sur [0,/—1]. Leurs relévements dans 7'M, vérifieraient
d(@t, @i, Pa')<e sur [0,/], et par suite

d()’uﬁl/:)’uzﬁz') <d(y,m 7ty Pity) + d(fy ity , Ty Pyl ) + d(T, iy, y,,m) < 3,

ce qui contredirait I’hypothése. O
Ainsi
, 1
P m(€) = lim sup lﬁg_f@;ﬂ_(e’_l) < limsup log V(&) _ k(8.
-0 1= o0

Pour §>0, il existe C; tel que #,, (&,]) < Cyetmm @M < @ ohe@* I oy

/€] ) C,, ehole) +)
#(gm,m'(l) = j;o i"‘%m,m’(g)l—]e) < Tm )

puis

hp=h,, ,=1im sup
[ Ande)

w < hy(e)+ 90, 6>0,
soit finalement hp<h,,.

Inversement, soit ¢>0, M,=(m;)/2, une famille e-recouvrante de M
et M,=(m;)!~, un de ses reléevements a M. Soit €(¢,l) une famille de

chemins (g,l)-séparante de cardinal maximal N(g,l). Pour ¢ dans 4(g,l),
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a,, @, notent des indices dans {0,---,n} tels que d(c(0), m, ) et d(c(l),m,,)
soient au plus égal a ¢ d’une part, y, un élément de I' tel que, pour le
relevement ¢ de ¢ issu de #,, d(&(l),y7m,)<e d’autre part. Ainsi,
d(m,_,ym,) est au plus [+2¢ et, d’apres la convexité de I’application
s—d(7t,Pi,7t, ), les chemins ¢ et ¢ (joignant m, a y7m,) sont
e-proches. Ainsi, pour ¢ <inj(M), les points (y.7,,) sont distincts lorsque
¢ parcourt les chemins de méme origine my€ M,, soit

N )<Y, N;qo(l+2e),

ou #,7 parcourent M, Il existe C, tel que Niw()<Ce®r*9 d’ou il
résulte que

1 2
lim sup og N(g,l) < log(C,#M7?) + (hp+e)l+28 ’
1> oo l I+2¢ l

soit h,<hp, ce qui termine la preuve de l’égalité h,=hp, preuve qui
s’inspire de celle de ’égalité hq,=hX7°' ([19). O

Un énoncé similaire (prouvé ci-aprés) vaut évidemment pour les
graphes (pour lesquels fibré unitaire tangent et flot géodésique sont définis
dans la partie suivante):

Lemme 1.7. Soit G graphe métrique compact. L’entropie h . de
la classe €,,, des chemins de m a m', indépendante de m et m', coincide
avec Uentropie de la classe des chemins de G, U'entropie h, du flot géodésique

¢ sur T'G et Pentropie volumique hy°'.

Que l’entropie des chemins et ’entropie périodique coincident est
moins immeédiat: cela résultera des développements suivants pour les
graphes et les surfaces; Bowen [3] l’etablit pour un flot Axiome A sur
une variété compacte.

Enfin les entropies considérées sont finies: il suffit essentiellement
de le remarquer pour l’entropie volumique. C’est le cas pour l’espace
simplement connexe a courbure constante négative ou nulle et par suite,
par le théoréme de comparaison de Gunther, pour les espaces simplement
connexes a courbure négative pincée; c’est encore vrai pour les graphes
combinatoires homogénes et donc, par un théoréeme de comparaison sans
nom, pour les arbres revétant un graphe compact.
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2. Graphes

2.1 Le graphe, ’arbre et le groupe

Soit (G,d) un graphe compact métrique. Un complexe simplicial
sous-tend G, avec O-squelette G, (fini) et 1-squelette G,, dont chaque
aréte 4, de longueur [(A), porte deux arétes orientées a et @, opposées
I'une de 'autre (@=a) et marquées de leur origine (a(a)) et fin (w(a))
avec a(a@) = w(a); 'ensemble des arétes orientées sera noté /. Un graphe
meétrique est dit combinatoire si deux sommets sont reliés par au plus
une aréte. Un multigraphe (plusieurs arétes entre deux sommets) avec
éventuellement des boucles (une aréte aux extrémités identiques) se rameéne
a un graphe combinatoire via deux subdivisions barycentriques. Un graphe
(combinatoire) est un graphe (combinatoire) métrique ou, oubliée, la
structure meétrique est sans importance: les arétes ont toutes méme
longueur L;. Les lacets géodésiques (parfois désignés comme cycles
réduits z.e. sans aller et retour) seront briévement nommeés cycles.

Le revétement universel (T,7) de G est constitué d’un arbre métrique
(T,d) localement compact, avec projection m:T— G, arbre sur lequel opeére
le groupe fondamental I'=mx,(G) (libre, non abélien si le graphe a (au
moins) deux cycles indépendants, ce que la suite supposera). A; note
un arbre maximal inclus dans G, T un de ses relévements connexes dans 7.

Sur T, la fonction de Busemann b; (dont les lignes de niveau sont
les horosphéres centrées) au point { de son bord, nulle au point ¢t de T
et négative au voisinage de {, est définie par bi(t) =d(t',p) —d(t,p) si p est
la projection de ¢ sur le rayon [t,().

Le théoréme 1 est valide ([6]) pour des actions (non nécessairement)
libres, discontinues, quasi-convexes-cocompactes, i.e. cocompactes en
restriction a I’enveloppe de Gromov Q(T,I') (union des géodésiques a
extrémités dans I’ensemble limite de I dans 7). Le quotient T/T est
égal au graphe fini Q(T,I')/T", auquel ont été rattachés des arbres enracinés;
I’enveloppe Q(T,I') est un arbre, support essentiel de la dynamique (non
errante) de ’action de I" sur T. Ainsi, pour ce qui concerne les entropies
envisagées ici, le cas des actions libres quasi-convexes-cocompactes sur
les arbres se raméne a des actions libres cocompactes. Il n’en est pas
de méme pour les variétés hyperboliques, comme le développe la partie
suivante au sujet des surfaces.

2.2 Le flot géodésique

Le bord 0T, de T vu du point ¢ est ’ensemble 07, des rayons
géodésiques issus de t i.e. chemins déterminés par une isométrie c:R* - T,
espace muni de la distance daT'(c,c')=jR+ e *d(c(s),c'(s))ds. En fait, il y
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a un homéomorphisme naturel de 07, sur 0T,, ce qui définit
indépendamment de ¢ le bord 0T, qui, ajouté a 7, le compactifie
naturellement.

L’espace T'T des géodésiques c¢:R—T muni de la métrique
d,-lr(c,c’)=jn e ld (c(s),c'(s))ds s’identifie & la partie de T'x 0T x T des
triplets {=(2,,{,,£_) avec £, #&_ et t,=c(0), £ =lim,, 4 ,c(s). Le flot
géodésique est alors donné par l’action de R de translation sur chaque
géodésique ¢. L’action de I" sur T, prolongée a T'T, commute avec le
flot géodésique. L’espace T'T (et sa projection m, sur T définie par
7,(c)=¢(0)) joue ainsi le role de fibré unitaire tangent pour l’espace
singulier 7.

Le fibré tangent T'G est I’espace des géodésiques sur G, sur lequel
opére le flot géodésique @, avec métrique définie par

dl(u,u’)=f e Mld(n Qu,m,pu')ds.
R

Le fibré T'G apparait aussi comme le quotient T!T/I" et admet une
représentation en termes de dynamique symbolique: les symboles sont a
prendre dans G, (paramétrant les sections (TIG)goeGo transverses aux

orbites du flot) et les suites symboliques t =(t;);.; (constituant X,) vérifient
t; voisin de ¢;,, et distinct de ¢;, ,, et ce pour tout ¢ dans Z. Le décalage
T sur X, défini par (1(£));=¢;,; et application longueur [ par I(t) =I(a) ou
a est l'aréte joignant t, et #; permettent d’introduire par suspension
I’espace X} (cf. appendice).

Lemme 2.1. L’application p: T'T-X qui a c associe la suite
(1(8))icz,4) avec A= —sup{s<0,c(s)e Ty} et (t;) la suite ordonnée des som-
mets de T rencontrés le long de la géodésique ¢ ou ty=(—21)c(0), induit,
en passant au quotient T'G, un homéomorphisme de T*G sur Z}.

Preuve. La surjectivité s’établit en décrivant une section s de p: a
la suite ¢ de X, est associée 'unique suite £ telle que n(f;)=t; et I eG,
qui détermine une unique géodésique ¢ dans T avec &0)=1%,, ce qui
ameéne a poser s(¢,s)=¢é(s). La m(G)-équivariance de p, de méme que
son injectivité et sa continuité, s’établissent aisément. O

Un autre codage du fibré unitaire tangent 7' G s’avére utile. L’espace
des symboles est remplacé par I’espace Z, des suites symboliques @ =(a;);.z
d’arétes orientées telles que w(a;))=a(a;,,) et a;#a;,,. L’application de
premier retour est fournie par la longueur de ’aréte a,. X, est en fait
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déterminé par X, via la construction générale suivante: au décalage
¥ ,(=S%) de type fini déterminé par la matrice 0-1 4 e RS*S, est associé
le décalage basé sur 'alphabet constitué des couples de S x.S légitimes
vis a vis de 4 et comme couples légitimes ceux de la formes ((s,s'),(s',s")).

I1 est temps d’indiquer la preuve du lemme 1.4:

Preuve. Les entropies hg,m, coincident toutes, comme [’affirme le
méme argument que pour les variétés du lemme 1.2. D’autre part,
entropie hS . (de la classe des chemins joignant m et m’) est clairement
au plus égale a hy, entropie de la classe de tous les chemins sur G; il
existe L, ne dépendant que de G, tel que, au chemin ¢ de longueur [
soit associable un chemin de longueur au plus [+ L d’origine m aboutissant
en m', 'égalité des entropies A, et hy en résulte.

Soient £>0 et F,(I) une famille de chemins (¢,/)-séparante de cardinal
maximum. Pour chaque chemin ¢ de %,(l), il existe u_ € Tch(o, tel que
la géodésique @gu. porte le chemin ¢. Pour ¢,c’ distincts dans %, (/), il
existe sy dans [0,/], tel que d(m; ¢, u,m @ u.)=d(c(so),c'(s0)) = ¢, ainsi

e/4

Ay (Qshe, Psplhe) = J e” |s|d(n1<pso+suc,nl(ps° +sU) ds> f e lg/2ds= o,
R —&/4

et la famille {u,ce®,(l)} est (a,l)-séparante. Par suite, hy(e)<h,(a,) et
he<h,.

Inversement, soit €>0 et J (I) une famille (g,/)-séparante pour le
flot géodésique dans T'G.

Lemme 2.2. Soient ¢>0 et s,=log(4diam G/e). Si uu’ de T'G
sont a distance au moins €, il existe s dans [—s,,s,] tel que miQu, T QU
sotent a distance au moins €/6.

Preuve. Sinon, il adviendrait

2 diam G
e'l’|£/6ds+J el diam Gds <26/6 + - T o <,

Is]2 50 4 diam G

dl(u,u')Sf

Is|<s=
ce qui serait contraire a I’hypothese. O
Ainsi, pour tous u,u’, distincts de J (l), il existe s dans [—s,,/+5,]

tel que d(n,Qu,m,ou')>e/6, ce qui confere a la famille de chemins
(T3 P51 +5gtues .y 1€ caractére (e/6,l42s,)-séparant, il en résulte h,<h,
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soit finalement I'égalité de h, et hy. O

2.3. Entropie des chemins, entropie volumique

L’espace C¥ est muni de la base canonique, notée (J,),..,, Notation
aussi utilisée pour la base duale, le crochet de dualité étant noté {,>. Soit
#' Vopérateur (dit de transfert ou de Ruelle), avec représentation
matricielle dans la base (J,) s dont les coefficients non nuls #'(a,a’) =e~5'@
correspondent aux couplesAd’arétes légitimes pour la représentation
symbolique de T'G. Soit G, éclaté du graphe G défini comme somme
topologique disjointe des 1-simplexes (fermés) de G et contenant G\ G,
comme sous-espace, dense.

Pour m dans G porté par ’aréte a, les vecteurs x,(s) (dans C¥) et
Un(s) (dans son dual) définis suivant

Y(s) = e~ SAmO@5 4 o= sdmo@)s
m a a

U($) = esdmo@) g 4 sdmo@)s_
m a a’

. A
sont continus sur G.

Lemme 2.3. Soit LS, (s)=) e s, Alors, pour mym' € G\ G,

CeCm,m’

et Res> hyg,
Lg,m/(s) = <l‘m'(5),(1 - g.ls) N 1Xm(s)> - es'i(m’m')<um'(s))Xm(s)>/2(:h(Sd(m)m'))'

La fonction LS ,.(s) se prolonge méromorphiquement a C, continiiment en
m, m' dans G.

Preuve. Un chemin C de %, ,, contenant au moins un sommet de
G en son intérieur, est supporté par I’arc (a,=a ou a,a,, :-,a,=a ou a’)
avec o(a;,,)=w(a;), de longueur I[.=d(m,w(ay))+Uay)+--+1U(a,)—
d(m',w(a,)), ainsi la somme L,(,;,:f,})(s) correspondant a des chemins de ce
type est égale a

<ﬂm’(s)) z (g;)"Xm(s)> = <#m'(5)»$;(1 - 3;)_ 1(S)Xm(s)>'

n>1

L’expression de L& ,.(s), prenant en compte les chemins (éventuels) de
m a m' ne contenant pas de sommets de G, en résulte, ainsi que son
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prolongement méromorphe a C (continiiment en les variables m, m’), dont
les singularités sont données par les zéros du déterminant de 1—%'.[]

L’opérateur #! (se R) est de Perron-Frobenius (¢f. A.1): son spectre
est constitué d’une valeur propre f;(s) positive, simple avec vecteur propre
xc(s) a coefficients tous positifs et d’autres valeurs propres de module
inférieur a f4(s). La valeur propre B;(s) est analytique en s, strictement
décroissante de+ 00 a 0 sur R; 'unique s, tel que f(so)=1 (zéro simple
du déterminant det(1 — %)) coincide avec I’entropie &g du graphe, exposant
de Poincaré de I' opérant sur T ou abscisse de convergence de la série
de Dirichlet L,‘,;,’m,(s). Le résidu en s=hg de (1 —%.)7! est Popérateur de
rang 1 ug®16/{te>X6)|s=hs avec (Ug(s),Bg(s)) élément propre de I’adjoint
de #! et ou la fonction / opére par multiplication coordonnée a coordonnée
sur C¥.

DEeFINITION 2.4. Un graphe G est dit non mélangeant si les longueurs
de ses cycles sont commensurables entre elles. Le plus grand réel positif
dont ces longueurs sont des multiples entiers sera noté l;, la période
fondamentale de G.

Lemme 2.5. Sont équivalents:
(1) G est non mélangeant,
(i)  det (1 —.%Y) a au moins deux zéros sur la droite critique {Re(s)=hg},
(iii) il existe v>0 telle que det (1—%) soit iv-périodique.

Si G est non mélangeant, 2inl;' est la période de det(1— L) et
Papplication det(1 — L pne) "'a pas dautre zéro sur {|z]=e "} que

g=¢ ho,

Preuve. L’assertion (iii) implique clairement (ii). Supposant (i),
pour tout entier N, la trace tr(Z))", égale a la somme Te % sur les
cycles C de G contenant N sommets est 2inl; !-périodique. 1l en est donc
de méme pour det(1 — %) qui a une progression arithmétique de zéros sur
{Res=hg}. Ainsi (ii) et (iii) sont vérifiées.

Supposant (ii), soit # = (1,),.» Vecteur propre (a coefficients strictement
positifs) de &}, ¢ de &} 11, tous deux pour la valeur propre 1. Alors

|€,/n, est constant sur . Sinon, il existerait a tel que |&|/n,
= SUPpe | Ep|/Mp > Inf yp) = a(a).a 2 51E1/ My €L ON aurait
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& ¢~ that il

= <
Na  |o®)=a(a)a#b Ha ‘ <w<b)=a(a),a¢5 Ha

Na Na

b

e-hc““’n.,> &) 12

ce qui ne saurait étre. L’égalité

—hgl(a)
éa e G My e—ivl(a) ;_b

Na ob)=a(@,azb Mg Ny

exprime &,/, comme barycentre de points situés sur le cercle de rayon
|E1/M,, ainsi |E,/n.e” M@, /m, pour (a,b) légitime (i.e. a(a)=w(b), a#b) et
par suite, e *C=1 pour tout cycle C, ce qui assure (i) et achéve de
prouver I’équivalence des trois assertions.

Si G est non mélangeant, avec pour période fondamentale [;, et v
la période de det(1 — %)), il existe une suite finie de cycles (C)) et d’entiers
relatifs (u;) tels que Zu;l(C;)=lg, il en résulte que vige2nZ et, 2inlg!
étant une période de det(1—%%), v=2n/l;. O

REMARQUE. Si G non mélangeant a un sommet g, de valence 2, il
est loisible, sans changer les longueurs des cycles, de modifier les longueurs
des arétes issues de g, de telle maniére que leurs longueurs ne soient
pas commensurables a celles des cycles. Au contraire, si G non mélangeant
a tous ses sommets de valence au moins trois, alors toute aréte a a une
longueur multiple demi-entiére de la longueur l;: soient deux chemins
C=a, -a,, D=b,---b, avec a;, b; arétes distinctes issues de a(a) (resp.
a,,b, distinctes, issues de w(a)) différentes de a (resp. @). Alors 2l(a) est
égale a la longueur du cycle CD diminuée de celle des cycles aC et
aD. Le graphe complet a quatre sommets avec un couple d’arétes
opposées de longueur unité et toutes les autres de longueur moitié fournit
un exemple de graphe avec des arétes de longueur [;/2.

Si G est mélangeant, la famille (LS ,,.(s))mm)ec2 Vérifie les conditions
du théoréme de Wiener-Ikehara avec parametres (A.3):

Corollaire 2.6. Soit G un graphe mélangeant.
(i) Pour m, m' dans G,

<uG)Xm><“m’XG> ehcl
s=hg .
helpelre) !

NS () =#{I<L,CECpm} ~iow

(i) Pour t dans T,
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An M )
heltglxe?

avec Mg=Y ("' —1)/hgé,.

ReEMARQUE. Le vecteur Zae de"““"’(éa,xG(hG» est propre pour

’adjoint de ! et la valeur propre 1, et donc proportionnel a ug(hg): la
symétrie en (m,m’) de {4, Xm><tm»XG)|s=ns €St ainsi confirmée.

Preuve. D’aprés le lemme 2.3, la transformée de Laplace Lg,m,(s)
+ 00
=f e *'dNS ,.(l) a pour pdle simple s=hg avec résidu
0
<:uGaXm><lum')XG>/<.uG)lXG>|s=hG'

Via le théoréme taubérien (A.2), le (i) en résulte. Quant au (ii), il suffit
d’invoquer ’expression Volf(B(t,l))=IGNg(,),y(l)dy et le calcul de Myg:
si a(g,) est une orientation pour chaque 1-simplexe g, de G,

hgd(y, hGd(y,
MG= Z J‘ (e Gd(y m(a(gl)))&a(gl)+e Gd(y az(a(m)))éa(g‘))dy. 0
g1

g1€Gy

Dans le cas non mélangeant le théoréme de Wiener-lkehara est
remplacé par la proposition taubérienne A.3:

Corollaire 2.7. Soit GA un graphe non mélangeant.
(i) Soient m, m' dans G, a,, (vesp. a,,) une aréte orientée portant m
(resp. m') et Gpri™ la classe de chemins C=mo(ay,) --w(a,)m', 1, ,  la

longueur d’un chemin d’arétes initiale a,, et terminale a,,. Alors, [l] désignant
la partie entiére de I,

_ ¢m,“lm‘
#{ICS l,CE‘gf,,’j‘,’,,“""’ ~ ch:zn.:",nqmr ehelcll=lmm™ /iG]

avec
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</‘lG’5am><5am ’XG> e hUam:am: = Ham?)
Lligslxey Is=he 1—e "le

L™ =d(m,x(a,,)) +d(m',w(a,,))—

'Am, A,
Cmmm ™

am Ams*

(1)) Soient G avec toutes ses arétes de méme longueur l; et t, un
sommet de T. Alors

Vol (B(tg,Nlg+u)) ~ no o VG‘,Oe"GN'G(l +u(ee'e —1)), NeN,ue[0,1),

avec
Ve <uG»Xn(to)><1aXG> \ lg ‘
o ierlte) 17101 — g hola
Preuve. Soient yam(s)=e ™ ma@§_  jam(s) = dmo@m)s. — Comme

au lemme 2.3, la transformée de Laplace LG"’"‘ am(1) (5) assoc1ee a la classe
des chemins de %, contenant au moins un sommet en son intérieur,
vérifie

LGamam(l)(s) s (s),?(l— ) lx m(s)).

La fonction LG amam(1) (e)exp[ —s(l,,, a,,, —d(m,a(a,))—d(m' ,w(a,)))] est
2in/ls-périodique, avec pole simple en s=hg de résidu Rym™. Le lemme
A.3, portant sur cette fonction en la variable z=¢~*¢ fournit I’estimation
asymptotique annoncée.

L’assertion (ii) résulte de (i) de la méme maniére que sous I’hypotheése
mélangeante. (]

REMARQUE. Pour G non mélangeant, 'asymptotique de NS ,.(I) est la
somme de quatre contributions, non simplifiable en général. De méme
pour le calcul du volume de la boule B(t,l) centrée en t, somme d’intégrales
du type de celles calculées dans le lemme suivant:

Lemme 2.8. Soit k entier positif, ue[0.1) et I (k,u)= J" el ldy,

Alors IQLu)=(e"—1)u+1/(e*—1)), LRI+1,u)=I,2Lu)+e/2 si ue
[0,1/2] et Ia(21+1,u)=Ia(2(l+1),u—1/2)+(u—1/2)e°’"+” u st ue[1/2,1).

2.4 Exposant de Poincaré

Le groupe I'=7,(G) a une présentation a la Schottky. Soit e une
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aréte de G\ Ag, qui a deux relévements (e+,e—) adhérents a T dans
T. Soit m,, le milieu de e, et T,, I’arbre enraciné en m,,, ne contenant
pas le segment de m,, a T;. Soit y,, €I’ transformant e en ey. y,,
et y,_ sont inverses 'un de l’autre, avec 7y,, transportant T\ T,  sur
T,,. Le groupeI est engendré librement par I’ensemble S de ces y,,,y,_
lorsque e parcourt les arétes de G\ A; et un domaine fondamental 2
de T pour l'action de I' sur T est fourni par T auquel ont été rajoutés
les segments de T; a m,, y€S.

Le bord a l'infini 0T de T s’identifie au bord 0I" de I', présenté via
le systtme de générateurs S comme ’ensemble des mots infinis y,y,--
sur I’alphabet S avec les conditions y; #7;3);: le point ¢ de T correspondant
a y,y,+ est le rayon Tﬂﬂﬂizly,----y,.Tml et le décalage 1 ‘sur
OI" (t(y1y,-+")=7,75 ) se réalise sur T comme ’application de Nielsen:
Fy{=7"1 si { est dans I’arbre T,, application codant I'action de I" sur 0T
au sens suivant:

Lemme 2.9. L’action de " et Fy sont orbitalement équivalentes, i.e.
pour {,{' dans OT, il existe yeT, tel que {=y{' si et seulement s’il existe
des entiers n,n' tels que Fly=Fy('.

Preuve. D’aprés la définition de Fy, deux points de 0T dans la méme
Fy-orbite sont I'-conjugués.

Pour la réciproque, il est utile de remarquer que, si le domaine 9%
intersecte un rayon issu de 9 et d’extrémité { dans 07, il existe alors
un n tel que la transformation Y décrivant I’action de F% au voisinage
de { dans 0T rameéne ¢p%¢ sur D;: Y égale ¢ ' et Fy(()=¢ '{. Soient
{',¢ dans OT et y dans I" tels que {=y{. Si le rayon [Z,(] rencontre
99, pour n convenable, Fy{=7"{={. Si le rayon [Z,{] ne rencontre
pas Y9, soit p la projection de { sur le segment joignant P4 a 9. 1l
existe ¢ dans I et n convenable tels que Fiy{ =@ avec p dans ¢~ '9D;. Le
domaine ¢~ !9, rencontre le rayon [y%g,(], ainsi, pour m convenable,
FRo~'0=0"1e ™)y {{=pl=Fp({), ce qui achéve la preuve.  [J

Cycles (resp. primitifs) C de G et classes de conjugaison [C]
(d’éléments primitifs resp.) se correspondent binuivoquement. Chaque
classe de conjugaison [¢] de I' a un représentant unique (a permutation
cyclique pres) y,;=71""¥» cycliquement réduit (i.e. y, #y.1). Les cycles
(resp. cycles primitifs) de G se trouvent donc en correspondance biunivoque
avec les points périodiques (resp. les orbites périodiques) de 7 sur 0" (ou
Fy sur 0T): si C est primitif, 'axe de la transformation yic;=7;"*7,
intersecte P suivant le segment [m,-.,m, ] et le segment [m,,y,m,,: -,
V1t Yn—1My,,Y1"YaM,,] se projette bijectivement sur le cycle C.

Soient t,t'e T et I!' la fonction définie sur I'orbite de ¢ privée de ¢
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suivant
Ly yut)=d@y -yt £)—d(yae-utt)

ou y---y, est une écriture réduite d’'un élément non trivial de I'.  Pour
simplifier I’exposé (cf. la preuve du lemme suivant) et sans nuire a la
généralité du propos, il sera supposé t' dans le domaine ZDg.

Lemme 2.10. La fonction I, définie sur Porbite Tt, se prolonge
continiiment a T'=T U 0T et sa restriction a O =0T, indépendante de t
est définie par 1({)= —bZ(yt)=b}N§(y"lt) si { est dans le bord OT,, y€S.

Preuve. Une récurrence établit que
d('})l e "ynt/!t) - d(‘YZ . "Vnt,’t) = d()’lm)’zlt) - d(mvz)t)) t'e @Gsn >2.

Pour n=2, les points t,m,,y,t' sont alignés de méme que les points
t,myl,ylmyz,ylyzt'. Ainsi

d(y,y,t',t) —d(y,t',t)
=d(y,1y,t,y1m,,) + d(71my2,t) —(d(y,t'\m,,) +d(m,,,t))
=d(y,m,,,t)—d(m,,,t).

r2)

L’hypotheése de récurrence au cran n—1 est appliquée alors a I’expression
ou m, remplace t':
Ayt ) —d(y2:at',1)
= d(yl o 'ynt,)yl V- lmy,.) + d())I VYn- lmy,,)t)
- (d(YZ * ‘Vnt")’z' **VYn- lmyz) + d(}’z **VYn- lmy,.’t))
=d(V1Yn-1My,08) = d(V2 Yn - 1My,50).
Ainsi [, définie sur l'orbite I't’ (ensemble de mots finis), se prolonge
naturellement au bord dI' (ensemble de mots infinis) suivant
(211)  L(yyyy)=d(yymy,,m,) +d(m,, ,t) —d(m,,,t) =d(y,m,,,t) —d(m,,,1),
expression se réduisant a la formulation du lemme en termes de fonction de

Busemann par l’identification des bords 07 et oI O

La série de Poincaré associée a t,t' prend la forme

Lt(ft'(s)= Ze—sd(yt’,t)= Z Z e-—sd(yl-uynt',t)+e—sd(t’,t)

yell n>1(y1,+,¥n)
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= Z z eSO O vt ) ol vt H Ot 1) =)
nx1 (y1,-+,%n)

Soit pour y€S le point a l'infini y,=7y--- de T,. Si au mot fini y,y,
avec y, =Y est associé le point a 'infini y,---y,_ {7, |’€éxpression précédente
se récrit

L'GJ’(S)= Z Z Z e-s(h(?l“‘?n-l?oo)“'""*”t()’n— l)‘co)'*d(?t':t))_'_e~5d(t’v')
yeS n>1 (y1,+,¥n-1)

=y [ y Y e-sd""”(i)] e~ SdOrD | o= sd0
n>1

yeS LedT
=y

= T (A=ZH T D) pp)e 00 475"

yeS

ou #Y est 'opérateur de transfert défini sur (0T) par

(Lrp) &)=Y, e (),

=¢

1 la fonction constante égale a 1 et [P({)= ’f_ I(t'710).
t j=1 t

Lemme 2.12. [, est mélangeant si et seulement si G [Dest.

Preuve. Soit {=7y;---y,7;--- un point n-périodique primitif du
décalage 1. Alors la longueur

lgn)(C) = d(ylmyz)mn) + d(y2my3)my2 et d('})nmyl )my,,

coincide avec la longueur du cycle primitif associé a (. Ainsi,
l, et G sont simultanément mélangeants (d’aprés ce qui est rappelé dans
I’appendice). O

L’opérateur de transfert £ laisse invariant le sous-espace (de

dimension finie) €,(0T) des fonctions constantes sur chacun des bords
des arbres TyﬂyTa,, 7,0€S (i.e. ne dépend que des deux premieres
coordonnéees de { =y,7,---.). L’élément propre de Perron-Frobenius (i.e.
sa valeur propre positive de module maximum, avec vecteur propre) de
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lopérateur #" coincide avec celui de sa restriction a €,(07).

Le s (qui ne dépend pas de ¢, vu que [, est cohomologue
a Iy d’aprés (2.11)) tel que 1 soit la valeur propre de Perron-Frobenius
de Z%, coincide avec I’entropie hg déja introduite. Soit y; (€%,(0T))
une fonction propre de £} et pf; une mesure propre (mesure sur €(07))
de Popérateur dual de #}_ pour la valeur propre 1. D’aprés le théoréme de

Perron-Frobenius-Ruelle, il est loisible de prendre y; >0 et ug normalisée
comme mesure de probabilité, mesure nommée alors mesure d’équilibre.

La restriction de la mesure pug a %,(0T) est la forme linéaire
(vecteur propre de Perron-Frobenius de ’opérateur dual de la restriction
de Z}. a €,(0T)) qui importe pour obtenir la nouvelle formulation du

corollaire 2.5 (i):

Corolaire 2.13. Si G est mélangeant,

—hgd(yt',t),t
#{'))Er‘, d()’t',t)Sl}~1_.+ao Zyese t IXG(ytD) ehGl .
heluglixe)

Quant a elle, la mesure pg sur le bord 0T est la cheville
ouvriére du théoreme 1 ([6]).

Proposition 2.14. Sur 0T coincident les trois mesures de probabilité

sutvantes:
— la mesure de Hausdorff hg-dimensionnelle pour la métrique visuelle

de source t,
— la mesure de Patterson u;=1ims_,hézy€r e 5§ /LS x0(S),
— la mesure d'équilibre yg.

Preuve. La métrique visuelle d, sur 0T de source t est définie
par d({,{)=e ¥P? ou p est la projection de t sur la géodésique
(£,0). Le jacobien j(f)({) (s’il existe) d’une fonction f définie au
voisinage d’un point { de 0T est défini suivant j(f)({)=lim ;.
d,(f), )AL ,(); en particulier, tout y dans I opérant sur
Ol a un jacobien (localement constant) j,(y) valant j,(y)({)= e b,

D’aprés Coornaert [6], les mesures de Patterson et de Hausdorff
hg-dimensionnelle coincident, caractérisées comme unique mesure de
probabilité kg-conforme: y*u=j,(y)*u,yel. 1l suffit donc de montrer
que g est hg-conforme.

Soit A4 ouvert de 0T ne rencontrant pas 0T,-:, 0d€S. D’apres
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invariance de pg par 'adjoint de Zjy,, égalité pg(ad)=[, j(o)"dug

résulte de

LhlL)O)= Y e ML (&)= rbT 0L ()= (j(a)"1)(0).
Fn(©)=¢

Soit y dans I', { un point dans 7. D’aprés le lemme 2.9 (et sa preuve),
il existe un voisinage ouvert A de {, des suites (Iégitimes sur I’alphabet .S)
(0)i=1, (1))j=1 telles que Fy(A)=0,--06,4=1,"--1,yA=Fy(yA), 0, 0,=
7,:--T,) et les restrictions j,(é),B (Eel'-, Bc0T) considérées cidessous cont
constantes. Il vient donc

B0 O A) =70 gt O )" abs(A)
=700 eyt 5T Al (PA)
soit
H6(PA) =5ty ) eya T T ety 10T 0 gma T (O )" a6 (A)
=7(7)"¢ ug(A)

ce qui exprime la hg-conformité de la mesure ug. O

2.5 Entropie périodique

Proposition 2.15. Soit €, I'ensemble des cycles primitifs de G. La
fonction {; (dite de Ihara-Serre) définie, pour Res>hg, par (g(s)=
nce(gpﬁm(l —e sy wérife

{e(s)=det(1— L) =det(1— ,Spi"fgz(ar)) -1

Preuve. Si C est un cycle de longueur [ avec n. arétes, le cycle
primitif C, supportant C a pour longueur o, =nclc/nc. Soit € (resp.
%(n)) 'ensemble des cycles de G (cycles avec n arétes). La dérivée
logarithmique de {;(s) est '

-slc

C_G(s)z Z lLee__le = Z Z lce—s(k+1)zc=z lcoe_szc’

(g Cebprim 1— Ce€prim k20 Ce%

alors que celle de det(1 —%!) !=exp tr log(1—2%) "' vaut
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-slc

0, Y w(LYy/m=3, Y Y £ = ¥ M ese

n>1 n>1 (C,a)e€¢mn) N Ce¥ N¢

ou l’avant-derniere somme, portant sur les cycles Ce%(n) parcourus a
partie d’'une aréte a de C,, compte n., fois chaque cycle C et celle de

det(1 -2 ;‘rgz(an) -1

e SO

0 Z fr(géifgz(ar))"/"=as Z Z _—

n>1 n>1 (eFix(Fy) n

ou Fix(F}) est ’ensemble des points périodiques avec période n de Fy
correspondant aux cycles de G. ]

Corollaire 2.16. Si G est mélangeant,
#{Ce(gprim)lcsl}'\'l—'oo T

Si G est non mélangeant,

hGlG ehclcll/lcl

ehG’G - 1 hGl

#{Ce(gprim)lcsl} ~i-s o

2.6 Laplacien combinatoire

Bass a établi une relation entre le laplacien (combinatoire) d’un
graphe combinatoire G et son opérateur de transfert T%=%#'/e™5LC,
donnant une écriture de la fonction {; en termes de laplacien; une
expression de la série de Poincaré ng,(z) pour g et g’ dans G, est exhibée
ici pareillement.

Soient les espaces C% et C¥ munis des bases canoniques
(orthonormées) (0y)scg, €t (0,)sews, J I'opérateur d’inversion d’orientation
sur C¥ (jo,=0;) et a€ End(C%,C”) le pointage a I'origine (a(J,) = 0,))-

Le laplacien combinatoire A (positif, annulant les fonctions constantes)
est égal a A=1+qg—d=(a—oy)(a—ay)/2 avec g+ 1=0a'a, opérateur de
valence et 6 =aj'a, somme sur les voisins. Soit A(2)=1+¢qz%—dz.

— 2 — y
Proposition 2.17 ([2]). Soit A(z)=<1 oz “21“’ et B(z)=
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1 oy—
( % af). Alors

nz 1—2

Az 0 1—-2° 0
A = =
@B (‘az 1—z2) » BE@AR) (ocz(l——zz) (1-zTﬂ)(1—jz)>'

Preuve. Si d(2)=az—oy et e(z)='az, la proposition résulte des
identités
0(2)e(z)=(q+1)2%— 6z
e(2)0(2) = 2*(T8 + 1) — 2(T® +)). O

Corollaire 2.18. (i) Soient g, g’ sommets de G. Confondant ng,(s) et
ng,(z) pour z=e ke,

Lg y(z)=(1—2")A(z)" (g, 2.

@11) ([2]) Soit Y(G)=#Go—*#G, la caractéristique d’ Euler-Poincaré de
G. Confondant {;(s) et {;(2) pour z=e LS

{e(2)=(1 =239 detA(z) 1.

Preuve. Soient a aréte d’origine g, a’ d’origine g’, @’ de méme support
que a si d(g, g£)<1, x(2)=20,+06; et u(2)=2"1,+0; a. D’apreés le
lemme 2.3, avec 7, nul si d(g, g')>1, valant 2~ 46:9) sinon,

ng'(z) + rg,g' = <ﬂa'(z)y(1 - zTB) - 1Xa(z)>
= (1 =j2)ta(2),(B(2)A(2)) ™ 1a(2))
='A(2) 7 (1 —j2) o (2),(A(2)B(2)) "1 A(2)1(2))-
Les identitiés
A(Z)Xa(Z’) = (22 - 1)6:1(11) + zaa + 517)
"A(2) T (1 =2 (z) =2~ (1 —2%)d,,
donnent

Lgy’(z)ra.g' = —{ad,,A(2) " (2?— )0y +2~ 1(8,,20,+ 05,

ce qui est la formule annoncée.
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En fait, un calcul simple assure que le noyau (299715 /(1 —-—zz))g’g,do
est celui de I’inverse du laplacien A(z) opérant sur CT°, dont est déduit celui
de A(2)”! sur C% par moyennisation sur I.

L’égalité des déterminants de A(2)B(2) et B(z)A(z) donne I’expression
de {;(z)=det(1—2T®)"!, moyennant I’égalité det(1 —jz) = (1 —22)*¥/2 avec
tof =24G,.

3. Surfaces

3.1 Entropie des chemins, entropie volumique
3.1.A. Courbure constante (surfaces de géométrie finie).

Soit M surface orientable sans bord a courbure constante — 1, quotient
du plan hyperbolique H? par I’action d’un groupe fuchsien I'. Si I est
de type fini, M est égale a 'union d’'un nombre fini (¢) d’entonnoirs
(demi-cylindres hyperboliques a bord circulaire totalement géodésique)
recollés a une surface d’aire finie a bord totalement géodésique avec un
nombre fini (p) de pointes, dite région de Nielsen. La surface est d’aire
finie si et seulement si e=0; ’ensemble non errant du flot géodésique
est compact si et seulement si p=0.

Le bord a I’infini 0H? du plan H? est topologiquement un cercle. Si
{ est dans 0H? et m dans H?, la fonction de Busemann (dont les lignes
de niveau sont des horocycles centrés) au point {, nulle en m et négative
au voisinage de (, sera notée b;'.

Soit hr=h,, 'exposant de Poincaré de I' (et de M), abscisse de
convergence (indépendante des points m,m’ de M) de la série de Poincaré
L%ml(s)=2yere“d('"'y';"), ou m,m relevent mm' dans H?. D’aprés [34],
’entropie mesurée du flot géodésique relativement a la mesure sur T'M
indite par celle de Patterson [i,, (cf. preuve du lemme 3.4) coincide avec
cet exposant, si M n’a pas de pointes, c’est aussi ’entropie topologique
de la restriction du flot géodésique a sa partie (compacte) non errante:
si M est compacte, ces entropies coincident avec celles introduties dans
la premiére partie.

Soit Ay (resp. A,) le laplacien riemannien sur H? (resp. M).

Lemme 3.1. Soient m et m' deux points de M. Série de Poincaré
et noyau de résolvante sont reliés suivant

LY, (s)=2%1 “Ia(25)/T(s)2(Ayy —s(1 —8)) L (m,m') +r(m,m’s), Res>1,

avec le reste r(m,m',s) holomorphe sur {Res>h,/2}.
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Preuve. Le noyau de la résolvante (A, —s(1 —s)) ! s’obtient a partir
de celui de (Ag:—s(1—s))"! par moyennisation sur I': si 7, sont des
relevés de m,m’ dans H?,

Ay —s(1=9) " (mm) =3, (Aga—s(1—s)) ™" (,yii),

yell

avec comme expression explicite
(Agz—s(1—5)) ™ (i) = (4m) ™ J1 (1 =)~ H(t+a(in,m')) ~dt,
0

ou o(fm,m') =sh*(d(im,m')/2). Le lemme résulte alors d’'un développement
limité pour ¢~ + 0. d

Les singularités de la série de Poincaré sont ainsi reliées a celles du
noyau de la résolvante, et ainsi a la théorie spectrale du laplacien A,
résumée dans la proposition suivante:

Proposition 3.2. Soit ' fuchsien sans torsion de type fini, g, le
spectre du laplacien Ay, sur M=H?/T.

(1) St M est compacte, o), est discret, s’accumulant en + 00.

(1) Si M est non compacte de volume fini, 6,y a une composante
continue égale a [1/4,+ 00) de multiplicité égale au nombre de pointes de M
et une composante de valeurs propres, contenant 0 (valure propre simple),
discréte, ne pouvant s’accumuler qu'en + c0.

(iii) Si M est d’aire infinie, 0, a une composante continue égale a [1/4,
+ o0] de multiplicité infinie et une partie discréte finie de valeurs propres
dans (0,1/4), non vide si et seulement si hy,>1/2 (auquel cas le bas du
spectre est hy (1 —hy,), valeur propre simple avec fonction propre positive). Si
M a une pointe, Ay a une valeur propre (i.e. hy>1/2).

L’application du théoréme taubérein de Wiener — Ikehara fournit de
suite I’estimation:

Corollaire 3.3. Soit T fuchsien de type fini sans torsion, M=H?*/T,
avec hy>1/2. Soit @, la fonction propre positive normée dans L*(M) de
valeur propre hy(1—hy,).

220-m0) 7T (2hy,)

NE o (D~io s
m’m() -+ 2hM—'1 I"(hM)z

(I)M(m)q)M(m')ehMl-
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Le cas hy<1/2 (qui ne survient que pour des 7;(M) de seconde
espéce sans élément parabolique) n’est pas susceptible du traitement
spectral précédent: la singularité s=h,, de la série de Poincaré est au
dela de la droite critique {Res=1/2} (pour le noyau résolvant
(Ay—s(1 —5)) ™ 1(7,M)), dont le frachissement équivaut dans le plan spectral
{A€C, A=s(1—s)} a une traversée du spectre continu [1/4,+ c0) vers le
second feuillet (dit feuillet non physique) de la surface de Riemann,

revétement ramifié de degré 2, associé a la fonction s=1/2+./1/4—A.

Patterson (resp. Lalley), en étudiant la dynamique du flot géodésique
(resp. 'action du groupe I') obtiennent cet asymptotique:

Proposition 3.4 ([26],[17]). Soit " fuchsien de seconde espéce non
élémentaire avec hy-<1/2.

T hrl
Nm.m'(l) N+ ooCm,m'e .

Preuve. (Indications) Patterson commence en rappelant que le noyau
de la résolvante admet un prolongement méromorphe a tout le plan
complexe de la variable s, si bien que la série de Poincaré L%m, admet
un prolongement méromorphe au voisinage de la droite critique {Res=/hy};
il s’agit de montrer que A,, y est le seul pole. Soit, pour 7 reléevement
de m dans H?, la mesure (dite de Patterson) pu&, de support I’ensemble
limite L(I"), limite vague (indépendante de m’' et de son relévement #i1)
des mesures T, e ™75 /LM (s) pour s—>ht. Supposant LY .(s)
avec une singularité A" 4it(1#0), il existe une mesure (non nulle) uf(1),
limite vague des mesures X .- e'(”i’)d"y"v'ﬁ')éyﬁ,/Lxm,(s+ir) pour s—h;.
Cette mesure induit la mesure I-invariante fi"(t) =||{ —{"||”2®"*Dul(t) ®
uit) sur L) xL(I)\A (et par suite la mesure J™(t)®@ds sur
(L) x L(T')\ A) x R, identifié au fermé non errant du flot géodésique sur
T'M, mesure [i"(t) invariante par le flot géodésique). Les mesures uj(t),
ji™(t) sont absolument continues par rapport a uh et f"=|{—{"||" %"
HEQMT et les actions de I' sur (L(D),uf), et (L(I)x L(I)\ A,A™) sont
ergodiques. Patterson en déduit alors que ’ensemble limite est fini, ce
qui n’est pas. Ainsi la série de Poincaré L,%m, (et le noyau résolvant)
n’au qu’un pdle simple (s=h,,) sur la droite {Res=h,}, dont le résidu
est précisé par celui de la résolvante CrWym(m)Wu(m') avec Wyn (n(h)) =
IL(F)e b dug (©).

Lalley utilise la dynamique du groupe I', présenté comme groupe
de Schottky : il existe une famille finie de transformations S=(y;,7_ j),,;=1
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engendrant librement I' définie de la maniére suivante. Soient (C4 j);f:l
2k géodésiques de H? ne s’intersectant pas; pour une telle géodésique C,
son extérieur E. désigne la composante de H?\ C contenant les autres
géodésiques de la famille, son intefieur I 'autre composante. Les 4 ;
sont les transformations hyperboliques appliquant l'extérieur Ez; sur
I'intérieur I,; y; et y_; sont inverses 'une de l'autre et le domaine
ﬂ(C)EC est fondamental pour ’action de I' sur H?.

Le groupe libre I' s’identifie a un ensemble de mots finis £, en les
éléments de S (le neutre étant représenté par le mot ) et son bord oI
a l'infini (au sens des groupes hyperboliques) a un sous-décalage de
type fini (X(00)=0Z,,7), homéomorphe a I’ensemble limite L(I') de T’
dans H?, sur lequel opére ’application de Nielsen Fy définite par Fy{ =71
si { appartient a I'intérieur I,. La fonction I définie sur l'orbite '’
privée de ', par

DE(yy ey =d(py -y i ) — d(y -y it i)

(avec y,---y, écriture réduite) se prolonge continiment a I'=I" U dI", avec
restriction [; a ' ~L(T") (indépendante de #') vérifiant l,;,(C)=b?Nc(y_lih)
si { est dans l'intérieur I,. L’ensemble (I',) n’est pas un décalage de
type fini, néanmoins Lalley montre que les résultat asymptotiques du
formalisme thermodynamique pour (dI',7,/;) sont prolongeables (continii-
ment) a ([,7,/%). De maniére analogue a ce qui a été énoncé au_sujet
des arbres précédemment, il existe une fonction % continue sur I' (de
restriction ¥; a 0" indépendante de 72'), une mesure y,; sur €(0I) telles que

#ﬁ(ar)X'mﬁl(x) ehMR

$HyeZ N\ {0}, Iny"y=x et I ") <R} ~g. o
{ * {} } . el i it i)

Ainsi pour x=0

dﬂrﬁ(ar)xgl(m) ehMR.

#{y e T, d(7n,yi') — d(i, i) SR} ~ g s
{ . el L)

O

REMARQUE. (i) La mesure pu; a été construite pour tout groupe I'
de type fini sans éléments paraboliques (a ’exception de quelques uns)
par Series ([32]), qui a montré (comme le traitement des graphes s’en est
inspiré) que p; coincidait avec la mesure de Patterson pf.

(i) Pour des surfaces d’aire finie, Nicholls [23] établit ’asympto-
tique de N, ,..(R) sans faire appel ni a la théorie spectrale du laplacien ni
a la dynamiques symbolique (compliquée pour les groupes cocompacts
qui ne sont pas libres) en se basant sur le caractére mélangeant du flot
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géodésique opérant sur T'M muni de la mesure de Liouville.
3.1.B. Courbure variable (variétés compactes).

Soit ¢ flot d’Anosov mélangeant sur une variété compacte (sans bord)
V. Soit F° (resp. F') le feuilletage fortement stable (resp. fortement
instable). Margulis construit des mesures p,, y; transverses aux feuil-
letages F°, ' resp., avec la propriété (¢,) = "'p, (¢) i=€""'n;. Le
feuilletage faiblement (in)stable ne posséde pas de mesure transverse : si
Vi est une sous-variété compacte transverse au feuilletage faiblement
stable, il existe &, >0 tel que pour e<egy , ¢, (V}) est transverse au
feuilletage fortement stable; Margulis définit alors la mesure pyp
(indépendante de £<gy, ) sur Vi par

hoe __ ,—hee

e
hm #fs((p[—g,E](A)), Ac st’

@

y (A)=—2

mesure notée simplement g, si la sous-variété Iy est omise (I’indice
fs rappelant que celle-ci est transverse au feuilletage faiblement
stable). Une sous-variété I transverse au feuilletage faiblement instable
porte une mesure U, définie de maniére analogue. Utilisant Ila
transversalité des feuilletages fortement stable et faiblement instable,
Margulis construit a partir des mesures précédentes ce qu’il est convenu
de nommer désormais la mesure de Marguils pu,, (unique a un facteur
scalaire pres).

Théoréme 3.5 ([20]). Soit ¢ flot d’ Anosov mélangeant sur une variété
compacte V d’entropie h,. Soit Vi, (resp. Vi) sous-variété compacte
transverse au feuilletage faiblement instable (vesp. faiblement stable). Alors

Hes(Vedlei(V'ei) ol

#{(p . Vs VI}N - 00
[0,T] fﬂ f T uM(V)

Ce théoréme, appliqué au flot géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une
variété compacte M a courbures sectionnelles strictement négatives avec
Vee=T'M,, et Vi;=T'M,, a comme corollaire:

Corollaire 3.6 ([20]). Soit (M, g) compacte a courbures sectionnelles
négatives.

ﬂ'fi( Tle)Aufs( Tle’) e"”’.

) #H{Cebmlc<l~1oy
(1) { € mmic } l [lM(TlM)
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(ii) Soit M le revétement universel de M. Pour i dans M,

1 1 ,
Vol(B(#,R)) ~ g+ o Hes(T” M o) jM lﬂﬁ(T M, )dm ek
tp (T M)

3.2 Entropie périodique
3.2.A. Courbure constante (surfaces de géomeétrie finie).

Théoréme 3.7. Soit M surface hyperbolique orientable de géométrie

Sfinie.

(i) La fonction zéta de Smale {,; admet un prolongement méromorphe
a C.

(ii) Sur la droite critique {Res=hy}, hy est le seul péle (en fait
simple) de (.

(i) NFD~istw

ehMl

gl

L’asymptotique de N%;" résulte des deux assertions le précédant, via
le théoreme taubérien de Wiener-Ikehara.

Si M est d’aire finie, le théoréme est un corollaire de la formule
de trace de Selberg, qui exprime la dérivée logarithmique de la fonction
zéta de Selberg Zy(s) =] [{53{u(s+k) ™' en termes de données spectrales
du laplacien riemannien sur M.

Pour s’occuper des surfaces d’aire infinie et utiliser au mieux leurs
décompositions en région de Nielsen et entonnoirs, il est opportun
d’introduire des fonctions de Selberg pour des surfaces a bord totalement
géodésique compact. Associées par une formule de trace a des fonctions
spectrales de laplaciens, elles différent suivant le choix des conditions au
bord (Dirichlet ou Neumann); il suffit d’en considérer un type pour le
propos présent.

DgriNiTION 3.8, Soit M surface a bord compact, totalement
géodésique.

Si M est connexe, sa fonction zéta de Selberg est le produit [ [¢Z/(C)
portant sur toutes les géodésiques fermées (éventuellement avec contact
sur le bord en obéissant a la régle d’égalité des angles d’incidence et de
réflexion) primitives de M ou ZM(C)(s)=l_[k20 1—(—1)ickglc6*h 55 C,
de longueur /. a un nombre d’intersection ic fini avec le bord,
Zy(C)(s)=€""® [[ino 1 —e 2¢€2*P sinon.

En général, Z,, est le produit des fonctions zéta des composantes
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connexes de M.

A TPordinaire, la convergence du produit infini est assurée sur le
demi-plan {Re s>1} pour une surface de géométrie finie. Si X est
une surface a bord, Ay notera toujours dans la suite le laplacien sur les
fonctions avec conditions de Neumann sur le bord.

Proposition 3.9 ([12]). Soit M surface hyperbolique de type fini et
N sa région de Nielsen. Alors, pour A dans C\ R, Popérateur Ty ;5(1) =
(A —2A) "' —(Apon—A) ! est tragable, avec trace vérifiant:

(3.10) tr{ Ty on(A)] =d% [log Zag/ Zapon(1/24/ 1/4—,1)]

La fonction Zy,y, produit de fonctions zéta de variétés d’aire finie,
admet un prolongement méromorphe a C: pour M compacte a bord, la
formule de traces de Selberg peut se récrire sous forme multiplicative
en termes de déterminant du laplacien (le déterminant det 4 de ’opérateur
elliptique A d’ordre p sur une variété compacte X est défini par
régularisation { : det A =exp(—{,(0)) avec {, prolongement méromorphe
de la fonction (,(s)=trA~° défini sur {Res>dim X/p} par une série
absolument convergente). Comme Sarnak [30] et Voros [36] l'ont
montré pour les surfaces sans bord,

Proposition 3.11. Soit M surface hyperbolique compact a bord
totalement géodésique. Sotent (g la fonction zéta de Riemann, ', la fonction
digamma de Barnes et Zp défini suivant

ZF(S) =62§'R(— 1)—- l/4~log\/5;-—s(1 —s)(zn)—srz(s)2r(s)— 1'

Alors

(3.12) det[A gy — (1 — )] = Zpy() Zp(s) VO MIm @M= 1/2),

Pour M d’aire finie, la formule de trace de Selberg noue spectre des
longueurs, valeurs propres et opérateur d’Eisenstein %,, associés au
laplacien A,,. Cet opérateur décrit le comportement asymptotique des
fonctions d’Eisenstein associées aux pointes de M, fonctions décomposant
spectralement la partie continue du laplacien A,,. Soit M la compactifica-
tion de M obtenue en ajoutant un nombre fini de points (les pointes) a
M. Soit p une pointe de M et { un de ses relévements dans M(c0). Il
existe une fonction lisse x,, valant 1 au voisinage de p et une fonction
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b,, nulle ‘dehors d’un voisinage ge P te!le que b om=(x,cn)b, ou b, est
une fonction de Busemann sur M centrée en (.

La fonction d’Eisenstein E,(s), définie pour Res>1 suivant
E ()= 1, — (Ap—s(1=9)) (A, —s(1 = 5))(1,¢*"))

admet un prolongement méromorphe a C. Si E, note le vecteur
d’Eisenstein [E,] eprp, €m(s) est le coefficient (méromorphe en s) de
I’équation fonctionnelle

Ep(1—5) =y ()E,(s)

et la formule de trace prend la forme:

Proposition 3.13 ([13]). Soient M surface hyperbolique de volume
fini @ bord totalement géodésique et Pi, le projecteur sur le partie discréte
de L*(M) pour le laplacien A,. Soit V¥ la dérivée logarithmique de la
fonction T.

tr[Py[(Ay— (1 =) T ]+ (20— 1) 7215, tr[1—%)e(1/2)]

1 %I

- 1—-0— _ -17s M
* 2in 1/2+m+[(C( O—o=oN ", trl:(gM
Zy (G)]s N Vol(M)
Zy 4

(C)]dC

(3.14) = [(20' -7t [¥(a)]5,

S0

+HIMN\ M)[(20 1)1 (2+F(0))5,

La formule différentielle valable pour M compacte
M —174 d oA
tr[(AY —p) ]a°=a log(det[Ay — 4)]e**%),

a placer entre la formulation habituelle (telle (3.14)) et Pécriture
multiplicative (3.12), est remplacée pour une surface non compacte de la
maniére suivante:

Théoréme 3.15. Soit H courbe compacte sur la surface M.

(i) Pour A dans C\R", Popérateur Ty y(A)=(Dy—A)~* —(AM\H—-/{)_l
est tracable.

(ii) Soit ¢ réel positif. La fonction Dy y, définie (et holomorphe) sur
C\R" suivant
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fa(A)=det1 + Ty y(—e)(Ayp+8) ' —(A+8)~H 71,

a pour dérivée logarithmique tr[Ty y(A)].

(ii1)) St M est a courbure constante —1 en dehors d’'un compact, la
fonction Dy y(s(1—5)) définie sur {Res>1} admet wun prolongement
méromorphe a C.

Preuve. Les deux premiéres parties sont prouvées dans le travail
[12]. La troisiéme l’est aussi, via la formule de Krein reliant déphasage
spectral et matrice de diffusion pour des perturbations tragables; en fait,
ce recours a la théorie de la diffusion est évitable, comme la suite I’expose.

De I'indépendance (assurée par (ii)) de la dérivée logarithmique de
Djy y vis-a-vis de ¢, il suffit de montrer que D} y(s(1 —s)), Res>1/2, se
prolonge méromorphiquement sur {Res> —a(x)} avec a(ax)— o0 lorsque
a—00, pour établir le prolongement de Dj, y(s(1—s)) a C tout entier.

Soit m, point base de M et, pour a réel, L2*(M) le complété de €° (M)
normé par la norme | |, définie suivant [@], .= "¢l 2.
L’espace vectoriel localement convexe L%%(M) est indépendant du pointage
m,, méme si sa structure euclidienne en dépend. L’espace des opérateurs
continus (resp. compacts, de classe .#P) de L2°(M) dans L*®(M) sera noté
L o py(M) (resp. £, (M), IE (M) et le demi-plan {Res>a} désigné par 2,.

Pour une surface asymptotiquement hyperbolique, le prolongement
de la résolvante a son action sur I’échelle des espaces a poids LZ*(M)
précisée par le lemme suivant (dont la démonstration est reportée
ci-dessous):

Lemme 3.16. Soit H courbe compacte sur la surface M.

(@) Soit a>0, M(U,B) Uespace des fonctions méromorphes sur U
(ouvert de C) a valeurs dans le Banach # et S la surface M ou M\ H. Par
prolongement méromorphe, la résolvante (Ag—s(1—s))"! considérée comme
élément de M(P 5, Lo o(M)), induit un élément de M(P _ 44 1)2,L q, - o(M))
avec parties polairves de rang fini.

(B) Soient e,6_ positifs avec e>¢_. L’opérateur Ty y(—¢), opérant

sur L ~Ve—(M) a valeurs dans L*V*-(M), est de classe trace.

Si e>¢_, le produit TM,H(—E)((AM\H-%S)_I——(l+8)"1)“1, leC\R"
applique, par son premier facteur

(A +e) ' —(G+e) ™ H ' =—A+e) N+ A+ Apa— A7),

Pespace L% (M) dans L2?~V:-(M), puis L* V:-(M) dans L>Y:-(M)
d’aprés la partie f du lemme 3.16. Ainsi le déterminant Dj, 4(4) peut
étre considéré comme celui d’un opérateur interne a L?V¢-(M). D’apres
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le lemme 3.16 en sa partie (x), pour A;=s(1—5s) avec Res>1/2, 'opérateur

(A +) ™' = (A +e) )7 = = (A + o)1 + (L +e)Apu—4) '],

induit un élément de “”(‘q,‘JZ+1/2’ Z\/Z’_\/E:(M)), ce qui assure le
prolongement de D}, y(s(1—y5)), s€ Z,,, au demi-plan .W_Ja—+1/2 et conclut
la preuve de la partie (ii) du théoréme. O

Preuve du lemme 3.16.

L’action de la résolvante (Ag—s(1—s))"! sur les espaces L%*(M) est
déduite de celle d’une paramétrice Pg(s) construite dans [12] en recollant
des paramétrices de laplaciens sur des surfaces élémentaires: si(@,) et ()
sont des partitions de l'unité adaptées a une décomposition de S en
morceaux portés par des surfaces simples (i.e dont la résolvante du
laplacien est étudiable simplement), vérifiant ¥ ¢, =@, la paramétrice Pg
est définie suivant Pg=3%y (A, —s(1—s))"! ¢, ou les laplaciens A, sont de
divers types: Ay avec X surface compacte, Ag avec E bout hyperbolique
évasé, Ay (resp. A ) laplacien sur les fonctions invariantes par rotation (resp.
d’intégrale nulle sur les horocyles) de la pointe P (P=(R/Z),x {y>1} avec
métrique (dx?+dy?)/y?).

Les laplaciens Ay et A, sont a résolvante compacte, ainsi pour ces
termes, ¥, (A,—s(1—s)"'¢, se prolonge méromorphiquement comme
élément de #(C,%,_,(M)). Le prolongement des termes de type
entonnoir résulte de celui de la résolvante du plan hyperbolique ([22]). Via
des changements de variable et de fonction (t=log v,f(y)=¢"%g(t)), A,
est essentiellement équaivalent au laplacien —9? +1/4 sur L2(R*,dt) (avec
conditions de Dirichlet au bord p. ex.), LZ*(P) étant mis en isomorphisme
avec L*(R" ,dt), son prolongement comme élément de ./l(.@_“l/z,Z(Lé'“
(P),L%'_“(P))) en résulte.

Le reste Kg(s)=(Ag—s(1—s))Ps(s)—1 est régularisant, d’image dans
%(K) pour un compact K de S; ainsi Kg(s) induit un élément de
M(P _4v1/2Faq) ce qui donne la propriété énoncée en (x) pour la
résolvante (Ag—s(1—s))~ L= Py(s)(1 + Kg(s)) 1.

Posant s,=(1+./1+4+4¢)/2 (vérifiant s, (1—s,)= —¢), opérateur
Ty y(—e€) se décompose suivant

Ty p(—e)= [P°(se)]%\H — [Po(s) Ke(s)(1 + Ko(s.)) ™ 1]%\1{-

La décomposition de M (et ainsi le choix de (¢,), (¥,)) est supposée
telle que les termes correspondants aux bouts de M disparaissent par
différence dans [Pe(s,)]}\n, rendant ce terme (tragable comme opérateur
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de Green singulier sur une surface [10]) continu comme opérateur de
Lz'—‘/‘__(]\d) a valeurs dans Lz"/:(.M). L’opérateur Ke(s,) (e=M ou
M\ H), régularisant, applique Lz"‘/:(M) dans L%*(K) slors que la
paramétrice Po(s,), somme de résolvantes localisées, laisse invariant
Lz“/:(IW) d’aprés le résultat de stabilité établi par Agmon:

Lemme 3.17 ([1], p. 19). Soient X variété riemannienne compléte, ]

.. _ 1 )
positf. Pour ¢ dans €30, |(Ax=D""0l, 4 s S =g 19l . 5

Red< —1.

Ainsi le second terme applique continGment L%~V Z(1\4) dans Lz"/:(JW),
ce qui compléte la preuve de ’'affirmation (f). O

Voila la partie (i) du théoréme 3.7 établie. Bowen remarquait déja
dans [4] le prolongement méromorphe a C de la fonction {,, pour une
surface M non compacte sans pointe.

Concernant (ii), d’aprés la formule de trace (3.9), les singularités {s;} de
Z,, dans {Res>1/2} sont localisés dans 'intervalle (1/2,1], déterminées par
les valeurs propres (s’il en existe) {4;=s;(1—s;)} dans lintervalle
[0,1/4). Si hy>1/2, Ay, admet hy(1—h,) comme (plus petite) valeur
propre et Z,, a s=h,, comme zéro simple. Si h,;<1/2 (auquel cas la
surface de volume infinie n’a pas de pointe), les formules précédentes ne
permettent pas de conclure. Avec la présentation (décrite précédemment)
de 7m,(M) comme groupe de Schottky, ’ensemble limite L(n,(M)) dans
O0H?, avec I’application de Nielsen Fy, est un sous décalage de type fini, i.e.
le bord du groupe libre ©,(M) vu comme ensemble de mots semi-infinis
sur 'alphabet S muni du décalage naturel. Les géodésiques primitives
et les points périodiques de Fy sont liés suivant (en usant du cadre
introduit dans la preuve de la proposition 3.4):

Proposition 3.18 ([17], [4], [32]). (i) Le spectre primitif du flot
géodésique sur M est en correspondance biunivoque avec les orbites périodiques
de Uapplication de Nielsen Fy.

(i1) Sila géodésique fermée C est associée au point périodique { de période
n, sa longueur vérifie |.=I1D(0). L’application 1 est holdérienne, mélangeante.

Ainsi, la fonction {,; coincide avec la fonction zéta du flot suspendu a
partir de Fy, avec application temps de premier retour [; et, d’apres
Parry-Pollicott, est holomorphe au voisinage de {Res=h,,}, excepté une
singularité polaire (simple) en s=h,,. Ce qui achéve la preuve du
théoréme 3.7. O
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3.2.B. Courbure variable (variétés compactes).

La preuve de Margulis [20] a été reprise par Toll [35], qui observant
que la mesure de Margulis coincide avec celle de Bowen (limite vague

des mesures uniformes sur les géodésiques ;18=llml_,wzlcsléc/zlcsllc)

montre que Cp,=1 dans I’énoncé (¢f. théoréme 3) donné par Margulis.
Parry-Pollicott établissent que cet asymptotique est partagé par la
distribution des périodes d’un flot Axiome A:

Théoréme 3.19 ([25]). Soit @ =(@,),.g un flot Axiome A d’une variété
compacte, restreint a un ensemble basique et d’entropie h,,.

(i) {, aun prolongement méromorphe au voisinage de {Res=h,} et s=h,
en est un zéro simple. Si @ est faiblement mélangeant, c’est le seul zéro
sur la droite critique {Res=h,}, sinon {, est 2n/l, périodique.

(ii) Soit NP (I)=#{t périodique, A(t)<l}. Si ¢ est faiblement

mélangeant,
h‘l’

h,l

(7]

3
~

’

NI (D) ~ g

sinon

hololl/le]
Npcr(l)~l h¢l¢ eree
¢ T ehele 1l

REMARQUE. Par une partition de Markov convenable (et un argument
de comptage des orbites fermées di a Manning-Bowen), I’étude du flot
¢ est remplacée par celle d’un flot obtenu par suspension sur un décalage
de type fini £ avec application temps de premier retour r. Les mots
(semi-infinis) de ce décalage s’interprétent comme la trace d’un chemin
sur I’ensemble des sommets d’un graphe G d’arétes orientées (I’opposée
de I’aréte a n’est pas nécessairement présente dans G). L’application
temps de premier retour » dépend du chemin tout entier (et non d’un
nombre fini de ses sommets, comme pour le flot géodésique sur un
graphe); néanmoins 7 est holdérienne et grace a une suite de fonctions
localement constantes (r,) sur X approchant r, les singularités de (,
approchées par celles de {, , sont suject a description.

Appendice: Formalisme thermodynamique

Comme il a été développé a propos des graphes, il est utile de coder un
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systeme dynamique suivant une formulation combinatoire, qui apparait
dans la statistique de modéles de spins linéaires, d’ou le vocable de
Jormalisme thermodynamique. Ce codage ne réalise pas en général une
équivalence topologique entre le systeme dynamique donné et son codage;
néanmoins il suffit pour certains aspects de la théorie de la mesure et,
grace a un argument de Manning-Bowen, pour compter les éléments
périodiques du systéme.

Pour un flot ¢ sur un espace I, un tel codage consiste en la donnée
d’un alphabet fini S (étiquetant une famille finie de sections transverses
au flot trés convenablement choisies), de régles de juxtaposition littéraire
sous la forme d’une matrice A a coefficients 0-1 indexée par S (reflétant
quelles sections sont traversées par une orbite a partir de telle section),
de ’espace des mots biinfinis ZA={(si)eSz,asis“1=1} licites (liste des
sections traversées par une trajectoire) et d’une application positive [ (dite
temps de premier retour, mesurant le temps écoulé pour aller de la section s
a la section s; pour la trajectoire corespondant au mot s =-:-5_;5¢§;---) sur
% ,; Pespace X! ={(0,5),0€X,, s€ R}/~ obtenu en identifiant (c,s+(0)) et
(t0,s) est le support du flot suspendu @3, a partir du décalage t de X,
et de I’application l:(péA(t)®=(a,s+t). Si la famille de sections est
adéquate (et une telle construction est possible pour les flots géodésiques
sur des variétés compactes a courbure strictement négative p. ex.), il est
obtenu ainsi une projection du suspendu X} sur V, entrelagant les flots
@5, et @. Cette projection n’est pas un homéomorphisme, ni ne met en
correspondance biunivoque les trajectoires périodiques. Néanmoins, ces
deux flots ont méme entropie, (si ¢ est Anosov ou Axiome A) la mesure
(unique) d’entropie maximale de cpf‘:A se projette sur celle pour ¢ et ces
flots sont simultanément mélangeants ou non. Cette propriété de mélange
(existence d’une fonction propre non constante) peut se lire sur [; @b "
est mélangeant si et seulement si [/ est cohomologue a une fonction

. . To :
localement constante ou si et seulement si les longueurs l(C,,)=Zi=ll(t‘a)

des cycles C,=(0,10,-:-,1°0=0,---) de période 7, sont commensurables
entre elles.

Pour un graphe fini, un tel codage a été exhibé. En fait, la partie
consacrée a ’exposant de Poincaré repose sur un autre codage: la famille
des sections choisie consiste en les parties S, de T'G,, des vecteurs
tangents pointant vers g, ou (m,¢) décrit les paires du milieu m d’une aréte
de G\ A; et d’'une de ses extrémités &.

La structure de ’ensemble des trajectoires périodiques sur X!, est celle
des mots périodiques de £, ou bien encore celle des orbites périodiques
sur 3 (espace des mots s=(s;);5 licites vis-a-vis de A) sous I’action du
décalage t (1(s);=s;,;- A priori, la fonction de premier retour [ dépend
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du passé (i.e. des coordonnées s; avec 1<0) des trajectoires, mais il existe
une fonction I, cohomologue a [ (i.e. I* =l4+u—uot avec u continue).

Géométriquement, cela revient a remplacer les sections S par des
sections laminées en variétés stables (ainsi, si x, x'€.S avec x' € F°(x) et
Pr+0(X) €S, alors @4 (x)€S ie. IT(x)=I*(x")). Ainsi, le spectre des
périodes de ¢} s’identifie au spectre des longueurs {{*?(s)} ou s (de
période p,) parcourt une classe de représentants des orbites périodiques
du décalage 7 sur Xj.

Si dg est une distance sur S, ’espace X, est métré suivant d(s,s’) =
222 lldy(s;,s}). Une fonction continue f est dite a-holdérienne si
|fla=supss d(f(s),f(s"))/d(s,s')* est finie, I'espace €*(Z,) des fonctions
a-holdériennes, avec la norme | ||, définie par |fll,=I|fl,+ Ilfll,, €st une
algébre de Banach. L’espace des fonctions sur ¥, ne dépendant pas
du passé s’identifie a I’espace des fonctions continues sur X (dont la
topologie est induite par une métrique analogue a celle introduite
pour X,). La réduction cohomologique de [ a [* est possible sans perte
irréemédiable de régularité: si [/ est a-holdérienne, il est possible de
prendre [T et u o/2-holdériennes.

Pour [ dans €,(X}), espace des fonctions sur L] ne dépendant que des
n premieres coordonnées, la fonction {',(s) définie par

L=exp(Y ~ F ety

m>1 M seFix tm

coincide avec le déterminant det(l — % g4, 1))~ ! ou Z, est 'opérateur, dit
de Perron-Frobenius-Ruelle, défini sur ¥(X}) suivant

L (@)s)= Y, /D(1),

Ltt=s

et dont la théorie spectrale est en partie explicitée par le théoréme de
Perron-Frobenius-Ruelle (le dernier auteur étendant aux opérateurs sur
des espaces de fonctions continues le résultat des deux premiers concernant
les matrices):

Théoreme A.1([25]). Soit A matrice apériodique (i.e. une puissance de
A est a coefficients tous strictement positifs) et f a-hioldérienne a valeurs
réelles.

(1) L’opérateur &£ ; admet une valeur propre simple positive f§, de module
maximum, avec une fonction propre y strictement positive, o-holdérienne.
(ii) Le spectre de £ ;, mis a part B, est contenu dans un disque de rayon
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strictement inférieur a f.
(i11) Il existe une unique mesure de probabilité p, vecteur propre de
Padjoint de &, avec valeur propre f.

@iv) ,S,”;go/ﬁ"ﬁxj‘z; (pd,u/jz; xdu pour tout ¢ dans €(X}).

Ainsi, 'opérateur & _; a fi(s) comme plus grande valeur propre simple,
analytique en s, décroissante sur R, de dérivée 0,8= — <l >/{p, ).
L’unique A (qui est strictement positif) tel que B(h)=1 coincide avec
’entropie du flot suspendu sur X7.

Pour [ dans %,(X}), le produit {,(s)(1—p(s)) est méromorphe au
voisinage de R, analytique sur un voisinage de s=#h; pour ! a-héldérienne,
Parry et Pollicott [24] prouvent que, sans que {;, admette nécessairement
un prolongement méromorphe au plan tout entier, le produit {,(s)(1 — B(s))
se prolonge analytiquement au voisinage de {Res>h}, et si [ est
mélangeante, le seul zéro de 1—f(s) sur la droite critique {Res=h} est
en s=h.

De la singularité de {; en s =h résultent les asymptotiques du théoréme
3.19 en appliquant deux assertions taubériennes (utilisées aussi pour des
dénombrements d’orbites ou de chemins a extrémités fixées), celle de

Wiener-Ikehara ([37]):

Théoréme A.2. Soit a,(t), o € A une famille de fonctions monotones non
décroissantes continues supévieurement telle que, pour un sy réel, L, (s)=
_[80 e “a,(t)dt converge absolument pour s€(sy,+ 00) et que @,(s)=L,(s)—
A,/(s—so) soit continue sur un voisinage de A x {Res>sy}. Alors a,(t)=
A (1 +¢,(t)) avec e,(t)—0 uniformément sur A.

ou l'introduction de parameétres ne colte pas beaucoup, et celle, dont la
preuve plus aisée est donnée:

Lemme A.3. Soit Re(0,1) et f(z) =2, f,2" fonction méromorphe au
voisinage de Dy ={|z| <R} avec R pour seul péole (simple de résidu A #0) dans

Dy. Alors Z:LO f,=—AR N*Y/(1 —2R)(1 +&(N)) avec &(N)—-0. Si la
fonction f dépend d’'un paramétre o avec résidu A, continu en o, la

conclusion vaut avec ¢,(N)—0 uniformément en a.

Preuve. La fonction f(z)—A/(z—R)=2,, o(f,+ AR "*1)z" est ho-
lomorphe au voisinage de Dp; aussi existe-t-il ¢>0 avec R(1+)<1 et
C, tels que |[f,+ AR~ "* Y| <C,(R(1+¢))™". Le résultat en découle. O
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